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особенности  проводимости  
наномодифицированных ВТСП-структур

М.П. Фараджева1, А.В. Приходько1 , О.И. Коньков2

1 Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого,  

Санкт-Петербург, Российская Федерация; 
2 Физико-технический институт им. А.Ф. Иоффе РАН,  

Санкт-Петербург, Российская Федерация

Проведены исследования транспортных характеристик наноструктур, со-
стоящих из микрокристаллического порошка YBa2Cu3O7−δ и нанопорошка того 
же состава, в наносекундном интервале длительностей импульсного напряже-
ния, приложенного к наноструктуре. Установлено, что при 20%-м содержа-
нии нанопорошка наблюдается повышение критической температуры перехода 
Tc в сверхпроводящее состояние. Полученные экспериментальные результаты 
трактуются в рамках теории перколяции, согласно которой оптимальная кон-
центрация нанопорошка в наномодифицированных структурах приводит к воз-
никновению максимального количества джозефсоновских контактов микро-
порошок − нанопорошок. Увеличение пористости структуры при отклонении 
от оптимальной концентрации приводит к разрушению перколяционного кла-
стера и уменьшению значения Tc, а также к уширению области температур, в 
которой происходит переход в сверхпроводящее состояние. 

Ключевые слова: наноструктура, высокотемпературная сверхпроводимость, перколяционный 
кластер, критическая температура

Ссылка при цитировании: Фараджева М.П., Приходько А.В., Коньков О.И. Особенности про-
водимости наномодифицированных ВТСП-структур // Научно-технические ведомости СПбГПУ. 
Физико-математические науки. 2018. Т. 11. № 4. С. 7–14. DOI: 10.18721/JPM.11401

conductivity features of the nanomodified HTSC structures 

M.P. Faradzheva1, A.V. Prikhod’ko1, O.I. Kon’kov2

1 Peter the Great St. Petersburg Polytechnic University, St. Petersburg, Russian Federation; 
2The Ioffe Institute of the Russian Academy of Sciences,  

St. Petersburg, Russian Federation

The transport characteristics of nanostructures consisting of microcrystalline 
YBa2Cu3O7–δ powder and nanopowder of the same composition have been studied in 
the nanosecond duration interval of the pulse voltages applied to the nanostructure.  
An increase in the critical temperature Tc of the transition to the superconducting 
state was established to occur at the 20% nanopowder content. The obtained 
experimental data was interpreted in terms of the percolation theory. This theory 
holds that the optimal nanopowder content in the nanomodified material causes a 
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Введение

Изучение механизма протекания тока в 
материалах с высокотемпературной сверх-
проводимостью (ВТСП) представляет по-
вышенный интерес ввиду проявления 
нелинейных электрических свойств при 
варьировании их химического состава, ха-
рактера взаимодействия между их гранула-
ми и особенностей межгранульной среды. 
Среди указанных объектов следует выде-
лить «модифицированные» наноматериалы 
как близкие к перколяционным структурам 
[1 – 3]. Физические свойства в неоднород-
ных перколяционых структурах, такие как 
электропроводность, диффузия, подвиж-
ность носителей заряда, намагниченность 
и другие, можно описать  с позиций теории 
протекания (перколяции). 

Известно, что в теории протекания 
ключевую роль играют как характеристи-
ки среды, так и параметры взаимодействия 
областей с одинаковыми свойствами. При 
этом появляется возможность управлять 
электрическими свойствами таких перколя-
ционных структур, в частности проводимо-
стью. Например, в работе [2] показано, что 
наноструктуры на основе серебра обладают 
нелинейными вольт-амперными характери-
стиками, т. е. при повышении напряжения 
на кривой зависимости силы тока от прило-
женного напряжения I(U) наблюдается об-
ласть с отрицательным дифференциальным 
напряжением. В работе [3] изучено проте-
кание тока в композите сверхпроводник – 
манганит. При этом установлено, что когда 
концентрация ферромагнетика достигает 
критического значения, нарушаются пер-
коляционные пути и образуется сетка кон-
тактов сверхпроводник – ферромагнетик – 
сверхпроводник. Наличие сетки приводит к 
резкому возрастанию удельного сопротив-

ления композита и уширению сверхпрово-
дящего фазового перехода (с сохранением 
ферромагнитных свойств). Подобные со- 
единения рассматриваются как сверхпрово-
дники с размытой температурой фазового 
перехода (далее для краткости эта область 
сопротивлений и температур будет имено-
ваться R(T)-переход). При добавлении в 
диборид магния MgB2 более 10% магнитно-
го материала La0,7Sr0,3MnO3 (LSMO), транс-
портные характеристики такого соедине-
ния определяются протеканием тока по 
цепочкам LSMO – MgB2 – LSMO – MgB2, 
что объясняет уширение R(T)-перехода на 
10 K. В работе [4], где  измерения выпол-
нялись на постоянном токе, было установ-
лено, что если получать ВТСП-керамику 
YBa2Cu3O7−δ путем смешивания микрокри-
сталлического порошка и  нанопорошка 
такого же состава (с концентрацией более 
20 %), то повышается как абсолютное зна-
чение электросопротивления, так и тем-
пература сверхпроводящего перехода (по 
отношению к соответствующим свойствам 
микрокристаллов).

Цель настоящей работы – устано-
вить влияние состава ВТСП-керамики 
YBa2Cu3O7−δ, полученной путем смешива-
ния порошков с разным размером частиц,   
на  критическую температуру и ширину 
перехода ВТСП-материалов в сверхпрово-
дящее состояние.

 В связи с поставленной целью, в работе 
изучены особенности протекания тока в та-
ких структурах в зависимости от содержа-
ния нанопорошка и представлены резуль-
таты анализа транспортных характеристик 
модифицированных ВТСП-материалов на 
основе микрокристаллического порошка 
YBa2Cu3O7−δ и нанопорошка того же состава 
в наносекундном интервале длительностей 

rise of the maximum number of micropowder-nanopowder Josephson’s contacts. An 
increase in the structure porosity when the content falls off from the optimum, leads 
to a break-down of a percolation cluster and to a decrease in the Tc value; moreover, 
the temperature range where the transition to the superconducting state takes place, 
spreads.      

Keywords: nanostructure, high-temperature superconductivity, percolation cluster, critical temperature
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напряжения, приложенного к таким струк-
турам. 

Методика эксперимента

Для проведения исследований исполь-
зовались образцы, состоящие из сверхпро-
водящего микрокристаллического порошка 
оксида иттрия-бария-меди YBCO, получен-
ного по обычной керамической технологии 
спеканием порошков углекислого бария 
BaCO3, оксида иттрия Y2O3 и  оксида меди 
CuO в твердой фазе, и сверхпроводящего 
нанопорошка YBCO [4, 5], полученного 
путем сжигания нитрат-органических пре-
курсоров. Нитраты иттрия, бария и меди 
смешивались в соответствующих мольных 
долях и растворялись в воде в соотноше-
нии 0,03 : 1,00. В качестве «топлива» до-
бавлялся глицерин в количестве 0,5 − 1,5 % 
от общей массы водного раствора нитратов. 
Полученный раствор выпаривался при не-
прерывном помешивании до желеобразно-
го состояния. Этот осадок воспламенялся и 
горел до образования аморфного сыпучего 
прекурсора. После этого полученный про-
дукт подвергался термообработке до 350 – 
915 °C с выдержкой при этих температурах 
в течение 1 − 20 ч  для удаления недого-
ревшей органики и формирования соответ-
ствующего распределения размеров частиц. 
Размеры частиц нанопорошка составляли 
примерно 35 – 70 нм [5], а микрокристал-
лов, полученных методом твердофазного 
спекания, – 0,5 – 2,0 мкм.

Дифракционный анализ синтезирован-
ных соединений, исследование морфоло-
гии образцов, а также их фазового состава 
представлены ранее в работе [5].

Образцы модифицированных структур 
получали путем смешивания двух порош-
кообразных компонентов в массовом со-
отношении. Компоненты не подвергались 
спеканию, чтобы избежать взаимодиффу-
зии и нежелательных химических реакций, 
а также прессованию, чтобы исключить 
вклад механического воздействия в иссле-
дуемые характеристики. Мы рассматрива-
ли модельную систему – смесь порошков 
с искусственно созданными джозефсонов-
скими слабыми связями, образующимися 
на естественных межгранульных границах. 

Нормальное сопротивление указанных гра-
ниц составляет примерно 3 Ом и не отра-
жается на выводах работы.

Для оценки транспортных характеристик 
образцов проводились исследования тем-
пературных зависимостей сопротивления 
R(T) в области сверхпроводящего фазового 
перехода в наносекундном интервале дли-
тельностей приложенного напряжения, по 
методике, описанной в работе [6]. Образец 
помещали в цилиндрическую диэлектри-
ческую ячейку между двумя прижимными 
контактами из стеклоуглерода и сжимали 
этими электродами с давлением не более  
1 МПа. Длительность импульса составляла 
1 – 20 нс при напряжении до 1 В на частоте 
100 Гц. Особенность такого наносекундного 
эксперимента состоит в управляемом кон-
троле термического перегрева каналов про-
текания, который позволяет  выявить осо-
бенности протекания тока в неоднородной 
системе без ее разрушения. Сопротивление 
образца в измерительной ячейке доводилось 
до 100 – 200 Ом (при комнатной темпера-
туре) путем его сжатия стеклоуглеродны-
ми электродами; это было необходимо для 
обеспечения наибольшей чувствительности 
методики. Степень такого сжатия не влияла 
на плотность упаковки порошкообразного 
образца, так как прикладываемые усилия 
ничтожно малы (на это указывала воспро-
изводимость полученных нами  результатов 
для одного и того же образца). Значение 
критической температуры Tc определялось 
как точка начала перехода. Для системы с 
100%-м микрокристаллическим порошком 
YBa2Cu3O7−δ точка начала резистивного пе-
рехода составляла примерно 94 K, т. е. была 
близкой к значению температуры Кюри, 
найденной с помощью магнитных измере-
ний в работе [7], и это значение  является 
стандартным.

Экспериментальные результаты  
и их обсуждение

На рис. 1 представлены температур-
ные зависимости сопротивления образцов 
R(T)  в области перехода в сверхпроводя-
щее состояние для образцов с различным 
содержанием нанопорошка (0 – 100 %), 
при длительности импульса приложенно-
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го напряжения 5 нс. Результаты измере-
ний представлены в относительных едини-
цах, где R0 – значение сопротивления при  
T = 100 K.

Исследования в стационарном режиме 
[5] показали, что для керамики YBa2Cu3O7−δ, 
полученной твердофазным спеканием, тем-
пература перехода в сверхпроводящее со-
стояние составляет 89,0 K, а добавление 
нанопорошка в концентрации более 20 % 
повышает эту температуру до 96,6 K. Одна-
ко наносекундные исследования показали, 
что повышение критического значения тем-
пературы Tc примерно на 5 K наблюдается 
только для образца с 20%-м  содержанием 
нанопорошка, тогда как существенного по-
вышения Tc для других концентраций не 
зарегистрировано. 

На рис. 2 приведены зависимости ве-
личины Tc от концентрации нанопорошка  
(N, %) в стационарном режиме (кривая 1, 
[5]) и в наносекундном (кривая 2). Значе-
ния Tc для чисто микрокристаллических 
образцов (N = 0 %) в стационарном и на-
носекундном режимах различаются, так как 
в первом случае авторы работы [5] иссле-
довали керамику YBa2Cu3O7−δ, полученную 
методом твердофазного спекания, тогда 

как во втором (настоящая статья) – смесь 
микрокристаллических порошков. 

В таблице  приведены значения крити-
ческой температуры (Tc, �����������������K����������������), ширины сверх-
проводящего перехода (ΔT, K) и наклона 
кривой температурной зависимости сопро-
тивления (B, K−1) для образцов с различным 
содержанием нанопорошка (N, %). Наклон 
зависимости R(T) (параметр B) вычислял-
ся как угловой коэффициент касательной в 
точке кривой, где значение R/R0 составля-
ло половину максимального значения, т. е. 
(1/2) (R/R0)max (середина сверхпроводящего 
перехода), с погрешностью 5 %. Установле-
но, что наклон кривой зависимости сопро-
тивления от температуры для образца 3 с 
20%-м содержанием нанопорошка отлича-
ется от других образцов (1, 2, 4, 5). 

Для  образца с 20%-м содержанием на-
нопорошка величина B выше, чем для об-
разцов других составов, что свидетельствует 
о более резком переходе в сверхпроводящее 
состояние. Для этого же состава наблюдает-
ся и наибольшее значение Tc, равное 99 K.

В работах [8, 9] установлено, что при до-
бавлении наночастиц BaTiO3 [8] и BaHfO3 
[9] в микрокристаллическое соединение 
YBa2Cu3O7−δ температура перехода в сверх-

Рис. 1. Температурная зависимость сопротивления образцов YBa2Cu3O7−δ  
в области сверхпроводящего перехода для различных концентраций введенного 

нанопорошка, %:  0 (1), 10 (2), 20 (3), 30 (4), 100 (5)
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проводящее состояние повышается до 103 
и 107 K соответственно.

Введение наночастиц других элементов 
в керамику YBCO, как правило, снижает 
критическую температуру перехода в сверх-
проводящее состояние Tc [10 – 12], тогда 
как для наших наноструктурированных ма-
териалов значение Tc увеличивается. 

Согласно теории перколяции, прово-
димость в неоднородных средах зависит от 
концентрации примеси в исходном образце 
и ее порогового значения (Nc − критическая 
концентрация, при которой наблюдается 
порог протекания тока). В исследуемых 
нами структурах нанодисперсный порошок 

выступает в качестве связующего, образуя 
сеть слабых связей джозефсоновского типа 
в микрокристаллическом ВТСП.  Наноди-
сперсный наполнитель, располагаясь между 
микрочастицами ВТСП, обеспечивает фор-
мирование сверхпроводящего перколяци-
онного кластера в неоднородной среде. 

Пороговое значение концентрации, 
при котором наблюдается повышение Tc  
(см. рис. 2), приходится на 20%-е содержа-
ние нанопорошка, выше которого, вероят-
но, в системе происходит «переключение» 
механизма проводимости. Согласно теории 
протекания, в объемной двухкомпонентной 
системе при 26%-й объемной доле частиц 

Таблица

Параметры фазового перехода в сверхпроводящее состояние для образцов  
модифицированного YBa2Cu3O7−δ с различным содержанием нанопорошка 

N, % 0 10 20 30 100
Tc , K 94,7 96,0 99,0 95,0 93,0
∆T, K 14 14 10 12 13
B, K–1 0,064 0,064 0,090 0,070 0,071

Обозначения : Tc – критическая температура; ∆T – ширина сверхпроводящего перехода;  
B – наклон кривой температурной зависимости сопротивления; N – содержание нанопорошка.

Рис. 2. Зависимости критической температуры перехода образцов  
в сверхпроводящее состояние от концентрации нанопорошка в статическом  

(1 [5]) и наносекундном (2) режимах; данные получены для керамики (1)  
и для смеси порошков (2)
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меньшего размера существует максимальное 
значение плотности упаковки [13] (мини-
мальная пористость). При этом возможно 
создание благоприятных условий для про-
явления джозефсоновских свойств. Такая 
концентрация в наномодифицированных 
структурах приводит к возникновению мак-
симального количества джозефсоновских 
контактов микропорошок − нанопорошок. 
С увеличением концентрации, нанодисперс-
ный наполнитель, обволакивая микрокри-
сталлы YBa2Cu3O7−δ, образует оболочку из 
нанопорошка того же состава. При значе-
нии N свыше 20 % образуется «прослойка» 
из нанопорошка и исчезает прямой контакт 
между микрогранулами. Увеличение пори-
стости структуры при отклонении от опти-
мальной концентрации приводит к наруше-
нию джозефсоновской сетки, разрушению 
перколяционного кластера и наблюдаемому 
нами уменьшению значения Tc, а также к 
уширению области температур, где имеет 
место переход в  сверхпроводящее состоя-

ние. Отметим, что в случае стационарных 
токов такой эффект отсутствует ввиду дли-
тельного теплового воздействия.

Заключение

Проведенное исследование транс-
портных характеристик при наносекунд-
ных длительностях напряжения позво-
ляет выявить особенности изменения 
температуры и крутизны перехода (накло-
на кривых) ВТСП-структур неоднородно-
го состава. Установлено, что в структурах, 
состоящих из микрокристаллического по-
рошка YBa2Cu3O7−δ и нанопорошка того же 
состава, наблюдается повышение крити-
ческой температуры перехода Tc в сверх-
проводящее состояние и сужение сверх-
проводящего перехода при концентрации 
нанопорошка примерно 20 %. Путем добав-
ления нанопорошка в различной концен-
трации появляется возможность управле-
ния критической температурой и шириной 
перехода в сверхпроводящее состояние.
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Аномалия проводимости пленок из графеноподобного 
углерода в области температур 80 – 120 K
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В работе представлены результаты исследования проводимости пленок из 
природного углерода в интервале температур 78 – 220 K. Приведены данные 
структурных исследований методами сканирующей электронной микроско-
пии и спектроскопии комбинационного рассеяния. Выявлено, что осаждение 
природного углерода на подложки с нанесенным токопроводящим покрыти-
ем оксида индия позволяет получать структуры нового типа – тонкие плен-
ки, построенные из однородных углеродных сеток, в узлах которых находятся 
глобулярные наноразмерные частицы в виде искаженных графеновых плоско-
стей. Методом наносекундной вольт-амперометрии изучено поведение вольт-
амперных характеристик углеродных пленок, содержащих графеноподобные 
фрагменты. Установлено, что при достижении критической температуры резко 
увеличивается сопротивление образца и проявляется диамагнетизм, сохраняю-
щийся на протяжении 50 термоциклов.

Ключевые слова: графеноподобный углерод, тонкая пленка, проводимость, наносекундная вольт-
амперометрия, диамагнетизм
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The paper presents the results of conductivity studies in natural carbon films in 
the temperature range from 78 to 220 K. The data of structural studies using scanning 
electron microscopy and Raman spectroscopy are given. It has been found that the 
deposition of natural carbon on substrates with a conductive coating of indium oxide 
allows to obtain a new type of structure, that is, thin films, represented by homogeneous 
carbon nets, in the nodes of which there are globular nano-sized particles in the form of 
distorted graphene planes. The behavior of the current-voltage characteristics of carbon 
films containing graphene-like fragments was studied by nanosecond voltammetry. It was 
established that the sample resistance sharply increased and the sample diamagnetism 
exhibited (persisting for 50 thermal cycles) at the critical temperature.
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Введение

Наблюдение сверхпроводящих свойств 
природных углеродсодержащих образова-
ний с температурой фазового перехода от 
10 до 110 K было проведено еще в 1993 
году [1]. Авторы предположили, что нали-
чие указанных свойств обусловлено при-
сутствием фуллеридов в составе соедине-
ния. 

В то же время опубликован ряд иссле-
дований (см., например, работу [2]), в ко-
торых наблюдалась аномалия, присущая 
высокотемпературной сверхпроводимости 
(ВТСП) углеродных структур С60-Сu.

В работе [3] (2005 г.) сообщалось о на-
личии диамагнетизма в природном угле-
родистом веществе (область 90 – 150 K) с 
явно выраженной структурной анизотро-
пией. Было показано, что диамагнитные 
свойства не связаны с присутствием в при-
родном углероде фуллеренов и повышен-
ных концентраций меди. Авторами работы 
[3] была выдвинута гипотеза, что наблю-
даемый эффект обусловлен специфической 
структурой природного углерода.

Несколько позднее был обнаружен фазо-
вый переход в диамагнитное состояние при 
77 – 100 K для мембраны на основе смеси 
фуллеренов С60 и С70, легированной медью 
[4]. Однако для такой мембраны было ха-
рактерным наличие диамагнитной «ямы» 
(существование диамагнитных свойств в 
определенном температурном интервале), 
и при проведении повторных циклов ее 
охлаждения и нагревания, диамагнетизм не 
сохранялся. 

В результате серии работ, посвященных 
исследованию мембран на базе фуллере-
нов, появилась новая технология получе-
ния тонких пленок на основе природного 
углерода [5]. В работе [6] приведены пред-
варительные результаты, свидетельствую-
щие о проявлении диамагнитных свойств в 
углеродных образцах нового типа.

Цель настоящей работы – выявление 
аномалий проводимости в интервале тем-
ператур 78 – 220 K в пленках из природно-

го углерода, содержащих графеноподобные 
фрагменты.

Объекты исследования

Объектами исследования служили тон-
кие пленки на основе природного графе-
ноподобного углерода. Их получали путем 
сублимации исходного порошка углерода в 
термокамере малых размеров [5].

В качестве исходного использовался 
порошок шунгитового углерода, изго-
товленный из шунгита первой разновид-
ности месторождения Шуньга (Карелия, 
Россия) [12] по технологии, описанной в 
работе [11].

Согласно этой технологии, сначала 
шунгит измельчают до частиц размером  
0,1 – 10 мкм, затем полученную массу под-
вергают диспергированию в водной среде 
в течение 1 – 2 ч (используются мелющие 
тела размером 1 – 3 мм); после этого ее 
фильтруют и сушат в естественных усло-
виях. Размер частиц готового порошка со-
ставлял 0,01 – 1,0 мкм.

Полученный порошок помещали в тер-
мокамеру, расположенную на нагревателе. 
В верхней части термокамеры располага-
лась стеклянная подложка с проводящим 
контактом из оксида индия, предназна-
ченная для осаждения на ней углеродной 
пленки. Вся конструкция размещалась в 
вакуумной камере, откачанной до давления 
10–6 мм рт. ст. Камеру нагревали до темпе-
ратуры 750 °С.

В результате описанного технологиче-
ского процесса, на подложке формирова-
лась углеродная пленка диаметром 8 мм и 
толщиной 3 мкм (рис. 1, а).

Размер углеродных наночастиц, образую-
щих тонкую пленку, составлял 50 – 100 нм.

Методика эксперимента

Хорошо известно, что признаками 
сверхпроводимости материала считаются 
специфическое поведение вольт-амперной 
характеристики (ВАХ) и проявление диа-
магнитного отклика [7].

Citation: A.A. Koval’chuk, A.V. Prikhod’ko, The conductivity of the graphene-like carbon films: Anom-
aly in the 80–120 K temperature range, St. Petersburg Polytechnical State University Journal. Physics and 
Mathematics. 11 (4) (2018) 15–23. DOI: 10.18721/JPM.11402
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В настоящей работе применялись две хо-
рошо отработанные экспериментальные ме-
тодики: регистрация наносекундных  ВАХ и 
измерения диамагнетизма тонких пленок. 

Метод наносекундной вольт-амперо-
метрии [8] основан на регистрации пода-
ваемого на образец (Ui) и отраженного от 
него (Ur) импульсов напряжения.

Напряжение U на образце, ток I через 
него и его сопротивление R рассчитывают-
ся по следующим формулам:

= + ,i rU U U  = −( ) / ,i rI U U Z

+
=

−
,i r

i r

U U
R Z

U U

где Z – волновое сопротивление коакси-
альной линии (Z = 50 Ом).

Для регистрации диамагнитного откли-
ка использовалась методика [9], основанная 
на принципе разбаланса частот кварцевых 
генераторов (частота генерации каждого – 
1 МГц) за счет изменения диамагнитных 
свойств образца. Связь между образцом и 
первым кварцевым резонатором осущест-
вляется при помощи зонда – ферромагнит-
ной ленты, намагниченной в постоянном 
магнитном поле (его индукция – 59 мТл).

Относительное изменение частоты df / f 
линейно зависит от массы кварца. Это об-
стоятельство позволяет использовать кварц 
в качестве индикатора касания зонда.

Изменение величины df / f позволяло 
нам получать данные о поведении магнит-

ной восприимчивости. Оно изучалось в 
температурном диапазоне от 78 до 220 K,  
при скорости изменения температуры  
0,1 K /мин.

Диаграмма нормального распределения 
плотности вероятности для температуры 
перехода Tc (50 термоциклов охлаждения) 
углеродной пленки в интервале от 78 до 
220 K рассчитывалась известным методом, 
описанным в работе [10].

Первичная оценка однородности угле-
родных пленок и измерение их толщины 
проводились на лазерном цветном 3D-
микроскопе VK-9700K (Keyence), в котором 
источником света служил полупроводнико-
вый лазер мощностью 0,9 мВт, с рабочей 
длиной волны 408 нм.

Структурные особенности полученных 
углеродных пленок изучались методами 
сканирующей электронной микроскопии 
(СЭМ) на микроскопе SU1510 (Hitachi) с 
микрозондовой приставкой и спектроско-
пии комбинационного рассеяния (КР) на 
дисперсионном рамановском спектрометре 
Nicolet Almega XP (Thermo Scientific). Спек-
тры КР регистрировались на длине волны 
лазерного излучения 532 нм, при шири-
не спектрального окна от 100 до 3500 см–1;  
последующее разложение полученных спек-
тров осуществлялось с использованием про-
граммного обеспечения “Omnic”.

Структурные исследования проводи-
лись в «Центре коллективного пользова-
ния» Института геологии Карельского на-

Рис. 1. Фотография (a) и снимок методом сканирующей электронной микроскопии (b) 
изготовленной углеродной пленки (диаметр 8 мм и толщина 3 мкм); 

стрелка указывает на одну из наночастиц 

а) b)
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учного центра Российской академии наук 
(ИГ КарНЦ РАН, г. Петрозаводск) и на 
кафедре информационно-измерительных 
систем и физической электроники Петро-
заводского государственного университета 
(КИИСиФЭ ПетрГУ).

Проводящие свойства объектов изуча-
лись на оборудовании группы фуллерено-
вых исследований СПбПУ Петра Великого 
(г. Санкт-Петербург).

Экспериментальные результаты  
и их обсуждение

Данные КР-спектроскопии. В спектре 
пленки до проведения температурных экс-
периментов (рис. 2) присутствуют харак-
терные для некристаллических углеродных 
материалов D- и G-линии первого порядка 
при волновых числах 1391 и 1587 cм–1 со-
ответственно.

В отличие от спектра КР исходного по-
рошка шунгитового углерода, вторая гармо-
ника (2D и 2G) в спектре исследуемого об-
разца отсутствует, но появляется  D4-линия, 
или Т-линия, на частоте  1110 см–1, которую 
в ряде работ исследователи характеризуют 
неоднозначно, в том числе ее приписывают  
деформации графеновых плоскостей [13].

В нашей более ранней работе [5], из 

анализа спектров КР был сделан вывод о 
присутствии графеновых фрагментов в ис-
следуемых пленках.

Вольт-амперные характеристики. При 
анализе полученных ВАХ обращает на себя 
внимание наличие на них падающих участ-
ков при 78 K (рис. 3, вставка), что служит 
одним из признаков аномального поведения 
проводимости и может говорить о проявле-
нии объектом сверхпроводящих свойств.

Нелинейный характер ВАХ в этом со-
стоянии при 78 ������������������������K����������������������� может также свидетель-
ствовать о существовании в углеродной 
пленке каналов с проводимостью, обуслов-
ленной, например, контактными эффек-
тами, которые не связаны с проявлением 
сверхпроводимости.

Падающие участки частично компен-
сируются нормальным протеканием тока 
в неоднородной структуре. При дальней-
шем увеличении тока эти участки исчеза-
ют и переходят в нормальное состояние  
(см. рис. 3, участок кривой 1 при токах 
свыше 2,5 мА).

После достижения критической тем-
пературы Тс = 81 K образец переходит в 
нормальное состояние, которое характери-
зуется омическим поведением (см. рис. 3, 
кривая 2). Сопротивление образца увели-

Рис. 2. Спектр комбинационного рассеяния полученной углеродной пленки
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чивается на один-полтора порядка (рис. 4).
ВАХ аналогичного вида наблюдались 

ранее [14] для системы CunC60.
Температурная зависимость сопротивле-

ния. На рис. 4 представлен типичный гра-

фик зависимости электрического сопротив-
ления образца от температуры в интервале 
от 78 до 89 K. На рисунке выделен участок 
изменения проводимости (ширины перехо-
да) ∆ = 4 K.

Рис. 3. Вольт-амперные характеристики углеродной пленки при 78 K (1) и 220 K (2). 
На вставке приведен фрагмент кривой 1 в логарифмическом масштабе, пунктиром обозначены 

падающие участки

Рис. 4. Зависимость сопротивления углеродной пленки от температуры;
∆ – ширина перехода (участок изменения проводимости) 
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Отметим, что подобное изменение со-
противления наблюдалось в работе [15] у 
высокоориентированного пиролитического 
графита, интеркалированного монослоями 
Cu������������������������������������ – ���������������������������������O��������������������������������, но эффект был неустойчив и ис-
чезал после нескольких термоциклов.

На рис. 5 представлена диаграмма рас-
пределения плотности вероятности ρ для 
температуры перехода Tc (50 термоциклов 
охлаждения) в интервале температур от 78 
до 220 K, при среднем значении Тс = 81 K.

На рис. 6 представлена температурная 

Рис. 5. Диаграмма распределения плотности вероятности для температуры перехода 
Tc (50 термоциклов охлаждения) углеродной пленки в интервале 

от 78 до 220 K; среднее значение Тс = 81 K

Рис. 6. Температурная зависимость относительного изменения частоты 
двух кварцевых резонаторов для углеродной пленки
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зависимость относительного изменения ча-
стоты df / f двух кварцевых резонаторов для 
углеродной пленки.

Полученное значение Тс = 81 K близко 
к полученному в работе [3] для шунгитовых 
пород месторождения Чеболакша. Анало-
гичный результат был ранее обнаружен для 
мембраны на основе фуллеренов С60 и С70, 
легированной медью [4]. Однако для такой 
мембраны было характерным наличие диа-
магнитной «ямы» (проявление диамагнит-
ных свойств в определенном температурном 
интервале). В сильно неоднородных областях 
образца наблюдалось разрушение диамагнит-
ного состояния. Кроме того, при проведении 
повторных циклов охлаждения и нагревания 
фуллереновых мембран, диамагнитный эф-
фект вообще не сохранялся [4].

Представленные в настоящей работе 
результаты свидетельствуют о практически 
важных свойствах углеродной пленки: из-

менении проводимости под действием тем-
пературы, а также наличии диамагнетизма, 
способного сохраняться в образцах на про-
тяжении 50 термоциклов.

Заключение

Полученные в настоящем исследова-
нии углеродные пленки характеризуются 
аномалией проводимости и сохранением 
диамагнитного эффекта в температурном 
интервале 78 – 110 K на протяжении всех 
термоциклов.

Такие практически важные свойства 
углеродных пленок достигнуты благодаря 
использованию в качестве исходного угле-
родного материала специально подготов-
ленного порошка шунгитового углерода.

Работа выполнена при поддержке гран-
та программы «УМНИК» Фонда содействия 
развитию малых форм предприятий в научно-
технической сфере, договор № 11094 ГУ/2016.
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Влияние гамма-излучения на тонкие  
нанокомпозитные пленки MEH-PPV/C60

Н.М. Романов1,2, И.Б. Захарова1, М.М. Малова1,  
М.А. Елистратова1, С.Ф. Мусихин1 
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В работе исследовано влияние гамма-излучения на фотолюминесцентные 
свойства тонких пленок бинарных нанокомпозитов MEH-PPV/С60 (полимер 
– фуллерен С60). Синтезированы образцы чистых �������������������������MEH����������������������-���������������������PPV������������������, а также наноком-
позитов MEH-PPV/C60 в соотношениях 9:1 и 3:1 на слюдяной и кремниевой 
подложках. Изучено влияние типа подложки на спектры фотолюминесценции 
чистых тонких пленок и нанокомпозитов. Получены и проанализированы экс-
периментальные данные по дозовым зависимостям формы и интенсивности 
спектров фотолюминесценции после воздействия на образцы экспозиционных 
доз до 67 кГр. Установлен немонотонный характер изменения интенсивности 
различных спектральных полос фотолюминесценции нанокомпозитов при уве-
личении дозы и отсутствие смещения этих полос. Полученные эксперимен-
тальные результаты трактуются с позиций конкуренции процессов сшивки и 
разрыва цепей полимера под действием гамма-облучения. Практически важ-
ным результатом исследования является вывод о высокой устойчивости нано-
композитов MEH-PPV/C60 к действию гамма-квантов. 
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Effect of gamma radiation on the thin  
nanocomposite MEH-PPV/C60 films 

N.M. Romanov1,2, I.B. Zakharova1, M.M. Malova1, 
 M.A. Elistratova1, S.F. Musikhin1

 1 Peter the Great St. Petersburg Polytechnic University, St. Petersburg, Russian Federation 
2 Lappeenranta University of Technology, Lappeenranta, Finland

In this work, the effect of gamma radiation on the photoluminescent properties 
of thin films of binary nanocomposites MEH-PPV/C60 (polymer – fullerene C60) 
has been studied. Samples of pure MEH-PPV and MEH-PPV/C60 nanocomposites 
were synthesized in ratios of 9:1 and 3:1 on the mica and silicon substrates. Effect 
of type substrate on photoluminescence of pure thin films and nanocomposites 
were studied. Experimental data on dose dependences of the shape and intensity 
of the photoluminescence spectra after exposure of samples with doses up to  
67 kGy were obtained and analyzed. The nonmonotonic nature of the change in the 
intensity of various spectral bands of the photoluminescence of nanocomposites with 
increasing dose and the absence of a shift of these bands was established. The obtained 
experimental results were interpreted from the standpoint of competition between the 
processes of crosslinking and breaking of polymer chains under the action of gamma 
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Введение

Нанокомпозиты на основе проводящей 
полимерной матрицы и различных включе-
ний являются перспективными материала-
ми для разработки оптоэлектронных при-
боров с гибкой настройкой их параметров 
[1, 2]. Тонкопленочные нанокомпозитые 
донорно-акцепторные структуры, способ-
ные к реализации концепции объемного 
гетероперехода, применяются для создания 
органических солнечных элементов [3].  
В таких структурах, благодаря ярко выра-
женным акцепторным свойствам, широко 
используется фуллерен С60 как компонент 
объемного гетероперехода [4], в том числе 
и в паре с сопряженным полимером как до-
норным компонентом [5]. Одним из рас-
пространенных в органической электро-
нике сопряженных полимеров является 
полифениленвинилен (PPV) и его произво-
дные, в частности MEH-PPV [6].

В настоящее время известны основные 
характеристики данного (коммерчески до-
ступного) полимера, такие как ширина 
запрещенной зоны (около 2,2 эВ), значе-
ние энергии высших занятых молекуляр-
ных орбиталей (НОМО) (5,3 эВ), значение 
энергии низших незанятых молекулярных 
орбиталей (LUМО) (3,1 эВ) и его молярная 
масса (40  000 – 25 0000 г/моль). Данный 
полимер технологичен, растворим в стан-
дартных органических растворителях; его 
тонкие пленки хорошего качества можно 
получить посредством технологии спин-
коатинга (англ. spin-coating). Проводящий 
полимер MEH-PPV может выступать как 
донор электронов [7], обладает хорошими 
электрическими характеристиками, таки-
ми как проводимость и подвижность носи-
телей. В работах [8, 9] была представлена 
технология создания гибких электролюми-
несцентных светоизлучающих структур и 
устройств на его основе, рассмотрены ме-

ханизмы деградации и методы ее предот-
вращения.

Бинарное соединение проводящего по-
лимера MEH-PPV с фуллереном C60 отно-
сится к числу перспективных и недорогих 
материалов для разработки оптоэлектрон-
ных приборов с требуемыми параметрами. 
В работе [10] исследовалась проводимость 
нанокомпозита в зависимости от состава 
смеси МЕН-PPV/C60. Показано, что при 
комнатной температуре незначительное из-
менение концентрации фуллерена С60 при-
водит к изменению проводимости ком-
позитных пленок на несколько порядков.  
В работе [11] была показана связь между 
гашением фотолюминесценции (ФЛ) и уси-
лением фотовольтаического эффекта при 
увеличении концентрации С60. Данные эф-
фекты связаны с фотоиндуцированным пе-
реносом заряда между компонентами смеси, 
образующей объемный гетеропереход. 

В настоящее время идут поиски способа 
улучшения фотоэлектрических характери-
стик получаемых пленок [12]. Используются 
методики отжига пленок, которые приводят 
к эффектам, связанным с перегруппировкой 
полимерных цепей, полимерным межцепо-
чечным взаимодействием и образованием 
различных агрегатов. Например, в работе 
[13] рассматривалась зависимость оптиче-
ских свойств нанокомпозитов от эволюции 
их структуры под действием термических 
отжигов и показано улучшение их рабочих 
параметров вследствие перекристаллизации 
пленки. 

Однако метод термической модифика-
ции пока не привел к желаемым результа-
там, а модификация различных полимерных 
композиций возможна другими путями, на-
пример облучением. Показана возможность 
создания термически стабильного полиме-
ра посредством радиационной сшивки его 
цепей. Рассмотрены пороговые дозы нача-
ла необратимых изменений, дозы полного 

irradiation. A practically important result of the study is the conclusion that MEH-
PPV/C60 nanocomposites are highly resistant to gamma rays.
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последующего окисления фрагментирован-
ных звеньев и фундаментальные физиче-
ские и химические свойства полимеров под 
действием облучения [14]. Важные резуль-
таты получены в работе [15], где изучалось 
изменение молекулярного веса полимера 
под действием гамма-излучения вследствие 
сшивания (удлинения) и разделения (уко-
рачивания) основной полимерной цепи в 
зависимости от экспозиционной дозы об-
лучения. Было показано, что оба процес-
са происходят одновременно, но с разной 
вероятностью, и, как следствие, становятся 
конкурирующими, что усложняет количе-
ственную оценку и прогнозирование ко-
нечных свойств материала. 

В работе [16] исследовано влияние 
различных доз гамма-облучения на спек-
тральные свойства проводящих полимеров 
MEH-PPV и BMP при 5°С и показано, что 
радиационная обработка растворов данных 
полимеров вызывает синий сдвиг спек-
тральных полос флуоресценции. Авторы 
связывают данный эффект со сшиванием 
цепей проводящих полимеров, однако в 
работе [17] показано, что сшивание сопря-
женных полимеров не вызывает сдвига в 
спектрах ФЛ. В работах, посвященных изу-
чению действия ионизирующего излучения 
на фуллерены, отмечается стабильность 
свойств фуллеренов под действием гамма-
облучения [18]. Влияние различных иони-
зирующих излучений на нанокомпозитные 
материалы с добавлением фуллеренов C60 
рассмотрены в работах [19, 20]. Показано, 
что присутствие фуллерена способствует 
улучшению абсолютной стабильности ис-
следуемых нанокомпозитов.

В данной работе впервые исследовано 
воздействие гамма-излучения на бинарные 
системы нанокомпозита MEH-PPV/С60 (по-
лимер – фуллерен С60), обладающие свой-
ством фотолюминесценции при возбужде-
нии лазерным излучением.

Методика эксперимента

Для изготовления образцов применя-
лись промышленно доступные материалы, 
произведенные компанией Sigma Aldrich, –  
порошок проводящего полимера MEH-
PPV со средней молекулярной массой по-

рядка 40000 – 70000 и порошок фуллерена 
C60 с массовой долей 99,95 %. Для полу-
чения тонких нанокомпозитных пленок 
MEH-PPV/С60 был приготовлен раствор 
компонентов в толуоле. Для получения 
композита использовались исходные рас-
творы полимера MEH-PPV и фуллерена С60 

в одинаковой массовой концентрации. Для 
полного растворения и однородного пере-
мешивания растворы помещались сначала 
в ультразвуковую ванну на 20 мин, а за-
тем в термостат при температуре 50 °С на  
60 мин. После этого растворы смешивали 
в разных процентных соотношениях между 
MEH-PPV и фуллереном С60 (3:1 и 9:1). Го-
товые растворы наносились на кремниевые 
и слюдяные подложки с помощью техноло-
гии спин-коатинга, что позволяло получать 
толщину пленки порядка 1 мкм.

Cпектры ФЛ образцов регистрировались 
с помощью автоматизированной установки 
Horiba Jobin Yvon, в состав которой входят 
монохроматор FHR 640 с дифракционной 
решеткой 1200 шт/мм и детектор Symphony 
II 1024*256 Cryogenic Open-Electrode CCD 
со светофильтром ЖС-12. ФЛ возбужда-
лась в образцах путем воздействия излуче-
ния полупроводникового лазера с рабочей 
длиной волны λ = 405 нм, работающего в 
непрерывном режиме. 

Облучение образцов гамма-квантами 
проводилось от радионуклидов цезия-137 
(энергия квантов составляла 661 кэВ) в 
кислородосодержащей квазизакрытой ка-
мере. На образцы подавался однородный 
поток гамма-квантов, который достигался 
благодаря одновременному использованию 
84 указанных радионуклидов. Исследован-
ные тонкие пленки получили следующие 
экспозиционные дозы (по H2O), кГр: 0; 
18,3; 42,8; 67,3.

Облучение образов и измерения их ха-
рактеристик производились при стандарт-
ных условиях.

Экспериментальные результаты  
и их обсуждение

При поглощении света (лазерное излу-
чение), в сопряженном полупроводниковом 
полимере происходит образование связан-
ной электронно-дырочной пары (эксито-
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на); для последней величина энергии связи 
в MEH-PPV составляет около 0,3 эВ [21], 
что значительно выше энергии температур-
ных флуктуаций при комнатной температу-
ре. На рис. 1 показаны изменения спектра 
ФЛ нанокомпозита в зависимости от соста-
ва смеси и типа подложки. Составляющие 
спектров фотоэмиссии полимера с энерги-
ями 1,94, 1,84 и 1,77 эВ связаны соответ-
ственно с электронным переходом и двумя 
электронно-колебательными повторениями. 

 В работе [22] была установлена зависи-
мость морфологии поверхности полимерных 
пленок от типа подложки. Эта морфология 
характеризуется наличием разделенных фаз, 
что влияет на оптические свойства пленок. 
Данное влияние подожки на ФЛ можно про-
следить по спектрам (см. рис. 1). Подложка 
слюды является ориентирующей, а крем-
ния (он покрыт естественным окислом ди-
оксида кремния) – неориентирующей [23]. 
Скорее всего, различие в форме спектров 
образцов на разных подложках обусловлено 
наличием диполей на сколе слюды. Диполи 
образуют упорядоченную кристаллическую 
решетку, в то время как на кремниевой 
поверхности они отсутствуют. В процессе 
испарения растворителя и осаждения мо-
лекул полимера на подложку слюды проис-

ходит ориентация этих молекул, задаваемая 
подложкой ввиду воздействия поля дипо-
лей, тогда как на кремниевой поверхности 
молекулы полимера располагаются хаоти-
чески. Тип подложки также влияет на со-
отношение интенсивностей электронного 
и электронно-колебательного переходов 
(сравните спектры ФЛ на рис. 1, a и b). Вид-
но, что в пленке нанокомпозита на слюде 
интенсивность электронно-колебательного 
перехода с участием первого колебатель-
ного уровня выше, чем электронного, а в 
пленке на кремнии их интенсивности до 
облучения примерно равны. 

Добавление фуллерена к полимеру при-
водит к падению интенсивности эмиссион-
ных пиков полимера (аналогичный эффект 
наблюдали в работе [13]) вследствие силь-
ной электроотрицательности фуллерена 
(рис. 2). Тушение ФЛ указывает на фото-
индуцированный перенос заряда с цепи по-
лимера на фуллерен при фотовозбуждении 
нанокомпозита.

Для полупроводниковых полимеров 
эффективность тушения ФЛ значительно 
выше, чем для низкомолекулярных смесей, 
ввиду возможности миграции экситона по 
цепи в течение своего излучательного вре-
мени жизни [24]. В молекуле C60 синглет-

Рис. 1. Спектры фотолюминесценции (ФЛ) необлученных образцов, изготовленных  
на кремниевых (a) и слюдяных (b) подложках; представлены данные для чистых MEH-PPV (1), 

а также нанокомпозитов MEH-PPV/C60 в соотношениях 9:1 (2) и 3:1 (3)

а) b)
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ные излучательные переходы запрещены 
по симметрии; область его слабой фосфо-
ресценции (переходы Т1 → S0) находится в 
диапазоне 1,55 – 1,60 эВ и частично пере-
крывается с «хвостами» излучательных пе-
реходов в MEH-PPV. 

Расчеты показывают, что для использо-
ванных нами концентраций компонентов 
композитной пленки одна молекула фул-
лерена приходится примерно на 26 звеньев 
цепи сопряженного полимера при соста-
ве 9:1 и на 9 звеньев при составе 3:1 (при 
условии равномерного распределения мо-
лекул С60 в композите). Размер области де-
локализации фотовозбужденного экситона 
составляет около 14 звеньев �����������MEH��������-�������PPV���� по-
сле возбуждения [25], но за время порядка  
0,1 пс уменьшается до 5 – 7 звеньев в ре-
зультате электрон-фононного взаимодей-
ствия [26]. Если принять, что каждая мо-
лекула С60 образует центр тушения, то при 
данных концентрациях интенсивность ФЛ 
композита должна уменьшаться пропор-
ционально содержанию фуллерена. Ана-
лиз данных на рис. 1 показывает, что эф-
фект тушения гораздо сильнее для пленок 
на кремниевой подложке, чем для пленок 
на подложке слюды. Этот результат можно 
связать с различным влиянием природы 
подложки на структуру как чистого по-
лимера, так и нанокомпозита, а также на 
распределение в них фаз. ФЛ сопряжен-

ного полимера будет зависеть не только от 
концентрации тушителей, но и от их рас-
положения. Если тушители равномерно 
распределены по цепи, то можно ожидать, 
что тушение ФЛ будет эффективнее, чем в 
случае, если они собраны в кластеры или 
агрегаты, так как молекулы С60 в середине 
кластера не будут вносить вклад в туше-
ние. Предположение, что в пленках на-
нокомпозита на слюде (в отличие от его 
пленок на кремнии) молекулы фуллерена 
агрегированы, подтверждается и тем, что в 
этих образцах с ростом его концентрации 
наблюдается увеличение интенсивности 
ФЛ в области 1,50 – 1,55 эВ, отвечающей 
фосфоресценции фазы С60. Увеличение 
концентрации фуллерена в пленках на 
кремнии приводит к росту относительной 
вероятности электронных переходов, по 
сравнению с электронно-колебательными 
повторениями, что может быть связано с 
кинетикой процесса тушения.

Влияние гамма-облучения на спектраль-
ные зависимости ФЛ пленок  MEH-PPV  на 
разных подложках показаны на рис. 3. Об-
лучение гамма-квантами снижает интен-
сивность ФЛ, однако, в противоположность 
данным работ [16, 27], при этом не наблю-
дается синего смещения спектральных по-
лос. На дозовой зависимости спектров ФЛ 
положение линий электронного и виброн-
ных излучательных переходов сохраняется 

Рис. 2. Зонная диаграмма композита MEH-PPV/C60: 
НОМО, LUМО – уровни энергий высших занятых и низших незанятых молекулярных орбиталей, 

соответственно; Eg  –  ширина запрещенной зоны; χ – энергия сродства к электрону
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неизменным даже при больших дозах об-
лучения. При этом наблюдается немоно-
тонная зависимость интенсивности ФЛ для 
обоих типов подложки. Падение интенсив-
ности ФЛ при воздействии наименьшей 
дозой и ее последующее возрастание при 
увеличении дозы может определяться кон-
курирующими процессами, протекающи-
ми в проводящим полимере под действием 
гамма-излучения.

Снижение интенсивности ФЛ говорит о 
том, что не все фотовозбужденные эксито-
ны дают вклад в люминесценцию. Чтобы 
связанные электрон и дырка рекомбиниро-
вали с эмиссией кванта света, они должны 
находиться на одном и том же участке по-
лимерной цепи.  Причиной падения ин-
тенсивности ФЛ могут быть рекомбинаци-
онные центры, которые всегда возникают 
при нарушении структуры. Электрон захва-
тывается на уровень с центрами рекомби-
нации, а затем возможна безызлучательная 
диссоциация экситона. После первой дозы 
облучения (18,3 кГр) амплитуда ФЛ поли-
мера резко падает (см. рис. 3); это можно 
объяснить тем, что происходит преимуще-
ственно сшивка полимерных цепей, а про-
цесса конформации и разрыва цепи еще не 

происходит, сопряженные участки цепи еще 
длинные [28]. Длина миграции экситона по 
полимерным цепям достаточно большая, и 
при относительно небольшой концентрации 
рекомбинационных центров происходит эф-
фективное тушение ФЛ. При бόльших дозах 
гамма-излучения преобладает процесс рас-
пада полимерных цепей на короткие согла-
сованные сопряженные участки, длина ко-
торых все же должна быть больше размера 
делокализации фотовозбужденного эксито-
на. Миграция фотоэкситонов к центрам ре-
комбинации затруднена, и это приводит к 
росту амплитуды ФЛ (см. рис. 3).

На рис. 4 представлены спектры ФЛ 
тонких пленок нанокомпозитов с фулле-
реном после воздействия гамма-излучения. 
Видно, что облучение по-разному влияет 
на интенсивность электронного перехода 
и его электронно-колебательных повторе-
ний. Особенно это заметно на составах с 
большим содержанием фуллерена, где одна 
молекула С60 приходится в среднем на 9 
звеньев цепи полимера. Для таких нано-
композитов, изготовленных на кремниевой 
подложке, мы предполагаем молекулярное 
равномерное диспергирование тушителей 
по цепи сопряженного полимера. Видно, 

Рис. 3. Спектры ФЛ необлученных (1) и гамма-облученных разными дозами (2 – 4) 
образцов MEH-PPV, изготовленных на слюдяной (a) и кремниевой (b) подложках. 

Дозы облучения, кГр: 18,3 (2), 42,8 (3), 67,3 (4)

а) b)
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что на такой композит гамма-облучение 
влияет слабо, однако вероятность элек-
тронных переходов несколько падает, а 
электронно-колебательных (при больших 
дозах облучения) –  даже увеличивается. 
В рамках нашей модели, предполагаю-
щей разрыв цепей под действием гамма-
облучения большими дозами, указанное 
слабое влияние можно объяснить тем, что 
длина укороченных сопряженных участ-
ков все же остается существенно бόльшей, 
чем среднее расстояние между центрами 
тушения. В этом случае разрыв полимер-
ных цепей на короткие участки будет слабо 
влиять на интенсивность ФЛ нанокомпо-
зита (при условии большой интенсивности 
возбуждающего лазерного излучения), у 
которого она исходно уже была потушена. 

Для пленок нанокомпозита, изготовленных 
на подложке из слюды, где мы предпола-
гаем агрегацию молекул С60 в кластеры, и, 
соответственно, меньшую концентрацию 
центров тушения, эффект выражен слабее, 
что говорит в пользу предложенного объ-
яснения. Однако для обоих типов наном-
позитов отмечено, что гамма-облучение 
уменьшает интенсивность электронного 
перехода существеннее, чем электронно-
колебательного. Условием такого поведе-
ния люминесценции композитов является 
высокая стабильность фуллерена как туши-
теля ФЛ к действию гамма-облучения. 

Заключение

В результате проведенных исследова-
ний получены данные по влиянию гамма-

Рис. 4. Спектры ФЛ необлученных (1) и гамма-облученных разными дозами (2 – 4) образцов,  
изготовленных на слюдяной (a, c) и кремниевой (b, d) подложках. Представлены данные  

для тонких пленок MEH-PPV/C60 в соотношениях 9:1 (a, b) и 3:1 (c, d). 
Дозы облучения, кГр: 18,3 (2), 42,8 (3), 67,3 (4)

а) b)

c) d)
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облучения дозами до 67,7 кГр на спектры 
фотолюминесценции (ФЛ) тонких пленок 
сопряженного полимера MEH-PPV и его 
нанокомпозитов с фуллереном (в соотно-
шениях 9:1 и 3:1). 

Выявлено влияние ориентирующей 
подложки на распределение тушителя ФЛ 
в нанокомпозите. 

Установлено, что гамма-облучение об-
разцов не приводит к смещению положе-
ния излучательных переходов в спектрах 
ФЛ полимера, однако наблюдается немо-
нотонное снижение интенсивности ФЛ по 

мере увеличения дозы. 
Для нанокомпозитов с большим содер-

жанием фуллерена (соотношение 9:1) не 
найдено изменения интенсивности ФЛ под 
действием больших доз гамма-облучения 
(начиная с дозы 42,8 кГр). Данный резуль-
тат объясняется наличием исходного эф-
фективного тушения фотовозбужденных 
экситонов.

Таким образом, получен практически 
важный результат, а именно – нанокомпо-
зиты MEH-PPV/C60 имеют высокую устой-
чивость к действию гамма-излучения. 
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действие гамма-излучения на люминесценцию  
и фотопроводимость нанокомпозита  

MEH-PPV– сульфид свинца

Н.М. Романов1,2, М.М. Малова1, Э. Лахдеранта2, С.Ф. Мусихин1

1 Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого,  

Санкт-Петербург, Российская Федерация; 
2 Лаппеенрантский технологический университет, Лаппеенранта, Финляндия

Исследованы свойства тонких пленок полимерного нанокомпозита MEH-
PPV/PbS (полимер MEH-PPV – квантовые точки (КТ) сульфида свинца PbS) 
и отдельно КТ PbS, подвергнутых гамма-облучению дозами до 24,4 кГр по 
H2O. Образцы пленок для изучения их фотолюминесценции (ФЛ) были при-
готовлены из раствора с помощью технологии спин-коатинга, а для изучения 
фотопроводимости – по технологии «на щели».

Найдены пороговые дозы резкой необратимой деградации ФЛ наноком-
позитного полимера MEH-PPV/PbS, определяемые деградацией КТ PbS. Ис-
следована динамика поведения фотопроводимости нанокомпозита после об-
лучения. Показано, что наблюдаемые процессы релаксации проводимости в 
нанокомпозите связаны с восстановлением разрывов в сопряженных цепях по-
лимера MEH-PPV. Обнаружено отсутствие релаксации проводимости и фото-
проводимости в коллоидных КТ PbS.

Ключевые слова: гамма-излучение, фотолюминесценция, фотопроводимость, квантовая точка, 
сульфид свинца, проводящий полимер
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Effect of gamma radiation on luminescence  
and photoconductivity of MEH-PPV – lead sulfide 

nanocomposite

N.M. Romanov1,2, M.M. Malova1, E. Lahderanta2, S.F. Musikhin1

1 Peter the Great St. Petersburg Polytechnic University, St. Petersburg, Russian Federation; 
2 Lappeenranta University of Technology, Lappeenranta, Finland

The thin-film properties of polymeric nanocomposite MEH-PPV/PbS (with 
PbS quantum dots (QD)) and PbS-QD gamma-irradiated by 0.5–24.4 kGy doses 
have been studied. The film samples for photoluminescence (PL) investigation were 
prepared from solution using spin-coating technique, and for photoconductivity 
measuring were made using slot technique. The threshold doses for irreversible sharp 
PL-degradation of nanocomposite determined by the degradation of PbS-QD were 
found. The behavior dynamics of MEH-PPV/PbS photoconductivity after irradiation 
was analyzed. The conduction relaxation observed in the MEH-PPV/PbS was shown 
to be due to restoration of damages in the conjugate chains of the MEH-PPV 
polymer. Moreover, the absence of conductivity and photoconductivity relaxations in 
the colloidal PbS was revealed.
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Введение

Оптоэлектронные приборы являются 
перспективными устройствами широкого 
применения в самых разных отраслях про-
мышленности; в частности, это приборы, 
изготовленные на основе тонкопленочных 
полимерных нанокомпозитов [1]. Возмож-
ность модификации полимерной матри-
цы различными ингредиентами позволяет 
создавать нанокомпозитные структуры с 
требуемыми параметрами [2]. Высокомо-
лекулярное соединение в качестве матри-
цы должно само по себе обладать характе-
ристиками, обеспечивающими требуемые 
свойства нанокомпозита [3]. Проводящий 
полимер MEH-PPV обладает хорошими 
электрическими характеристиками, таки-
ми как проводимость и подвижность но-
сителей [4]. На основе данного полимера 
можно создавать электролюминесцентные 
светоизлучающие структуры [4]. Примене-
ние полупроводниковых квантовых точек 
(КТ) в качестве неорганических включе-
ний позволяет создавать материалы с за-
ранее заданными свойствами [5]. Напри-
мер, с помощью КТ сульфида свинца PbS 
можно изготавливать материалы, имею-
щие практическое приложение в ближ-
ней инфракрасной (ИК) области спектра 
электромагнитных волн. Указанная об-
ласть широко используется для оптиче-
ской связи и служит для дистанционного 
зондирования агропромышленных, фарма-
цевтических и биологических объектов [6]. 
Квантовые точки сульфида свинца можно 
считать одними из самых перспективных 
допантов для эффективного поглощения 
солнечной энергии в различных солнеч-
ных элементах, благодаря сочетанию таких 
качеств, как простота и дешевизна произ-
водства, возможность синтезировать нано-
композиты широкого спектрального диа-
пазона [7]. 

Деградация свойств КТ является суще-
ственной проблемой и все еще препятству-
ет коммерциализации солнечных элементов 
на основе КТ [1]. Нестабильность подоб-
ных материалов объясняется, главным об-
разом, окислительной деградацией КТ под 
действием кислородо- и влагосодержащей 
атмосферы. Неблагоприятные условия син-
теза КТ и создания фотогальванических 
устройств на основе этих КТ оказывают не-
гативное влияние на качество оптических 
и электронных свойств готовых изделий [8, 
9]. В настоящее время в литературе имеют-
ся довольно полные обзоры, посвященные 
влиянию окисления на КТ PbS [10]. Наряду 
с этим в опубликованных материалах прак-
тически отсутствуют исследования, направ-
ленные на   выяснение того, как действу-
ет гамма-излучение на квантовые точки и 
нанокомпозитные материалы на их основе. 
Тем не менее, в настоящее время следует 
признать актуальным вопрос стабильности 
данных материалов под действием гамма-
облучения. Указанная проблема важна для 
нанокристаллов сульфида свинца, которые 
относятся к наиболее перспективным кол-
лоидным материалам для создания фото-
приемников электромагнитного излучения 
в ближней ИК-области.

Настоящее исследование продолжает 
работу [13]. В данной статье представлены 
уточненные значения пороговой дозы рез-
кой деградации оптических характеристик 
КТ, а также прослежена динамика измене-
ния спектров фотолюминесценции (ФЛ) в 
течение четырех недель (с недельным ин-
тервалом) после облучения. Кроме того, 
нами впервые рассмотрено влияние раз-
личных доз гамма-облучения на электриче-
ские свойства нанокомпозита полимер–КТ, 
проанализированы температурные зависи-
мости проводимости и совокупность изме-
нений оптических и электрических свойств 
нанокомпозита полимер – КТ. 
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Экспериментальная часть

Для эксперимента использовался про-
мышленно доступный порошок MEH-PPV 
производства компании Sigma Aldrich со 
среднечисловой молекулярной массой око-
ло 40 000 – 70 000. Структурной единицей 
полимера является (поли[2-метокси-5- 
(2-этилгексилокси)-1,4-фениленвинилен], 
его химическая формула – (C18H28O2)n. 
Квантовые точки (КТ) �����������������PbS�������������� были синтези-
рованы по методу, идентичному использо-
ванному в работе [11]. КТ были синтези-
рованы из металлоорганического раствора, 
основой которого служил оксид свинца 
PbO, растворенный в олеиновой кислоте 
C18H34O2. В данный раствор вводился бис-
триметилсилилсульфид в триоктилфосфи-
не. Данные КТ сульфида свинца позволяют 
синтезировать нанокомпозиты с возмож-
ностью перестройки спектральных параме-
тров в диапазоне от 1000 до 1600 нм [11]. 

Для исследования фотолюминесцент-
ных свойств нанокомпозита MEH-PPV/PbS 
были изготовлены образцы, представляю-
щие собой пленки толщиной порядка 1 мкм,  
нанесенные на стеклянные подложки. Дан-
ные образцы были получены из раствора с 
помощью технологии спин-коатинга. 

Для исследования электрических 
свойств объектов были изготовлены об-
разцы по технологии «на щели». Данная 
технология предусматривает нанесение 
на диэлектрическую (мы использовали 
стеклянную) подложку тонкого (порядка  
10 мкм) слоя электропроводящего материа-
ла (мы использовали токопроводящий клей 
на серебре «Контактол»), с последующим 
высушиванием в течение 24 ч. «Контактол» 
представляет собой маловязкую компози-
цию, в состав которой входят различные 
синтетические смолы в качестве связую-
щего элемента, а токопроводящим напол-
нителем в этой композиции служит мелко-
дисперсный порошок серебра (проба 999). 
Клей обладает удельным объемным сопро-
тивлением около 0,01 Ом٠см3. В токопрово-
дящем слое формировалась сквозная щель 
порядка 10 мкм, которую мы заполняли с 
избытком исследуемым веществом (раствор 
нанокомпозита). Раствор изготавливался 

путем последовательного механического 
перемешивания и 15-минутной обработки 
в ультразвуковой ванне порошка MEH-PPV 
массой 0,1 г и затем добавлением толуола 
объемом 0,5 мл. Полученный раствор ме-
ханически перемешивался с готовым кол-
лоидным раствором КТ PbS и подвергался 
обработке в ультразвуковой ванне в тече-
ние 10 мин. 

Спектры ФЛ образцов несут информа-
цию об электронной структуре материа-
лов и позволяют анализировать миграцию 
фотовозбужденного экситона. Применение 
методики регистрации оптического пропу-
скания образцов ограничено из-за измене-
ния оптических характеристик подложек в 
результате светового воздействия. Послед-
нее вызывает образование различных де-
фектов, в том числе ионизацию материала, 
наличие же в подложках ионов ведет к при-
соединению или отдаче электронов, а это 
приводит к изменению и деградации полез-
ных оптических свойств.

Спектры ФЛ образцов регистрировалась 
с помощью автоматизированной установки 
Horiba Jobin Yvon, в состав которой входят 
монохроматор FHR 640 с дифракционной 
решеткой 1200 шт/мм, детектор Symphony 
II 1024*256 Cryogenic Open-Electrode CCD 
и необходимые оптические фильтры. Воз-
буждение люминесценции образцов про-
изводилось полупроводниковым лазером с 
рабочей длиной волны λ  = 405 нм.

Электрические свойства (вольт-
амперные характеристики и фотопрово-
димость) изучались на установке, состоя-
щей из источника-измерителя KEITHLEY 
2601A со встроенным процессором TSP 
(Test Script Processor), совмещенного с ла-
бораторной зондовой станцией. Измерения 
проводились в интервале температур от 77 K  
(точка кипения жидкого азота) до 300 K 
(комнатная температура). При измерении  
фотопроводимости образцов, их подвергали 
излучению от кварцевой галогенной лампы 
мощностью 70 Вт (обладает непрерывным 
спектром, близким к спектру абсолютно 
черного тела). 

В качества источника гамма-квантов 
использовалась установка, в состав которой 
входят 84 ампулы, заполненные порошком 
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изотопа цезия-137. Данный изотоп непре-
рывно испускает гамма-кванты с энергией 
661 кэВ. Облучение осуществляли в ква-
зизамкнутой камере (в ней не откачивали 
атмосферные кислород и влагу). Поэтому 
такая среда подвергалась ионизации и ока-
зывала негативное действие на исследуемые 
образцы. В результате гамма-облучения ис-
следуемые образцы получили следующие 
суммарные экспозиционные дозы, кГр: 0; 
0,5; 1,0; 1,5; 3,1; 6,1; 12,2 и 24,4 (по H2O). 
Динамику изменения спектров ФЛ после 
облучения отслеживали в течение четырех 
недель (с недельным интервалом). После 
облучения образцы хранились в обычных 
условиях (без применения спецсредств). 
Все измерения производились при стан-
дартных условиях. 

Экспериментальные результаты  
и их обсуждение

Изменение свойств нанокомпозитов 
может происходить под действием иони-
зирующего излучения. Гамма-излучение, в 
силу своих физических особенностей, име-
ет сильную проникающую способность, 
взаимодействие с веществом выражается 

в электронном возбуждении, электрон-
ной ионизации, рождении электронно-
дырочной пары [12]. 

Влияние радиации на спектры ФЛ. В 
предыдущей нашей работе [13] было по-
казано, что ФЛ изучаемых нанокомпозитов 
в целом характеризуется фотолюминесцен-
цией квантовых точек (рис. 1). Следова-
тельно, влияние гамма-облучения на ФЛ 
нанокомпозитов можно рассмотривать ис-
ключительно как влияние такового на ФЛ 
квантовых точек.

Изменение в спектре ФЛ проводяще-
го полимера, в результате его вхождения в 
состав нанокомпозита, связано с тем, что 
носители заряда, рожденные в полимерной 
матрице, захватываются в КТ и рекомби-
нируют с испусканием квантов инфракрас-
ного излучения. Изменения под действием 
гамма-излучения в спектре ФЛ проводя-
щего полимера (рис. 2) можно связать со 
структурными изменениями, происходящи-
ми в нем. Подробно причины падения ФЛ 
и различные конкурирующие процессы, 
протекающие в проводящем полимере под 
действием гамма-излучения, рассмотрены 
нами в работе [13].

Рис. 1. Спектры фотолюминесценции (ФЛ) MEH-PPV (1) и КТ PdS (2).
Длина волны возбуждающего лазерного излучения – 405 нм
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Анализ полученных экспериментальных 
данных и результатов работы [13] позволяет 
заключить, что пороговая экспозиционная 
доза идентична таковой для КТ PbS – ле-
жит в интервале от 12,2 до 18,4 кГр по Н2O. 
При резком снижении интенсивности ФЛ 
после критической дозы облучения, почти 
не происходит сдвига эмиссионного пика 
ФЛ. Отметим, что в работах [14, 15] наблю-
дается монотонное снижение интенсивно-
сти ФЛ с увеличением дозы облучения, а 
не пороговая зависимость, как в изученных 
образцах. В работе [14] утверждается, что об-
лучение гамма-квантами уменьшает размер 
мицелл КТ и органической «шубы» вокруг 
них, причем указанное изменение размеров 
зависит от условий получения конкретных 
КТ. Установлено уменьшение размера КТ в 
зависимости от уровня гидратации мицелл. 
На этом основании авторы работы делают 
вывод, что с помощью гамма-облучения 
можно управлять размером КТ CdS. Это 
не согласуется с нашими данными, относя-
щимися к квантовым точкам PbS. В работе 

[15] уровень фотолюминесции коллоид-
ных КТ CdSe/ZnS зависит от дозы гамма-
облучения; при этом отмечена радиацион-
ная нестойкость данных КТ. Исследование 
перовскитных КТ CsPbBr3 также показало 
наличие зависимости от экспозиционной 
дозы облучения. Такие КТ проявляют го-
раздо лучшую радиационную стойкость к 
воздействию гамма-излучения, чем ком-
мерческие образцы КТ ��������������� CdSe����������� /���������� ZnS������� . Кван-
товые точки CsPbBr3 показывали бόльшую 
стабильность к гамма-облучению, чем ис-
следованные КТ ������������������������PbS��������������������� (их облучение прово-
дили в растворах). 

В спектрах ФЛ, зарегистрированных по-
сле облучения дозой 12,2 кГр и в разные 
моменты времени после выдержки облу-
ченных образцов при комнатной темпера-
туре (рис. 3), наблюдается процесс слабой 
деградации со временем. Данный эффект 
обусловлен пострадиационным влиянием 
гамма-квантов на «шубу» органических мо-
лекул, окружающих КТ. В сочетании с кис-
лородосодержащей атмосферой хранения 

Рис. 2. Спектры ФЛ необлученного (1) и облученных гамма-квантами (2 – 8) образцов 
нанокомпозита MEH-PPV/PbS, а также зависимость максимальной интенсивности ФЛ 

образца от суммарной экспозиционной дозы D гамма-облучения (на вставке); 
D, кГр: 0,51 (2), 1,00 (3), 1,5 (4), 3,1 (5), 6,1 (6), 12,2 (7), 24,4 (8) (по H2O). 

Длина волны возбуждающего лазерного излучения – 405 нм
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образцов, это приводит к образованию в 
нанокомпозитах центров безызлучательной 
рекомбинации и центров захвата электри-
ческого заряда.

Влияние радиации на фотопроводимость. 
Данные по фотопроводимости исследуемых 
пленок в зависимости от дозы облучения 
(рис. 4) дополняют информацию, получен-
ную из спектров ФЛ. 

На начальном участке зависимости фо-
топроводимости пленки нанокомпозита от 
дозы облучения наблюдается резкое возрас-
тание фотопроводимости (рис. 4, a), в отли-
чие от соответствующей кривой для пленок 
чистых КТ (рис. 4, b), связанное с процес-
сами, происходящими в полимере, а имен-
но со сшивкой полимерных цепей. Данный 
результат коррелирует с результатами, по-
лученными при анализе спектров ФЛ. По 
мере увеличения дозы гамма-облучения, 
в полимере возникают процессы внесе-
ния дефектов и конформации полимерной 
цепи, что приводит к постепенному паде-
нию фотопроводимости. Деградация самих 
же КТ при дозах в интервале 6,1 – 12,2 кГр 

вызывает резкое падение фотопроводимо-
сти, что также соотносится с результатами, 
полученными при изучении спектров ФЛ. 

Небольшое снижение фотопроводимо-
сти в пленках КТ �����������������������PbS�������������������� на начальном участ-
ке кривой доза – фотопроводимость может 
быть обусловлено как появлением цен-
тров рекомбинации при облучении гамма-
квантами, так и захватом заряда на «шубу» 
КТ. В первом случае рекомбинация при-
водит к снижению концентрации возбуж-
денных носителей. Во втором захват заряда 
вызывает добавочный разброс случайного 
потенциала и, как следствие, – снижение 
прыжковой проводимости носителей заря-
да, а значит, и их частичную андерсонов-
скую локализацию. 

Описанный эффект наблюдается и в на-
нокомпозите, причем перенос дырок про-
исходит преимущественно по полимерной 
матрице, а перенос электронов – по цепоч-
кам КТ. Таким образом, фотопроводимость 
нанокомпозита существенно зависит от 
процессов, происходящих как в полимере, 
так и в КТ. 

Рис. 3. Спектры ФЛ необлученного (1) и облученного гамма-квантами дозой 12,2 кГр (2 – 6) 
образцов нанокомпозита MEH-PPV/PbS, а также зависимость максимальной интенсивности 

ФЛ образца от времени t после облучения (на вставке);
Время t, нед: 0 (2), 1 (3), 2 (4), 3 (5), 4 (6)
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Нами были получены графики измене-
ния во времени фотопроводимости пленок, 
подвергнутых сначала гамма-облучению 
большой дозой гамма-квантов, а затем вто-
рично гамма-облученных суммарной экспо-
зиционной дозой 12,2 кГр (в данной статье 
эти графики не представлены). Установ-
лено, что после такой схемы облучения, в 
пленках коллоидных КТ PbS не происходит 
релаксации как проводимости, так и фото-
проводимости.

Анализ динамики релаксации фотопро-

водимости после облучения гамма-квантами 
(графики в данной статье не представлены) 
позволил установить частичное восстанов-
ление фотопроводимости в пленках нано-
композита.  Этот эффект обусловлен, на 
наш взгляд, сшиванием разрывов в сопря-
женных цепях полимера MEH-PPV.

На рис. 5 приведены графики темпера-
турной зависимости электропроводности и 
влияния освещения на электропроводность 
пленок полимера, КТ и нанокомпозита. 
Видно, что с увеличением температуры 

Рис. 4. Графики зависимости фотопроводимости тонких пленок MEH-PPV/PbS (a)  
и PbS (b) от экспозиционной дозы гамма-облучения.

Пленки были изготовлены по технологии «на щели», освещались галогенной лампой  
мощностью 70 Вт; σd  – темновая проводимость

а)

b)
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электропроводность возрастает у всех ис-
следуемых образцов. Это обусловлено как 
увеличением концентрации носителей за-
ряда, так и ростом их подвижности сим-
батно с ростом числа фононов. Отличие 
проводимости пленок КТ и нанокомпози-
тов от проводимости полимера связано с 
эффектом насыщения электропроводности 
последнего при температурах, близких к 
комнатной. На рис. 5 также видно, что в 
пленках полимера практически отсутствует 
различие проводимостей в темноте и при 
освещении. Это обусловлено преобладани-
ем скорости процесса рекомбинации экс-
итонов с испусканием фотона над скоро-
стью процесса их распада с образованием 
свободных электронов и дырок. Известно, 
что подвижность дырок в изучаемом поли-
мере выше, чем подвижность электронов, 
и что протекание тока в образце обуслов-
лено преимущественно дырочной проводи-
мостью. В то же время в нанокомпозитах 
проводимость формируется сложнее: она 
связана как с дырочной проводимостью 
полимерной матрицы, так и с прыжковой 
проводимостью по цепочкам квантовых то-

чек PbS. В пленках же КТ сульфида свин-
ца проводимость является исключительно 
прыжковой по скелету бесконечного кла-
стера КТ. Как видно из спектров ФЛ на-
нокомпозита (см. рис. 2), КТ эффективно 
захватывают электроны и дырки из поли-
мера, что способствует распаду возбужден-
ных экситонов; как следствие, прыжковая 
проводимость по цепочкам КТ может да-
вать значительный вклад в проводимость 
пленки. Различие проводимостей полимера 
в темноте и на свету оказывается незначи-
тельным и практически не зависит от тем-
пературы, а фотопроводимость пленок КТ 
и нанокомпозита растет с ростом темпера-
туры (рис. 6). 

Полученный здесь результат существен-
но отличает фотопроводимость нанокомпо-
зита от фотопроводимости обычного полу-
проводникового фоторезистора, у которого 
эта величина обычно падает с увеличением 
температуры ввиду роста темновой концен-
трации носителей.

Указанный рост фотопроводимости пле-
нок нанокомпозита и КТ обусловлен увели-
чением прыжковой подвижности носителей 

Рис. 5. Графики температурных зависимостей темновой (сплошная линия) и световой 
(пунктир) проводимостей для пленок MEH-PPV (1), PbS (2) и MEH-PPV /PbS (3)



Физика конденсированного состояния

43

при увеличении температуры. Сходное по-
ведение фотопроводимости пленок КТ и 
нанокомпозита с температурой свидетель-
ствует об одинаковой природе процесса, 
а это означает, что фотопроводимость на-
нокомпозита обусловлена в основном про-
водимостью по цепочкам КТ при световом 
воздействии.  

Однако фотопроводимость нанокомпо-
зитов превосходит таковую для КТ, благо-
даря росту вероятности распада экситона (с 
образованием свободных электронов и ды-
рок) на границе раздела КТ и полимерных 
цепей. Проведенный нами математический 
анализ графиков показал, что температур-
ная зависимость электропроводности в це-
лом соответствует закону Мотта:

+σ = σ 1/(1 )
0 0exp[ – ( / ) ],dT T

где T – абсолютная температура; d – раз-
мерность пространства проводящей систе-
мы; σ0,  T0 – константы. 

Однако особенность системы состоит в 
том, что размерность d не является целым 
числом, поскольку величина 1/(1 + d) не 
равна 1/4, 1/3 или 1/2. 

Заключение

В результате проведенных эксперимен-
тальных исследований установлено следу-
ющее.

Пороговая экспозиционная доза рез-
кого падения фотолюминесценции (ФЛ) 
нанокомпозита MEH-PPV/PbS полно-
стью определяется радиационной устой-
чивостью КТ PbS и лежит в интервале от 
12,2 до 18,4 кГр (по Н2O���������������). Снижения ин-
тенсивности спектров ФЛ образцов непо-
средственно после их облучения не про-
исходит, однако наблюдается процесс ее 
слабой деградации со временем. Данные 
эффекты обусловлены влиянием гамма-
облучения и пострадиационным влияни-
ем гамма-квантов на «шубу» органических 
молекул, окружающих КТ. 

В полимерной матрице протекают, как 
минимум, два конкурирующих процесса: 
сшивка полимерных цепей и внесение де-
фектов в полимерную цепь (конформация 
полимерной цепи), что выражается нели-
нейным поведением зависимости фотопро-
водимости тонких пленок, изготовленных 

Рис. 6. Графики температурных зависимостей фотопроводимости  
для тонких пленок MEH-PPV (1), PbS (2), MEH-PPV / PbS (3)
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по технологии «на щели», от экспозицион-
ной дозы облучения. 

Частичное восстановление проводимо-
сти обусловлено регенерацией разрывов в 
сопряженных цепях полимера. Кроме того, 

из анализа графиков температурной зави-
симости электропроводности было найде-
но, что закон Мотта выполняется как для 
пленок нанокомпозита, так и пленок его 
компонентов. 
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Структура свободноконвективного течения  
над горизонтальным нагретым диском  

при небольших числах Грасгофа

Е.Ф. Храпунов, Ю.С. Чумаков
 Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого,  

Санкт-Петербург, Российская Федерация

В статье представлены результаты физического и численного моделиро-
вания свободноконвективного потока, формирующегося над нагретым гори-
зонтальным диском при небольших числах Грасгофа. Подробно рассмотрены 
характеристики области пристенного течения и области восходящего потока. 
На основании экспериментальных и расчетных данных определены геометри-
ческие характеристики потока – температурные и динамические величины 
толщины. Получено хорошее соответствие между результатами физического 
эксперимента и численного моделирования. Кроме того, проведено сравне-
ние с опубликованными литературными данными. Получено распределение 
вертикальной компоненты скорости в пристенном слое. Проанализированы 
основные характеристики теплообмена – локального и интегрального чисел 
Нусельта.

Ключевые слова: свободная конвекция, свободноконвективный факел, структура потока, физи-
ческий эксперимент, численное моделирование
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The structure of a natural convective  
flow over a horizontal heated disc  

at small Grashof numbers

E.F. Khrapunov, Yu.S. Chumakov

Peter the Great St. Petersburg Polytechnic University, St. Petersburg, Russian Federation

In the paper, the results of physical and numerical simulation of a natural 
convective flow formed over a heated horizontal disk with small Grashof numbers have 
been presented. The characteristics of the near-wall flow region and of the ascending 
flow one were considered in detail. On the basis of experimental and calculated data, 
the geometric flow characteristics, namely temperature and dynamic thicknesses, 
were determined. A good agreement between the experimental results and numerical 
simulation data was achieved. The results obtained were also compared with published 
data. The distribution of the vertical velocity component in the near-wall layer was 
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Введение

Анализ развития исследований в области 
свободноконвективного теплообмена по-
казывает, что наибольший успех достигнут 
при изучении течений вдоль вертикальной 
поверхности, т. е. когда вектор ускорения 
свободного падения параллелен основному 
направлению движения жидкости. Одна из 
причин данного обстоятельства может быть 
связана с успешным развитием теории 
вынужденно конвективного погранично-
го слоя. Нагрев поверхности способствует 
возникновению свободной конвекции и, 
как следствие, на достаточно протяженной 
вертикальной поверхности формируется 
свободноконвективный пограничный слой. 
Основные закономерности развития подоб-
ного слоя очень похожи на поведение уже 
хорошо изученного вынужденно конвек-
тивного пограничного слоя. В частности, 
по аналогии с вынужденной конвекцией, в 
свободноконвективном пограничном слое 
можно выделить области ламинарного, пе-
реходного и турбулентного режимов тече-
ния. 

Иначе обстоит дело, когда нагретая по-
верхность расположена горизонтально или 
сильно наклонена по отношению к вектору 
ускорения свободного падения. Свободно-
конвективный теплообмен в жидкости, на-
блюдающийся у подобных поверхностей, 
имеет сложный характер, вследствие взаи-
модействия отрывного восходящего тече-
ния над ее поверхностью и приповерхност-
ного слоя, возникающего под действием 
благоприятного перепада давлений. Такой 
перепад, в свою очередь, генерируется этим 
течением. 

Анализ подобного взаимодействия со-
пряжен с довольно большими трудностя-
ми, что, в частности, объясняет появление 
в литературе различных упрощенных моде-
лей теплообмена. В работах [1, 2], напри-

мер, предлагается рассмотреть две предель-
ные ситуации: 

в первом случае нагретая поверхность 
настолько мала, что ее можно заменить 
точеным источником тепла, над которым 
формируется осесимметричная свободно-
конвективная восходящая струя; 

во втором случае поверхность настоль-
ко велика, что в пределе можно пренебречь 
влиянием центральной части поверхности с 
восходящей струей на теплопередачу. Вос-
ходящая струя будет оказывать косвенное 
влияние на теплопередачу от поверхности, 
формируя лишь приповерхностное течение, 
обусловленное эжектирующим действием 
этой струи. 

Таким образом, определение интен-
сивности теплопередачи от поверхности 
сводится к решению задачи об обтекании 
полубесконечной нагретой пластины. В ка-
честве примера можно привести ряд работ 
[3 – 5], в которых в том или ином при-
ближении решались двумерные уравнения 
приповерхностного пограничного слоя. 
Итогом этих работ можно считать получе-
ние важных для практики формул расчета 
интенсивности теплоотдачи от горизон-
тальной нагретой поверхности (сводная та-
блица зависимостей представлена в работе 
[6]).

Рассмотрим первую предельную ситуа-
цию, когда над точечным источником тепла 
формируется восходящая струя. В этом слу-
чае непосредственное влияние поверхности 
на течение отсутствует, учитывается лишь 
теплоотдача этой поверхности для задания 
интенсивности точечного источника тепла. 
В результате решения задач в подобной по-
становке получены аналитические и чис-
ленные решения в автомодельном прибли-
жении. В частности, установлено влияние 
мощности источника тепла на различные 
характеристики струи; например, показано, 

determined. The analysis of the basic characteristics of heat exchange, namely the 
local and integral Nusselt numbers, was carried out.
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что снижение температуры по высоте под-
чиняется степенной зависимости, а шири-
на восходящей струи изменяется как число 
Грасгофа в степени одна четвертая (число 
Грасгофа есть определяющий критерий за-
дачи). 

Очевидно, что все многообразие задач о 
свободноконвективном теплообмене жид-
кости, текущей от нагретой горизонтальной 
поверхности, невозможно описать только 
двумя предельными ситуациями. На прак-
тике наибольший интерес представляет 
случай, когда поверхность нельзя заменить 
точечным источником тепла, но, с другой 
стороны, она не настолько велика, чтобы 
считать ее полубесконечной и пренебрегать 
влиянием восходящей струи на теплооб-
мен. Иными словами, в соответствующих 
расчетах необходимо учитывать влияние на 
теплообмен не только восходящей струи в 
центре диска, но и приповерхностного те-
чения вдоль его поверхности. 

При этом следует отметить, что при-
поверхностный слой развивается вопреки 
действию архимедовой (выталкивающей) 
силы, которая направлена не вдоль тече-
ния, а перпендикулярно ему, т. е. движение 
должно быть обусловлено косвенными при-
чинами. В рассматриваемом случае течение 
возникает под действием отрицательного 
градиента давления, который индуцируется 
восходящей струей в центре диска [6]. 

В настоящей работе исследовано (экс-
периментально и численно) влияние ин-
тенсивности нагрева горизонтального дис-
ка на теплообмен и структуру течения над 
ним в случае небольших чисел Грасгофа. 

Анализу результатов численного моде-
лирования течения во многом способство-
вали данные экспериментального исследо-
вания, в частности визуализации потока 
воздуха над нагретым диском, представлен-
ные ранее в работе [7].

Экспериментальный стенд  
и методы исследования

Схема экспериментального стенда изо-
бражена на рис. 1. Основной элемент стен-
да – это нагреваемый латунный диск 1 
диаметром 190 мм и толщиной 8 мм. Его 
нижняя поверхность контактирует с нагре-

вателем 2. Для улучшения теплового кон-
такта используется специальная паста с вы-
соким коэффициентом теплопроводности, 
в слой которой помещен спай термопары 
(на рисунке не показаны) для контроля 
температуры нижней поверхности диска. 
Температурным режимом диска управляет 
контроллер (на рисунке не показан), кото-
рый включает (выключает) нагреватель в 
зависимости от соответствия между задан-
ной температурой и температурой, которая  
фиксируется термопарой.

Таким образом, на нижней поверхности 
диска обеспечиваются условия, близкие к 
условиям постоянства температуры, а тем-
пература его верхней части определяется 
условиями сопряженного теплообмена с 
воздухом.

Основание защитной камеры (см. рис. 1)  
представляет собой горизонтальную пла-
стину 5 с центральным круглым вырезом, в 
который вставляется диск 1 с зазором 5 мм. 
Верхняя часть диска выступает на 6 мм от-
носительно верхней поверхности пластины. 
Снизу зазор закрыт корпусом теплообмен-
ника 2, который плотно прилегает к ниж-
ней поверхности горизонтальной пластины 
5 и обеспечивает постоянство ее температу-
ры (16 – 18 °C).

Стенд оснащен координатной системой 
(на рисунке не показана), с помощью ко-
торой можно перемещать зонд (например, 
датчик температуры) над диском. Переме-
щение осуществляется с помощью шаговых 
двигателей, управляемых программно. Точ-
ность перемещения в горизонтальной пло-
скости составляет 0,50�������������������� �������������������мм, а по вертикаль-
ной координате – 0,05 мм.

Особенно тщательно измерялась темпе-
ратура воздуха над нагретым диском. Для 
получения ее мгновенного значения ис-
пользовалась вольфрамовая проволочка-
датчик диаметром 5  мкм и длиной 2  мм. 
Такой датчик, благодаря небольшому раз-
меру, обладает почти мгновенным откли-
ком на резкие изменения температуры, что 
позволяет (в совокупности с соответствую-
щей электронной аппаратурой) существен-
но расширить частотный диапазон измере-
ний. Процедура измерения температуры в 
выбранной точке пространства над диском 
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сводилась к оцифровке непрерывного ана-
логового сигнала за определенный проме-
жуток времени, который определялся коли-
чеством выборок с заданной частотой (3000 
выборок с частотой дискретизации 50 Гц). 
Это позволяло получать практически без 
искажений цифровой образ временнόго 
изменения мгновенной температуры в за-
данной точке пространства. Вычисление 
среднего значения температуры и интен-
сивности пульсаций мгновенной темпера-
туры происходило в результате первичной 
обработки оцифрованного сигнала. Кроме 
того, сохранялась запись мгновенной тем-
пературы для дальнейшего корреляционно-
го и спектрального анализа.

Для получения более полного представ-
ления о формирующейся структуре сво-
бодноконвективного течения над нагретым 
диском, кроме точечных измерений тем-
пературы, проводились многочисленные 
фото- и видеосъемки картин исследуемого 
течения. Визуализация течения осуществля-
лась по схеме, изображенной на рис. 1, b.  
Пространство, где развивалось течение, 
предварительно заполнялось дымом; его 
частички увлекались этим течением, и тем 
самым его визуализировали. 

Для детального анализа структуры тече-
ния, выделения отдельных фрагментов по-
тока, использовалась методика оптического 
ножа. В нашем случае в качестве источни-
ка света использовался лазер, луч которо-
го разворачивался в плоскость с помощью 

соответствующей оптической системы. Ча-
стички дыма, попав в плоскость ножа, ярко 
светились, визуализируя выделенный фраг-
мент течения. Последний фиксировался с 
помощью фото- или видеосъемки.

Особенности численной модели

Для численного моделирования ис-
пользовался программный код ANSYS 
Fluent, позволяющий решать уравнения 
Навье – Стокса в приближении Буссине-
ска для сжимаемой среды. На основании 
экспериментальных данных было сделано 
предположение о ламинарном режиме те-
чения в выбранном диапазоне значений 
числа Грасгофа 

Gr = (0,89 – 9,50)·106

трехмерного потока при наличии сопря-
женного теплообмена между нагреваемым 
диском и окружающей средой. 

Фрагмент расчетной области с покрыва-
ющей ее сеткой представлен на рис. 2. Раз-
меры вычислительной области полностью 
соответствуют размерам эксперименталь-
ного стенда. Использовалась квазиструк-
турированная сетка, включающая 1 млн. 
элементов, со сгущением сеточных линий к 
предполагаемым границам факела и к ниж-
ней поверхности расчетной области.

Параметры воздуха и латуни, исполь-
зованные при численном моделировании, 
представлены в таблице.

Из данных таблицы видно, что параме-

Рис. 1. Схемы экспериментального стенда (a) и визуализации структуры  
свободноконвективного течения (b):

1– нагреваемый диск, 2 – элемент теплообменника, 3 – проницаемые стенки камеры,  
4 – изолирующая сетка, 5 – горизонтальная пластина, 6 – лазер и оптическая система,  

7 – фотокамера; g – вектор ускорения свободного падения

а) b)
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тры воздуха, использованные при модели-
ровании, принимались постоянными, по-
скольку их изменения в рассматриваемом 
диапазоне температур не представляются 
существенными. 

Граничные условия в расчетах зада-
вались следующим образом. Температу-
ра нижней поверхности диска задавалась 

и оставлялась постоянной в ходе расчета, 
температура горизонтальной поверхности 
расчетной области также считалась посто-
янной и равной температуре окружающего 
воздуха (293 ���������������������������   K��������������������������   ). Температура верхней по-
верхности диска определялась из условия 
сопряженного теплообмена с прилегающим 
к поверхности воздухом. На всех остальных 
границах (боковой и верхней) задавались 
условия нулевого избыточного давления. 
При этом на воздух, затекающий в расчет-
ную область через эти границы, были на-
ложены следующие ограничения: темпера-
тура воздуха остается постоянной (293 K), а 
вектор скорости его распространения всег-
да перпендикулярен соответствующей гра-
нице затекания.

Система координат выбиралась таким 
образом, чтобы радиальная (или продоль-
ная) координата x начиналась от кромки 
диска и была направлена к его центру, а 
осевая координата y была направлена вверх, 
перпендикулярно поверхности диска. Соот-
ветственно, продольную компоненту ско-
рости обозначали через u, а осевую – через 
v (рис. 3). 

Вводились безразмерные переменные, 

Рис. 2. Пример расчетной сетки  
в области решения уравнений

Таблица

Значения параметров, использованных при численном моделировании

Объект Параметр Обозначение
Единица

измерения
Значение

Воздух

Удельная
теплоемкость

cp  Дж/(кг·K) 1006,43 

Коэффициент
теплопроводности

λ Вт/(м·K) 0,0242 

Коэффициент
теплового 

расширения
β K–1 0,00366 

Коэффициент 
кинематической  

вязкости
υ м2/с 1,8·10–5 

Латунь

Плотность ρbr кг/м3 8500
Удельная

теплоемкость
cp

br  Дж/(кг·K) 380

Коэффициент
теплопроводности

λbr Вт/(м·K) 130
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ло Грасгофа определяется следующим об-
разом: 

3
0

2

( )
Gr ,ag T T Rβ −

=
υ

где 0T  – температура нижней поверхности 
диска, контролируемая в эксперименте и 
задаваемая в качестве граничного условия 
при численном моделировании, g – ускоре-
ние свободного падения, β  – коэффициент 
теплового расширения.

Над большей частью диска профили 
температуры характеризуются резким пере-
ходом от температуры поверхности к тем-
пературе окружающего воздуха. По мере 
продвижения к вертикальной оси диска 
температурный слой, очевидно, утолщается. 
Изменение продольной скорости по высоте 
не монотонно, образуется локальный мак-
симум, вертикальная координата которого 
растет по мере приближения к центру дис-
ка. Кроме того, значение максимума ско-
рости также увеличивается по мере продви-
жения от края диска к центру, примерно до 
координаты =* 0,6,x  а затем уменьшается 
вплоть до нуля, что свидетельствует о пере-
строении продольного приповерхностного 
течения в вертикальное восходящее.

На формирование структуры течения 
вблизи диска большое влияние оказыва-
ет осевая составляющая вектора скорости. 
Отметим, что данные о распределении ука-
занной составляющей в приповерхностном 
слое практически отсутствуют в известной 
авторам литературе. Тем не менее, измене-
ние осевой скорости в приповерхностной 
области может представлять значительный 
интерес при определении характеристик 
приповерхностного слоя, а также при вы-
яснении процессов деформации этого слоя 
по мере его развития. На рис. 4, c представ-
лены профили осевой скорости по нормали 
к поверхности диска при различных значе-
ниях координаты x*. На профилях мож-
но заметить ярко выраженные локальные 
максимумы, причем знак максимального 
значения изменяется по мере продвижения 
по продольной координате x* от края дис-
ка к его центру. В частности, в интервале 
≤ ≤0 * 0,4x  оказывается отрицательным не 

только максимальное значение, но и значе-

Рис. 3. Система координат x, y, связанная  
с поверхностью диска радиусом R; 

u, v – компоненты скорости воздушного потока

причем в качестве масштаба скорости ис-
пользовалось отношение υ / R  (коэффици-
ент кинематической вязкости υ  к радиусу 
диска R):

=* / ,x x R , =* / ;y y R  

= ⋅ υ* / ,u u R  = ⋅ υ* / ;v v R  

( ) / ( ),a w aT T T Tθ = − −

где ,wT  aT  ‒ величины температуры верхней 
поверхности диска и воздуха на внешней 
границе расчетной области, соответствен-
но.

В качестве граничного условия на ниж-
ней поверхности диска задавалась посто-
янная температура 0.T  В настоящей работе 
представлены результаты численного моде-
лирования для значений температуры 0,T  
равных 303, 313, 333 и 353 K.

Результаты моделирования и их анализ

Как было отмечено выше, течение, 
формирующееся над нагретым диском, 
можно условно разделить на две области: 
зона приповерхностного слоя и зона вос-
ходящей струи. Остановимся сначала на 
анализе экспериментальных и численных 
данных, полученных в ходе исследования 
течения в приповерхностном слое.

На рис. 4, a представлены профили без-
размерной температуры θ,  а на рис. 4, b –  
профили безразмерной продольной скоро-
сти *u  по нормали к поверхности диска 
при различных значениях безразмерной 
продольной координаты *x  для числа 
Грасгофа Gr = 3,5·106. Здесь и далее чис-

(1)
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ние осевой скорости на большом удалении 
от поверхности диска. Аналогичное поведе-
ние характерно для  профиля осевой скоро-
сти при ≥* 0,8x , однако отличие состоит 
в том, что знак скорости остается положи-
тельным. При =* 0,58x  профиль скорости 
претерпевает чередование знаков: у поверх-
ности скорость положительная, а выше – 
отрицательная. Подобное поведение осевой 
скорости, в совокупности с продольной со-

ставляющей, определяет результирующую 
ориентацию вектора скорости. Благода-
ря этой ориентации становится заметным 
влияние выталкивающей силы (сила Архи-
меда) на расстоянии порядка (0,7 0,8)R−  
от края диска, а по мере приближения к 
центру диска (или к оси струи) выталки-
вающая сила становится определяющим 
фактором развития течения, т. е. образует-
ся восходящая струя. 

Рис. 4. Экспериментальные (а) и расчетные (b,с) профили безразмерных величин, полученные  
в результате моделирования течения в приповерхностном слое: температуры поперек этого  

слоя (а), продольной скорости в нем (b) и осевой скорости поперек этого слоя (с) при различных 
значениях безразмерной продольной координаты *x  для числа Грасгофа Gr = 3,5·106. 

Значения x*: 0,16 (1), 0,37 (2), 0,58 (3), 0,79 (4)

а) b)

c)
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На рис. 5, a представлены зависимости 
максимальных значений продольной ско-
рости u* от координаты *x  для различных 
чисел Грасгофа. Для каждого из этих чисел 
можно выделить интервал значений x*, в 
котором изменение максимума продольной 
скорости линейно зависит от продольной 
координаты x*. Увеличение числа Грасгофа 
приводит к росту значений максимальной 
скорости, а также к увеличению скорости 
их роста.

Для описания семейства профилей тем-
пературы θ,  изображенных на рис. 4, а, 
можно воспользоваться автомодельной пе-
ременной из работы [4], определяемой со-
отношением 

2/5 1/5* ( *) Gr .y x −η =

Результаты обработки исходных профи-
лей температуры θ  для различных значений 
числа Грасгофа представлены на рис. 5, b. 
На график этого рисунка также нанесены 
значения при числе Грасгофа Gr = 4,8·106, 
найденные экспериментально в процес-
се данного исследования. Кроме того, для 
сравнения приведены данные работы [5].

Для более полной характеристики при-

стенной области необходимо найти толщи-
ну последней, т. е. определить, насколько 
далеко по нормали к диску распростра-
няется действие нагретой поверхности.  
В случае неизотермических течений приня-
то рассматривать не только динамическую 
толщину δ ,u  но и температурную δ ,T  по-
скольку они могут различаться. Толщину 
δT  можно определить, если выбрать мини-
мальное значение температуры, ниже кото-
рого влияние нагретой поверхности отсут-
ствует. Если воспользоваться безразмерным 
соотношением для температуры и принять 
за искомое значение толщину слоя, равную 
5 % от максимальной величины безразмер-
ной температуры, то условие (критерий) 
определения Tδ  может быть записано как

θ=δ = 0,05* | .T y

В литературе можно встретить и другие 
критерии. Например, в работе [4] предлага-
ется интегральный вариант:

∞

δ = θ∫
0

* .T dy

Определение динамической толщины 
δu  приповерхностного свободноконвектив-

а) b)

Рис. 5. Расчетные (1 –4, для сравнения – данные [5] (6)) и экспериментальные (5)  
распределения безразмерных величин в пристенном слое: максимальной радиальной скорости 
внутри этого слоя (а), а также автомодельности профилей температуры поперек этого слоя (b). 

Расчетные данные получены  при различных значениях чисел Грасгофа Gr (106):  
0,89 (1), 1,80 (2), 3,50 (3), 5,80 (4)

(2)
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ного слоя представляется более сложной за-
дачей, поскольку продольная (радиальная) 
скорость при мере удаления от поверхности 
диска может принимать совершенно разные 
значения, в зависимости от количества воз-
духа, эжектируемого в приповерхностный 
слой. В некоторых работах (см., например, 
работу [4]) предлагается определять дина-
мическую толщину с помощью интеграль-
ного соотношения

2

0

( *) * .u u dy
∞

δ = ∫
В данной работе предлагается опреде-

лять динамическую толщину, учитывая 
принципиальную особенность образования 
динамического приповерхностного слоя. А 
именно – это слой, в котором первосте-
пенную роль играет сдвиговое напряжение, 
возникающее при движении воздуха вдоль 
неподвижной поверхности диска. Сила 
трения, в свою очередь, пропорциональ-
на производной от продольной скорости 
по нормали к поверхности и убывает при 
удалении от диска. Таким образом, можно 
использовать эту производную в качестве 

критерия границы динамического слоя, вы-
брав соответствующее предельное значение 
этой производной, т. е.

=δ = */ ** | .u du dy ey

В данной работе предлагается использо-
вать в качестве числового критерия e  зна-
чение производной, равное 10, т. е. = 10.e  

Заметим, что можно дополнительно 
модифицировать переменную y* так, что-
бы найденные значения температурной и 
динамической толщин совпали для раз-
личных чисел Грасгофа. В нашем случае, 
температурные толщины, представленные  
на рис. 5, b, следует заменить одной кри-
вой. 

На рис. 6, a представлены динамическая 
и температурная толщины в переменных 

( *;x  1/5 1/5Gr , Gr ).T uδ × δ ×

Следует отметить, что динамический 
слой существенно превосходит по толщине 
тепловой и эта разница заметно растет по 
мере приближения к центру диска.

Анализ экспериментальных и расчетных 
данных подтвердил известное предположе-

Рис. 6. Сравнение методик определения температурной δT  (2, 3, 5 [4], 7 [4])  
и динамической δu  (1, 6 [4], 8 [4]) толщин пристенного слоя (в модифицированных  

переменных) как функций продольной координаты; методики применялись в настоящей  
работе (а) и  в работе [4] (b) с привлечением экспериментальных данных (3, 5 [4], 6 [4]). 
Представлены зависимости от x* для δu ×Gr1/5 (1), δT×Gr1/5 (2), δT×Gr1/5 (3), δCT×Gr1/5 (4), δТ

exp[4] (5),  
δu

exp [4] (6), δT
[4] (7), δu

[4] (8)

а) b)
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ние о существовании в пристенной области 
тонкого слоя теплопроводности, в котором 
конвективный перенос тепла практически 
отсутствует, а его теплопроводный пере-
нос характеризуется линейным профилем 
температуры [7]. Толщина такого слоя δCT  
может быть определена, например, как рас-
стояние от поверхности, на котором изме-
нение температуры отличается от линей-
ного распределения на 5  %. Зависимость 
толщины слоя теплопроводности от про-
дольной координаты также изображена на 
рис. 6, а.

На рис. 6, b представлено сравнение 
толщин температурного и динамического 
слоев; для определения этих величин были 
использованы интегральные критерии, 
предложенные в работе [4]. Температурные 
толщины хорошо соотносятся друг с дру-
гом, тогда как динамические существен-
но расходятся при значениях ≥* 0,7.x  По 
нашим данным, наблюдается уменьшение 
динамической толщины, что вполне есте-
ственно, поскольку по мере приближения 
к оси восходящего факела продольная (ра-
диальная) компонента вектора скорости 
стремится к нулю. Причиной резкого ро-
ста динамической толщины, полученного 
в работе [4], может являться применение 
авторами в расчетах алгоритма «сшивания» 
решений для приповерхностного слоя и 
восходящего факела.

Отметим также, что для корректного 
определения толщин динамического и тем-
пературного слоев одного критерия ока-
зывается недостаточно, так как необходи-
мо учитывать характер изменения других 
свойств течения. Например, при выборе 
критерия для определения толщины ди-
намического слоя, кроме учета характера 
изменения продольной скорости на грани-
це слоя, необходимо учитывать также из-
менение осевой скорости. Очевидно, при 
приближении к области зарождения вос-
ходящей струи, роль осевой скорости будет 
существенно возрастать, и этот фактор не-
обходимо принимать во внимание наряду с 
изменением продольной скорости. 

В отличие от определения толщины 
приповерхностного слоя, определению его 
протяженности в литературе уделяется го-

раздо меньше внимания, и эта задача прак-
тически не рассматривается. Тем не менее, 
в случае представления течения как ком-
бинации приповерхностного слоя с вос-
ходящим потоком, необходимо определить 
их границы в продольном (радиальном) на-
правлении, а для этого необходим выбор 
подходящего критерия.

В данной работе для выработки такого 
критерия мы предлагаем использовать на-
личие участка линейной зависимости мак-
симальной продольной скорости от про-
дольной координаты (см. рис. 5, с). 

Рис. 7. Изменение безразмерных расчетных 
характеристик пристенного слоя по всей  
его протяженности: максимальной осевой  

скорости (а), динамической (1)  
и температурной (2) толщины (b),  

максимальной осевой скорости внутри слоя (c).
Вертикальными пунктирами отмечено значение  
x* = 0,62, при котором наблюдаются отклонения 

кривых от  линейных зависимостей на 1 % 

а)

b)

c)
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Таким образом, протяженность припо-
верхностного слоя определяется значением 
координаты *x , при котором отклонение 
кривой максимальной продольной скоро-
сти от линейной зависимости составит, на-
пример, 1 %. Тогда для случая Gr = 3,5·106 

(рис. 7, а) границей по продольной коорди-
нате приповерхностного слоя можно счи-
тать значение =* 0,62.x

Несомненно, корректность выбора та-
кого подхода должна быть обусловлена не 
только анализом продольной компоненты 
скорости, но и соответствующей динами-
кой изменения других характеристик пото-
ка. На рис. 7, b представлены температурная 
и динамическая толщины приповерхност-
ного слоя. Можно видеть, что координата 
начала резкого роста толщин и протяжен-
ность приповерхностного слоя хорошо со-
ответствуют друг другу. Изменение осевой 
скорости (рис. 7, с), а именно резкое увели-
чение, также происходит, начиная со зна-
чения координаты =* 0,62.x  

Для анализа свободноконвективно-
го теплообмена воздуха с горизонтальной 
нагретой поверхностью диска удобно вос-
пользоваться локальным числом Нуссельта, 
которое определяется следующим образом:

α − − ∂ 
= =  λ − ∂ 

* *(1 ) (1 )
Nu ,

( )x
a w w

R x R x T
T T y

где α  – коэффициент теплообмена, кото-
рый определяется с использованием пред-
положения о существовании теплопрово-
дного слоя [6].

На рис. 8, a представлено изменение 
числа Нуссельта вдоль радиуса диска для 
течения с числом Грасгофа Gr  =  5,4·106. 
Локальное число Нуссельта принимает 
максимальное значение у края диска, после 
чего монотонно снижается к центру, что 
хорошо согласуется с нашими эксперимен-
тальными данными. 

На рис. 8, b представлено распределение 
интегрального числа Нуссельта, найденно-
го с использованием соотношения

( )

12

1 *
0

2
Nu Nu (1 *) (1 *),R x

R
x d x

S −

π
= − −∫

в зависимости от числа Грасгофа. 
Подобные данные обычно описывают 

степенной зависимостью, которая в случае 
ламинарного режима течения имеет следу-
ющий вид (см., например, работу [7]):

= ⋅ 0,25Nu Gr ,C

где C – эмпирическая константа. 
В данной работе значение константы 

определено как C = 0,11.
Рассмотрим основные закономерности 

течения в области восходящего факела, 
например геометрические характеристики 

Рис. 8. Распределения локального числа Нуссельта Nux по  радиусу диска при Gr = 5,4·106 (а) 
и интегрального числа Nu в зависимости от числа Грасгофа (b). Получены на основе  
расчетных (сплошные линии) и экспериментальной (1) характеристик теплообмена  

на верхней поверхности диска;  
2 – аппроксимация экспериментальной кривой зависимостью 0,11·Gr0.25 (Gr)

а) b)

(3)
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факела: температурная толщина, или тем-
пературный радиус .Tb  За температурный 
радиус можно принять значение координа-
ты R – x, при котором температура состав-
ляет половину от ее значения на оси. 

На рис. 9 представлено изменение тем-
пературного радиуса факела для различных 
чисел Грасгофа. Можно выделить участок 
сужения факела (так называемая «шея» 

[10]), после которого толщина монотонно 
растет с высотой. При увеличении числа 
Грасгофа положение шеи остается пример-
но одинаковым, а толщина факела умень-
шается. 

В исследованиях [1, 2, 8, 9] отмечалось 
сходство формы восходящего факела с кар-
тинами струйных течений, которое прояв-
ляется в подобии профилей температуры и 
скорости. Так, например, в свободнокон-
вективном факеле максимальное значение 
температуры наблюдается на оси течения, 
после чего температура монотонно убыва-
ет. Кроме того, для профилей температу-
ры развитого течения наблюдается авто-
модельность в переменных −( ) / ;TR x b   θ,  
о чем свидетельствуют полученные в ре-
зультате расчета данные, представленные 
на рис. 10.

Заключение

По результатам проведенного экспери-
ментального и численного моделирования 
свободноконвективного факела при малых 
числах Грасгофа можно сделать следующие 
выводы.

1. Все формирующееся течение можно 
условно разделить на две области: припо-
верхностного слоя и восходящего течения.

2. Наблюдается автомодельность про-
филей температуры и скорости на развитых 
участках обеих областей.

3. В процессе анализа эксперименталь-
ных данных и результатов численного мо-
делирования определены динамическая и 
температурная толщины приповерхност-
ного слоя; при этом введены критерии 
определения этих толщин. Показано, что 
итоги данного анализа хорошо согласуют-
ся с результатами других авторов. Предло-
жен критерий определения протяженности 
приповерхностного слоя на основе анали-
за особенностей изменения максимальной 
продольной скорости в слое. Показано, что 
определенная таким образом протяжен-
ность не противоречит физическим зависи-
мостям в приповерхностном слое.

4. Анализ поведения осевой компонен-
ты скорости необходим как для создания 
модели течения в целом, так и для выбо-
ра многих критериев, несмотря на то, что 

Рис. 9. Безразмерная тепловая толщина  
восходящего факела при различных значениях 

числа Грасгофа Gr (106): 0,89 (1), 1,8 (2),  
3,5 (3), 5,8 (4)

Рис. 10. Автомодельность расчетных профилей 
температуры в восходящем потоке  

на высоте y* = 8 при различных значениях 
числа Грасгофа Gr (106): 0,89 (1), 1,8 (2),  

3,5 (3), 5,8 (4); 
сплошной линией показана аппроксимирующая  

зависимость
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данная компонента не является определя-
ющей в приповерхностном слое. Имеются 
в виду критерии для определения динами-
ческой и температурной толщин, протя-
женности и т. п.

5. Получены данные о характеристиках 
теплообмена, а именно о распределении 
локального числа Нуссельта по поверх-
ности диска, а также о зависимости инте-
грального числа Нуссельта от числа Грас-
гофа. Определенная в работе зависимость 
хорошо согласуется с результатами других 
авторов.

6. Установлено, что при увеличении 
числа Грасгофа температурный радиус фа-
кела снижается. При этом во всем диапазо-
не чисел Грасгофа можно выделить общие 
особенности изменения радиуса по высоте: 
сужение потока на некотором удалении от 
поверхности диска (область «шеи») и даль-
нейшее практически линейное увеличение 
радиуса при увеличении высоты.

Приведенные в работе результаты по-
казывают, что, несмотря на действие вы-
талкивающей силы вдоль всей поверхности 
диска, возможно формирование стацио-
нарного пристенного течения, переходя-
щего в стационарный восходящий поток. 
При этом возникает естественный вопрос, 
будет ли представленная картина течения 
сохраняться при увеличении интенсивно-
сти нагрева диска. Из известной нам ли-
тературы можно отметить лишь несколько 
работ [8 – 10], в которых делается предпо-
ложение о возможном отрыве приповерх-
ностного слоя на достаточно удаленном 
расстоянии от центра диска. Подтвержде-
ние такого предположения может расши-
рить наши представления о процессе те-
плообмена над нагретым горизонтальным 
диском.

Исследование выполнено при финансовой 
поддержке РФФИ в рамках научного проекта 
№ 18-31-00130.
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В работе представлена динамическая модель парокомпрессионной системы 
охлаждения. Особенностями модели являются учет массы рабочего агента в 
теплообменниках (испарителе и конденсаторе), изменения во времени паро-
содержания этого агента на выходе из расширительного клапана и учет всего 
спектра режимов двухфазных течений при испарении рабочего агента. В ходе 
численного моделирования установлено, что для стабилизации температур и 
массового расхода в парокомпрессионной системе охлаждения требуется боль-
шее время, чем для стабилизации частоты вращения вала компрессора. Пока-
зана связь отрицательной динамики температуры испарения с начальной тем-
пературой окружающей среды, а также связь задержки стабилизации массового 
расхода рабочего агента с указанной начальной температурой и степенью по-
вышения давления в термодинамическом цикле парокомпрессионной системы 
охлаждения.
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Modeling of dynamic processes  
in the vapor compression cooling system
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In the paper, a dynamic model of a vapor compression cooling system is presented. 
In addition to the usual one, it takes into account the working agent’s masses in the 
heat exchangers, this agent’s vapor content behavior in time at the outlet of the 
expansion valve, and the whole spectrum of two-phase flow modes during the working 
agent’s evaporation. It was established  that it took more time for temperature’s and  
mass flow’s (in a vapor compression cooling system) transitions to steady states than 



62

Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки. 11(4) 2018

Введение

Современная тенденция развития энер-
гетических машин неразрывно связана с 
проблемой постоянного обеспечения те-
плового состояния. Эта проблема усложня-
ется ростом плотности тепловой энергии, 
подлежащей рассеянию системой охлаж-
дения по всему диапазону изменения как 
нагрузки на энергетическую машину, так и 
внешних параметров окружающей среды. 
На данный момент известны различные 
решения, позволяющие существенно улуч-
шить эффективность охлаждения. Одним 
из них является подъем температуры тепло-
носителя выше температуры кипения при 
нормальных условиях [1, 2] (высокотемпе-
ратурное охлаждение), но оно имеет суще-
ственные недостатки: во-первых, не решает 
проблемы эффективности охлаждения при 
температуре окружающей среды, суще-
ственно превышающей допустимые значе-
ния, во-вторых, применимо не для всех си-
стем [3]. В работе [4] предложен достаточно 
действенный способ повышения эффек-
тивности систем охлаждения и уменьше-
ния габаритных размеров ввиду улучшения 
теплопередающей способности радиаторов 
(достигается изменением функциональной 
схемы) и способа передачи тепла с исполь-
зованием процессов фазовых переходов те-
плоносителя. В своих исследованиях автор 
использовал вместо классических теплоно-
сителей (вода либо водный раствор этилен-
гликоля) азеотропную смесь воды (81,8 %) 
и анилина (18,2 %) с температурой кипения 
75 °С. В этой работе автор также отметил, 
что решение вопроса о высоких давлениях 
конденсации спиртов, хладонов и фреонов 
может дать возможность их использования 

в качестве теплоносителей.
Эффективность управления тепловой 

нагрузкой корабельных электрических си-
стем заключает в себе целый ряд проблем, 
связанных с необходимостью рассеяния 
большого количества тепла, которое выде-
ляется в ограниченном объеме этими совре-
менными энергосистемами, обладающими 
высокой удельной мощностью [5, 6]. Авто-
ры отмечают, что для стабильной работы 
таких систем (например, электромагнитная 
пушка, радар, электромотор и моторный 
привод) требуется отдельная парокомпрес-
сионная система охлаждения. Такие си-
стемы нуждаются в особых подходах при 
проектировании, так как, в отличие от тра-
диционных парокомпрессионных систем, 
работающих по стационарному циклу сжа-
тия, в них возможны резкие динамические 
изменения тепловых потоков охлаждаемых 
объектов. В связи с вышеизложенным,  за-
дача проектирования парокомпрессионных 
систем охлаждения, которые используются 
для управления их тепловым состоянием, 
должна решаться с помощью динамических 
моделей [7].

В статье [8] представлена статическая 
модель парокомпрессионной системы 
охлаждения на основе теоретических и эм-
пирических зависимостей. Массовый рас-
ход хладагента, холодопроизводительность 
испарителя, потребляемая мощность ком-
прессора и коэффициент трансформации 
цикла определены по значениям темпера-
тур хладагента в испарителе и конденсато-
ре, а также степени его перегрева на выходе 
испарителя.

В то же время в работе [9] статическая 
математическая модель парокомпрессион-

for the rotational speed of the compressor shaft.  The connection between the negative 
dynamics of the evaporation temperature and the initial ambient temperature was 
shown.  Moreover, it was the connection between the delay in stabilization of the 
mass flow of the working medium and the initial ambient temperature as well as the 
degree of a pressure increase in the thermodynamic cycle of the vapor compression 
cooling system.

Keywords: dynamic model, vapor-compression cooling system, heat transfer, temperature difference, 
compressor 
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ной системы охлаждения получена через со-
вместное решение уравнений баланса массы 
в компрессоре и теплообменниках, а также 
уравнений теплового баланса в конденсато-
ре и испарителе. Рассчитаны зависимости 
количества отводимого тепла от температу-
ры и массового расхода воздуха. Проведено 
сравнение параметров классической и па-
рокомпрессионной систем охлаждения при 
одинаковых габаритах теплообменников и 
условиях окружающей среды.

Авторами статьи [10] предложен новый 
метод расчета температуры конденсации, 
учитывающий тип выбранного хладагента, 
изменение температуры и массового рас-
хода охлаждающего воздуха, а также те-
пловую нагрузку на парокомпрессионную 
систему охлаждения. На основе указанного 
метода, в статье [11] разработана методи-
ка расчета параметров термодинамического 
цикла данной системы.

В работе [12] предложена математиче-
ская модель и проведено моделирование па-
рокомпрессионной системы охлаждения с 
приводом от газового двигателя. В расчетах 
авторы использовали: уравнения полуэм-
пирической модели спирального компрес-
сора; зависимость потребляемой мощности 
газового двигателя от частоты вращения 
его вала, температуры окружающего воз-
духа и мощности компрессора; уравнения 
модели пластинчатого теплообменника-
испарителя.

Следует отметить, что в рассмотренных 
работах предметом интереса были параме-
тры работы парокомпрессионных систем 
охлаждения в установившемся режиме. 
Однако в действительности указанные па-
раметры изменяются во времени как при 
запуске и отключении, так и при измене-
нии условий окружающей среды и прочих 
условий. Следовательно, для оптимального 
управления работой компрессора, для обе-
спечения требуемых быстродействия и за-
паса устойчивости парокомпрессионных 
установок и других параметров актуальным 
является исследование их динамических 
характеристик.

Так, в статье [13] представлена матема-
тическая модель динамики парокомпрес-
сионной системы охлаждения на основе 

законов сохранения массы и энергии в 
испарителе, компрессоре, конденсаторе и 
расширительном клапане. Исследованы 
эксплуатационные характеристики систе-
мы – холодопроизводительность и холо-
дильный коэффициент цикла. Определены 
такие параметры, как установившийся мас-
совый расход хладагента, степень его пере-
грева в испарителе и другие. При анализе 
временных зависимостей частоты враще-
ния вала компрессора и массового расхода 
рабочего агента  отмечено высокое быстро-
действие системы.

В работе [14] выполнено эксперимен-
тальное и численное исследование динами-
ки теплового насоса, работающего в режи-
ме охлаждения  и снабженного приводом 
спирального компрессора от газового дви-
гателя. Математическая модель представ-
лена уравнениями баланса энергии, крите-
риальными уравнениями теплоотдачи для 
двухфазных течений в теплообменниках и 
уравнениями для расчета параметров газо-
вого двигателя. Давления всасывания и на-
гнетания приняты равными давлениям, при 
которых происходит испарение и конден-
сация хладагента соответственно. Диффе-
ренциальные уравнения решены методом 
Рунге – Кутта. Исследовано изменение во 
времени температур испарения и конден-
сации, холодопроизводительности, расхода 
топлива газовым двигателем и потребляе-
мой мощности на валу компрессора.

Тем не менее, в представленных работах 
не рассматривалось изменение во времени 
паросодержания в испарителе и масс хла-
дагента в теплообменниках, что оказывает 
значительное влияние на точность резуль-
татов моделирования, поскольку указанные 
характеристики могут существенно изме-
няться в течение переходных процессов, 
например во временном интервале между  
запуском установки и моментом достиже-
ния ею стационарного режима работы. В то 
же время, учет данных факторов позволит 
повысить точность прогнозирования как 
времени нагрева и охлаждения энергети-
ческих агрегатов, теплообменников и ап-
паратов, так и других характеристик пере-
ходных процессов, информация о которых 
необходима при проектировании блоков 
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управления парокомпрессионных систем 
охлаждения.

В настоящей работе разработана матема-
тическая модель динамики парокомпресси-
онной системы охлаждения (рис. 1). Модель 
основана на решении уравнения ротацион-
ного пластинчатого компрессора и диффе-
ренциальных уравнений теплообменника-
конденсатора, теплообменника-испарителя. 
Кроме того, модель учитывает мас-
сы рабочего агента, содержащие-
ся в теплообменнике-конденсаторе и 
теплообменнике-испарителе, изменение 
во времени паросодержания, а также те-
плоотдачу при кипении рабочего агента в 
соответствии с диаграммой режимов двух-
фазных течений. С помощью модели рас-
считаны переходные характеристики, в 
частности изменение во времени темпера-
тур конденсации и испарения (кипения), а 
также массового расхода рабочего агента, 
нагнетаемого компрессором.

Устройство и принцип действия  
парокомпрессионной системы охлаждения

Моделируемая система работает по 
термодинамическому циклу, подобному 
тепловому насосу и кондиционеру. Она 
включает в себя парокомпрессионный кон-

тур 1→2→3→4 (рис. 1, b) циркуляции ра-
бочего агента (фреон-132b), содержащий 
одноступенчатый ротационный пластин-
чатый компрессор (Com), теплообменник-
конденсатор (CHE), расширительный 
клапан (регулируемый дроссель Thr) и 
теплообменник-испаритель (EHE). Теплота 
подводится к теплообменнику-испарителю 
из контура охлаждения, включающего насос 
(������������������������������������   P�����������������������������������   ), обеспечивающий циркуляцию тепло-
носителя (тосол-65), и рубашку охлаждения 
(CJ). Для отвода теплоты теплообменник-
конденсатор обдувается воздухом из венти-
лятора (Air).

Динамическая модель парокомпрессионной  
системы охлаждения

Принятые допущения. При разработке 
математической модели динамики паро-
компрессионной системы охлаждения при-
няты следующие допущения: 

в дифференциальных уравнениях тепло-
вого баланса теплообменников при расчете 
коэффициента теплопередачи не учитыва-
лись термические сопротивления загрязне-
ний и паровой пленки; 

температура на границе внутренней 
стенки трубок теплообменников и паровой 
пленки считалась равной температуре про-

Рис. 1. Принципиальная схема парокомпрессионной системы охлаждения (a)  
и ее термодинамический цикл  1→2→3→4 (b):

Com – одноступенчатый ротационный пластинчатый компрессор, CHE – теплообменник-конденсатор, 
Thr – расширительный клапан, EHE – теплообменник-испаритель, P – насос, CJ – рубашка  
охлаждения; Air – воздух от вентилятора; Tc, Pc, Tev, Pev – температуры и давления процессов  

конденсации и испарения, соответственно; Qev, Qc  – тепловые мощности испарителя и конденсатора; 
P(i) – термодинамическая диаграмма P-i рабочего агента (зависимость давления от удельной энтальпии 

для жидкой и паровой фаз); жирным пунктиром показаны изотермы

а) b)
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цесса конденсации Tc и испарения Tev, со-
ответственно (см. рис. 1);

масса рабочего агента рассчитывалась по 
гомогенной модели, предполагающей рав-
номерное распределение паровой и жидкой 
фаз и не учитывающей эффект скольжения 
фаз на границе раздела; 

процесс дросселирования рабочего 
агента в расширительном клапане считался 
изоэнтальпийным; 

температуры и массовые расходы охлаж-
даемой (тосол-65) и охлаждающей (воздух) 
сред считались постоянными;

не учитывались тепловые потери в окру-
жающую среду.

Компрессор. Удельная работа la адиабат-
ного сжатия рабочего агента в компрессоре 
определялась по уравнению:

1

2
1 1

1

1 ,
1

k
k

a

Pk
l Pv

k P

− 
  = −  −    

где P1, P2, Па,  – давления в точках 1 и 2 тер-
модинамического цикла; v1, м

3/кг, – удель-
ный объем; k – показатель политропы.

Потребляемая (индикаторная) мощ-
ность Ni  на валу компрессора:

,a com
i

ad

l G
N =

η

где Gcom, кг/с, – массовый расход рабоче-
го агента (фреон-132b); adη  – адиабатный 
кпд, который для ротационного пластинча-
того компрессора принимался равным 0,82 
[15].

Объемный расход пара Vcom (м
3/с), вса-

сываемого ротационным пластинчатым 
компрессором, рассчитывался (без учета 
толщины пластин) по следующей зависи-
мости:

2 ,com com com com com comV D l n= π ε λ

где Dcom, м, – диаметр рабочей поверхности 
корпуса (цилиндра); lcom, м, – длина ротора 
(поршня); ,comε  м, – смещение центров об-
разующих цилиндра и ротора (эксцентри-
ситет); ncom, с

–1, – число оборотов ротора в 
минуту; comλ  – коэффициент расхода, за-
висящий от степени повышения давления 

2 1/com P Pπ =  и размеров компрессора.

Из расчета допустимой нагрузки на пла-
стину ротационных компрессоров, в зави-
симости от степени повышения давления 

,comπ  приняты соотношения между основ-
ными геометрическими размерами его ра-
бочих элементов [15, 16]:

1,8;com

com

l
D

=  
2

0,140com

comD
ε

=  

при 2 1/ 2,5;com P Pπ = ≤

1,8;com

com

l
D

=  
2

0,115com

comD
ε

=  

при 2 1/ 5,0.com P Pπ = ≤

В данной работе степень повышения дав-
ления принята равной 4,52,comπ =  поэтому 
с учетом выражений (5) и соотношений для 
радиуса поршня компрессора 2com comR D=  
и массового расхода 1com comG V v=  уравне-
ние массового расхода ротационного пла-
стинчатого компрессора принимает вид:

3

1

1,664
( ) .com com

com com

R
G t n

v
π λ

=

Эмпирическая зависимость comλ  от сте-
пени повышения давления comπ  в уравне-
нии (6) принята следующей [15]:

1, 0 2

1

,com

P
a

P

 
λ = −  

 
где a = 0,05 и 0,10 для крупных и для мел-
ких компрессоров, соответственно.

Уравнение динамики температуры ис-
парения. Конструкция теплообменника-
испарителя принята кожухотрубной и 
многоходовой. Рабочий агент (фреон-132b) 
движется внутри пучка труб, который сна-
ружи обтекается тосолом. Баланс тепло-
вой мощности теплообменника-испарителя 
имеет следующий вид:

. . ,ev th ev com evQ Q Q= −

где Qev, Вт,  – изменение энтальпии рабоче-
го агента в теплообменнике-испарителе за 
единицу времени; Qth,ev, Вт, – мощность те-
плопередачи в теплообменнике-испарителе; 
Qcom,ev, Вт,  – тепловая мощность, отво-
димая компрессором от теплообменника-
испарителя.

Изменение энтальпии рабочего агента 

(1)

(2)

(3)

(5)

(4)

(6)

(7)

(8)
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в теплообменнике-испарителе за единицу 
времени выражается как 

,
2

ev ev ev
ev ev

Cp Cp dT
Q m

dt

′ ′′+
= ⋅ ⋅

где Cp′ev, Cp′′ev, Дж/(кг·K������������  ), – изобар-
ные теплоемкости жидкой и газообраз-
ной фаз рабочего агента, соответствен-
но; mev, кг, – масса рабочего агента в 
теплообменнике-испарителе; Tev, K, – 
температура испарения рабочего агента в 
теплообменнике-испарителе; t, с, – время.

Тепловая мощность Qcom,ev, отводи-
мая компрессором от теплообменника-
испарителя выражается как

. 1 4( ) ,com ev comQ i i G= −

где i1, i4, Дж/кг, – удельные энтальпии рабо-
чего агента в точках цикла (см. рис. 1, b).

Мощность теплопередачи в 
теплообменнике-испарителе, с учетом 
среднелогарифмического температурного 
напора, примет следующий вид:

.
.

.

1
1 1

( ) ( )
,

ln

th ev ev
p ev

cf m ev

cf ev cf ev

cf ev

cf ev

Q F

T T T T

T T

T T

= ⋅ ×
δ

+ +
α λ α

′ ′′− − −
×

 ′ −
  ′′ − 

ev

где Fev, м2, – площадь теплопередаю-
щей поверхности теплообменника-
испарителя; δp.ev, м, – толщина стенки труб-
ки теплообменника-испарителя; T ′cf , T ′′cf, 
K, – температуры теплоносителя (тосол-
65, англ. cooling fluid) на входе и выходе 
теплообменника-испарителя соответствен-
но; ,αev  Вт/(м2·K), – коэффициент теплоот-
дачи при кипении рабочего агента в круглых 
трубах; . ,cfα ev  Вт/(м2·K), – коэффициент те-
плоотдачи тосола для кожухотрубного мно-
гоходового теплообменника-испарителя; 

,mλ  Вт/(м·K), – коэффициент теплопрово-
дности материала стенки теплообменника-
испарителя.

На основании баланса тепловой мощно-
сти (8) и уравнений подводимой и отводи-
мой тепловых мощностей (9) – (11), нами 
получено следующее уравнение динамики 
температуры испарения:

.

.
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ev

Коэффициент теплоотдачи при кипе-
нии рабочего агента в круглых трубах сле-
дует выражению [22]:
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которое справедливо для разделенных ре-
жимов (расслоенного с гладкой и волновой 
границей двухфазного течения);
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для перемежающихся режимов (снарядно-
го, снарядно-кольцевого двухфазного тече-
ния);
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для дисперсных режимов (дисперсного, 
дисперсно-кольцевого и кольцевого двух-
фазного течения), 
где ' ,evλ  Вт/(м·K), – коэффициент тепло-
проводности жидкой фазы рабочего агента 
в испарителе; _ ,ev ind  м, – внутренний диа-
метр трубок в испарителе; ,evL  м, – длина 

(9)

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)
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трубок в испарителе; '' ,evυ  ' ,evυ  м/с, – при-
веденные функции скорости движения га-
зообразной и жидкой фаз рабочего агента в 
испарителе, соответственно; '' ,evν  ' ,evν  м2/с, 
– кинематические коэффициенты вязкости 
газообразной и жидкой фаз рабочего аген-
та в испарителе; ' ,eva  м2/с, – коэффициент 
температуропроводности жидкой фазы ра-
бочего агента в испарителе.

В уравнениях (13) – (15) '' ,evυ  и ' ,evυ  – 
приведенные функции скорости движения 
газообразной и жидкой фаз рабочего аген-
та, рассчитываемые по следующим соотно-
шениям:

.

( ) ( )
'' ( ) ;
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G t x t
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G t x t
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⋅ −
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где zev – количество параллельных трубок 
в теплообменнике-испарителе, xev – мас-
совое паросодержание в рабочей точке 4  
(см. рис. 1, b);

4 4

1 4

( ) ( )
( ) ,

( ) ( )
ev

i t i t
x t

i t i t

′−
=

′′ ′−

где i1'', i4', Дж/кг, – удельные энтальпии ра-
бочего агента в точках цикла (см. рис. 1, b).

Коэффициент теплоотдачи тосо-
ла для кожухотрубного многоходового 
теплообменника-испарителя определялся 
по критериальному уравнению для обтека-
ния потоком жидкости пучка труб с шах-
матным расположением [15]:
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где .' ,cf evλ  Вт/(м·K), – коэффициент тепло-
проводности тосола в испарителе; . ,ev outd  м, 
– наружный диаметр трубок в испарителе; 

. ,cf evυ  м/с, – максимальная скорость тосола 
в пучке трубок в испарителе в самом узком 
сечении; . ,cf evν  м2/с, – кинематический ко-
эффициент вязкости тосола в испарителе; 

. ,cf eva  м2/с, – коэффициент температуро-
проводности тосола в испарителе.

В этом уравнении за определяющий 
размер принят наружный диаметр (dev.out, м) 
обтекаемой трубы пучка, а за определяю-
щую скорость ( . ,cf evυ  м/с) – максимальная 
скорость в пучке в самом узком сечении.

Уравнение для расширительного клапана. 
После полной конденсации рабочий агент 
проходит через расширительный клапан, 
где изоэнтальпийно расширяется (процесс 
3 → 4, см. рис. 1, b) с понижением давления 
от давления Pc конденсации до давления Pev 
испарения с переходом части его массы в 
паровую фазу:

3 4,i i=

где i3, i4, Дж/кг, – удельные энтальпии рабо-
чего агента в точках цикла (см. рис. 1, b).

Уравнение динамики температуры кон-
денсации. В работе принято классическое 
конструктивное исполнение конденсатора 
как теплообменного аппарата, состоящего 
из медных труб с оребрением, внутри ко-
торых течет рабочий агент (фреон-132b), а 
снаружи движется воздух. Тогда баланс его 
тепловой мощности имеет вид:

. . ,c com c th cQ Q Q= −

где Qc, Вт,  – изменение энтальпии рабоче-
го агента в теплообменнике-конденсаторе 
за единицу времени; Qcom.c, Вт, – тепло-
вая мощность, подводимая компрессором 
в теплообменник-конденсатор; Qth.c, Вт, –  
мощность теплопередачи в теплообмен-
нике-конденсаторе.

Изменение энтальпии рабочего агента в 
теплообменнике-конденсаторе за единицу 
времени выражается как

,
2

c c c
c c

Cp Cp dT
Q m

dt

′ ′′+
= ⋅ ⋅

где ,cCp′  ,cCp′′  Дж/(кг·K������������������ ), – изобарные те-
плоемкости жидкой и газообразной фазы 
рабочего агента в конденсаторе, соответ-
ственно; mc, кг, – масса рабочего агента 
в теплообменнике-конденсаторе; Tc, K, – 
температура конденсации рабочего агента в 
теплообменнике-конденсаторе.

Тепловая мощность, подводимая ком-
прессором в теплообменник-конденсатор, 
определяется как

. 2 3( ) ,com c comQ i i G= −
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где i2, i3, Дж/кг, – удельные энтальпии рабо-
чего агента в точках цикла (см. рис. 1, b).

Мощность теплопередачи в 
теплообменнике-конденсаторе с учетом 
среднелогарифмического температурного 
напора имеет следующий вид:
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где Fc, м2, – площадь теплопередаю-
щей поверхности теплообменника-
конденсатора; . ,t cδ  м, – толщина стенки 
трубки теплообменника-конденсатора; 

,mλ  Вт/(м·K��������������������������   ), – коэффициент теплопро-
водности материала трубки теплообмен- 
ника-конденсатора; T ′a, T ′′a, �����������  K����������  , – темпе-
ратуры воздуха на входе и выходе тепло-
обменника-конденсатора соответственно;  

,cα  Вт/(м2·K), – коэффициент теплоотда-
чи при конденсации рабочего агента в кру-
глых трубах; ,aα  Вт/(м2·K), – коэффициент 
теплоотдачи для воздуха в конденсаторе-
теплообменнике.

На основе баланса тепловой мощности 
(21) и уравнений подводимой и отводимой 
тепловых мощностей (22) – (24) получено 
следующее уравнение динамики температу-
ры конденсации:
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− ⋅

δ  ′ −+ +  α λ α ′′− 

Для определения коэффициента тепло-
отдачи ,fα  Вт/(м2·K), в однофазной об-
ласти перегрева 2 – 2 ′′ и переохлаждения  
3 ′ – 3 (см. рис. 1, b) рабочего агента ис-
пользовалось критериальное уравнение  
[15, 18]:

0, 023 0,8

.

( )
( ) Re ( ) Pr ( ),cf n

f
c in

t
t t t

d

λ 
α = ⋅ ⋅ ⋅ 

 
где n – показатель степени для про-
цесса конденсации, n = 0,4 [18, 19];  

,cfλ  Вт/(м·K��������������������������   ), – коэффициент теплопро-
водности фреона132b; dc.in, м, – внутрен-
ний диаметр трубки теплообменника-
конденсатора; Re, Pr – числа Рейнольдса 
и Прандтля для потока хладагента внутри 
трубы, соответственно.

Критерий Рейнольдса для потока хлада-
гента внутри трубы в уравнении (26) вы-
числялся по формуле:

4

.

Re .com

c in

G
d

=
µπ

Среднее значение коэффициента тепло-
отдачи при конденсации рабочего агента в 
круглых трубах cα  для двухфазной области 
2 ′′– 3 ′ (см. рис. 1, b), в соответствии с [20], 
определялось из уравнения:

0,38

5 2,04
( ) ( ) ,

9 Pr ( )c ft t
t

 
α = α ⋅ + 

 

где ,fα  Вт/(м2·K), – коэффициент тепло-
отдачи, используемый для расчета в одно-
фазной области по уравнению (26).

Коэффициент теплоотдачи aα  для воз-
духа в конденсаторе-теплообменнике, пред-
ставляющем собой пучок труб шахматного 
расположения с наружным оребрением 
круглой формы [21]:
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_
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  

finh

где 0,2( 1 2 )c c cε = − −c.out c.outS d S d  – коэф-
фициент; zε  – коэффициент, учитываю-
щий количество вертикальных рядов в 
теплообменнике-конденсаторе; S1c, S2c, м, –  
продольный и поперечный шаг трубок, со-
ответственно; dc.out, м, – наружный диаметр 
трубки теплообменника-конденсатора;  
b, м, – шаг оребрения; hfin, м, – высота 
ребра; _ ,a cλ  Вт/(м·K), – коэффициент те-
плопроводности воздуха в конденсаторе;  

_ ,a cυ  м/с, – скорость воздуха в пучке тру-
бок в конденсаторе; _ ,a cν  м2/с, – кинема-
тический коэффициент вязкости воздуха в 
конденсаторе.

Уравнение (29) справедливо в диапазо-
не чисел Рейнольдса Rea = 300 – 22500. За 

(25)

(26)

(24) (27)

(28)

(29)
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определяющий размер принят шаг оребре-
ния b, а за определяющую скорость – мак-
симальная скорость в узком сечении:

1
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c c.out

hdG F
S b d

где ,ρa  кг/м3, – плотность воздуха; ,δ fin  м, –  
высота и толщина ребра; Fc.f, м

2, – фрон-
тальная площадь теплообменника-
конденсатора; Ga, кг/с, – массовый расход 
воздуха через конденсатор. 

Масса рабочего агента в теплообмен-
нике-испарителе и конденсаторе. Тео-
ретическая масса рабочего агента m 
(кг) в теплообменнике-испарителе и в 
теплообменнике-конденсаторе, при усло-
вии замкнутой системы, принималась по-
стоянной и определялась для номинально-
го режима работы по формуле

0 0
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,d d
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∫ ∫

∫

f v
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SSV l l
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l

где ,fm  ,vm  кг, – массы жидкой и газо-
образной фаз рабочего агента, соответ-
ственно; V, м3, – внутренний объем трубок;  
l, м, – продольная координата; ,ρf   

,ρv кг/м3, – плотности жидкой и газообраз-
ной фаз рабочего агента, соответственно;  
S, м2, – площадь проходного сечения тру-
бок; ,fS  ,vS  м2, – площади жидкой и газо- 
образной фаз рабочего агента, соответ-
ственно; L, м, – эквивалентная длина тру-
бок ( ).V S

С учетом того, что удельное объемное 
паросодержание ′α  для элементарного объ-
ема равно

,′α = v

v f

S
S + S

формулу (31) можно записать в следующем 
виде:
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Удельное массовое паросодержание X 

определяется отношением массового расхо-
да паровой фазы vm  (кг/с) к полному мас-
совому расходу хладагента v fm m+   (кг/с):

.v

v f

m
m m

=
+


 

X

Если учесть, что = ρ ⋅ ⋅ υ,m S  то удель-
ное объемное паросодержание (32) можно 
привести к уравнению вида

1

1
1 ,v

f

X
X

−
 ρ− ′α = + γ   ρ   

где γ = υ υv f  – коэффициент скольжения 
фаз на границе раздела ( 1γ =  для гомоген-
ной модели).

После совместного решения уравнений 
(33) и (35) получим выражение для расчета 
массы рабочего агента ,evm  (кг), например, 
в теплообменнике-испарителе, при номи-
нальном режиме работы с учетом паросо-
держания в рабочей точке 4 термодинами-
ческого цикла (см. рис. 1, b):

. .
.

10

,
1

evL
f ev v evev
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L f
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∫
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1
1 . .[((1 ) ) 1]( )ev evf −= − ⋅ + − ρ ρev v ev f evx l L x  

– функция, учитывающая изменение удель-
ного массового паросодержания X по длине 
Lev теплообменника-испарителя (при l = 0 
паросодержание равно его текущему зна-
чению в рабочей точке 4, т. е. X = xev (см.  
рис. 1, b); при l = Lev паросодержание при-
нимает значение X = 1); . ,ρv ev  . ,ρf ev  кг/м3, –  
плотности газообразной и жидкой фаз ра-
бочего агента в испарителе; Vev, м

3, – вну-
тренний объем трубок испарителя.

Соответственно выражение для рас-
чета массы cm  (кг) рабочего агента в 
теплообменнике-конденсаторе, с учетом 
предположения, что процесс конденсации 
происходит полностью и удельное массовое 
паросодержание меняется в диапазоне от  
1 до 0, имеет вид
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– функция, учитывающая изменение паро-
содержания X по длине Lс теплообменника-
конденсатора (при l  =  0 паросодержание 
равно X  =  1, при l  =  Lс паросодержание 
принимает значение X = 0); ,cL  м – длина 
трубок в конденсаторе; Vc, м3 – внутрен-
ний объем трубок конденсатора; . ,cρv  . ,cρf   
кг/м3, – плотности газообразной и жидкой 
фаз рабочего агента в конденсаторе.

На рис. 2 изменение удельного массово-
го паросодержания Х представлено на гра-
фиках.

Моделирование, его результаты  
и их обсуждение

Уравнения динамики (12) и (25) темпе-
ратур в испарителе и конденсаторе (соот-
ветственно) решались численным методом 
Рунге – Кутты 4-го порядка с фиксирован-
ным шагом. Коэффициенты теплоотдачи 
при испарении ( ,evα  см. формулы (13) – 
(15)) и конденсации ( ,cα  (28)) в двухфаз-
ной области, а также массы рабочего агента 
в испарителе (mev, (36)) и конденсаторе (mс, 
(37)) являлись функциями массового рас-
хода (Gcom(t), (6)), который, в свою очередь, 
зависел от частоты вращения вала ком-
прессора. При этом процесс разгона вала 
компрессора при включении установки 
описывался экспоненциальной функцией  
(ns, об/мин, – установившееся значение ча-
стоты вращения вала; ts , мин, – время раз-
гона вала):

7
( ) 1 exp .s

s

t
n t n

t

  −
= −     

Расчеты выполнены при допущении, 
что в начальный момент времени t  =  0 
массы хладагента в конденсаторе mс.0 (кг) 
и испарителе mev.0 (кг) распределены про-
порционально внутренним объемам этих 
теплообменников Vс и Vev, при давлении 
насыщенного пара, соответствующем тем-
пературе окружающей среды, равной 25°С 
для первого случая и 50°С для второго:

.0 ;c c
ev c

m
m V

V V
Σ=
+

.0 ,ev ev
ev c

m
m V

V V
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+

где ,Σ = +c evm m m  кг, – суммарная масса ра-
бочего агента в теплообменниках (испари-
теле и конденсаторе) в номинальном режи-
ме работы парокомпрессионной системы 
охлаждения.

Значения теплоемкостей жидкой и га-
зообразной фаз (Cp′ и Cp′′) рабочего аген-
та в конденсаторе и испарителе, удельных 
энтальпий i в рабочих точках цикла (см. 
рис. 1, b), коэффициентов теплопроводно-
сти ,λ  динамической вязкости µ  и плот-
ностей жидкой и газообразной фаз ( 'ρ и ''ρ )  
определялись в каждый момент времени 
как функции температуры испарения и 
конденсации, путем интерполяции данных 
в справочных таблицах [23].

По результатам численного моделиро-
вания были построены переходные харак-
теристики системы в моменты запуска из 
режима ожидания при температурах окру-
жающей среды 25 и 50°С, которые пред-

Рис. 2. Изменение удельного массового паросодержания X: a – по дли-
не теплообменника-испарителя Lev при кипении хладагента; b – по длине 

теплообменника-конденсатора Lc при конденсации хладагента; 
xev – массовое паросодержание в рабочей точке 4 цикла, l – продольная координата

а) b)

(38)

(39)

(40)



Математическое моделирование физических процессов

71

Рис. 3. Переходные характеристики температур испарения Tev (a, b)  
и конденсации Tc (c, d) при температурах окружающей среды плюс 25°С (a, c) и 50°С (b, d); 

установившиеся значения Tev и Tc показаны пунктиром 

Рис. 4. Переходные характеристики массового расхода рабочего агента  
при температурах окружающей среды плюс 25°С (a) и 50°С (b); 

установившиеся значения массового расхода показаны пунктиром

а) b)

а) b)

c) d)
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ставлялись в виде зависимостей температур 
рабочего агента в испарителе и конденсато-
ре и соответствующих им удельных объемов 
рабочего агента (получены интерполяцией 
данных в таблицах [21]) (рис. 3 – 5).

Отмечено большее время стабилизации 
температур испарения, конденсации (рис. 3) 
и массового расхода (рис. 4) относительно 
установления номинальных оборотов вала 
компрессора (рис. 5). Так, температуры 
испарения и конденсации рабочего аген-
та достигают установившегося значения 
в среднем за 4,5 с, причем независимо от 
значений температуры окружающей среды 
в момент запуска системы (и перед ним).

Обнаружено некоторое снижение тем-
пературы испарения рабочего агента в тече-
нии 0,1��������������������������������� ��������������������������������с после пуска системы при темпе-
ратуре окружающей среды плюс 50°С (см. 
рис. 3, b). Наблюдающийся вслед за этим 
резкий спад температуры испарения вы-
зван сменой режима двухфазного течения 
с разделенного на перемежающийся (пер-
вый излом характеристики). При переходе 
к дисперсному режиму (второй излом ха-
рактеристики) зафиксирован плавный рост 
температуры испарения до установившего-
ся значения. Причиной отрицательной ди-
намики температуры испарения, согласно 
уравнению (12), является малое значение 
коэффициента теплопередачи, вызванное 
сравнительно небольшим логарифмиче-
ским температурным напором и невысо-
кими приведенными скоростями '' ,evυ  'evυ  

(см. формулы (16) и (17)) движения фаз ра-
бочего агента при значительно большей ве-
личине тепла, отведенного компрессором.

Для варианта с температурой окружаю-
щей среды 25°С, существенно увеличивший-
ся температурный напор в теплообменнике-
испарителе компенсирует малое значение 
коэффициента теплопередачи при малых 
приведенных скоростях движения рабоче-
го агента. Поэтому температура испарения 
Tev (см. рис. 3, а) возрастает до того мо-
мента времени, когда изменение значений 
приведенных скоростей приведет к смене 
режимов двухфазного течения. На переме-
жающемся режиме происходит уменьшение 
температуры испарения. После установле-
ния в трубках теплообменника-испарителя 
дисперсного течения, температура испаре-
ния Tev плавно возрастает до установивше-
гося значения.

В ходе анализа зависимости изменения 
переходных характеристик массового расхо-
да хладагента Gcom (см. рис. 4) и числа оборо-
тов в единицу времени ncom вала компрессо-
ра от времени (см. рис. 5) было установлено, 
что расход стабилизируется медленнее, чем 
частота вращения вала, причем задержка со-
ставляет 1,2 с при температуре окружающей 
среды 25°С и 0,8 с – при 50°С.

Очевидно, что на время стабилизации 
температур испарения Tev и конденсации 
Tс в парокомпрессионной системе охлаж-
дения, согласно уравнениям динамики (12) 
и (25), оказывает влияние теплосодержание 
рабочего агента в испарителе и конденса-
торе, определяемое его массой, а также ве-
личина теплоотдачи, зависящая от режима 
двухфазного течения в испарителе.

Увеличение времени стабилизации мас-
сового расхода компрессора Gcom, согласно 
уравнению (5), связано с тем, что удельный 
объем рабочего агента в рабочей точке 1 
(см. рис. 1, b) зависит от температуры испа-
рения Tev и утечек ,comλ  величина которых 
возрастает с увеличением степени повыше-
ния давления comπ  (6).

Заключение

В данной работе представлена динамиче-
ская модель парокомпрессионной системы 
охлаждения, дополнительно учитывающая 

Рис. 5. Динамика частоты вращения  
вала компрессора;

установившееся значение частоты показано  
пунктиром
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(посредством критериальных уравнений) 
массы рабочего агента в теплообменниках 
(испарителе и конденсаторе), изменение во 
времени паросодержания рабочего агента в 
точке 4 термодинамического цикла на вы-
ходе из расширительного клапана и весь 
спектр режимов двухфазных течений при 
испарении рабочего агента. В ходе чис-
ленного моделирования установлено, что 
для стабилизации температур и массового 
расхода в парокомпрессионной системе 
охлаждения требуется большее время, чем 
для частоты вращения вала компрессора. 
Замедление зависит от значений масс ра-
бочего агента в теплообменниках и коэф-
фициента теплоотдачи в испарителе, суще-
ственно изменяющегося в зависимости от 

режима двухфазного течения. Кроме того, 
задержка стабилизации массового расхода 
связана с утечками рабочего агента, кото-
рые увеличиваются пропорционально сте-
пени повышения давления ,comπ  а также с 
влиянием начальных условий работы си-
стемы, в частности исходной температуры 
окружающей среды.

На переходных характеристиках вы-
явлены временные интервалы, когда по-
сле пуска системы из состояния ожидания 
наблюдалось снижение температуры ис-
парения со временем. Установлена связь 
отрицательной динамики температуры Tev 
с исходной температурой окружающей сре-
ды, а также со сменой режима двухфазного 
течения.
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Моделирование электронно-оптической системы  
с полевым эмиттером для коротковолнового  

диагностического гиротрона

Е.П. Тарадаев, Г.Г. Соминский

Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого,  

Санкт-Петербург, Российская Федерация

Изучена возможность работы многоострийных кремниевых эмиттеров с за-
щитными металлфуллереновыми покрытиями в трехэлектродной электронно-
оптической системе (ЭОС) с магнитным удержанием. Данная ЭОС пред-
назначена для формирования электронного потока в коротковолновом 
диагностическом гиротроне. Были проведены трехмерные расчеты с использо-
ванием программного пакета Comsol. Показана возможность получения токов 
свыше 20 – 30 мА, необходимых для работы диагностического гиротрона. В 
ходе расчетов было определено соотношение токов, попадающих на управляю-
щий электрод и на коллектор. В отсутствие магнитного поля ток управляющего 
электрода составлял 0,5% от тока катода. При значениях индукции магнитного 
поля  в области между катодом и управляющим электродом свыше 0,07 Тл, ток 
управляющего электрода отсутствовал.

Ключевые слова: многоострийный полевой эмиттер, электронная пушка, магнитное сопрово-
ждение, электронный пучок 
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Simulation of the electron-optical system with a field 
emitter for a short-wave diagnostic gyrotron

E.P. Taradaev, G.G. Sominskii 

Peter the Great St. Petersburg Polytechnic University, St. Petersburg, Russian Federation

The operational capability of multi-tip silicon emitters with protective metal 
fullerene coatings in a three-electrode electron-optical system (EOS) with magnetic 
confinement has been studied. This EOS is intended for electron-stream generation 
in the diagnostic shortwave gyrotron. Three-dimensional calculations were performed 
using the Comsol software package. The feasibility of attainment of currents beyond 
20 – 30 mA required for the diagnostic gyratron operation was shown. In the course 
of the calculations, the ratio of the currents falling on the control electrode and on the 
collector was determined. In the absence of a magnetic field, the control electrode’s 
current was 0.5% of the cathode’s one. No control electrode’s current existed when 
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the values of the magnetic field induction in the region between the cathode and the 
control electrode were beyond 0.07 T.
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сии свыше 20 – 30 мА при плотности тока 
порядка или более 100 мА /см2 [1].

Делаются попытки применения в вы-
соковольтных приборах «распределенных» 
полевых эмиттеров [2 – 6], способных 
обеспечивать необходимые токи полевой 
эмиссии. Примером одной из самых успеш-
ных попыток запустить СВЧ-приборы мо-
жет служить опыт использования катодов 
Спиндта [6 – 8]. Однако демонстрацион-
ные эксперименты, выполненные с таки-
ми катодами, были немногочисленными, 
кратковременными и проводились либо в 
низковольтных (менее 4 кВ) лампах бегу-
щей волны сантиметрового диапазона (до-
статочно длинноволновых) [6, 7], либо в 
чрезвычайно высоковольтных (более 40 кВ) 
источниках рентгеновского излучения [8]. 
Иными словами, опыты проведены с при-
борами, где либо мал коэффициент рас-
пыления ионами катода, либо мало сече-
ние ионизации молекул остаточного газа и 
мал, в связи с этим, поток ионов на катод. 
Еще одним примером применения полевых 
эмиттеров может служить попытка исполь-
зовать эмиттер на основе углеродных нано-
трубок в магнетронно-инжекторной пушке 
гиротрона [9]. Авторы указанной работы 
опробовали функционирование такого ка-
тода в гиротроне на частоте 0,2 ТГц. Одна-
ко они не смогли достичь на таком приборе 
выходной мощности, превышающей хотя 
бы 0,5 Вт. Столь низкое значение, скорее 
всего, было связано с плохим согласовани-
ем частей гиротрона и конфигурации эмит-
тера с аномально большой поверхностью и 
неоднородным покрытием последнего. 

Совсем недавно лабораторией силь-
ноточной и СВЧ-электроники СПбПУ 
(Санкт-Петербург), совместно с колле-
гами из Института прикладной физики 
РАН (г. Нижний Новгород), была раз-
работана концепция создания триодной 
электронно-оптической системы (ЭОС) с 

Введение

Все больший и больший интерес при-
влекают к себе миниатюрные электронные 
СВЧ-устройства коротковолнового (мил-
лиметрового и субмиллиметрового) диа-
пазона длин волн, находящие применение 
в самых разных областях, в частности в 
физике, медицине и биологии. Например, 
эти устройства применяют для диагностики 
плотной плазмы, спектроскопии ядерного 
магнитного резонанса, динамической по-
ляризации ядер. В системах формирования 
электронных потоков в вакуумных СВЧ-
приборах обычно используют термокатоды. 
Однако применение накаливаемых катодов 
в устройствах малого размера связано с ря-
дом серьезных проблем при их эксплуата-
ции. 

При нагреве катода меняются разме-
ры деталей прибора, а это приводит к не-
желательному изменению его выходных 
характеристик. Кроме того, в некоторых 
приложениях важно обеспечивать макси-
мальную безынерционность запуска и вы-
ключения СВЧ-приборов, что затруднено 
при использовании термокатодов. По ука-
занным причинам перспективной пред-
ставляется замена термокатодов полевыми 
эмиттерами, которые не требуют накала и 
практически безынерционны. Несмотря на 
указанные очевидные преимущества по-
левых эмиттеров, они практически не ис-
пользуются в СВЧ-приборах. Применению 
холодных эмиттеров в высоковольтных, но 
миниатюрных устройствах, работающих в 
условиях технического вакуума, препят-
ствуют их малая долговечность в услови-
ях интенсивной ионной бомбардировки, 
а также трудности в достижении с их по-
мощью требуемых больших токов эмиссии. 
Для обеспечения работы даже сравнитель-
но маломощных (десятки ватт) диагности-
ческих гиротронов необходимы токи эмис-



Физическая электроника

79

полевым эмиттером [10] для диагностиче-
ского гиротрона. Проектируемый гиротрон 
работает в миллиметровом диапазоне длин 
волн при рабочих напряжениях порядка  
15 – 20 кВ. На рис. 1 приведено схемати-
ческое изображение ЭОС, включающей ка-
тодную систему 1 с полевым эмиттером на 
торце,  управляющий электрод 2 с кольце-
вой диафрагмой и канал транспортировки 
электронного пучка 3. В качестве источ-
ника электронов в этой ЭОС предложено 
использовать разработанные и исследован-
ные [11 – 13] многоострийные эмиттеры из 
кремния [14] со специальным двухслойным 
металлфуллереновым покрытием. 

В работе [12] изучены многоострийные 
кремниевые катоды с двухслойным ме-
таллфуллереновым покрытием, имеющие 
площадь эмитирующей поверхности около  
0,2 – 0,3  см2. Нанесение слоя молибдена 
толщиной 5 − 15 нм на поверхность крем-
ниевого эмиттера позволяло повысить про-
водимость  и прочность острий. Для за-
щиты эмиттера от разрушающего действия 
ионной бомбардировки, поверх металличе-
ского слоя наносилось 2 – 3 монослоя мо-
лекул фуллерена С60 [15].

Чтобы свести к допустимому миниму-
му разогрев коллектора, вызванный ин-

тенсивной электронной бомбардировкой 
его поверхности, измерения эмиссионных 
характеристик в непрерывном режиме вы-
полнялись при токах с катода, не пре-
вышающих 1,0 – 1,5 мА. Измерения при 
больших токах проводились только в им-
пульсном режиме (1 – 2 мкс, 50 – 500 Гц). 
В том же режиме были получены чрезвы-
чайно большие (до 100 – 110 мА) полные 
токи эмиссии при плотностях тока эмиссии 
свыше 0,4 А/см2 [16]. Между тем, для мно-
гих приложений желательно обеспечивать 
получение больших токов именно в непре-
рывном режиме. 

Такое требование можно удовлетво-
рить, если свести к допустимому минимуму 
разогрев под действием электронной бом-
бардировки электродов ЭОС. Перегрева 
крупногабаритного коллектора ЭОС мож-
но избежать, если использовать его при-
нудительное водяное охлаждение. В случае 
же миниатюрного управляющего электро-
да, охлаждение водой оказывается трудной 
задачей. Поэтому чрезвычайно важно на-
ладить максимально полное прохождение 
пучка электронов сквозь диафрагму этого 
электрода. 

В настоящей работе рассмотрены воз-
можности решения этой проблемы в систе-
ме формирования электронного пучка при 
введении в прибор удерживающего магнит-
ного поля, которое не позволит электронам 
осесть на управляющий электрод. 

Методика расчетов

Расчет выполнен для триодной системы 
(см. рис. 1). Основные расчетные параметры 
и их значения представлены в таблице. 

Магнитное поле создавалось с помо-
щью соленоида, ось которого совпадает с 
осью вращения ЭОС. Расчеты выполнены 
в широком интервале значений магнитного 
поля (от 0 до 0,3 Тл). Магнитное поле соле-
ноида в области формирования и транспор-
тировки электронного пучка рассчитыва-
лось стандартными методами в программе 
Comsol с учетом его фиксированных раз-
меров (см. таблицу). Величина магнитно-
го поля регулировалась изменением тока Is 
обмотки соленоида. Распределение магнит-
ного поля вдоль оси прибора при разных 

Рис. 1. Схематическое изображение сечения 
проектируемой электронной пушки  

с кольцевым полевым эмиттером [10]:
 1 – катодная система с полевым эмиттером  

на торце, 2 –  управляющий электрод с кольцевой 
диафрагмой, 3 – канал транспортировки  

электронного пучка (e)
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токах Is в обмотке соленоида показано на 
рис. 2. Отсчет координаты z на рис. 2 велся 
от катода.

В расчетах были выбраны оптимальные 
размеры катода и морфология его поверх-
ности. Расчетные параметры кольцевого 
катода также представлены в таблице. Вы-
сота острий h и расстояние L между ними 
принимались равными. Радиус вершины 
каждого острия R (с учетом толщины по-
крытия) варьировался от 10 до 40 нм. В 
расчетах работа выхода острий eφ была 
принята равной работе выхода фуллере-
нового покрытия. На катод подавалось 
отрицательное напряжение 1 ≤ U ≤ 20 кВ 
относительно заземленных управляющего 
электрода и коллектора. 

Токи с катода, токи на управляющий 
электрод Ig и на коллектор Ic рассчитыва-
лись по методике, использованной в работе 
[18]. Ток коллектора определялся путем вы-
читания значения тока управляющего элек-
трода из значения полного тока эмиттера I∑. 
Все расчеты были выполнены в трехмерной 
модели с использованием пакета программ 
Comsol Multiphysics. 

Таблица

Значения параметров моделирования

Объект Параметр Значение

Триодная
система

Расстояние между
управляющим электродом
и катодом

2 мм

Ширина диафрагмы  
в управляющем электроде

2 мм

Катод

Средний диаметр 14 мм
Ширина
эмитирующего пояска

0,65 мм

Высота острия,
расстояние между ними

30 мкм

Радиус вершины острия 10 – 40 нм
Работа выхода острий 5,3 эВ
Работа выхода покрытия 5,3 эВ

Соленоид

Диаметр обмотки:
внешний
внутренний

480 мм
130 мм

Толщина обмотки
соленоида

190 мм

Диаметр провода
обмотки

2 мм

Рис. 2. Распределение магнитного поля  
вдоль оси прибора при разных токах Is  
в обмотке соленоида. Значения Is, А:  

1 (кривая 1), 3 (2), 9 (3).
Вертикальными линиями указаны  

границы соленоида
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Результаты расчетов и их обсуждение

Важным параметром, определяющим 
возможности использования ЭОС, являет-
ся коэффициент прохождения электронов 
k сквозь управляющий электрод, числен-
но равный отношению тока электронов, 
прошедших сквозь диафрагму управляю-
щего электрода (тока на коллектор), к 
величине тока электронов, покинувших 
эмиттер. 

В отсутствие магнитного поля на управ-
ляющий электрод ЭОС попадала лишь ма-
лая часть (0,5 %) эмитированных электро-
нов. Бόльшая часть электронов (99,5 %), 
пройдя сквозь диафрагму, достигала кол-
лектора. На рис. 3 показаны типичные 
траектории электронов в триодной ЭОС с 
многоострийным полевым эмиттером, рас-
считанные в отсутствие магнитного поля, 

при фиксированных значениях R = 15 нм 
и U = 15 кВ. 

Электронный поток начинал оседать на 
стенках канала транспортировки электронов 
(коллектора) диаметром 50 мм уже на рас-
стоянии 100 мм от торца катода. На рис. 4  
приведены зависимости тока коллектора и 
управляющего электрода от приложенного 
напряжения U. 

Из расчетов следует, что даже в отсут-
ствие магнитного поля, сопровождающего 
электронный поток, коэффициент про-
хождения через управляющий электрод 
стремится к единице, а перехват тока диа-
фрагмой не превышает примерно 0,5 % от 
полного тока катода. Однако с учетом того 
факта, что этот ток оседал на малую площадь 
управляющего электрода, при больших на-
пряжениях возможен нагрев участков по-
верхности на управляющем электроде. На-
пример, в условиях, когда R = 15 нм при  
U = 20 кВ (см. рис. 4), ток коллектора со-
ставлял 31,5 мА, что уже достаточно для 
запуска  диагностического гиротрона. При 
этом ток управляющего электрода был ра-
вен 0,15 мА. Этот сравнительно небольшой 
ток оседал на площадь, равную примерно 
0,2 см2. Выделяемая на этом участке удель-
ная мощность достигала значений около 
15 Вт/см2. Примерно при таких удельных 
мощностях в экспериментах, представлен-
ных в работе [13], наблюдался ощутимый 
разогрев коллектора и отмечалось повыше-
ние давления в вакуумной камере.

Под воздействием магнитного поля ме-
нялись траектории электронов и умень-

Рис. 3. Типичные траектории движения  
электронов в ЭОС в отсутствие магнитного 

поля.  Расчет приведен для катода с R = 15 нм, 
при напряжении U = 15 кВ

Рис. 4. Типичные зависимости тока электронов от приложенного напряжения: 
a – ток коллектора, b – ток управляющего электрода. 

Расчет проведен для катода с R = 15 нм, Is = 0 

а) b)
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мм) от катода. На рис. 5 показаны траекто-
рии электронов при разных значениях тока 
соленоида. Рис. 6 иллюстрирует изменение 
отношения тока управляющего электрода 
к суммарному току катода при увеличении 
тока соленоида. 

Заключение

В данном исследовании рассмотрена 
возможность функционирования многоо-
стрийных кремниевых эмиттеров с защит-
ными металлфуллереновыми покрытиями 
в трехэлектродной электронно-оптической 
системе (ЭОС) с магнитным удержанием. 
Укажем важнейшие результаты проделан-
ной работы. 

Определено влияние магнитного поля 
на движение электронов в трехэлектродной 
пушке и продемонстрирована возможность 
исключать перехват электронов управляю-
щим электродом – диафрагмой.

Показано, что в триодной системе мож-
но получать токи эмиссии, необходимые 
для работы диагностического гиротрона. 

Работа выполнена при финансовой под-
держке Государственного задания для вузов  
(базовая часть) №3.5469.2017.

Рис. 5. Типичные траектории электронов  
в ЭОС при разных значениях тока соленоида 
Is, А:  1 (a), 3 (b), 9 (c). Ось вращения ЭОС  

совпадает с осью z

Рис. 6. Величина отношения тока электронов, 
попавших на управляющий электрод,  

к полному току катода как функция тока  
в соленоиде

а)

b)

c)

шался ток, перехватываемый управляющим 
электродом. Согласно расчетам, при значе-
нии магнитной индукции на катоде, рав-
ном или превышающем 0,07 Тл, все элек-
троны, покинувшие эмиттер, проходили 
сквозь диафрагму. Прошедшие диафрагму 
электроны осаждались на внутренней по-
верхности канала транспортировки пучка 
(на коллекторе) на расстоянии (более 500 
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ВЛИЯНИЕ СВОЙСТВ компонетов НА ЭФФЕКТИВНУЮ  
ТЕПЛОПРОВОДНОСТЬ полимерных КОМПОЗИТНЫХ МАТЕРИАЛОВ

В.В. Степанов1, Ю.К. Петреня2, А.М. Андреев2,  
А.М. Костельов2, Э.Р. Маннанов2, В.А. Талалов1
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Целью данного исследования является повышение эффективной теплопро-
водности полимерных композитных материалов. В связи с этим проведено чис-
ленное моделирование теплопроводности при введении в полимерную матрицу 
композита высокотеплопроводных микрочастиц различной формы. При этом 
варьировалась объемная концентрация этих микрочастиц. Проанализировано 
влияние теплопроводности частиц наполнителя на эффективную теплопрово-
дность полимерных композитных материалов. Предложены конкретные реко-
мендации по повышению эффективной теплопроводности путем изменения 
формы, концентрации, теплопроводности частиц наполнителя и повышения 
теплопроводности полимерной матрицы. Результаты расчетов хорошо согласу-
ются с экспериментальными и опубликованными данными. Проведенное ис-
следование позволило глубже понять действие высокотеплопроводных напол-
нителей на эффективную теплопроводность полимерных композитов.

Ключевые слова: численное моделирование, композитный материал, эффективная теплопрово-
дность, высокотеплопроводный наполнитель
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EFFECTIVE HEAT CONDUCTIVITY OF POLYMERIC COMPOSITE 
MATERIALS: THE INFLUENCE OF COMPONENT PROPERTIES

V.V. Stepanov1, Yu. K Petrenya2, A.M. Andreev2,  
A.M. Kostelov2, E.R. Mannanov2, V.A. Talalov1

1 Peter the Great St. Petersburg Polytechnic University, St. Petersburg, Russian Federation; 
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The goal of this study is to increase the effective heat conductivity (EHC) of 
the polymer composite materials. We have carried out numerical simulation of the 
polymer composite EHC when making microsized high-thermal conductivity fillers 
of various shape a component of the composite, and its volume fraction being varied 



86

Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки 11(4) 2018

Введение

Полимерные композитные материалы 
(ПКМ), представляющие собой структу-
ры, состоящие из двух или большего числа 
компонентов c различными физическими 
свойствами и четкой границей между ними, 
широко используются в настоящее время в 
различных областях науки и техники.

При использовании ПКМ в системах 
электрической изоляции высоковольтного 
электрооборудования актуальными явля-
ются задачи улучшения теплопередачи с 
одновременным обеспечением высоких ди-
электрических характеристик. Полимерная 
матрица, как правило, обладает понижен-
ными теплопроводящими и высокими ди-
электрическими свойствами. Чтобы улуч-
шить теплопередачу ПКМ, можно вводить 
в полимерную матрицу диэлектрические 
наполнители микронных размеров, имею-
щие высокие теплофизические характери-
стики [1 – 13]. 

При такой методике нельзя исключить 
снижение электроизоляционных свойств 
ПКМ, характер изменения которых опре-
деляется электрофизическими свойства-
ми частиц и их концентраций в ПКМ 
[9, 13 – 15].

Возможности повышения эффективно-
сти теплопередачи в ПКМ будут опреде-
ляться правильно подобранными свойства-
ми, размерами и концентрацией частиц 
наполнителя в полимерной матрице. По-
скольку исследуемый объект ПКМ пред-
ставляет собой двухкомпонентную систему, 
целесообразно использовать аналитические 
модели для решения теплофизических за-

дач. Наиболее зарекомендовавшие свое 
применение аналитические модели для 
приближенного расчета эффективной те-
плопроводности композитов приведены в 
работах [1 – 4, 10]. Однако в тех случаях, 
когда требуется выполнение расчета с воз-
можностью изменения концентраций ча-
стиц наполнителя в широком диапазоне 
или варьирования формы и размера частиц, 
аналитические модели не могут обеспечить 
достаточную достоверность получаемых ре-
зультатов [10].

Разработка численной модели

Современные вычислительные средства 
позволяют проводить прямое моделиро-
вание теплопроводности сред со сложной 
структурой. При этом можно использовать 
такие стандартные пакеты как ANSYS, 
FLUENT и др.

На сегодняшний день среда моделирова-
ния ANSYS доказала свою эффективность, 
гибкость, универсальность, благодаря по-
всеместному применению для широкого 
спектра инженерных проблем, в том числе 
для теплофизических и связанных с ними 
задач. Указанные особенности пакета по-
зволят в дальнейшем усовершенствовать 
расчетные модели, например, добавить мо-
дуль расчета электрофизических процес-
сов с использованием программы APDL 
(ANSYS Parametric Design Language).

На первом этапе моделирования рас-
сматривалось равномерное распределе-
ние частиц. Объем матрицы ПКМ можно 
представить в виде множества элементар-
ных ячеек, в каждой из которых заключена 
одна частица наполнителя требуемой фор-

as well. The influence of particles’ thermal conductivity on the polymer composite 
materials’ EHC was analyzed. Recommended practice for the polymer composite 
EHC increasing was suggested. Shape changing, volume fraction optimization, the 
filler particles’, and the matrix’ thermal conductivity increasing was proposed. The 
calculation results were in good agreement with our experimental data and published 
in scientific literature. This study gave an insight into the function of high-thermal 
conductivity fillers on the EHC of the polymer composite materials.

Keywords: numerical simulation, composite material, effective thermal conductivity, high-thermal 
conductivity filler
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мы (рис. 1). Расчеты были проведены для 
частиц различной формы и ориентации.

Чтобы упростить расчетную модель, мы 
приняли ряд допущений. 

1. Задачи рассматриваются как стацио-
нарные, поскольку выравнивание темпе-
ратуры в теплопроводящем объеме проис-
ходит значительно быстрее, чем изменение 
внешних условий.

2. Материалы, составляющие композит, 
считаются изотропными, а их теплопрово-
дность – не зависящей от температуры.

3. Ориентация кубических и цилиндри-
ческих частиц наполнителя совпадает с на-
правлением координатных осей.

4. Размеры частиц наполнителя счита-
ются одинаковыми (микронными); фрак-
ционный состав частиц не учитывается.

5. Тепловой контакт между частицами и 
полимером принимается идеальным (дан-
ное допущение влечет за собой рост тепло-
проводности композита вследствие нуле-
вого теплового сопротивления на границе 
сред полимер – частица). 

6. Наличие микродефектов не учитыва-
ется. 

Параметризация численной модели дает 
возможность варьировать свойства систе-
мы; в данном случае это размеры частиц, 
их свойства и свойства матрицы ПКМ. 

Согласно разработанной модели, связь 
между длиной L ребра куба (она определя-
ет размер расчетной области, содержащей 
одну частицу) и объемом частицы Vp дается 
формулой 

 
=  
 

1
3

,P

V

V
L

N

где NV – объемная концентрация частиц.
Эффективная теплопроводность λeff  

ПКМ рассчитывалась по формуле:

λ = ⋅
∆

,eff m

L
q

T

где qm – средний тепловой поток через грань 
куба с частицей, ΔT – перепад температуры 
на гранях куба; 

ΔT = T0 – TL.

С целью определения величины qm вы-
полняется численное решение трехмерной 
стационарной задачи теплопроводности:

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    λ + λ + λ =    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
0.

T T T
x x y y z z

Коэффициент теплопроводности в 
этом уравнении зависит от координат: 
λ = λ( , , ).x y z

На двух поверхностях куба задаются гра-
ничные условия первого рода, на осталь-
ных четырех налагаются условия теплоизо-
ляции.

Для удобства расчетов и упрощения 
анализа результатов вводились безразмер-
ные переменные вида

−
Θ = = = =

∆
λ ⋅

λ = =
λ λ ⋅ ∆

,  ,  ,  ,  

,  .

L

M M

T T x y z
x y z

T L L L
q L

q
T

В двух последних выражениях λM  – те-
плопроводность матрицы.

В переменных (1) задача принимает сле-
дующий вид:

 ∂ ∂Θ ∂ ∂Θ ∂ ∂Θ  λ + λ + λ =    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
0,

x x y y z z

а граничные условия и коэффициент те-
плопроводности –

= Θ = = Θ = = =
∂Θ ∂Θ

= = = =
∂ ∂

 0,  1;  1,  0;   0,   1,

0;   0,   1,  0;
y z

x x y y

z z

при этом λ = 1,  если координаты точки 
принадлежат матрице, и λ = λ λ/ ,P M если 

Рис. 1. Модельное представление равномерного 
распределения частиц наполнителя:  

элементарный объем ячейки матрицы ПКМ (1) 
с наполнителем (2) в форме сферы

(1)
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координаты точки принадлежат частице с 
теплопроводностью λ .P

Относительная эффективная теплопро-
водность (по отношению к теплопрово-
дности матрицы) определяется интегриро-
ванием безразмерного теплового потока по 
безразмерной единичной поверхности гра-
ни куба: 

λ
λ = = ⋅

λ ∫ .eff
eff

M S

q d s

Результаты расчетов эффективной  
теплопроводности в ПКМ

Распределение тепловых потоков для 
рассматриваемых частиц в поперечном се-
чении расчетной области приведено на рис. 
2. Представленные поля тепловых потоков 
соответствуют одной объемной концентра-
ции частиц (NV = 10%) и демонстрируют 
существенные различия в зависимости от 
формы и положения (для цилиндрической 

частицы) частиц.
Результаты расчета относительной эффек-

тивной теплопроводности ПКМ приведены 
на рис. 3 и 4. Для всех вариантов расчетов 
объемная концентрация частиц ограничена 
значением NV = 30 %, что обусловлено необ-
ходимостью поддержания допустимых элек-
трофизических свойств ПКМ.

Кроме того, на рис. 3 и 4 проведено 
сравнение результатов, полученных в на-
стоящей работе, с экспериментальными 
данными работ [4,  5,��������������������    �������������������   8,�����������������   ����������������  10]. Эксперимен-
тальные значения эффективной теплопро-
водности получены при введении в матрицу 
(ее теплопроводность λM  = 0,28 Вт/(м∙K))  
частиц гексагональной формы, теплопро-
водность которых варьировалась в диа-
пазоне λ p  = 40  –  120  Вт/(м∙K) [10]. При 
численном моделировании мы принима-
ли теплопроводность матрицы равной  
λM  = 0,28 Вт/(м∙K), а теплопроводность 
частиц λ p  = 40 Вт/(м∙K).

Рис. 2. Распределение тепловых потоков в поперечном сечении расчетной 
области для микрочастиц разной формы: сферической (a), кубической (b) 
и цилиндрической (c, d); тепловой поток направлен вдоль (c) и поперек 

(d) частицы; NV = 10 %

а) b)

c) d)
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Рис. 3. Расчетные (линии) и экспериментальныe [5] (символы 7) данные по относительной 
эффективной теплопроводности ПКМ с микрочастицами наполнителя разной формы:  

сферической (1, 7), кубической (2) и цилиндрической при D = h (3). Результаты расчета  
получены по моделям Максвелла [4, 10] (4), Тимофеевой [4] (5), по геометрической модели 

[4, 10] (6) и в настоящей работе (1 – 3)

Рис. 4. Расчетные (линии 1 – 3) и экспериментальныe [8, 10] (символы 4 и 5 соответственно) 
данные по концентрационным зависимостям относительной эффективной теплопроводности 
ПКМ с микрочастицами наполнителя разной формы: цилиндрической при D/h = 2/3 (1 – 3)  

и гексагональной (4, 5). 
Получены средние значения указанной теплопроводности (3), а также ее значения для тепловых потоков,  

направленных вдоль (1) и поперек (2) микрочастиц
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и от ориентации этих частиц относительно 
теплового потока (вдоль либо поперек).

Таким образом, использование на прак-
тике микрочастиц удлиненной формы долж-
но приводить к их более существенному 
вкладу в увеличение эффективной теплопро-
водности, по сравнению с другими рассмо-
тренными частицами. Эффект должен быть 
выражен сильнее для случая ориентации ча-
стиц по направлению теплового потока. 

На рис. 5 показаны результаты исследо-
вания, в котором выяснялось, как влияет 
длина цилиндрических микрочастиц на-
полнителя (при их неизменном объеме) на 
эффективную теплопроводность ПКМ.

Как показало моделирование, увеличе-
ние длины микрочастиц сопровождается 
ростом теплопроводности ПКМ.

На рис. 6 представлены графики зави-
симостей эффективной теплопроводности 
ПКМ от теплопроводности частиц различ-
ной формы для двух объемных концентра-
ций: 10 и 30 %.

Анализ представленных зависимостей 
показывает, что увеличения теплопрово-
дности ПКМ можно достичь путем увели-
чения теплопроводности частиц наполни-
теля или удлинения частиц при повышении 
их объемной концентрации в полимерной 

В рамках рассматриваемой модели эф-
фективная теплопроводность слабо зави-
сит от формы частицы (см. рис. 3, кривые 
1 – 3). В случае усложненной модели учет 
полидисперсности частиц, структуры их 
поверхности, хаотичность распределения 
в объеме и случайные образования тепло-
проводящих мостиков (структуры, образо-
ванные группой частиц), может привести к 
другому результату: к выраженной зависи-
мости эффективной теплопроводности от 
формы частиц.

Результаты расчетов, в целом, соответ-
ствуют экспериментальным данным. При-
менение аналитических моделей позволяет 
оценить эффективную теплопроводность 
для низких концентраций наполнителя. 
При этом наилучшие результаты дает ис-
пользование модели Максвелла (рис. 3).

Расчеты также показали, что увеличе-
ние теплопроводности матрицы приводит 
к прямо пропорциональному росту эффек-
тивного значения теплопроводности ПКМ. 
Этот вывод справедлив для низких концен-
траций наполнителя (до 30 %).

При рассмотрении микрочастиц вытяну-
той цилиндрической формы (см. рис. 4) на-
блюдается сильная зависимость эффективной 
теплопроводности как от концентрации, так 

Рис. 5. Расчетная зависимость эффективной теплопроводности ПКМ  
от относительной длины цилиндрической микрочастицы наполнителя;

NV = 30 %. Справа показан элементарный кубический объем (1 × 1 × 1) ячейки матрицы ПКМ 
с микрочастицей наполнителя цилиндрической формы
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матрице. Однако повышение теплопрово-
дности частиц имеет практический смысл 
до значений 40 – 100 Вт/(м∙K��������������), в зависимо-
сти от их формы и концентрации.

Этот эффект объясняется тем, что те-
пловое сопротивление микрочастиц стано-
вится значительно меньше теплового со-
противления матрицы и оно практически 
не влияет на средний тепловой поток. 

Тренд зависимостей, представленных 
на рис. 6, закономерен для частиц любой 
формы.

Итак, максимальное значение эффек-
тивной теплопроводности полимерного 
композитного материала определяется ве-
личинами теплопроводности как полимер-
ной матрицы, так и микрочастиц напол-
нителя, а также концентрацией частиц, их 
формой и ориентацией в матрице относи-
тельно направления теплового потока.

Заключение

Настоящее исследование, проведенное 
при помощи пакета ANSYS, состояло в 
прямом моделировании теплопроводности 
полимерной двухкомпонентной среды со 

сложной структурой.
В результате численного моделирования 

были решены следующие задачи:
1. Изучено влияние объемной концен-

трации кубических, сферических и цилин-
дрических микрочастиц на эффективную 
теплопроводность ПКМ.

2. Проанализировано влияние формы и 
положения цилиндрических частиц напол-
нителя на эффективную теплопроводность 
ПКМ.

3. Изучено влияние теплопроводности 
частиц, включенных в матрицу полимера, 
на эффективную теплопроводность.

4. Установлено влияние теплопроводно-
сти полимерной матрицы на эффективную 
теплопроводность.

Анализ полученных результатов по-
зволил сделать вывод, что максимальное 
значение эффективной теплопроводности 
ПКМ определяется величинами тепло-
проводности как полимерной матрицы, 
так и наполнителя, а также концентра-
цией частиц, их формой и ориентацией 
в матрице относительно направления те-
плового потока.

Рис. 6. Расчетная зависимость эффективной теплопроводности ПКМ от теплопроводности 
микрочастиц наполнителя разной формы: цилиндрической при D/h = 2/3 (1, 3)  

и кубической (2, 4); NV = 30 % (1, 2) и 10 % (3, 4). 
Темный фон соответствует области, относящейся к состоянию насыщения (SS – Saturated State)
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Собственное время в релятивистской квантовой механике

Н.Н. Горобей,  А.С. Лукьяненко 

Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого, 

Санкт-Петербург, Российская Федерация

В рамках релятивистской квантовой механики предложена формулиров-
ка для бесспиновых частиц, которая сохраняет формальное равноправие про-
странственных и временной координат такой частицы благодаря введению 
вспомогательного параметра эволюции. Предлагаемая модификация  теории 
дает пространственно-временную картину элементарных процессов, проис-
ходящих в конечных областях пространства Минковского в форме амплитуд 
рассеяния. Для определения указанного параметра введено дополнительное 
условие – наличие экстремума фазы амплитуды рассеяния. Вероятностная ин-
терпретация амплитуды рассеяния включает ограничение меры интегрирования 
в пространстве Минковского трехмерной поверхностью, задаваемой условиями 
эксперимента. Показано, что нерелятивистский предел модифицированной те-
ории совпадает с теорией Шрёдингера, в том числе для динамической модели 
стационарной задачи рассеяния в форме движения волновых пакетов.

Ключевые слова: пространство Минковского, бесспиновая частица, волновой пакет, собствен-
ное время, амплитуда рассеяния
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Internal time in relativistic quantum mechanics

N.N. Gorobey, A.S. Lukyanenko 

Peter the Great St. Petersburg Polytechnic University, St. Petersburg, Russian Federation

A formulation for spinless particles, that holds true the formal equivalency of 
spatial and time particle’s coordinates achieved through the introduction of an 
auxiliary parameter of evolution, has been put forward in terms of relativistic quantum 
mechanics.  The proposed  modification of theory gave a space-time picture of 
elementary processes involved in a finite region of the Minkowsky space in the form 
of scattering amplitudes. In order to define the evolution parameter, an additional 
condition was introduced. That was the presence of an extreme of the scattering 
amplitude phase. The probabilistic interpretation of the scattering amplitude includes 
a contraction of integration measure in the Minkowsky space on a 3D-surface given 
by experimental conditions. The nonrelativistic limit of the modified theory was 
shown to coincide with the Schröedinger theory, including the dynamical model of 
the stationary scattering problem in terms of wave packets movement.

Keywords: Minkowsky space, spinless particle, wave packet, internal time, scattering amplitude
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Введение

Самым впечатляющим результатом спе-
циальной теории относительности является 
объединение пространства и времени в еди-
ное четырехмерное пространство-время – 
пространство Минковского. В таком случае 
необходимость выделения времени опять в 
качестве параметра эволюции для описа-
ния динамики частиц было бы определен-
ным шагом назад. Этого можно избежать 
в классической (неквантовой) релятивист-
ской механике, где допускается описание 
движения в терминах инвариантного соб-
ственного времени, измеряемого часами, 
связанными с каждой частицей. 

В квантовой механике такое описание 
вызывает затруднения хотя бы потому, что 
невозможно снабдить элементарную ча-
стицу собственными часами. Здесь опять в 
качестве параметра эволюции используют 
координатное время пространства Мин-
ковского. Так поступают в релятивистской 
квантовой механике (РКМ), основанной на 
уравнении Клейна – Гордона (КГ) для бес-
спиновых частиц и уравнении Дирака для 
частиц спина 1/2 [1]. 

В данной работе мы ограничимся рас-
смотрением бесспиновых заряженных ча-
стиц. Асимптотическими (свободными, 
поскольку взаимодействие выключается) 
решениями уравнения Клейна – Гордона 
при t → ±∞  являются волны Де Бройля, а 
решение уравнения КГ во всем простран-
стве Минковского, в частности в рамках 
теории возмущений, позволяет определить 
амплитуды рассеяния этих волн. Ковари-
антность этой теории рассеяния обеспечена 
именно благодаря бесконечным пределам 
временной координаты. 

Однако в такой постановке задачи рас-
сеяния имеется существенная неполнота. 
Асимптотическое состояние в виде волны 
Де Бройля является идеализацией, подоб-
ной понятию материальной точки в клас-
сической механике. На самом деле частицы 
возникают в свободном состоянии (высво-
бождаются из источника) в ограниченной 

области пространства-времени и так же 
детектируются. Для описания этих процес-
сов наиболее подходит понятие источника 
(стока) Швингера [2]. Возникающее в ис-
точнике состояние является «обрезком» 
волны Де Бройля, или волновым пакетом. 
Размеры волнового пакета по всем четы-
рем измерениям мы далее будем называть 
параметрами когерентности. Они опреде-
ляются пространственными и временными 
характеристиками элементарного процесса 
высвобождения частицы из связанного со-
стояния в источнике. Волновой пакет не 
является решением уравнения КГ, а зна-
чит, он будет эволюционировать вплоть до 
регистрации частицы после рассеяния, в 
некоторой точке пространства Минковско-
го (редукция волнового пакета). Весь эле-
ментарный процесс рассеяния локализован 
в конечной области этого пространства. 
Для описания движения волнового пакета 
в указанном пространстве, нам потребует-
ся собственное время как вспомогательный 
параметр эволюции.

Использование собственного времени в 
релятивистской квантовой механике имеет 
уже длительную историю, которая начина-
ется с работ П. Дирака [3]. Последующее 
развитие формализма вспомогательно-
го времени связано с именами В.А. Фока 
[4], Э. Штюкельберга [5], Р. Фейнмана [6],  
Дж. Швингера [7] и А. Киприанидиса [8], 
где оно ассоциируется с понятием индефи-
нитной массы. Связь этого вспомогатель-
ного параметра с собственным временем 
частицы установлена в работе [9]. Введение 
собственного времени в качестве параметра 
эволюции волнового пакета в простран-
стве Минковского предложено в работах  
[10, 11]. Поскольку это время не является 
наблюдаемым, оно должно быть исключено 
и выражено через данные рассеяния. Это 
достигается наложением на амплитуду рас-
сеяния дополнительного условия экстре-
мума ее фазы относительно собственного 
времени. Здесь мы опираемся на аналогию 
с классическим принципом наименьше-
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го действия в релятивистской механике, в 
котором собственное время является неза-
висимой динамической переменной [4], а 
также на замечание Дирака о том, что фаза 
волновой функции есть квантовый аналог 
функционала действия [12]. Наложение 
этого дополнительного условия на соб-
ственное время влечет за собой необходи-
мость дополнительного условия нормиров-
ки амплитуды рассеяния. Для него вводится 
мера интегрирования на произвольной 3D-
поверхности в пространстве Минковского. 
Выбор поверхности, а значит и вероятност-
ная интерпретация амплитуды рассеяния, 
зависит от постановки эксперимента.

Цель данной работы состоит в  уточне-
нии новой формулировки релятивистской 
квантовой механики с дополнительным па-
раметром эволюции. 

Помимо этого, в качестве обоснования 
формализма получен нерелятивистский 
предел этого параметра, который совпадает 
с пределом в теории Шрёдингера. Допол-
нительно в этом пределе установлена связь 
указанного формализма с постановкой за-
дачи рассеяния  в терминах движения вол-
новых пакетов в 3D-пространстве (такая 
задача  рассмотрена в работе [13]).

Собственное время в классической  
и квантовой механике

Начнем рассмотрение с канонической 
формы действия заряженной частицы во 
внешнем поле:

µ µ µ= θ − τ∫ 

0

( ) ,
S

I p x H d

где точкой обозначена производная по па-
раметру τ ∈ [0, ],S  а

µ µ µ≡ θ − −2 2( )H p eA mc

есть функция Гамильтона. 
По повторяющимся греческим индек-

сам µ = 0, 1, 2, 3   предполагается суммиро-
вание, а сигнатура геометрии Минковско-
го

µθ = + − − −( 1, 1, 1, 1)

введена явно. 
Следуя В.А. Фоку [4], рассмотрим верх-

ний предел интегрирования S в качестве 

независимой динамической переменной, 
которая находится из принципа наимень-
шего действия после решения уравнений 
движения заряда в пространстве Минков-
ского между заданными граничными точ-
ками 

µ µ µ µ= =0 1(0) , ( ) .x x x S x

Например, в отсутствие внешнего поля 
находим:

∆
= ±

2

,
2

x
S

mc

где 

µ µ µ∆ = θ −2 2
1 0( )x x x

есть  расстояние между граничными точ-
ками в пространстве Минковского. Знаки 
плюс-минус соответствуют движению заря-
да вперед и назад во времени τ.  

В квантовой механике действию (1) со-
ответствует волновое уравнение типа урав-
нения Шрёдингера:

∂ψ
= ψ

∂τ



 ;i H

оно описывает эволюцию волновой функ-
ции ψ τ( , )x  в пространстве Минковского с 
течением времени τ ∈ [0, ].S  

Здесь

µ µ µ µ
 ≡ θ ∇ − −  





2
2 2( )H eA x m c

i

– это оператор Гамильтона. 
Стационарные состояния частицы в 

статическом внешнем поле µ( ),kA x  как мы 
полагаем, по-прежнему являются решения-
ми уравнения КГ ψ =



0.H  Сюда же следует 
отнести и обычную формулировку стацио-
нарной задачи рассеяния в терминах асим-
птотических плоских волн Де Бройля [1]. 

Здесь мы представим описание элемен-
тарных процессов рассеяния, локализо-
ванных в конечных областях пространства 
Минковского. Рассмотрим для этого урав-
нения задачу, аналогичную граничной за-
даче в классической механике. Начальное 
состояние заряда зададим гауссовым вол-
новым пакетом с центром в точке µ0x :

µ µ
µ µ µ

µ

 −
ψ = − + θ 

σ  

2
0

0 02

( )
( ) exp .

2

x x i
x A p x

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(1)

(7)
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рассеяния частицы из начального состоя-
ния (7) в пространстве Минковского в ко-
нечное состояние

µ µδ −4
1( ),x x

локализованное в конечной точке µ1x  
(предварительной, пока не фиксировано 
собственное время S). 

Физически это означает, что в конеч-
ной точке «сработал» детектор, например 
в виде цилиндра Фарадея, который пере-
вел частицу в связанное состояние. Мы 
полагаем, что этот процесс «связывания» 
локализован в области пространства Мин-
ковского, много меньшей параметров коге-
рентности µσ  начальной волны Де Бройля. 
Именно в таком контексте можно гово-
рить о корпускулярно-волновом дуализме 
в квантовой механике: в источнике рожда-
ется волна Де Бройля (она ограничена па-
раметрами когерентности), а детектируется 
точечная частица.

Теперь подготовлены условия для того, 
чтобы  фиксировать параметр S, и для это-
го следует ввести дополнительное условие 
экстремума: 

∂
=

∂
0,

I
S

которое  в нашей работе [10] названо кван-
товым принципом наименьшего действия. 

После нахождения (предварительной) 
амплитуды рассеяния µψ 1( , )S x  уравнение 
(12) определяет собственное время S как 
функцию кинематических параметров экс-
перимента: координат источника µ0x  и де-
тектора µ1 ,x  размеров источника µσ  и на-
чального 4-импульса µ0 .p  Как будет далее 
показано, если источник находится далеко 
от рассеивающего центра, то начальный 
импульс µ0p  удовлетворяет условию

µ =2 2 2
0 .p m c

После подстановки найденного соб-
ственного времени в амплитуду µψ 1( , )S x  
последняя становится амплитудой рассея-
ния частицы в заданных эксперименталь-
ных условиях. 

Однако теперь следует уточнить веро-
ятностную интерпретацию этой амплитуды 
рассеяния, поскольку при учете дополни-

Это состояние представляет собой «об-
резок» волны Де Бройля с 4-импульсом µ0 ,p  
локализованный в окрестности начальной 
точки µ0 .x  Размер области локализации за-
дается параметрами µσ ,  которые названы 
выше параметрами когерентности волны 
Де Бройля. Они определяются тем физиче-
ским процессом, который «высвобождает» 
частицу из связанного состояния в источ-
нике. Заметим, что размеры пакета µσ  под-
чиняются преобразованиям Лоренца, так 
что подразумевается, что система отсчета 
фиксирована. 

Состояние (7) имеет конечную норму 
с обычной мерой интегрирования в про-
странстве Минковского:

µ
µ

ψ ≡ ψ < ∞∏∫
2 2

,dx

и эта норма сохраняется при его эволюции, 
описываемой уравнением (5).    

Мы, однако, не можем рассматривать 
величину µψ τ

2
( , )x  как плотность вероят-

ности обнаружить частицу в окрестности 
точки µx  в пространстве Минковского в 
данный момент времени τ,  поскольку само 
это время не наблюдаемо и его еще следует 
определить.

Для этого нам потребуется квантовый 
аналог классического принципа наимень-
шего действия. Следуя П. Дираку [12], бу-
дем рассматривать в качестве квантового 
действия фазу I волновой функции в ее 
экспоненциальном представлении:

 ψ = ⋅  
 

exp .
i

R I

Возьмем значение волновой функции в 
конечный момент времени τ = S  в некото-
рой конечной точке µ1 .x  Для соответствую-
щего модуля R и фазы I волновой функции, 
из волнового уравнения (5) получим сле-
дующую систему уравнений:

µ µ µ µ µ µ

∂
= − θ ∇ ⋅ ∇ − − θ ∇

∂
22 ( ) ,

R
R I eA R I

S
 

µ µ
µ µ µ

θ ∇∂
= −θ ∇ − + +

∂


2
2 2 2 2( ) .

RI
I eA m c

S R

Значение волновой функции в конеч-
ной точке µψ 1( , )S x  имеет смысл амплитуды 

(8)

(9)

(12)

(10)

(11)

(13)
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тельного условия (12) мы не можем утверж-
дать сохранение нормы (8) волновой функ-
ции в пространстве Минковского. В работе 
[11] предложено определять меру интегри-
рования в пространстве Минковсого в соот-
ветствии с поставленной эксперименталь-
ной задачей. В общем виде это сводится к 
ограничению интегрирования некоторой 
3D-поверхностью µ =( ) 0F x

 
в пространстве 

Минковского. Более точно мы определим 
теперь норму амплитуды рассеяния следу-
ющим образом:

∞

ψ ≡ δ ψ∏∫ ∫
0

2 2
( ) .kF

kt

dt dx F

В этом определении учитывается, что 
эксперимент проходит после возникнове-
ния начального состояния в момент време-
ни 0.t  При этом мы имеем дело с частицей, 
если >0 0,p  и античастицей, если <0 0.p  
В следующем параграфе это определение 
нормы будет обосновано в нерелятивист-
ском пределе.

Завершим этот раздел представлением 
решения для случая свободного движения 
волнового пакета. Оно описывается ампли-
тудой

−

µ
µ

µ µ

µ µ

µ µ

µ µ µ µ µ

 θ
ψ = + ×  σ 

 ∆ −× − + σ + θ
+ θ ∆ − θ − 


∏ 





1

1 2

2
0

2

2 2 2
0 0

( , ) 1 2

( 2 )
exp

2( 4 )

[ ( ) ] .

S
S x A i

x Sp

i S

i
p x p m c S

Отсюда получаем квантовое действие:

µ µ µ µ

µ µ

µ µ µ µ µ

θ ∆ − θ
= − + +

σ σ +

+ θ ∆ − θ −

 



2 2
0

2 4 2 2

2 2 2
0 0

2 ( 2 )1
arctg

2 4

 ( ) .

S x Sp S
I

S

p x p m c S

Напомним, что по индексу µ  предпо-
лагается суммирование. Его классический 
предел →( 0)  совпадает с классическим 
действием (1) в случае свободного движения 
частицы. Для него из условия экстремума 
(12) следует условие (13). При разложении 
квантового действия (16) в ряд по степеням 
  первая ненулевая поправка имеет второй 
порядок: 

= + +

2
0 2 ... ,I I I

где

µ µ µ µ µ
µ

µ µ µ

µ µ


= − θ ∆ − θ +

σ
 θ θ ∆

+ −   σ σ   

2
2

2 0 0 4

2

2 4

4( )

.

S
I p X p S

X
S

Тогда, если выполнено условие (13), то 
из условия экстремума (12), для квантового 
действия с указанной точностью получаем:

µ µ µ

µ µ

µ µ

µ µ

θ ∆
±

σ
=

θ
σ

∑

∑

0
4

2
0

4

2

,

6

p x
D

S
p

где 

µ µ µ

µ µ

µ µ µ
µ

µ µµ µ µ

 θ ∆
≡ −  σ 

    θ ∆
− θ −        σ σ σ    

∑

∑ ∑

2

0
4

22 2
0

4 4 2

4

1
 3 .

p x
D

p x

Выбор знака в выражении (19) теперь 
определяется знаком 00p : следует брать 
плюс, если >00 0p  (частица) и минус, если 

<00 0p  (античастица). 
Полученное выражение (19) следует 

подставить в формулу для исходной волно-
вой функции (15), модуль которой

−

µ
µ

µ µ

µ µ

 
= σ + × 

 
 ∆ −

× − 
σ + σ  

∏ 



1

2 2 2

2
0

2 2 2 2

( 2 )
exp

2( 4 )

R A S

x Sp

S

определяет движение волнового пакета в 
пространстве Минковского. Здесь в пока-
зателе экспоненты предполагается сумми-
рование по µ.

Нерелятивистское приближение

Рассмотрим нерелятивистский предел 
сначала для случая свободного движения вол-
нового пакета. Этот предел реализуется, если 
начальный 3-импульс частицы мал, т. е.

<<0 .kp mc  

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)
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Согласно выражению (21), перемеще-
ние центра пакета в 3D-пространстве тогда 
тоже мало за конечный промежуток време-
ни, а именно

∆ << ∆ 0.kx x

Тогда для достаточно большого проме-
жутка времени, т. е.

∆ >> σ0 0,x

из выражения (19) получаем с высокой точ-
ностью:

∆
≅ .

2
t

S
m

Таким образом, в этом пределе соб-
ственное время частицы совпадает (с точ-
ностью до множителя 1/2m) с координат-
ным временем, как и следовало ожидать. 

В этом случае модуль волновой функ-
ции (21) имеет вид

 ∆ − ∆
− σ + ∆ σ 

2
0

2 2 2 2 2

( / )
~ exp ,

2( )
k k

k k

x tp m
R A

t m

где в показателе экспоненты предполагает-
ся суммирование по k. 

Именно такой результат дает решение 
нестационарного уравнения Шрёдингера 
для движения гауссова волнового пакета.

При наличии внешнего электромагнит-
ного поля, к неравенствам (22) в нереля-
тивистском приближении следует добавить 
также следующее:

µ << .eA mc

Переход к нерелятивистскому пределу, 
так же как и в случае уравнения Клейна –  
Гордона, осуществим путем выделения в 
волновой функции быстро осциллирующе-
го множителя [1, 14]:

  ′ψ ψ 
 

2( , ) ~ exp ( , ).k k

i
t x mc t t x

Что же касается ее медленно меняю-
щейся части ′ψ ( , ),kt x  покажем, что она 
удовлетворяет уравнению Шрёдингера

′∂ψ   ′ ′= ∇ − ψ + ψ ∂  





2

0

1
.

2 k ki eA ecA
t m i

В рассматриваемом здесь формализме 
быстро меняющийся множитель возник-

нет как стационарное значение той части 
действия I, которая отвечает временнόй 
координате ∆ .t  Действительно, полностью 
пренебрегая движением частицы в 3D-
пространстве, учитывая неравенства (22), 
(27) и действие внешнего поля, получим 
свободное «движение» координатного вре-
мени t с «течением» внутреннего времени 
τ.  Это приближение мы назовем ультране-
релятивистским. 

В данном приближении справедливы 
все формулы для случая свободного движе-
ния волнового пакета, в котором имеется 
только вклад µ = 0.  В частности, формула 
(19) в этом случае сводится к выражению

∆ − σ∆ ∆ ≅ + − 
 

2 2 2
0

2

( )
.

3 3 12
tt t

S
m m m

При малых значениях ∆t  оно имеет не-
нулевой предел, а при ∆ >> σ0t  переходит в 
выражение (25). При бόльших же значениях 
∆ ,t  в начальном волновом пакете (7) мож-
но перейти к пределу σ →0 0, в котором он 
принимает вид

µ ′ψ = δ − ψ0 0 0( ) ( ) ( , ),kx t t t x

где ′ψ0( , )kt x  – начальный волновой пакет в 
3D-пространстве. 

Напомним, что термин «начальный» 
здесь применяется по отношению к соб-
ственному времени τ.  Тогда решение урав-
нения (5) в рассматриваемом ультранереля-
тивистском пределе принимает вид

 ψ =  π   

2
22

( ) exp .
mc i

t mc t
i t

Осталось найти к данному решению не-
релятивистские поправки, учитывающие 
(медленное) движение частицы и действие 
внешнего поля. 

Для этого обратимся к уравнениям (10) 
и (11). Если считать, что условие экстре-
мума (12) удовлетворено и выражение для 
собственного времени имеет вид (25), то в 
уравнении (11) можно извлечь квадратный 
корень:

∂
= + ϕ

∂
,

I
Z e

t

где 

(23)

(24)

(25)

(30)

(26)

(27)

(31)

(32)

(28)

(33)

(29)
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метр эволюции при больших значениях ∆t :

∆ ≡ >> σ0.t T

Для рассмотрения этой возможно-
сти представим себе следующий экспери-
мент: через промежуток времени T после 
рождения частицы включаются детекторы 
во всем пространстве. До этого, с момен-
та рождения 0t  (σ0  в этом случае можно 
считать равным нулю), частица двигалась в 
заданном потенциальном поле в отсутствие 
наблюдателя. Такому эксперименту соот-
ветствует определенный выбор поверхно-
сти интегрирования в выражении (14):

≡ ∆ − = 0.F t T

В этом случае снимается интегрирова-
ние по времени в (14) и волновая функ-
ция ′ψ ( , ),kt x  будучи решением уравнения 
Шрёдингера (29), приобретает обычную 
интерпретацию плотности распределения 
вероятности в 3D-пространстве.

Другая возможность  интерпретации 
более соответствует стандартному экспери-
менту по рассеянию частиц на статической 
мишени. Мишень обычно помещают в 
центр вакуумной камеры, а детекторы (ци-
линдры Фарадея) располагаются на поверх-
ности сферического экрана. Картина диф-
ракции получается в результате фиксации 
результатов элементарных актов рассеяния 
за большой промежуток времени наблюде-
ния. Если ρ– радиус экрана с центром в 
мишени, то поверхность интегрирования в 
(14) есть 3D-сфера:

≡ − ρ =2 0.kF x

Таким образом в (14) снимается инте-
грирование по радиальной переменной в 
3���������������������������������������D��������������������������������������-пространстве, но сохраняется интегри-
рование по времени. Это можно считать 
удачным вариантом: элементарный акт 
рассеяния частицы завершается лишь при 
прохождении через детектор всего пакета. 
Такой вариант соответствует динамиче-
ской интерпретации стационарной задачи 
рассеяния в терминах движения волновых 
пакетов, рассмотренной в работе [13]. На 
практике происходит также усреднение 
элементарных актов рассеяния по времени 
экспозиции.

µ µθ ∇
= + ∇ − + 

2
2 4 2 2 2 2( ) .k k

R
Z m c c eA c

R
В искомом нерелятивистском пределе 

квадратный корень аппроксимируется сле-
дующим образом:

2 2 21
( ) ,

2 k k

I R
mc eA e

t m R
∂ ∆

≅ + ∇ − + ϕ −
∂



где была отброшена также вторая произво-
дная

∂
∂

2

2 2

1
.

R
c R t

Обратимся теперь к уравнению (10). 
Нулевая составляющая первого слагаемого 
в его правой части µ =( 0),  согласно фор-
муле (35), может быть аппроксимирована 
произведением

∂
−

∂
2 .

R
m

t

Если пренебречь также нулевой состав-
ляющей во втором слагаемом и разделить 
на 2m обе части уравнения, то уравнение 
принимает вид

∂ ∂ + = ∇ − ∇ + ∂ ∂ 

+ ∇ ∇ −

1 1
( )

2

1
( ).

2

k k k

k k k

R R
I eA R

m S t m

R I eA
m

Выражение в скобках в левой части 
уравнения (38) равно полной частной про-
изводной R по времени. В таком виде урав-
нения (35) и (37) эквивалентны уравнению 
Шрёдингера (29) для медленно меняющей-
ся со временем волновой функции ′ψ ( , ),kt x  
если положить 

′= +2I mc t I

( ′I – ее фаза):

 ′ ′ψ = ⋅  
 

exp .
i

R I

Тем самым установлен нерелятивист-
ский предел для волнового уравнения (5) в 
рамках рассматриваемой теории.

Осталось уточнить вероятностную интер-
претацию амплитуды µψ( )x

 
в нерелятивист-

ском пределе. Здесь можно рассмотреть две 
возможности. Первая – обычная, когда вре-
мя t рассматривается как классический пара-

(34) (40)

(35)

(36)

(37)

(41)

(38)

(42)

(39)
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туд рассеяния. Предложенный формализм 
следует рассматривать как дополнение к 
стационарной теории рассеяния асимпто-
тических волн Де Бройля, основанной на 
уравнении Клейна – Гордона, в котором 
учитываются конечные пространственно-
временные характеристики элементарных 
процессов рассеяния.  Одним из обосно-
ваний предложенной теории является то 
обстоятельство, что амплитуды рассеяния, 
вместе с их вероятностной интерпретаци-
ей, имеют правильный нерелятивистский 
предел. 

Рассмотренная в настоящем исследова-
нии формулировка релятивистской кван-
товой механики для бесспиновых частиц 
может быть обобщена на случай частиц со 
спином.
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Заключение

Рассмотренная в данной работе формули-
ровка релятивистской квантовой механики с 
максимально возможной детализацией опи-
сывает пространственно-временные характе-
ристики элементарных процессов, которые 
локализованы в конечных областях простран-
ства Минковского. Это описание включает в 
себя и характеристики начального состоя-
ния – параметры когерентности µσ ,  которые 
тем самым являются наблюдаемыми величи-
нами. Введение дополнительного параметра 
эволюции для сохранения равноправия про-
странственных и временной координат про-
странства Минковского требует наложения 
дополнительного условия – с тем, чтобы ис-
ключить этот параметр как ненаблюдаемую 
величину, а также дополнительно определить 
вероятностную меру.

Выбор такой меры определяется усло-
виями эксперимента. С учетом этих допол-
нительных условий, решения уравнения (5) 
приобретают физический смысл ампли-
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ОдноатомнЫЙ лазер, РАБОТАЮЩИЙ в режиме сильной связи 
и низкодобротного резонатора

Н.В. Ларионов, К.А. Баранцев, Е.Н. Попов 
 Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого,  

Санкт-Петербург, Российская Федерация

Численно исследованы эволюция и стационарный режим работы одно-
атомного лазера с некогерентной накачкой в условиях сильной связи и низкодо-
бротного резонатора.   В режиме беспороговой генерации проведено сравнение 
полученных численных результатов с соответствующими экспериментальны-
ми. Проанализированы зависимости амплитуды и частоты релаксационных 
колебаний от величины некогерентной накачки. Установлено, что величина 
накачки  оказывает существенное влияние на амплитуду  этих колебаний и 
практически не влияет на их частоту.  Обсуждается возможность уменьшения 
шумов лазера посредством увеличения числа атомов в резонаторе.

Ключевые слова: одноатомный лазер, режим сильной связи, беспороговый режим генерации, 
релаксационные колебания
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Single-atom laser with a low-finesse cavity operating  
in the strong-coupling regime 

N.V. Larionov, K.A. Barantsev, E.N. Popov

Peter the Great St. Petersburg Polytechnic University, St. Petersburg, Russian Federation

In this work, transition processes and a stationary regime of a single-atom laser 
with incoherent pumping under conditions of the strong-coupling and bad-cavity 
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Введение
Одной из фундаментальных моделей 

квантовой оптики является модель одно-
атомного лазера. Он представляет собой 
двухуровневую систему с некогерентной 
накачкой, взаимодействующую с одной за-

тухающей полевой модой [1]. Эта модель 
исследовалась многими авторами (см. ра-
боты [1 – 8] и ссылки в них). В указан-
ных работах было обнаружено множество 
особенностей одноатомного лазера. Это 
эффект «самотушения» [1], перепутанные 



105

Теоретическая физика

состояния между излучателем и полевой 
подсистемой [2], беспороговый режим ге-
нерации и генерация без инверсии [3, 6], 
многоразовое сжатие амплитудных флук-
туаций [4] и субпуассоновская статистика 
фотонов в резонаторе [4, 6], отклонение от 
формулы для ширины линии Шавлова –  
Таунса обычного лазера с некогерентной 
накачкой [1, 6]. 

Интерес к этой проблеме вызван не 
только ее фундаментальными свойствами, 
но также успешными экспериментами в 
этой области, начало которым было поло-
жено еще в 2003 году группой  Дж. Кимбла 
[9]. Помимо одиночного атома в качестве 
рабочей среды [9], были проведены экс-
перименты с одиночными ионами [10] и 
квантовыми точками [11]. 

Практический интерес к «одноатом-
ным» лазерам связан с тем, что они явля-
ются перспективными объектами в задачах 
метрологии и стандартов частоты [12 – 16], 
где они могут использоваться как источ-
ники «неклассических» состояний света, а 
в задачах квантовой информатики играть 
роль «кубитов» в сложных квантовых сетях 
[17].

В упомянутых выше и  других теоре-
тических статьях исследовались различ-
ные режимы работы одноатомного лазера, 
однако некоторые аспекты были изучены 
недостаточно подробно. Так, в работе [6], 
ориентированной на исследование лазера с 
помощью распределений по когерентным 
состояниям, на основе полученного при-
ближенного выражения для P-функции 
Глаубера, была сделана попытка сравне-
ния результатов теоретических расчетов с 
данными эксперимента [10]. Однако сопо-
ставление параметров модели с параметра-
ми реального эксперимента не позволило 
провести полного сравнения, включающего 
изучение статистики фотонов в резонаторе. 
Это было связано как с тем, что значения 
подобранных  параметров не вполне удо-
влетворяли условиям, при которых «работа-
ет» приближенное решение для P-функции, 
так и с тем, что численное решение соот-
ветствующих уравнений сталкивается с 
трудностями описания обобщенных функ-
ций [7]. 

Также в работе [6], с помощью линеа-
ризации уравнений Гейзенберга – Ланже-
вена около полуклассического решения, 
был проанализирован спектр амплитудных 
флуктуаций. В режиме сильной связи и 
низкодобротного резонатора обнаружено 
существование релаксационных колебаний. 
Однако численной проверки этих результа-
тов проведено не было, а также не была ис-
следована зависимость частоты и амплиту-
ды этих колебаний от величины накачки.

Отметим, что управление этими пере-
ходными процессами является важной за-
дачей при реализации лазеров с большим 
значением фактора β  [18 – 20] – лазеров, 
в которых вклад спонтанного излучения в 
лазерную моду велик и к которым относит-
ся рассматриваемый одноатомный лазер.  

Таким образом, целью представленной 
работы является численное исследование 
характеристик релаксационных колебаний, 
а также статистики фотонов одноатомного 
лазера в условиях сильной связи и низко-
добротного резонатора. 

Структура статьи следующая. В первой 
части конкретизируется модель одноатом-
ного лазера, классифицируются режимы 
его работы и записываются основные урав-
нения, используемые для численного мо-
делирования. Во второй части приводятся 
результаты расчетов и их обсуждение. В за-
ключение представлены выводы и обсужда-
ется возможность уменьшения шумов по-
средством увеличения числа излучателей в 
резонаторе. 

Модель одноатомного лазера.  
Основное уравнение

Простейшая модель одноатомного ла-
зера представлена двухуровневой системой 
с некогерентной накачкой с нижнего на 
верхний энергетический уровень и взаи-
модействующей с одной модой резонатора 
с потерями. Такую модель характеризуют 
всего четыре параметра: 

γ  – константа спонтанного распада воз-
бужденного состояния атома;

Г – скорость некогерентной накачки с 
нижнего уровня a  на верхний ;b

κ  – константа распада моды резонатора, 
обусловленная полупрозрачным зеркалом;



106

Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки 11(4) 2018

g – константа связи атом – поле. 
Уравнение для оператора плотности ρ  

рассматриваемого лазера имеет следующий 
вид:


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† † †

† † †

† † †

† †
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∂ρ κ = − ρ + ρ − ρ − ρ + ∂
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+ σρσ − σ σρ − ρσ σ +

Γ
+ σ ρσ − σσ ρ − ρσσ
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


 

где  

†
,  a a  – операторы уничтожения и рож-

дения фотона в моде резонатора; σ = ,a b  


†
b aσ =  – атомные проекционные опе-

раторы; V  – оператор взаимодействия ато-
ма с модой резонатора. 

Второе слагаемое в уравнении (1) опи-
сывает распад моды резонатора, третье и 
четвертое – спонтанный распад возбужден-
ного состояния атома и его некогерентную 
накачку, соответственно. 

Состояния атома удовлетворяют усло-
вию полноты 

+ = 1,a a b b

где 1  – единичный оператор. 
Далее, в соответствии с работой [6], бу-

дем характеризовать наш лазер следующи-
ми тремя безразмерными параметрами: 

= κγ24 /c g  – безразмерная константа 
связи (кооперативный параметр); 

= γ κ/ ,sI  = Γ γ/r  – безразмерные па-
раметры насыщения и накачки, соответ-
ственно. 

Конкретизируем некоторые режимы 
работы одноатомного лазера. Формаль-
но случай >> 1sI  называется режимом 
добротного резонатора, а случай << 1sI  
– режимом низкодобротного резонатора. 
Неравенство >> 1scI  >> κ( )g  соответству-
ет ситуации, когда за время жизни фото-
на в резонаторе он успевает многократно 
провзаимодействовать с атомом. Это же 
условие, при определенных значениях на-
качки, позволяет накопить большое число  
когерентных фотонов в резонаторе. Сле-
дующее неравенство >> ,sc I >> γ( )g  пред-
ставляет собой так называемое условие 
сильной связи, когда связь атома с полем 

сильнее, чем с термостатом, обеспечиваю-
щим его спонтанный распад. Именно при 
этом условии могут наблюдаться беспоро-
говый режим работы одноатомного лазера 
и генерация «неклассических» состояний 
света.

При условии >> 1c  существует полу-
классическое решение для внутрирезона-
торной интенсивности [6]:

 +
= − − 

 

2( 1)
( ) ( 1) .

2
sI r

I r r
c

Корни уравнения =( ) 0I r  определяют 
полуклассический порог одноатомного ла-
зера thr  и значение накачки ,qr  при кото-
ром происходит его «самотушение»:
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c
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2q m

c
r r c

где = −( / 2) 1mr c  – значение накачки, при 
котором интенсивность (2) принимает свое 
максимальное значение – 
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Операторное уравнение (1) может быть 
записано в различных представлениях. Для 
численного счета лучше всего его перепи-
сать в представлении чисел заполнения:
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Здесь αβ αβρ = ρ ( )nm nm t  – элемент атомно-
полевой матрицы плотности; нижние 
индексы пробегают фотонные числа за-
полнения n, m = 0, 1, 2, ..., ∞; верхние ин-
дексы соответствуют атомным состояниям 
α β =, , .a b  

Система (3) является бесконечной си-
стемой уравнений. Поэтому при числен-
ном моделировании мы анализировали 
сходимость среднего числа фотонов n  и 
их дисперсии 

∆ = − 22 2n n n

в зависимости от числа учтенных в расчете 
чисел заполнения .k  Другими словами, си-
стема уравнений (3) «обрывалась» на опре-
деленном ,k  которое изначально выбира-
лось из очевидного условия [ / 2 ],k > Γ κ  и 
при этом рассчитывались n  и ∆ 2 .n

Следующий расчет выполнялся для 
бόльших значений k и проводилось сравне-
ние с предыдущим результатом и т. д.

Среднее число фотонов и Q-параметр 
Манделя вычислялись по формулам:

=

= ρ

−
= −

∑
0

22

,

1.

k
s s

nn
n

n n

n n
Q

n

где ρ = ρ + ρaa bb
nn nn nn  – полевая матрица плот-

ности.

Результаты расчетов и их обсуждение

На рис. 1 построены графики за-
висимостей среднего числа фотонов и 
Q-параметра Манделя от величины накач-
ки r для двух значений констант связи c 
и нескольких значений параметров насы-
щения ;sI  графики получены с помощью 
численного моделирования системы (3). 
Точками на графиках представлены экс-
периментальные данные, взятые из рабо-
ты [10] и соответствующие беспороговой 
работе одноатомного лазера. При нанесе-
нии экспериментальных точек мы учиты-
вали, что фотоэлемент имеет определен-
ную эффективность, и поэтому проводили 
масштабирование: по горизонтальной оси 
умножали  значения величин на коэффи-
циент 1,30, по вертикальной – на 7,22.

Следующие значения параметров 
= 5,75c  и = 3,5; 1,6sI  были использованы 

в работе [6] при попытке сопоставления те-
оретической модели с экспериментом [10]. 
Как видно из рисунка, эти значения совер-
шенно не подходят для описания рассма-
триваемой экспериментальной ситуации. 
При увеличении накачки шум возрастает и 
не наблюдается никакого характерного ми-
нимума для Q-параметра. 

В связи с этим, нами был проведен чис-
ленный анализ зависимостей ( )n r  и Q(r) в 

Рис. 1. Экспериментальные ([10], точки)  
и расчетные (линии) зависимости среднего 

числа фотонов в резонаторе (a) и Q-параметра 
Манделя (b) от величины накачки r  

при различных значениях параметров Is  
(кривые 1 – 5) и c.  

c = 10,00 (1 – 3) и 5,75 (4, 5);  Is = 0,3 (1), 0,5 (2);  
1,0 (3), 1,6 (4), 3,5 (5)

а)

b)

(4)
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широком диапазоне значений ,  sc I  и вы-
браны такие из них, при которых наша мо-
дель качественно описывает эксперимент 
[10]: = 10,c  = 0,3.sI  Соответствующие 
графики, а также графики для других зна-
чений sI  приведены на рис. 1. Видно, что 
усиление связи посредством уменьшения 
параметра насыщения и перехода к режи-
му низкодобротного резонатора позволяет 
уменьшить флуктуацию числа фотонов в 
резонаторе и обеспечить субпуассоновскую 
статистику поля. При этом наибольшее по-
давление шума наблюдается, когда ≈ 1,scI  
т. е. при условии, когда  фотон после од-
нократного взаимодействия с атомом по-

кидает резонатор и одновременно, за счет 
накачки, появляется новый фотон, по-
вторяющий «судьбу» предыдущего, и т. д. 
(проявление эффекта антигруппировки). 

Важно отметить, что рассматриваемая 
экспериментальная ситуация [10] соответ-
ствует режиму малого числа фотонов в ре-
зонаторе ≈( 1),scI  тогда как приближенное 
выражение для P-функции, найденное в 
работе [6], может быть использовано толь-
ко при  условии >> 1,scI  т. е. когда реали-
зуется возможность накопления макроско-
пического числа фотонов в моде. 

На рис. 2 показана временнáя эволюция 
среднего числа фотонов в резонаторе и их 
дисперсия для случая сильной связи и низ-
кодобротного резонатора: = =400,  0,2sc I  
(при этом >> 1).scI  Несколько значений па-
раметров накачки выбраны вблизи класси-
ческого порога ≈ 1,01thr  (см. формулу (2)),  
а также несколько значений, существенно 
превышающих его, но не относящихся к 
области «самотушения» лазера. Значения 
= 3;  199r  такие же, как в работе [6], где 

они применялись при анализе спектра ам-
плитудных флуктуаций. 

На рис. 2 можно видеть релаксационные 
колебания, что и предсказывает линейная 
теория [6]. При увеличении значения на-
качки r амплитуда колебаний растет, а для 
>> thr r  колебания практически исчезают. 

При оценке частоты релаксационных коле-
баний можно убедиться, что она в несколь-
ко раз превосходит частоту 

Ω = −/ 2 ( 1) / 2,osc sg I r

найденную в работе [6], и она не так силь-
но зависит от параметра накачки. Это не-
соответствие, скорее всего, вызвано тем, 
что линеаризация уравнений Гейзенберга – 
Ланжевена, проведенная в работе [6], под-
разумевает большую внутрирезонаторную 
интенсивность, тогда как вблизи порога thr  
среднее число фотонов мало. 

Заключение

В данной работе мы исследовали пове-
дение одноатомного лазера с некогерентной 
накачкой, работающего в режиме сильной 
связи >>( )sc I  и низкодобротного резона-
тора <<( 1).sI  Были найдены значения па-

Рис. 2.  Временнáя эволюция среднего  
числа фотонов в резонаторе (a) и Q-параметра 
Манделя (b) для разных значений параметра 

накачки r при фиксированных значениях  
c = 400, Is = 0,2. 

r = 0,5 (1); 1,01 (2); 3,0 (3); 7 (4); 30 (5); 199 (6)

а)

b)
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раметров лазера, при которых статистика 
фотонов в резонаторе становится субпуас-
соновской, что объясняется проявлением 
эффекта антигруппировки. Соответствую-
щие численные расчеты смогли качествен-
но описать эксперимент [10]. 

Показано, что приближенное выраже-
ние для P-функции Глаубера, найденное в 
[6], нельзя использовать для описания ра-
боты лазера в случае низкодобротного ре-
зонатора. 

Кроме того, было численно подтверж-
дено предсказание существования  релак-
сационных колебаний для одноатомного 
лазера, работающего в режиме сильной 
связи [6]. Однако применение аналитиче-
ской формулы для частоты этих колеба-
ний, выведенной в работе [6], не привело 
к подтверждению результатов численных 
расчетов, полученных в нашей статье. Как 
следует из численного анализа, частота ре-
лаксационных колебаний очень слабо зави-
сит от величины накачки r, а их амплитуда 
растет с увеличением r.

В заключение отметим возрастающий 
интерес современных исследователей к 

атомным системам, помещенным в резо-
натор и взаимодействующим с его модами.  
В качестве таких систем могут выступать хо-
лодные атомные ансамбли или одиночные 
атомы, внедренные в специальные матри-
цы. В работах, посвященных этой тематике 
(см., например, работы [21, 22]), отмечено 
существенное модифицирование взаимо-
действия атомов с полем, которое особен-
но сильно проявляется при учете эффектов 
ближнего поля (диполь-дипольное взаимо-
действие) или в случае, когда одна из по-
верхностей (стенка резонатора) заряжена. 

Размещение нескольких излучателей 
в резонаторе, приготовленных в опреде-
ленном перепутанном состоянии, должно 
повлиять на степень сжатия амплитудных 
флуктуаций полевой подсистемы такого 
лазера и, возможно, улучшить ее, по срав-
нению со степенью сжатия, найденной для 
одноатомного лазера [4]. 

Работа выполнена при финансовой под-
держке РФФИ (грант №18-32-00250), Госу-
дарственного задания для вузов (базовая часть)  
№ 3.5469.2017 и Стипендии Президента РФ 
№СП-3321.2018.3.
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Рассмотрено рассеяние скалярных волн шероховатой анизотропной по-
верхностью. Для решения задачи использована двухмасштабная модель, в ко-
торой рассеяние на крупных неоднородностях учитывается в приближении 
Кирхгофа, а рассеяние на мелких шероховатостях определяется методом Рэлея. 
Проведено усреднение сечения рассеяния по анизотропному распределению 
наклонов поверхности. Представлены  результаты численных расчетов полно-
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Введение
Реальные шероховатые поверхности ча-

сто имеют сложную случайную структуру, в 

которой присутствуют как большие, так и 
малые (по сравнению с длиной волны) не-
однородности. Подобными характеристика-
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ми обладают разные объекты природного и 
искусственного происхождения, и они про-
являются при отражении как акустических, 
так и электромагнитных волн [1 – 5]. При-
мером такой естественной поверхности, 
представляющей комбинацию неровностей 
разных масштабов, является, в частности, 
волнующаяся поверхность моря [6, 7], ко-
торая в ряде случаев может быть представ-
лена как результат наложения мелкой ряби 
на крупную волну. 

Для описания рассеяния волн на шеро-
ховатой поверхности с разномасштабными 
неровностями развита и используется двух-
масштабная модель (ДММ), предложенная 
впервые в работе Б.Ф. Курьянова [8], в ко-
торой были рассмотрены изотропные шеро-
ховатые поверхности. В этом случае вычис-
ления удается провести до конца и выразить 
ответ через интеграл ошибок. В частности, 
приведены расчеты, относящиеся к рассея-
нию абсолютно мягкой и абсолютно жест-
кой поверхностями. В акустическом случае 
ДММ применима, например, к учету рассе-
яния растительностью на случайно неодно-
родной поверхности Земли,  морского дна 
или воздушных пузырьков на поверхности 
воды. Дальнейшее развитие модели позво-
лило получить ряд количественных уточне-
ний, сохранив как основные предположе-
ния, лежащие в основе подхода ДММ, так 
и главные качественные выводы, касающи-
еся угловой зависимости полного сечения 
рассеяния такой поверхностью [9 – 14]. Все 
известные результаты, полученные ранее в 
рамках ДММ, относятся к изотропным ше-
роховатым поверхностям.

Целью настоящего исследования явля-
ется демонстрация возможностей двухмас-
штабной модели  для описания  рассеяния 
волн на шероховатых поверхностях с ани-
зотропными характеристиками.

Далее мы будем считать распределение 
мелкомасштабных шероховатостей одно-
родным и изотропным, а распределение 
крупномасштабных неоднородностей – од-
нородным анизотропным. Будет применено 
выражение для сечения рассеяния на мел-
комасштабных неоднородностях с учетом 
его зависимости от корреляционной функ-
ции и  вычислены интегралы с анизотроп-

ным распределением Гаусса для наклонов 
поверхностей крупномасштабных шерохо-
ватостей. На основе ДММ будут построены 
диаграммы рассеяния анизотропной шеро-
ховатой поверхностью и проведено сравне-
ние с результатами для изотропной моде-
ли. Проведенные расчеты позволят сделать 
вывод о влиянии анизотропии шероховатей 
поверхности на рассеяние волн.

Описание модели и основные уравнения

Рассмотрим шероховатую поверхность, 
которую можно представить в виде малых 
смещений ζ( )r  на фоне крупномасштабных 
неоднородностей η( )r . Шероховатости ζ( )r  
и η( )r  должны удовлетворять следующим 
условиям: 

ζσ α <<2 sin 1,k  η∇ ζ <<2( ) 1,

ζσ = ζ2 2 ,

α <<2 sin 1,kR

где k – волновое число; R  – характерный  
радиус кривизны крупномасштабной по-
верхности; α  – локальный угол скольже-
ния, отсчитываемый от плоскости, каса-
тельной к крупномасштабной поверхности; 

η∇ ζ  – градиент смещений в касательной 
плоскости. 

Сечение рассеяния может быть пред-
ставлено в виде 

σ = σ + σ1 2,

где σ1  – сечение рассеяния  поверхностью 
η( ),r  рассчитанное методом касательной 
плоскости [5, 6] в приближении Кирхгофа 
[15, 16]; σ2  – сечение рассеяния  мелки-
ми шероховатостягми ζ( ),r  рассчитанное 
методом Рэлея поверх крупномасштабных 
неоднородностей η( ).r  

Для нормального распределения накло-
нов крупномасштабной шероховатости [6], 
которое выражается как

−  ηη
η η = πδ δ − −  δ δ 

22
1

2 2( , ) ( ) exp ,yx
x y x y

x y

p

сечение рассеяния σ1  имеет вид

  
σ = − +    πδ δ δ δ  
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где = + 2 2(1 / 2)(1 / )F Q K ; = − iQ q q  – 
проекция вектора − ik k  на плоскость по-
верхности ( ,ik k  – волновые векторы пада-
ющей и рассеянной волн соответственно); 

= +iz zK k k  – сумма вертикальных проек-
ций волнового вектора падающей и рас-
сеянной волны. Параметры δx  и δy  опре-
деляются дисперсией тангенсов наклона 
поверхности вдоль осей координат:

δ = η δ = η2 2 2 22 , 2 .x x y y

При выводе выражения для σ2  будем 
считать, что роль подстилающей поверх-
ности η( )r  можно учесть с помощью мето-
да касательной плоскости, а рассеяние на 
мелкомасштабных неоднородностях ζ( )r  –  
методом Рэлея. Мы примем, что достаточ-
но большой элемент поверхности η( )r  мо-
жет считаться плоским, с размерами, зна-
чительно меньшими радиуса кривизны, но 
значительно превышающими радиус кор-
реляции мелкомасштабной шероховатости, 
который, в свою очередь, намного мень-
ше длины волны. В пределах этой области 
нормаль к поверхности n  можно считать 
постоянным вектором, и тогда сечение 
рассеяния вследствие мелкомасштабных 
шероховатостей можно рассчитать как для 
плоской поверхности. 

Обозначим это локальное сечение 
ησ ( ),loc Q , где ηQ  – проекция вектора − ik k  

на плоскость, касательную к поверхности 
η( ).r  Чтобы найти σ2,  величину локально-
го сечения рассеяния ησ ( )loc Q  нужно усред-
нить по всем возможным наклонам круп-
номаштабной шероховатости, т. е.

ησ = σ∫2 ( )loc Q p(γ)dγ,

где γ ⊥= η η = ∇ η{ ( ), ( )} ( )x yr r r ; p(γ) – двумер-
ное распределение (3) этих коэффициентов 
наклона. 

Локальное сечение рассеяния мелкомас-
штабными, абсолютно мягкими шерохова-
тостями (в задаче Дирихле) можно записать 
в виде [17]

η ησ = 2 24
( ) ( ) ( ) ( ),loc i

z

c
n

Q kn k n Q

где

η η= −
π ∫
1

( ) ( ) exp( ) .
2

c c i dQ r Q r r

Здесь
 η( )c Q  – характеристическая 

функция; = ζ ζ( ) ( ) (0)c r r  – корреляцион-
ная функция смещений ζ( ).r  

Формула (6) обобщает выражения для 
сечения рассеяния на случай, когда под-
стилающая поверхность не является гори-
зонтальной плоскостью. Далее требуется 
вычислить интеграл в уравнении (5) для 
анизотропного распределения.

Б.Ф. Курьянов [8] использовал при ана-
лизе рассеяния функцию Бесселя для описа-
ния корреляций шероховатостей и получил 
результат для случая << 1,kl  где l – кор-
реляционная длина. В действительности, 
и для гауссовой корреляционной функции 
результат будет тем же, поскольку 

η− 2 2( ) ~ exp( / 2) ~ 1с Q lq

при η << 1,Q l  т. е. влияние корреляционной 
функции сводится к умножению на кон-
станту.  

Таким образом, приближение Курья-
нова вполне оправдано для данной задачи, 
а анизотропия мелких шероховатостей во-
обще несущественна.

Мы ограничимся в дальнейшем наибо-
лее важным для практических приложений 
случаем рассеяния назад. В этих условиях

= = θ2 2 4 4 4( ) ( ) ( ) cosi i kkn k n k n

( θ  – угол падения волны), и уравнение (6) 
принимает вид

η ησ = θ
4

44
( ) cos ( ).loc

z

k
c

n
Q Q

Угловая зависимость сечения рассеяния 
(9) при η << 1Q l  полностью определяется 
множителем θ4cos .  Этим обстоятельством 
мы воспользуемся при выполнении усред-
нения по наклонам крупномасштабной ше-
роховатости.

Расчетные формулы и численные результаты

Для дальнейших вычислений выберем 
направление осей координат ,x z  в пло-
скости падения луча, так что ось z  пер-
пендикулярна гладкой подстилающей пло-
скости. Поскольку эллипсоид гауссового 
анизотропного распределения может быть 
ориентирован произвольно относительно 
оси ,x  его нужно записать в новых коор-

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)
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динатах с учетом поворота оси эллипса на 
некоторый угол β,  задаваемый условиями 
падения волны. 

Преобразование координат при таком 
повороте есть 

′ = β + βcos sin ,x x y

′ = β − βcos siny y x

c якобианом преобразования = 1.J  
Распределение наклонов в новых коор-

динатах получим с учетом равенств

′η = η β + η βcos sin ,x x y

′η = η β − η βcos siny y x

в виде
−η η = πδ δ ×

 η β + η β
× − − δ

η β − η β
− δ 

1
2

2

2

2

2

( , ) ( )

( cos sin )
exp

( cos sin )
.

x y x y

x y

x

y x

y

p

Интенсивность рассеянной волны, обу-
словленная наличием мелких неровностей 
на крупной нерегулярной поверхности, от-
личается от интенсивности при рассеянии 
мелкими неровностями на плоскости нали-
чием множителя

 

− θ
= ×

+ +

 β + β
× − − δ

β − β
− δ πδ δ

∫∫
4

2 2 3/2

2

2

2

2

(1 tg )
(1 )

( cos sin )
exp

( cos sin )
,

x

y x y

u
D

u v

u v

v u dudv

где θ =tg / .x zk k  
При δ = δx y  уравнение (11) соответствует 

изотропной шероховатости [8]. Далее необ-
ходимо вычислить получившийся двойной 
интеграл (11), который можно представить 
в виде суммы

= + θ + θ2 4
0 1 26 tg tg ,D A A A

где

= ×
+ +

 β + β
× − − δ

β − β
− δ πδ δ

∫∫
2

2 2 3/2

2

2

2

2

(1 )

( cos sin )
exp

( cos sin )
,

n

n

x

y x y

u
A

u v

u v

v u dudv

= ×
+ +

 β + β
× − − δ

β − β
− δ πδ δ

∫∫
2

2 2 3/2

2

2

2

2

(1 )

( cos sin )
exp

( cos sin )
,

n

n

x

y x y

u
A

u v

u v

v u dudv

0, 1, 2n =
Интегралы по нечетным степеням u рав-

ны нулю в силу нечетности подынтеграль-
ной функции. 

Перейдем к полярным координатам:

= φ = φcos , sin .u r v r

Тогда интегралы (13) преобразуются к 
виду

π

= φ φ φ
πδ δ ∫

2
2

0

1
cos ( ) ( ) ,n

n n
x y

A h g d

∞

= −
+∫

2
2 2

2 3/2
0

( ) exp( ) ,
(1 )

n

n

r
h g r g rdr

r

φ − β φ − β
= +

δ δ

2 2
2

2 2

cos ( ) sin ( )
.

x y

p

При δ = δ = δ,x y  −= δ2 2p  и интеграл по 
угловой переменной в уравнении (14) фак-
торизуется, так что

2
2

2
0

( )
, cos ( ) .nn

n n n

h p
A d

π

= α α = φ φ
πδ ∫

Поскольку  

0

2
2

0

2 , 0,

cos

1 3 5... (2 1)
2 , 0,

2 4 6... 2

n
n

n

d

n
n

n

π

α = π =

α = φ φ =

⋅ ⋅ ⋅ −
= π >

⋅ ⋅ ⋅

∫

получаем, что α = π0 2 ,  α = π1 ,  α = π2 3 / 4.
Коэффициенты nA  для изотропного 

распределения выражаются через функцию 
интеграла ошибок [8, 18], имеющую вид 

∞
−Φ =

π ∫
22

( ) .z

p

p e dz

Формулы для  коэффициентов nA  в дан-
ном случае следующие:

= −0 1 ( ),h K p

= − −1 2

( )
(1 ( )),

2
K p

h K p
p

  
= − − + −  

  
2 2 2

1 1 1
( ) 1 (1 ( )),

2 4
h K p K p

p p

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(13)

(15)

(16)

(17)

(18)
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где 

= πΦ 2( ) ( ) exp( )K p p p p

при >> 2,p  Φ ≈( ) 0.p
Асимптотическое вычисление интеграла 

(15) при → ∞p  дает выражения

= 2
0 1 / 2 ,h p  = 4

1 1 / 2 ,h p  = 6
2 1 / .h p

Соответственно,

=0 1,A  = 2
1 1 / 2 ,A p  = 4

2 3 / 4A p

в изотропном случае, и фактор D монотон-
но растет с ростом угла падения. 

Результат расчета фактора D для вер-
тикального падения волны на изотропную 
шероховатую поверхность как функции 
параметра дисперсии наклонов δ  приве-
ден на рис. 1. График показывает растущее 
отклонение поправки от единицы по мере 
увеличения шероховатости.

С учетом выражений (19) для функций 
( ),nh p  коэффициенты nA  и искомый фак-

тор D в анизотропном случае можно до-
статочно просто вычислить однократным 
численным интегрированием по угловой 
переменной φ  в уравнении (14). Таким 
образом, для рассеяния назад получаем  
выражение

σ = θ4 4
2( ) 4 cos (0) .k c DQ

Отметим, что сечения рассеяния по-

верхностью являются безразмерными вели-
чинами. Корреляционная функция мелких 
шероховатостей с гауссовым распределени-
ем имеет спектральный вид [17]:

ζσ= −
π

2 2
2 2( ) exp( ),

l
с Q Q l

так что ζ= σ π2 2(0) / .с l  
Итоговое сечение рассеяния запишем 

как

ζσ = σ θ +
π

+ θ θ + θ

2 2 4
2 0

2 2 4
1 2

4
( ) ( cos

sin cos sin ).

k l A

A A

Остается выразить  сечение рассеяния  

1σ  подстилающей анизотропной крупно-
шероховатой поверхностью через угол па-
дения, исходя из выражения (4). В этом 
случае проекция = θ2 cos ,Q k  а = θ2 sinK k  
– модуль проекции изменения волнового 
вектора на плоскость , .x y  Учитывая, что 

= β = βcos , sin ,x yK K K K  запишем конеч-
ное выражение для сечения обратного рас-
сеяния крупными шероховатостями:

σ = ×
πδ δ θ

  β β
× − θ +   δ δ   

2

1 4

2 2
2

2 2

4 cos

cos sin
exp tg .

x y

x y

V

Рис. 1. Фактор D для вертикального падения волны как функция параметра  
дисперсии наклонов δ

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)
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Для проведения конкретных численных 
расчетов нам потребуется значение коэф-
фициента отражения и безразмерные пара-
метры распределения наклонов поверхно-
стей. Положим в дальнейших вычислениях 

= −1.V . Сечение рассеяния будем рассчи-
тывать, зафиксировав 

δ = 0,1,x  δ = 0,4;y  ζσ = =2 2( ) 0,05, ( ) 0,1.k kl

На рис. 2 представлены результаты рас-
чета коэффициента D в зависимости от 
угла падения волны, измеренного в радиа-
нах. Они иллюстрируют доминирующее 
влияние распределения шероховатостей в 
плоскости падения на угловые характери-
стики интенсивности рассеяния. Поворот 
плоскости падения от меньшей шерохова-
тости к большей вызывает явный рост  рас-
сеяния. При нормальном падении волны 
отношение сечений

ζσ σ = δ δ σ2 2 2
2 1 0(0) / (0) 16 ( ) .x y k l A

Для выбранных параметров это отноше-
ние составляет −⋅ 3~ 3 10 ,  т. е. сечение σ2  
в области малых углов рассеяния является 
малой поправкой к основному сечению σ1  

рассеяния крупномасштабными шерохова-
тостями. Его учет может быть важен только 
при больших углах, для которых основная 
составляющая резко убывает, за счет чего 
проявляется вклад в рассеяние мелких ше-
роховатостей.

Функциональная зависимость сечения 
рассеяния назад крупными анизотропны-
ми шероховатостями от угла падения четко 
проявляет изменение рассеяния в зависи-
мости от положения плоскости падения. 
Сечения рассеяния назад крупными шеро-
ховатостями от угла падения для плоскости 
падения с ориентацией вдоль малой оси 
эллипса анизотропии  и вдоль большой оси 
анизотропии отличаются множителем 

  
θ −   δ δ   

2
2 2

1 1
exp tg ,

x y

который при δ < δx y  нарастает с увеличе-
нием угла падения. 

Зависимость рассеяния мелкими не-
однородностями на фоне крупных шеро-
ховатостей от угла падения при различной 
ориентации плоскости падения отличается 
плавным характером.

Рис. 2. Зависимости логарифма коэффициента учета анизотропии D от угла падения θ  
для двух случаев: плоскость падения проходит через малую (1) и через большую (2)  

оси эллипса анизотропии

(24)
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На рис. 3 показана зависимость лога-
рифма полного сечения рассеяния двух-
масштабной шероховатой поверхностью 
при двух разных ориентациях плоскости 
падения. Нижняя кривая с меньшим рас-
сеянием относится к ориентации плоско-
сти падения по малой оси эллипса. Верхняя 
кривая относится к ориентации плоскости 
падения вдоль большой оси эллипса, что 
соответствует более крутым шероховато-
стям. Излом на графике связан с быстрым 
переходом от распределения в форме (23) 
при малых углах падения к распределению 
в форме (22) с ростом угла. Такое поведе-
ние характерно и для изотропной рассеи-
вающей поверхности [8], но теперь про-
является новая  зависимость от положения 
плоскости падения. 

Заключение

Анализ рассеяния волн  анизотроп-
ной шероховатой поверхностью в рамках 
двухмасштабной модели показал, что роль 
анизотропии мелких шероховатостей несу-

щественна, в том смысле, что не она про-
является в угловой зависимости обратного 
рассеяния. Что касается анизотропии круп-
ных неоднородностей с размерами больше 
длины волны, то она весьма заметна как в 
той части, которая обусловлена непосред-
ственно этими плавными поверхностными 
структурами, так и  в возникающем на этом 
фоне рассеянии мелкими случайными ше-
роховатостями. Такие мелкие неоднород-
ности, с размерами намного меньше длины 
волны, определяют слабоинтенсивное кры-
ло сечения при больших углах рассеяния. 
Вариация интенсивности рассеянной об-
ратно волны при повороте плоскости па-
дения волны может служить индикатором 
степени анизотропии крупномасштабных 
случайных шероховатостей.    

Представляет интерес дополнительное 
исследование влияния на рассеяние флук-
туаций самих параметров анизотропной ше-
роховатости вдоль поверхности, в том числе 
на масштабах, существенно превышающих 
длину корреляции крупных шероховатостей. 

Рис. 3. Зависимости логарифма полного сечения рассеяния двухмасштабной 
шероховатой поверхностью от угла падения при разных ориентациях плоскости 
падения волны: вдоль меньших неоднородностей (1) и вдоль неоднородностей  

с большим наклоном (2)
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