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1 марта 2019 года ушел из жизни Лауреат Нобелевской премии по физике, 
академик, депутат Государственной думы Жорес Иванович Алфёров

1930 – 2019

Жорес Иванович родился 15 марта 1930 
года в г. Витебске в семье коммунистов. 
Окончил факультет электронной техники 
Ленинградского электротехнического ин-
ститута. В 1952 году начал научную карьеру. 

Вся жизнь Ж.И. Алфёрова как учено-
го была неразрывно связана с Академи-
ей наук с момента прихода в 1953 году на 
работу в Физико-технический институт 
им. А.Ф. Иоффе. Он автор более 500 на-
учных работ, в том числе 3 монографий и 
более 50 изобретений. В 1979 г. Ж.И. Ал-
фёров стал академиком, в 1991 – 2017 гг. 
был вице-президентом РАН; многие го-
ды он являлся председателем Президиума 
Санкт-Петербургского научного центра 
РАН.

С 1988 года научно-педагогическая дея-
тельность академика Ж.И. Алфёрова была 
связана с нашим университетом. Он был 
деканом созданного по его инициативе фи-
зико-технического факультета, являлся за-
ведующим кафедрой физики и технологии 
наноструктур. В 2000 году Жорес Иванович 
был избран почетным доктором нашего ву-
за. В 2014 – 2018 гг. Ж.И. Алфёров являл-

ся членом наблюдательного совета СПбПУ 
Петра Великого. Он был также профессо-
ром и научным руководителем Института 
физики, нанотехнологий и телекоммуни-
каций нашего университета. Кроме того, 
Ж.И. Алфёров был создателем и ректором 
Санкт-Петербургского национального ис-
следовательского академического универ-
ситета Российской академии наук, а также 
основателем лицея «Физико-техническая 
школа» при этом университете. 

Жорес Иванович Алфёров был поисти-
не подвижником российского физическо-
го образования, и все его инициативы и 
свершения трудно переоценить. В 2002 году 
Ж.И. Алфёров возглавил в качестве предсе-
дателя Научно-методический совет (НМС) 
по физике при Министерстве образова-
ния и науки, который был создан на базе 
Политехнического университета. За более 
чем десятилетний период активной работы 
НМС по физике Ж.И. Алфёрову удалось 
объединить ведущие вузы страны с целью 
сохранения и развития в России фундамен-
тального физического образования как в 
средней, так и в высшей школе.
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Наш журнал считает своим долгом от-
метить, что кончина академика Ж.И. Алфё-
рова – невосполнимая утрата и для нашего 
издания, поскольку с 2008 года он являлся чле-
ном, а с 2014 года – председателем Редакци-
онного совета.

Заслуги академика Ж.И. Алфёрова перед 
российской и мировой наукой отмечены 
многочисленными премиями и наградами. 
Среди них главная международная награда 
– это Нобелевская премия по физике 2000 
года «За основополагающие работы в об-
ласти информационных и коммуникацион-

ных технологий» и, в частности, «За разви-
тие полупроводниковых гетероструктур для 
высокоскоростной и оптоэлектроники».

Редакционный совет и редакционная кол-
легия журнала «Научно-технические ведо-
мости СПбГПУ. Физико-математические 
науки» глубоко скорбят по поводу кончины 
лауреата Нобелевской премии, академика 
Жореса Ивановича Алфёрова и выражают 
искренние соболезнования родным и близким 
этого замечательного Ученого, Педагога и 
общественного деятеля.

© Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого, 2019
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Физика конденсированного состояния 

DOI: 10.18721/JPM.12101
УДК 535.37

ПРОБЛЕМЫ И ПЕРСПЕКТИВЫ ПРИМЕНЕНИЯ 

ЛЮМИНЕСЦЕНЦИИ ФТОРИДА БАРИЯ

П.А. Родный1, Е.А. Гарибин2, И.Д. Веневцев1, Ю.И. Давыдов3

1 Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого,
 Санкт-Петербург, Российская Федерация;

2 ЗАО «ИНКРОМ», Санкт-Петербург, Российская Федерация;
3 Объединенный институт ядерных исследований, г. Дубна, Российская Федерация

Рассмотрена проблема получения кристаллов BaF2 с преобладающим 
субнаносекундным компонентом рентгенолюминесценции. Проведен подробный 
анализ методов подавления медленного компонента указанной люминесценции данного 
соединения. Показано, что введение ряда примесей приводит к подавлению медленного 
компонента, однако, как правило, интенсивность субнаносекундного компонента также 
снижается, при этом ухудшаются прозрачность и радиационная стойкость кристалла. 
Приведены результаты измерения спектрально-кинетических характеристик кристаллов 
BaF2:Tm и BaF2:Sc. Показано, что проблему можно решить путем использования 
нелегированного кристалла BaF2 в сочетании с фильтром, подавляющим медленный 
компонент люминесценции.
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The problem of obtaining BaF2 crystals with a predominant sub-nanosecond luminescence 
component has been considered. A detailed analysis of methods for suppressing the slow com-
ponent of the crystal luminescence was carried out. It was shown that the introduction of a 
number of dopants led to the suppression of the slow component, but, as a rule, the intensity 
of the sub-nanosecond component decreased, and the transparency and radiation hardness of 
the crystal also deteriorated. The results of spectral and kinetic measurements of BaF2:Tm and 
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achieved by using an undoped BaF2 crystal in combination with a filter suppressing the slow 
luminescence component.

Keywords: barium fluoride, core-valence luminescence, ultrafast scintillators, optical filters

Citation: P.A. Rodnyi, E.A. Garibin, I.D. Venevtsev, Yu.I. Davydov, The application of 



Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки 12 (1) 2019

12

barium fluoride luminescence: challenges and prospects, St. Petersburg Polytechnical State 
University Journal. Physics and Mathematics. 12 (1) (2019) 11–27. DOI: 10.18721/JPM.12101

Введение

Фторид бария BaF2 является предме-
том обширных исследований в течение 
нескольких десятилетий, с момента обна-
ружения в нем в начале восьмидесятых го-
дов прошлого столетия субнаносекундной 
(0,7 – 0,8 нс) люминесценции, лежащей 
на границе ультрафиолетовой (УФ) и ва-
куумной ультрафиолетовой (ВУФ) областей 
спектра [1,2]. Позднее было показано, что 
за эту люминесценцию ответственны из-
лучательные электронные переходы меж-
ду верхней остовной (5p, Ba) и валентной 
(2p, F) зонами кристалла [3]. Явление по-
лучило название остовно-валентная лю-
минесценция (ОВЛ) [4], или кросс-люми-
несценция [5]. Малое время спада ОВЛ 
позволило использовать BaF2 как быстрый 
сцинтиллятор и сделало его перспективным 
для применения в системах медицинской 
диагностики, ядерно-физических и астро-
физических экспериментах. Известной про-
блемой применения фторида бария являет-
ся наличие, кроме ОВЛ, широкой полосы 
люминесценции с максимумом 310 нм. Это 
излучение, за которое ответственны авто-
локализованные экситоны (АЛЭ), облада-
ет временем спада τ = 630 нс. Подавлению 
этого длительного (и часто нежелательного) 
компонента люминесценции посвящены 
многочисленные исследования [6 – 9]; этот 
вопрос будет также рассмотрен в настоя-
щей работе.

Другая проблема связана со спектраль-
ным положением полос ОВЛ: два макси-
мума излучения расположены на длинах 
волн 220 и 196 нм (УФ- и ВУФ-диапазо-
ны). Число фотоприемников в этой обла-
сти спектра весьма ограничено; для этой 
цели долгое время использовались солнеч-
но-слепые фотоэлектронные умножители с 
теллуро-цезиевым фотокатодом, что позво-
ляло снизить выходной сигнал от медлен-
ной компоненты в 9 раз, однако сигнал от 
быстрого компонента также уменьшался в 
1,84 раза [7].

В настоящее время разработаны солнеч-
но-слепые фотодиоды с временем срабаты-
вания 15 пс и с квантовой эффективностью 
около 12 % [10]. Недавно для лавинного 
фотодетектора (ЛФД, англ. APD – avalanche 
photodiode) получена квантовая эффектив-
ность 17 % вблизи 220 нм [11].

В последнее время наблюдается возоб-
новление интереса к исследованию харак-
теристик фторида бария, поскольку он рас-
сматривается как рабочий материал нового 
калориметра, предназначенного для изу-
чения процесса преобразования мюонов в 
электроны (эксперимент Mu2e, Фермилаб 
[11, 12]). Предпринимаются шаги по улуч-
шению люминесцентных характеристик 
фторида бария путем введения примесей, 
изменения условий роста и отжига кри-
сталлов, использования материала в форме 
наночастиц, композитов и керамик.

В настоящей работе проведено обобще-
ние и анализ наиболее важных результатов 
по улучшению люминесцентных и сцинтил-
ляционных характеристик фторида бария и 
приведены экспериментальные данные для 
кристаллов BaF2:Tm и BaF2:Sc.

Выбор образцов BaF2:Tm обусловлен 
тем, что тулий (Tm) – это одна из лучших 
примесей среди редкоземельных ионов для 
подавления медленного компонента люми-
несценции [5, 6]. Что касается второй при-
меси, то среди ионов с заполненной внеш-
ней оболочкой, в качестве «подавляющей» 
примеси наименее изучен скандий (Sc).

Подавление медленного компонента 
люминесценции фторида бария 

путем введения примесей
Ионы с заполненной внешней оболочкой. 

Большое число исследований посвящено 
«подавлению» не желательного для быстрых 
сцинтилляторов медленного компонента 
люминесценции (полоса 310 нм). Лучшими 
примесями для этой цели считаются ионы 
с заполненной внешней электронной обо-
лочкой: La3+, Y3+, Lu3+, Sc3+, Cd2+, посколь-
ку они не дают дополнительных полос из-
лучения. Первые эксперименты показали, 
что значительное подавление медленной 
люминесценции всегда сопровождается не-
большим снижением ОВЛ [5, 6]. Например, 
в соединении BaF2:La(0,2%) медленный 
компонент уменьшается в 1,72 раза, бы-
стрый – в 1,09 раза [13], а в соединении 
BaF2:La(0,5%) – соответственно в 3,6 и 1,6 
раза. По данным работы [8], подавление 
медленного компонента в кристаллическом 
BaF2:La начинается при содержании ланта-
на свыше 1% (рис. 1). Концентрационная 
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зависимость интенсивности медленного 
компонента рентгенолюминесценции (РЛ) 
в BaF2:Y сходна с таковой для BaF2:La. (рис. 
1). Недавно был получен кристалл BaF2:Y(1 
ат.%), в котором медленный компонент по-
давлен в 6 раз, а интенсивность ОВЛ такая 
же, как в чистом BaF2 [14].

Введение кадмия существенно подавляет 
медленный компонент РЛ BaF2:Cd (кри-
вая 3 на рис. 1). При содержании кадмия 
0,35 мол.% интенсивность указанного ком-
понента составляет менее 10% от таковой 
для нелегированного кристалла, при этом 
интенсивность быстрого практически не 
изменяется. К сожалению, рентгеновское 
облучение BaF2:Cd приводит к образова-
нию в кристалле ионов Cd+, которые по-
рождают полосы поглощения в видимой и 
УФ-областях спектра [8].

Наличие лютеция (Lu) в BaF2 снижа-
ет интенсивность медленного компонента 
в 4 раза, однако быстрый также заметно 
уменьшается [15]. Помимо этого, отме-
чено ухудшение радиационной стойкости 
такого кристалла при введении лютеция. 
По данным работы [6], время спада ОВЛ 
BaF2:Lu(1,0 мол.%) составляет 0,4 нс; сле-

Рис. 1. Концентрационные зависимости интенсивностей 
медленного компонента рентгенолюминесценции (РЛ) кристаллов 

BaF2:La (1), BaF2:Y (2) и BaF2:Cd (3) (по данным [8])

довательно, небольшой «проигрыш» в ин-
тенсивности ОВЛ компенсируется почти 
двукратным уменьшением постоянной спа-
да люминесценции.

Спектрально-кинетические характери-
стики кристаллов BaF2 с содержанием скан-
дия 0,5, 1,0 и 2,0 мол.% были изучены в 
работе [16], где интенсивность медленного  
компонента для соединения BaF2:Sc(1,0%)  
уменьшалась в 2,4 раза.

Поскольку кристалл RbF обладает ОВЛ 
[4], возникла идея увеличения интенсивно-
сти быстрого компонента путем введения 
фторида рубидия RbF во фторид бария. 
Эксперимент с кристаллом BaF2:Rb выявил 
отсутствие ОВЛ и небольшое уменьшение 
медленного компонента РЛ [17].

Редкоземельные ионы. Большое число 
исследований посвящено подавлению не 
желательного для быстрых сцинтиллято-
ров медленной компоненты люминесцен-
ции (полоса 310 нм). С этой целью в кри-
сталлы фторида бария вводились примеси 
трехвалентных редкоземельных (RE3+) ио-
нов. Было установлено, что любая редкозе-
мельная примесь уменьшает интенсивность 
медленного компонента сцинтилляции 
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[5, 6]. Долгое время считалось, что причи-
ной подавления медленного компонента 
сцинтилляций ионами RE3+ является при-
сутствие межузельных ионов фтора F–, ко-
торые служат зарядовыми компенсаторами 
трехвалентной примеси. Предполагалось, 
что поскольку указанные межузельные ио-
ны создают энергетические уровни вблизи 
потолка валентной зоны кристалла (в за-
прещенной зоне), они могут захватывать 
дырки из валентной зоны [8]. Этот захват 
является конкурирующим процессом меж-
ду образованием Vk-центров и автолокали-
зованных экситонов, или (Vke

–)*-центров, 
в результате которого интенсивность лю-
минесценции АЛЭ снижается. Несмотря 
на привлекательность этой модели, она не 
объясняет подавления медленного компо-
нента в кристаллах BaF2, допированных 
двухвалентными ионами Cd2+, Mg2+ и Sr2+ 

[18]. Сравнивая зависимости интенсив-
ностей РЛ в кристаллах BaF2:La и BaF2:K, 
авторы работы [8] пришли к заключению, 
что межузельные ионы F– только частично 
ответственны за эффект подавления. Было 
показано также, что основной вклад в этот 
эффект вносит диффузия экситонов к цен-
трам, на которых происходит их безызлуча-
тельная аннигиляция [8].

Подавление медленного компонента 
люминесценции фторида бария 

термическим тушением
Для устранения медленного компонен-

та можно использовать особое свойство 
ОВЛ – высокая температурная стабиль-
ность ее интенсивности (проверено до 
500°C [18]). При этом медленный компо-
нент испытывает существенное уменьше-
ние интенсивности и времени спада РЛ 
при повышении температуры, начиная от 
комнатной. Если, например, выбрать ра-
бочую температуру устройства 120°C, то 
интенсивность медленного компонента 
будет ниже, чем интенсивность быстро-
го, а время спада люминесценции АЛЭ 
составит примерно 40 нс. Такой режим 
работы сцинтиллятора можно осуще-
ствить в отдельном физическом экспери-
менте, однако он вряд ли подходит для 
технических устройств. В эксперименте 
[19] показано, что при 220°C медленный 
компонент РЛ фторида бария полностью 
подавлен, а световыход субнаносекунд-
ного компонента составляет 1000 фото-
нов/МэВ.

Преобразование экситонного излучения 
в быстрое активаторное свечение

Основная идея этих экспериментов – не 
подавлять люминесценцию автолокализо-
ванных экситонов, а преобразовывать ее в 
быстрое активаторное свечение. Известно, 
что наиболее эффективными разрешенны-
ми (то есть быстрыми) электронными пере-
ходами 5d → 4f обладают элементы начала 
ряда лантаноидов: Ce, Pr, Nd. Более тяже-
лые редкоземельные элементы, как правило, 
обладают медленной УФ-люминесценцией, 
за которую ответственны HS(high-spin)-пе-
реходы 5d → 4f, запрещенные по спиновому 
правилу отбора. Кроме того, наличие боль-
шого количества 4f-уровней в некоторых 
ионах (Nd, Eu, Tb, Dy) приводит к мед-
ленной (нежелательной) люминесценции, 
обусловленной запрещенными перехода-
ми 4f → 4f. Следовательно, наиболее пер-
спективными активаторами фторида бария 
представляются легкие редкоземельные ио-
ны Сe3+, Pr3+, Nd3+, а также ионы c относи-
тельно малым количеством 4f-уровней: 
Gd3+ и Tm3+.

Соединение BaF2:Ce. Церий служит акти-
ватором во многих современных люмино-
форах и сцинтилляторах, поэтому предпола-
галось, что введение ионов Ce3+ во фторид 
бария позволит увеличить световыход кри-
сталла и получить время спада сцинтилля-
ций в несколько десятков наносекунд. Ран-
ние эксперименты показали, что при опти-
мальной концентрации (около 0,2 мол.%) 
ионов Ce3+ (оптимальна концентрация, при 
которой максимальна интенсивность лю-
минесценции), световыход BaF2:Ce оказал-
ся несколько ниже такового у чистого BaF2 
[20, 21]. Было высказано предположение, 
что если содержание ионов Ce3+ в кристал-
ле превышает 0,2 мол.%, то происходит 
образование цериевых агрегатов [21] либо 
(Ce3+−O2−)-центров [21]. В более позднем 
исследовании [22] было получено неболь-
шое увеличение световыхода кристалла 
BaF2:Ce и показано, что в рекомбинацион-
ном процессе принимают участие автолока-
лизованные дырки в виде Vk- и H-центров.

Последующие исследования позволили 
увеличить световыход BaF2:Ce в 2,5 раза, 
по сравнению с чистым фторидом бария, 
однако кинетические характеристики РЛ не 
удалось существенно улучшить [23]. Кри-
сталл BaF2:Ce демонстрирует необычные 
свойства: спектр РЛ соответствует излу-
чению ионов Ce3+ (полосы 308 и 322 нм), 
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а кинетика – излучению автолокализо-
ванных экситонов (основная постоянная 
спада – 250 нс). При непосредственном 
УФ-возбуждении ионов Ce3+, в кристалле 
BaF2 регистрируется постоянная спада лю-
минесценции, равная 31 нс [22]). Эта осо-
бенность соединения BaF2:Ce обусловлена 
наложением полосы поглощения ионов 
Ce3+ на полосу излучения автолокализован-
ных экситонов в области 280 – 300 нм, что 
приводит к переносу энергии от экситонов 
к ионам церия (АЛЭ → Ce3+).

Введение в соединение BaF2:Ce примеси 
лютеция приводит к уменьшению интен-
сивности двух основных полос излучения 
Ce3+ и к появлению новой широкой полосы 
РЛ с максимумом при 355 нм [15]. Пред-
полагается, что полоса РЛ на длине волны 
355 нм в BaF2:Ce,Lu связана с межузельны-
ми ионами фтора.

Соединение BaF2:Pr. Трехвалентный 
празеодим обладает в различных кристал-
лах меньшим временем спада (переходы 
5d → 4f) и немного меньшей интенсивно-
стью РЛ, по сравнению с таковыми для 
примеси Ce3+. Кристалл BaF2:Pr3+ имеет ос-
новную постоянную спада 28 нс, а при со-
держании Pr3+ свыше 1% появляется более 
быстрый компонент длительностью 7 – 8 нс 
[24]. Однако полоса излучения 5d → 4f пе-
рекрывается с полосой остовно-валентной 
люминесценции, и в результате происходит 
перенос энергии от переходов ОВЛ к ионам 
Pr3+ (ОВЛ не регистрируется). Другой не-
достаток кристаллов, содержащих ионы 
Pr3+,– это наличие переходов f → f, облада-
ющих медленным излучением.

Соединение BaF2:Nd. Первые экспери-
менты показали очень слабую (ниже уров-
ня ОВЛ) (5d → 4f)-люминесценцию Nd3+ 

в BaF2 (немного выше интенсивности РЛ 
в BaY2F8:Nd) [25]. В дальнейшем на кри-
сталлах более высокого качества было по-
казано, что образцы BaF2:Nd (1%) излуча-
ют в УФ-области спектра (175 – 200 нм), 
с основной постоянной спада в 12 нс [26]. 
Световыход кристалла оказался всего на 
7 % ниже такового для BaF2. Добавка лан-
тана улучшает характеристики: кристалл 
(La0,9,Ba0,1)F2,9:Nd обладает узкой (12 нм) 
полосой люминесценции с максимумом 
при 175 нм и коротким временем спада 
τ = 6,1 нс [27].

Соединение BaF2:Tm. Интерконфигура-
ционные переходы 5d → 4f ионов Tm3+ в 
BaF2 проявляются в виде полосы люминес-

ценции с максимумом 178 нм и временем 
спада 5 – 6 нс [28]. Интенсивность этой 
люминесценции ниже, чем интенсивность 
ОВЛ. При увеличении концентрации Tm3+ 

от 0,1 до 10% интенсивность полосы АЛЭ 
существенно снижается (как и для других 
редкоземельных ионов), но выход субнано-
секундного компонента при концентрации 
тулия CTm > 0,1% также уменьшается.

В работе [29] исследована (5d → 4f)-лю-
минесценция ионов Nd3+, Sm3+, Ho3+, Er3+, 
Tm3+ во фториде бария и других  щелоч-
но-земельных фторидах. Показано, что во 
фторидах экситонный механизм переноса 
энергии к 5d-состояниям этих ионов неэф-
фективен.

Подавление медленного компонента 
люминесценции фторида бария 

двойным легированием
Соединение BaF2:Gd,Се. Идея введения 

10% Gd3+ во фторид бария с добавлением 
соактиватора Ce3+ была выдвинута в статье 
[30] для того, чтобы не только подавить 
медленный компонент излучения, но и 
улучшить другие характеристики материала. 
Выращенный кристалл Ba0,9Gd0,1F2,1 имел 
бóльшую плотность, равную 5,11 г/ см3 

(4,89 г/см3 для нелегированного BaF2), и 
более высокую механическую прочность – 
240 кг/мм2 (80 кг/мм2 для BaF2). При вве-
дении в соединение ионов Ce3+, максимум 
полосы люминесценции автолокализован-
ных экситонов смещался в длинноволно-
вую область до значения 350 нм. Кристалл 
Ba0,9Gd0,1F2,1:Ce(0,1 мол.%) обладал свето-
выходом в 46 % по отношению к чистому 
фториду бария и постоянной спада люми-
несценции 30 – 40 нс. Отметим, что ха-
рактерная для иона Се3+ постоянная спада 
проявляется в спектре за счет смещения 
полосы люминесценции в длинноволно-
вую область. Медленный же компонент РЛ 
в кристалле был практически полностью 
подавлен. Оптимальная (до начала туше-
ния) концентрация ионов Се3+ в кристалле 
Ba0,9Gd0,1F2,1 составляет 0,2 – 0,3 мол.% [30]. 
К сожалению, радиационная стойкость 
кристалла Ba0,9Gd0,1F2,1:Ce(0,1 mol.%) ниже, 
чем таковая для чистого фторида бария.

Соединение BaF2:La,Er. Как отмечалось 
выше, ионы второй половины ряда ланта-
ноидов обладают медленным (5d → 4f)-из-
лучением, которое осуществляется из HS 
5d-состояния. В частности, в кристалле 
BaF2:Er3+ доминирует медленное излучение 
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переходов 5d(HS) → 4f, которое имеет высо-
кую интенсивность из-за наличия энергети-
ческого уровня 2F5/2 между 5d-состояниями 
LS (low-spin) и HS (high-spin). Этот уровень 
способствует безызлучательному перено-
су энергии к компоненте люминесценции 
5d(HS) → 4f, запрещенной по спиновому 
правилу отбора. Путем введения 30% LaF3 
во фторид бария (кристалл BaLaF2:Er3+) бы-
ло получено красное смещение 5d-полос 
возбуждения Er3+, и уровень 2F5/2 оказался 
расположенным энергетически выше уров-
ней 5d (LS) и 5d (HS) [31]. В результате в 
кристалле, полученном авторами, преобла-
дали переходы 5d(LS) → 4f, разрешенные 
по правилам отбора и дающие  две поло-
сы излучения в областях 140 – 150 и 152 – 
160 нм со временем спада люминесценции 
35 нс [31].

Соединение BaF2:La,Ce. Поскольку лан-
тан обычно служит «подавителем» медлен-
ного компонента РЛ, а церий – лучшим 
активатором, то представляло интерес вве-
сти во фторид бария эти ионы совместно. 
Эксперимент, проведенный в работе [32], 
показал, что постоянная времени спада в 
соединении BaF2:La,Ce составляет 76 нс, 
медленный компонент существенно пода-
влен, а световыход ниже чем в чистом фто-
риде бария.

Радиационная стойкость допированных 
кристаллов фторида бария 

Кристаллы, предназначенные для рабо-
ты в коллайдерах, должны обладать высо-
кой радиационной стойкостью [5], и этому 
требованию вполне удовлетворяют кри-
сталлы фторида бария высокой степени 
чистоты [33, 34]. Под действием радиации 
в кристалле образуются F-центры, дающие 
широкую полосу оптического поглощения 
с максимумом при 570 нм. Это поглощение 
не сказывается на положении и интенсив-
ности полос остовно-валентной люминес-
ценции. Введение примесей (RE3+, Me2+ и 
др.), как правило, снижает радиационную 
стойкость фторида бария [34]. Кристаллы, 
допированные La3+, приобретают красную 
окраску после облучения рентгеновски-
ми лучами, что обусловлено образованием 
межузельных ионов фтора. Для повышения 
радиационной стойкости BaF2:La (умень-
шения числа межузельных ионов фтора) в 
кристалл вводят одновалентный металл в 
той же концентрации, что и концентрация 

ионов лантана. Показано, например, что 
кристалл BaF2:La(0,3%)K(0,3%) обладает 
более высокой радиационной стойкостью, 
однако он обладает меньшим подавляю-
щим действием, чем кристалл, не содержа-
щий калия, – BaF2:La(0,3%) [8]. Кристал-
лы, содержащие щелочные металлы, после 
рентгеновского облучения окрашиваются в 
голубой цвет, что исследователи связывают 
с образованием F-агрегатов, образующихся 
ввиду наличия вакансий фтора [8].

В облученном кристалле BaF2:La уровень 
оптического поглощения вблизи 500 нм вы-
ше, чем в чистом фториде бария, однако в 
УФ-области спектра интенсивность этого 
поглощения для этих кристаллов становит-
ся сравнимой [13]. Радиационная стойкость 
кристалла BaF2 (полосы поглощения в об-
ласти 200 – 800 нм) ухудшается при вве-
дении Tm, Nd, Gd, Eu. Следует отметить, 
что наиболее опасная остаточная примесь, 
которая подавляет ОВЛ, – это свинец, мак-
симум полосы поглощения которого распо-
ложен на длине волны 205 нм [13].

Другие способы снижения интенсивности 
медленного компонента люминесценции

Применение наночастиц. Известно, что 
наночастицы имеют высокое отношение 
поверхность/объем и поэтому обладают 
свойствами, отличными от таковых для 
соответствующих монокристаллов [35, 36]. 
При уменьшении размеров наночастиц 
возможно увеличение интенсивности лю-
минесценции и уменьшение времени ее 
спада. Эти эффекты хорошо изучены для 
экситонов в полупроводниковых наноча-
стицах. Исследование же широкозонных 
диэлектрических материалов, в которых ре-
ализуются экситоны малого радиуса, нахо-
дится лишь в начальной стадии. Еще одним 
преимуществом наночастиц над обычными 
частицами является возможность введения 
более высоких концентраций активатора 
для увеличения интенсивности люминес-
ценции.

Особенности люминесценции нано-
частиц фторида бария размером от 20 до 
100 нм изучены в работе [35]. Интенсив-
ность полосы ОВЛ при уменьшении разме-
ров наночастиц от 80 до 30 нм практиче-
ски не отличается от интенсивности ОВЛ 
для монокристаллического образца BaF2, 
и только для образцов размером 20 нм 
она падает в 1,5 раза. Интенсивность лю-
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минесценции автолокализованных экси-
тонов падает на порядок при переходе от 
монокристалла к наночастицам размером 
20 нм. Размеры исследуемых наночастиц 
(20 – 100 нм) существенно превышают 
длину диффузии остовной дырки (около 
1,5 нм), что и объясняет относительную 
стабильность интенсивности ОВЛ. Интен-
сивность люминесценции АЛЭ уменьшает-
ся, начиная с размеров наночастиц 80 нм. 
Критический размер наночастиц фторида 
бария, для которых наблюдается резкий 
спад интенсивности люминесценции АЛЭ, 
составляет около 50 нм. Этот размер соиз-
мерим с длиной термализации фотоэлек-
тронов (30 – 100 нм) во фторидах [35].

Наночастицы BaF2:Се были получены и 
исследованы в ряде работ [37, 38]. В работе 
[37] полученные наночастицы BaF2:Се раз-
мером 18 ± 3 нм обладали цериевой полосой 
люминесценции с максимумом при 370 нм; 
при этом отсутствовали остовно-валентная 
и экситонная полосы люминесценции. В 
работе [38] исследованы люминесцентные 
характеристики наночастиц BaF2:Се разме-
ром от 1 до 30 нм. Образцы обладали ши-
рокой полосой люминесценции с макси-
мумом при 355 нм. Максимальная интен-
сивность люминесценции достигалась при 
содержании церия примерно 15 %. Бόль-
шую, по сравнению с монокристаллами, 
оптимальную концентрацию ионов Се3+ в 
нанопорошках авторы объясняют уменьше-
нием числа дефектов (ловушек) с уменьше-
нием размера наночастиц.

Использование композитов. Наночасти-
цы, обладающие хорошими сцинтилляци-
онными свойствами, трудно использовать 
в качестве радиационных детекторов. Для 
создания объемных сцинтилляторов ис-
пользуют композиты, состоящие из тяже-
лых неорганических микро- и наночастиц и 
сверхбыстрых органических люминофоров. 
В композитном сцинтилляторе неоргани-
ческие («тяжелые») частицы эффективно 
поглощают ионизирующие излучение, при 
этом часть поглощенной энергии передает-
ся контактирующим с частицами органиче-
ским молекулам, в которых затем индуци-
руются наносекундные сцинтилляционные 
вспышки. В качестве органического связу-
ющего выбирают обычно полимер на ос-
нове полистирола, активированного сцин-
тилляторами РРО (2,5-дифенилоксазол) 
и РОРОР (1,4-бис(5-фенилоксазол-2-ил) 
бензол), который обладает быстрыми (ме-

нее 2 нс) сцинтилляциями.
Фторид бария имеет низкий показа-

тель преломления n = 1,478 на длине вол-
ны 500 нм, что удобно для его сочетания с 
полимерной матрицей. В работе [38] были 
приготовлены нанокомпозиты BaF2:Ce с 
использованием эпоксидных смол.  Свето-
выход композита BaF2:15%Ce был прибли-
зительно в 5 раз выше такового для кри-
сталла BaF2:Ce(2%).

Оксид цинка известен как эффектив-
ный сцинтиллятор с субнаносекундным 
(подобно BaF2) временем свечения. За его 
люминесценцию ответственны связанные 
экситоны [39]. В работе [40] удалось вне-
дрить наночастицы оксида цинка (ZnO) 
размером 7,5 – 30 нм в пленки фторида ба-
рия. Использовался метод радиочастотного 
магнетронного напыления с последующим 
термическим отжигом образцов. Считается, 
что низкий показатель преломления фтори-
да бария, по сравнению с оксидом цинка, 
у которого n  2,4, способствует формиро-
ванию оптических волноводов в кристалле. 
Показано, что интенсивность субнаносе-
кундного компонента свечения ZnO в BaF2 
существенно возрастает при повышении 
температуры отжига от 400 до 800°C [40].

Создание керамики. В последнее время 
предпринимаются попытки улучшения ки-
нетических и других характеристик фтори-
да бария путем создания керамики, в том 
числе нанокерамики [23, 41]. Следует отме-
тить, что керамика обладают рядом преиму-
ществ по сравнению с монокристаллами, в 
частности высокой механической и терми-
ческой прочностью.

Оптическая керамика фторида бария бы-
ла приготовлена методами горячего прессо-
вания и горячего формования на установке 
К-2718 (ЗАО «ИНКРОМ») [23, 41]. Макси-
мальная прозрачность керамик в широком 
оптическом диапазоне достигалась путем 
варьирования двух основных параметров: 
температуры и степени деформации. Для 
повышения интенсивности быстрого компо-
нента и уменьшения постоянной спада бо-
лее медленного компонента осуществлялся 
отжиг керамик в атмосфере газообразного 
тетрафторида углерода CF4, в течение 24 ч 
при температуре порядка 1180°C. В результа-
те удалось получить керамику, прозрачность 
которой находится на уровне прозрачности 
соответствующего монокристалла в видимой 
области спектра и немного ниже таковой в 
коротковолновой области (λ < 250 нм).
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Применение фильтров и других устройств. 
Субнаносекундное излучение фторида ба-
рия может быть выделено соответствую-
щим УФ-фильтром, однако, как правило, 
фильтр снижает интенсивность излучения. 
Недавно был разработан специальный ко-
ротковолновый фильтр, который подавля-
ет медленный компонент люминесценции 
фторида бария до 1% [42].

Для того чтобы сделать «быстрое» 
УФ-излучение фторида бария более прием-
лемым для фотоэлектронных умножителей, 
чувствительных в видимой области спек-
тра, используют шифтеры – органические 
вещества, сдвигающие УФ-излучение в бо-
лее длинноволновую область. В работе [43] 
были опробованы дефенилантрацен, пери-
лен и другие шифтеры; их использование 
приводило к тому, что постоянная времени 
возрастала до 2,5 – 7 нс, а световыход сни-
жался.

Поскольку время спада быстрого и мед-
ленного компонентов отличаются почти на 
3 десятичных порядка, имеется возмож-
ность разделять эти компоненты на выходе 
фотоприемника с помощью электронных 
устройств. Схема такого устройства предло-
жена в работе [44].

Методика эксперимента
Выращивание исследуемых кристал-

лов осуществлялись методом Степанова – 
Стокбаргера в ЗАО «ИНКРОМ». Получен-
ные образцы были классифицированы как 
кристаллы марки ВУФ, т. е. как материа-
лы, обладающие высокой прозрачностью 
в коротковолновой области спектра. Для 
спектральных измерений использовались 
полированные образцы монокристаллов, 
приготовленных в виде параллелепипедов 
размером 5 × 10 × 15 мм. Спектры опти-
ческого пропускания образцов регистри-
ровались по продольному размеру образ-
ца (15 мм) с помощью спектрофотометра 
ВМР-2. Спектры люминесценции получа-
ли при непрерывном рентгеновском воз-
буждении (40 кВ, 14 мА). Регистрирующая 
часть установки содержала монохроматор 
МДР-2 и систему счета фотонов Hamamatsu 
H8259-01. Измерение кривых термостиму-
лированной люминесценции (ТСЛ) про-
изводилось на образцах толщиной 1 мм. 
Образцы предварительно облучались рент-
геновским пучком при температуре 80 K, а 
затем нагревались со скоростью 0,3 K/мин.

Для измерения кинетики люминесцен-

ции использовался рентгеновский источ-
ник со следующими параметрами: 30 кВ, 
500 мА, длительность импульсов – 1 нс и 
частота их следования – 12 кГц [45]. Ре-
гистрирующая часть аппарата собрана по 
стандартной схеме «старт-стоп»; времен-
ное разрешение системы – не хуже 50 пс. 
Измерения спектров и кинетики люминес-
ценции проводились в геометрии «на от-
ражение»: угол между направлением рент-
геновского излучения и фотоприемником 
составлял 90°. Измерения выполнялись при 
комнатной температуре.

Результаты эксперимента 
и их обсуждение

Спектры рентгенолюминесценции (РЛ) 
кристаллов BaF2 и BaF2:Tm приведены на 
рис. 2. В спектрах проявляется интен-
сивная экситонная полоса с максимумом 
при 310 нм и полосы остовно-валентной 
люминесценции (ОВЛ) с максимумами 
на длинах волн 196 и 220 нм; спектры не 
корректировались на чувствительность 
установки, поэтому интенсивность полос 
ОВЛ в действительности выше. За мало-
интенсивные полосы с максимумами на 
347, 360 и 450 нм (кривые 2 и 3, рис. 2) 
ответственны электронные переходы f → f 
в ионе тулия Tm3+ [28]. Видно, что при 
содержании тулия 0,5 % интенсивность 
экситонной полосы снижается в 6 раз, 
однако интенсивность ОВЛ также слегка 
убывает. Введение 2,0 % тулия приводит 
к снижению экситонной полосы в 7 раз, 
а ОВЛ уменьшается в 1,6 раза. Таким об-
разом, достичь необходимого (более чем 
в 10 раз) подавления экситонной полосы 
без существенного уменьшения ОВЛ для 
кристалла BaF2:Tm не удается.

На вставке рис. 2 приведены кривые 
спада РЛ, зарегистрированные на кри-
сталлах BaF2 и BaF2:Tm(0,5 %). Видно, 
что интенсивность медленного компо-
нента РЛ у допированного соединения 
слегка ниже, чем у чистого фторида ба-
рия. Постоянная времени спада медлен-
ного компонента для образца с примесью 
тулия заметно меньше и составляет око-
ло 400 нс (тогда как для чистого фтори-
да бария она равна 630 нс). Как следу-
ет из спектров и кинетики РЛ, эффект 
подавления медленного компонента в 
BaF2:Tm начинается при содержании ту-
лия 0,5 %.
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Рис. 2. Спектры и кинетика (на вставке) рентгенолюминесценции кристаллов 
BaF2 (1), BaF2:Tm(0,5 %) (2) и BaF2:Tm(2,0 %) (3)

Рис. 3. Спектры оптического пропускания кристаллов BaF2 (1), BaF2:Tm(0,5 %) (2); 
толщина образцов – 5 мм.

На вставке: кинетика РЛ кристалла BaF2:Tm(0,5 %), измеренная в малом временном окне
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Спектры полного оптического 
пропускания кристаллов приведены на 
рис. 3. Спектр BaF2:Tm(0,5 %) содержит 
минимум при 260 нм, за который ответствен 
электронный переход 3H6 → 5P2 в ионе 
Tm3+, а также минимум неизвестного 
происхождения на длине волны 208 нм. 
Кристалл BaF2:Tm(0,5 %) толщиной 5 мм 
обладает достаточно высокой (больше 
80 %) прозрачностью в области ОВЛ 
(175 – 260 нм), однако она ниже, чем 
в чистом фториде бария (см. рис. 1). 
Следовательно, введение ионов Tm3+ 

во фторид бария BaF2 ухудшает условия 
выхода быстрого излучения (ОВЛ) из 
кристалла, что особенно существенно для 
образцов большого размера. На вставке 
рис. 3 приведена в качестве примера кривая 
кинетики РЛ кристалла BaF2:Tm(0,5 %), 
которая измерена в малом временном 
диапазоне. Время спада быстрого 
компонента составило 0,8 ± 0,1 нс.

Известно, что о радиационной стойкости 
материала можно судить по интенсивности 
пиков термостимулированной люминес-
ценции (ТСЛ). На рис. 4 приведены кривые 
ТСЛ для кристаллов BaF2 и BaF2:Tm(1,0 %), 
измеренные после облучения кристаллов 
рентгеновскими (40 кВ) квантами в течение 

Рис. 4. Кривые термостимулированной люминесценции кристаллов BaF2 (1), 
BaF2:Tm(2,0 %) (2). Скорость нагрева образцов – 0,3 K/мин

двух минут. Видно, что неактивированный 
кристалл обладает интенсивным термопи-
ком с максимумом при 114 K. Такие низко-
температурные пики характерны для кри-
сталлов группы флюорита, они отображают 
процесс делокализации Vk-центров. В кри-
сталле BaF2:Tm(1,0 %) низкотемпературный 
пик расположен при 138 K, а в области от 
200 до 300 K регистрируются термопики, за 
которые ответственны VkA-центры и агре-
гаты из ионов Tm2+ и межузельных ионов 
фтора [46]. Кроме того, в BaF2:Tm(1,0 %) 
регистрируется высокотемпературный пик 
при 453 K, за который ответственны глубо-
кие ловушки. Эти ловушки могут участво-
вать в послесвечении, ухудшая сцинтилля-
ционные свойства кристалла. Полученные 
данные показывают, что при ведении во 
фторид бария ионов Tm3+ радиационная 
стойкость кристалла ухудшается; такой же 
вывод сделан в работе [5].

Введение ионов Sc3+ в кристалл BaF2 при-
водит к существенному подавлению медлен-
ного компонента; соответствующие спек-
тры РЛ имеют вид, подобный приведенно-
му на рис. 2. На рис. 5 приведены спектры 
полного пропускания BaF2 и BaF2:Sc(1,0 %) 
кристаллов. Для BaF2:Sc(1,0 %) характерно 
уменьшение пропускания вблизи 290 нм. 
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Рис. 5. Спектры оптического пропускания и кинетика РЛ (на вставке) 
кристаллов BaF2 (1) и BaF2:Sc(1,0 %) (2); толщина образцов для регистрации 

спектров – 5 мм

Рис. 6. Спектр оптического пропускания многослойного фильтра, 
нанесенного на кварцевое стекло
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Полоса поглощения 290 нм регистрирова-
лась нами также в кристалле BaF2:Cd (не 
показана). Интересно отметить, что эта 
полоса проявляется и при введении в BaF2 
ионов La3+ [5] и Y3+ [14]. Природа этой по-
лосы остается неизвестной, можно лишь 
утверждать, что замена бария на ион с за-
полненной внешней оболочкой приводит к 
образованию в BaF2 дефекта, дающего по-
глощение при 290 нм.

На вставке рис. 5 приведены кривые 
спада РЛ кристаллов BaF2 и BaF2:Sc(1,0 %). 
Регистрировалось заметное снижение инте-
гральной интенсивности медленного ком-
понента РЛ в кристалле BaF2:Sc(1,0 %), по 
сравнению с чистым фторидом бария. По-
стоянная времени спада медленного ком-
понента образца с примесью скандия мень-
ше, чем в чистом BaF2, и составляет около 
240 нс.

Другой способ подавления медленного 
компонента люминесценции – использова-
ние фильтра, прозрачного в спектральной 
области ОВЛ и непрозрачного в области эк-
ситонного излучения BaF2. На рис. 6 приве-
ден спектр пропускания одного из вариан-
тов такого фильтра, полученного методом 
послойного напыления редкоземельных 
окислов на кварцевую подложку. Видно, 
что прозрачность фильтра в области основ-
ного максимума ОВЛ (220 нм) составляет 
50 %, а вблизи максимума экситонной лю-
минесценции (310 нм) она близка к нулю.

Заключение
В результате проведенных эксперимен-

тов и анализа литературных данных мы 
пришли к заключению, что подавление 
медленного компонента рентгенолюми-
несценции фторида бария путем введения 
примеси следует признать недостаточно 
эффективным. Введение трехвалентных 

ионов приводит к образованию дефектов, 
в частности межузельных ионов фтора. 
Для двухвалентных ионов характерно ис-
кажение кристаллической структуры. Ос-
новные недостатки подавления медленно-
го компонента люминесценции методом 
введения примесей во фторид бария BaF2, 
следующие:

требуемое уменьшение интенсивности 
медленного компонента (более чем в 10 
раз) сопровождается существенным умень-
шением ОВЛ;

прозрачность кристалла, содержащего 
примеси, обычно ниже, чем у чистого ана-
лога;

радиационная стойкость фторида бария, 
как правило, ухудшается при введении со-
ответствующих примесей;

достаточно сложно обеспечить равно-
мерное распределение примесей для кри-
сталлов больших размеров (требуемая дли-
на образцов BaF2 для нового коллайдера 
– более 20 см).

Исследования наночастиц, композитов 
на их основе и керамик с целью получения 
оптимального соотношения интенсивно-
стей быстрого и медленного компонентов 
люминесценции BaF2 также пока не при-
вели к положительным результатам.

Установлено, что наиболее эффектив-
ным способом подавления медленного 
компонента люминесценции является ис-
пользование фильтра, прозрачного в спек-
тральной области ОВЛ и непрозрачного в 
области экситонного излучения BaF2. Та-
кой фильтр может быть нанесен непосред-
ственно на поверхность выходного окна 
образца BaF2.

В дальнейшем планируется сборка и ис-
пытание системы, включающей сцинтил-
лятор BaF2 с фильтром и твердотельный 
фотоприемник.
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В работе методом индукционной плавки получен сплав SmFe2 в высокочистом од-
нофазном состоянии. Методами атомно-силовой и магнитно-силовой микроскопии 
исследованы особенности поверхности сплава при комнатной температуре. Выявлено 
наличие неоднородной зернистой структуры, определены основные структурные эле-
менты. Показано наличие сложной доменной структуры, проведено ее описание, опре-
делены размеры доменов. Представлены результаты рентгеноструктурных исследований 
в интервале температур 100 – 300 K. Получены и проанализированы эксперименталь -
ные данные по температурным зависимостям магнитострикции в магнитных полях до 
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In this study, the SmFe2 alloy in a high-purity single-phase state has been prepared by 

the induction melting technique. The surface features of the alloy at room temperature were 
investigated using the atomic-force and magnetic-force microscopy. The forming of hetero-
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geneous granular structure was revealed, the main structural elements were determined. The 
presence of the complex domain structure was shown, its description was presented and the 
domain sizes were found. The results of X-ray structural studies over the temperature range 
from 100 to 300 K were presented. The experimental data on the temperature dependences of 
magnetostriction in magnetic fields up to 1.2 T were obtained and analyzed in the region of 
the spin-reorientational phase transition. The existence of the “angular” phase was indirectly 
confirmed, its temperature boundaries were refined.

Keywords: rare-earth Laves phase, phase transition, magnetostriction, atomic force micros-
copy, structure 
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Введение

В последние годы возобновился интерес 
мирового научного сообщества к исследо-
ваниям сплавов со структурой фаз Лавеса 
типа RFe2 (где R – редкоземельный ме-
талл (РЗМ)) [1 – 3]. Соединения редко-
земельных и 3d-переходных металлов со 
структурой фаз Лавеса представляют собой 
важное семейство магнитных материалов, 
демонстрирующих большие значения ани-
зотропной магнитострикции (порядка 10–3) 
в сравнительно невысоких магнитных по-
лях (менее 1 Тл) ниже температуры Кюри. 
Известно [4–6], что высокомагнитострик-
ционные соединения способны преобразо-
вывать электрическую энергию в механиче-
скую и применяются в таких устройствах, 
как приводы и датчики, работающие в раз-
личных средах и в широкой температурной 
области. В районе температуры Кюри неко-
торые фазы Лавеса могут демонстрировать 
как высокие значения магнитострикции, 
так и большой по величине магнитокало-
рический эффект, что также может найти 
практическое применение [7, 8]. Хотя фи-
зический механизм, ответственный за вы-
сокие значения магнитострикции в этих 
соединениях, известен [9, 10], однако ком-
плексные исследования структуры и маг-
нитных свойств, а также изучение аномалий 
в области фазовых переходов с помощью 
различных методик проводились фрагмен-
тарно (только для отдельных образцов).

Интерметаллические соединения RFe2 
кристаллизуется в кубическую структу-
ру типа MgCu2 пространственной группы 
Fd3m. Согласно теории, в результате маг-
нитного упорядочения наиболее вероятно 
появление огромной спонтанной магнито-
стрикции вдоль направления легкого на-
магничивания <111>. Особая симметрия 

кубической фазы Лавеса С15 приводит к 
большому ромбоэдрическому искажению 
в направлении <111>. Наиболее известные 
соединения фазы Лавеса с гигантской маг-
нитострикцией насыщения при комнатной 
температуре – это TbFe2 и SmFe2 (+1,7·10–3 

и −1,5·10–3, соответственно) [11 – 15]. Дан-
ные сплавы имеют близкие по абсолютной 
величине (однако разные по знаку) значе-
ния  магнитострикции в области комнатной 
температуры. Оба эти сплава при переходе в 
магнитоупорядоченное состояние испыты-
вают ромбоэдрические искажения, однако 
если в соединении TbFe2 кубическая решет-
ка вдоль направления <111>растягивается, 
то в SmFe2 она, наоборот, слегка сжимает-
ся. Также данные соединения отличаются 
и типом магнитного упорядочения. Извест-
но, что магнитные моменты подрешеток R 
и Fe параллельны, причем для легких РЗМ 
суммарные магнитные моменты подреше-
ток сонаправлены, в то время как для тяже-
лых – антипараллельны. Вследствие этого, 
TbFe2 является ферримагнетиком, а SmFe2 
– ферромагнетиком.

В отличие от TbFe2, кристаллическая 
структура SmFe2, а также направление его 
магнитного момента изменяются с пониже-
нием температуры. С помощью мёссбауэ-
ровских и рентгенографических исследова-
ний было показано [15 – 18], что спонтан-
ный магнитный момент соединения SmFe2 
при комнатной температуре ориентирован 
вдоль кристаллографического направления 
<111>. Считалось, что при снижении тем-
пературы, в области Т = 180 – 200 K наблю-
дается спин-переориентационный фазо-
вый переход (СПП) и магнитные моменты 
ориентируются вдоль направления <110>.
Однако при детальном анализе дифракци-
онных спектров, полученных при низких 
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температурах, было установлено [17, 18], 
что при понижении температуры примерно 
до 200 K структура сплава остается ромбо-
эдрической; при этом величина искажений 
увеличивается по абсолютной величине. 
При дальнейшем понижении температуры 
(в интервале 140 – 240 или 106 – 180 K, но 
данный  интервал различен в литературных 
источниках), в сплаве появляется «угловая» 
магнитная фаза: вектор спонтанного маг-
нитного момента находится в плоскости 
(110), не совпадая по направлению ни с 
<111>, ни с <110>. При низких темпера-
турах характер трансформации рентгено-
дифракционного спектра свидетельствует 
о возникновении ромбических искажений 
кристаллической решетки, а магнитный 
момент направлен вдоль оси <110>. Ано-
малии в области СПП также проявляются 
на температурных зависимостях намагни-
ченности [15].

Цель данной работы – проанализиро-
вать изменения кристаллической структу-
ры и магнитострикционных свойств спла-
ва SmFe2 в интервале температур от 100 
до 320 K, а также изучить особенности его 
поверхности при комнатной температуре 
методами атомно-силовой и магнитно-си-
ловой микроскопии.

В связи с поставленной целью было не-
обходимо получить сплав SmFe2 в высоко-
чистом однофазном состоянии.

Методика эксперимента

Изготовление образцов. Методом высо-
кочастотной индукционной плавки (печь 
«Донец-1») был синтезирован сплав SmFe2 в 
алундовом тигле в атмосфере особо чистого 
аргона (содержание влаги менее 0,02 г∙м–3, 
азота – 0,0005 %, кислорода – 0,001 %), дав-
ление которого составляло 1,1 – 1,2 атм. В 
качестве исходных компонентов были взя-
ты металлы высокой степени очистки. Экс-
периментально подобранное завышение в 
шихте содержания РЗМ на 10% позволило 
получить однофазные соединения после 
дальнейшего гомогенизирующего отжига. 
Скорость остывания сплавов была доста-
точно низкой (около 1 – 2 K/с), что спо-
собствовало достижению состояния, близ-
кого к равновесному. Готовые образцы по-
мещали в кварцевые ампулы, откачанные 
до высокого вакуума. Термическая обра-
ботка выплавленных сплавов проводилась 
по специально подобранному режиму с ис-
пользованием трехзонной горизонтальной 

трубчатой печи Carbolite TZF 15/610: об-
разцы в ампулах нагревали до температуры 
720°C со скоростью 7 K/мин, затем их вы-
держивали при этой температуре в течение 
72 ч. После этого производилась их закалка 
в воду.

Регистрация рентгенодифракционных 
спектров. Проводилась на порошковых об-
разцах в CuKα-излучении (λ = 0,1540598 нм) 
при комнатной температуре на рентгенов-
ском дифрактометре «ДРОН-7», модифи-
цированном системой быстрой регистра-
ции на основе линейного стрипового пози-
ционно-чувствительного детектора Mythen 
1K (Dectris Ltd, Швейцария). Параметры 
элементарной ячейки определялись по от-
ражениям в области углов 2θ = 15 – 105°. 
Фазовый состав образца исследовался с 
помощью Ритвельд-анализа в программе 
Powder Cell 2.4. Температурные измерения 
дифрактограмм были выполнены с ис-
пользованием фильтрованного MoKα-из-
лучения на рентгеновском дифрактометре 
SuperNova (Agilent) в диапазоне температур 
110 – 250 K. Температуру образца контро-
лировали путем его контакта с потоком 
газообразного азота заданной температу-
ры, значение которой задавалось системой 
Oxford Cryosystems (Cobra Plus).

Микроскопия. Микроструктура образцов 
исследовалась на металлографическом ми-
кроскопе Neophot-30. Наблюдение и фото-
графирование производились при освеще-
нии ксеноновой лампой в режимах светлого 
поля или поляризованного света. Картины 
микроструктур выводились через оптиче-
ский канал микроскопа на цифровую ка-
меру высокого разрешения Levenhuk M800 
Plus.

Анализ морфологии поверхности. Морфо-
логия поверхности образцов SmFe2 иссле-
довалась на шлифах методом атомно-си-
ловой микроскопии (АСМ) образцов фаз 
Лавеса, с использованием сканирующего 
зондового микроскопа Smena-A (платфор-
ма Solver, ЗАО НТ-МДТ, Россия), как в 
полуконтактной, так и в контактной мо-
дах, при комнатной температуре, с приме-
нением стандартных кремниевых кантиле-
веров типа HA_NC Etalon. Для выявления 
наноструктурированных особенностей по-
верхности образцы-шлифы подвергались 
травлению в 5%-м растворе азотной кис-
лоты в спирте. Методом магнитно-силовой 
микроскопии (МСМ) исследования про-
водились на полностью размагниченных 
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образцах-шлифах с помощью специальных 
магнитных кантилеверов MFM01 c хромо-
кобальтовым покрытием, с резонансной ча-
стотой около 70 кГц и силовой константой 
1 – 5 Н/м. Бесконтактная колебательная ме-
тодика МСМ позволила получить большую 
чувствительность и высококачественные 
МСМ-изображения образцов. Для получе-
ния таких изображений поверхности была 
применена двухпроходная квазистатическая 
методика (максимум чувствительности ме-
тода достигается при совпадении частоты 
возбуждения кантилевера с резонансной ча-
стотой системы зонд-образец).

Измерение деформации. Тензометриче-
ским методом были исследованы дефор-
мации поликристаллического образца из 
сплава SmFe2 в интервале температур от 100 
до 320 K и в магнитных полях до 1,2 Тл. 
Измерения в магнитном поле проводились 
вдоль направления магнитного поля (про-
дольная магнитострикция) и перпендику-
лярно ему (поперечная магнитострикция).

Экспериментальные результаты 
и их обсуждение

В результате проведенного синтеза ме-
тодом высокочастотной индукционной 
плавки получены образцы сплава SmFe2. 
Сложность синтеза соединений RFe2 за-
ключается в близости точек эвтектики двух 
соединений RFe2 и RFe3, что зачастую при-
водит к тому, что при недостатке в ших-
те редкоземельного металла R и неполном 
прохождении перитектической реакции, в 
сплаве кристаллизуется именно фаза 1 : 3, 
поскольку для ее образования необходимо 
меньшее количество атомов РЗМ. Анализ 
дифракционных данных, полученных при 
комнатной температуре (рис. 1) показал, что 
сплав однофазен по рентгенографическому 
признаку и атомно-кристаллическая струк-
тура изотипна структуре кубической фазы 
Лавеса С15 (MgCu2). Найденное значение 
параметра решетки составило 7,4239 Å.

Рис. 1. Экспериментальная дифрактограмма сплава SmFe2;
цифры над пиками соответствуют индексам hkl; температура комнатная

Рис. 2. Температурные зависимости параметров элементарной ячейки SmFe2: получены 
подгонкой рентгеновских дифракционных спектров в рамках модели кубической (a), а также 

ромбической (<180 K) и ромбоэдрической (> 190 K) (b) решеток

а) b)
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Температурные зависимости параметров 
решетки (рис. 2,a) были получены путем 
подгонки дифракционных спектров в рам-
ках модели кубической решетки. Видно, 
что в интервале температур 180 – 190 K 
происходит изменение наклона темпера-
турной зависимости параметра решетки; 
это свидетельствует об изменении кри-
сталлической решетки, связанном с СПП. 
Полученные результаты хорошо согласу-
ются с литературными данными [15 – 18], 
согласно которым в данной области тем-
ператур происходит структурный переход 
из высокотемпературной ромбоэдрической 
фазы в угловую, которая далее переходит 
в низкотемпературную ромбическую фазу. 
Температурные зависимости параметров 
решетки a, b, c, полученные путем под-

гонки дифракционных спектров в рамках 
моделей ромбоэдрической (выше 190 K) 
и ромбической (орторомбической) (ниже 
180 K) кристаллических решеток представ-
лены на рис. 2,b. Для удобства сравнения 
на одном графике, параметры преобразо-
ваны (множители 2, 3 ) и приведены к 
псевдокубической ячейке.

Анализ микроструктуры оптическим ме-
тодом выявил в образцах наличие второй 
фазы (она не была обнаружена рентгенов-
ским методом). Количественный анализ 
микрофотографий, проведенный с помо-
щью компьютерной программы, позво-
ляющей по цветовым оттенкам пикселей 
рассчитать относительное содержание фаз, 
показал, что объемное содержание вто-
ричных фаз не превышало 1 – 2 %, что 

а) b)

с) d)

Рис. 3. АСМ (a, b, с)- и МСМ (d)-изображения поверхности сплава SmFe2, полученные  при размерах 
скана  4 × 4 мкм (a, b) и 90 × 90 мкм (c, d); b – использован метод фазового контраста
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а)

Рис. 4. Температурные зависимости относительного удлинения образца соединения SmFe2 
(тепловое расширение) и его коэффициента теплового расширения (на вставке); T1, T2 – точки 

фазовых переходов

T2= 188 K

T2

T1= 126 K

T1

b)

Рис. 5. Температурные зависимости продольной (a) и поперечной (b)
магнитострикций SmFe2 в магнитных полях со значениями индукции, Тл: 

0,15 (1), 0,35 (2), 0,50 (3), 0,70 (4) 0,80 (5), 1,0 (6), 1,2 (7)
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позволяет считать синтезированные сое-
динения практически однофазными.

Методы атомно-силовой и магнитно-си-
ловой микроскопии на современном этапе 
развития материаловедения становятся все 
более востребованными, поскольку позво-
ляют получать дополнительную информа-
цию об однородности фазового состава, 
зернистости синтезируемой фазы, размере 
и морфологии отдельных зерен, доменной 
структуре [19 – 21]. Исследования прово-
дились в микронном, при размере скана 
90 × 90 мкм (рис. 3,d), и наноразмерном, 
при размере 4 × 4 мкм (рис. 3,a,b) и менее, 
масштабах. Анализ АСМ-изображений 
топологии поверхности позволил устано-
вить, что образец SmFe2 имеет неравно-
мерно и неоднородно структурированную 
ячеистую поверхность с размерами данных 
структурных элементов (ячеек) от 500 до 
700 нм в одном направлении и до 1 мкм 
в перпендикулярном направлении. Ячейки 
заполнены мелкими зернами (это другие 
структурные элементы) со средним разме-
ром 80 нм, что хорошо видно на рис. 3,а.

Исследования поверхности полирован-
ного шлифа SmFe2 методом магнитно-си-
ловой микроскопии (рис. 3,d) показывают 
наличие выраженной и довольно слож-
ной доменной структуры: она  состоит из 
островков с размерами от 6 до 12 мкм и по-
лос шириной от 3 до 5 мкм. Наиболее мел-
кие домены имеют ширину 0,8 – 1,0 мкм. 
Такая сложная доменная структура на 
поверхности образца может быть обу-
словлена разными причинами, например 
наличием полей рассеяния (они связаны 
с напряжениями в образце), а также ми-
кровключений другой фазы. Присутствие 
напряжений вызвано, скорее всего, высо-
кими магнитострикционными свойствами 
соединения SmFe2.

В данной работе были исследованы ли-
нейные деформации образцов SmFe2 под 
действием внешнего магнитного поля, а 
также их зависимость от температуры (те-
пловое расширение). На рис. 4 показаны 
температурные зависимости относитель-
ного удлинения (тепловое расширение) и 
коэффициента теплового расширения объ-
екта. Видно, что наблюдаются две анома-
лии при температурах 126 и 188 K. Данные 
аномалии связаны с фазовыми перехода-
ми, а именно: при Т2 = 188 K происходит 
переход из ромбоэдрической в «угловую» 
фазу, а при Т2 = 126 K «угловая» фаза пе-

реходит в ромбическую. Эти утверждения 
основаны на литературных данных [11, 12], 
а также на результатах наших рентгеногра-
фических исследований. Следует отметить, 
что если сведения о значении температуры 
T2  мало различаются в разных литератур-
ных источниках, то значения T1 различа-
ются сильно. Таким образом, нами были 
уточнены значения указанных температур-
ных точек путем измерения коэффициента 
теплового расширения образцов SmFe2 в 
зависимости от температуры.

Еще более чувствительными к магнит-
ным и структурным изменениям в образце 
оказываются магнитострикционные де-
формации, поэтому измерение магнито-
стрикции удобно использовать как способ 
выявления магнитных и структурных фа-
зовых переходов. На рис. 5 показаны тем-
пературные зависимости магнитострикции 
исследуемого сплава. В области темпера-
тур 126 и 188 K наблюдаются аномалии 
как продольной (рис. 5,a), так и попереч-
ной (рис. 5,b) магнитострикции при всех 
значениях приложенного магнитного по-
ля, выраженные через минимум и макси-
мум абсолютной величины магнитострик-
ции, соответственно. Продольная магни-
тострикция SmFe2 имеет отрицательный 
знак и максимальное абсолютное значе-
ние: –1,9·10–3, в то время как поперечная 
положительна и принимает максимальное 
значение, равное +0,5·10–3. В условиях 
комнатной температуры абсолютные ве-
личины магнитострикции снижаются, при 
этом значения продольной и поперечной 
составляющих равны, соответственно, 
–1,4·10 –3 и +0,3·10 –3.

Заключение
Индукционным методом синтезирован 

сплав SmFe2, комплексное исследование 
которого включало методы оптической ме-
таллографии и рентгеноструктурного ана-
лиза для подтверждения гомогенности и 
однофазности, в частности отсутствия фа-
зы со стехиометрией 1 : 3, наиболее часто 
встречаемой в данных соединениях. 

Методами атомно-силовой и магнит-
но-силовой микроскопии показано, что 
поверхность образца имеет неоднород-
но-структурированную ячеистую микро-
структуру и сложную доменную структуру. 
Определены размеры основных структур-
ных элементов.

Уточнены температурные границы су-
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В работе представлена новая модель для турбулентного числа Прандтля, обеспе-
чивающая улучшение предсказательных возможностей популярной полуэмпириче-
ской модели турбулентности SST (Shear Stress Transport – модель переноса сдвиговых 
напряжений) при ее использовании для расчетов пристенного теплообмена. Начальное 
тестирование разработанной модели проведено на задачах установившегося течения и 
теплообмена в круглой трубе и плоскопараллельном канале при варьировании числа 
Прандтля в широких пределах: от 0,004 до 95. По результатам тестов погрешность рас-
чета теплоотдачи во всем диапазоне значений числа Прандтля снизилась в два раза и 
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Введение

Для численного моделирования турбу-
лентного теплопереноса на основе осред-
ненных уравнений Навье – Стокса (RANS 
– Reynolds Averaged Navier –Stokes) сегодня 
в большинстве практических приложений 
используется та или иная полуэмпирическая 
модель турбулентной вязкости [1, 2], а связь 
коэффициентов турбулентной теплопрово-
дности λt и вязкости μt задается турбулент-
ным числом Прандтля Prt = μt Cp/λt Модели, 
в которых для определения коэффициента 
турбулентной теплопроводности предла-
гается решать дополнительные дифферен-
циальные уравнения (например, уравнения 
переноса «энергии» температурных пульса-
ций и скорости ее диссипации [3]), чаще 
всего воспринимаются как излишне слож-
ные, и пока они не получили широкого 
распространения.

В моделях теплопереноса, использую-
щих турбулентное число Прандтля, для 
последнего обычно принимается постоян-
ное значение (как правило, Prt = 0,85 или 
0,90, в зависимости от используемой мо-
дели турбулентности), что в большинстве 
случаев не соответствует действительности. 
Согласно общепринятым представлени-
ям о механизме турбулентного теплопере-
носа, которые подкреплены множеством 
расчетных и экспериментальных иссле-
дований (см., например, обзоры [4 – 6]), 
турбулентное число Прандтля меняется в 
зависимости от значимости молекулярного 
теплопереноса на масштабах турбулентных 
пульсаций. А именно, в условиях, когда мо-
лекулярным переносом тепла можно пре-
небречь (вдали от ограничивающих поток 
стенок при достаточно больших значени-
ях числа Рейнольдса), турбулентное число 
Прандтля должно иметь некое предельное 
значение Prt,∞< 1; по мере же увеличения 
относительной роли молекулярного тепло-
переноса (например, при приближении 
к стенке, а также при уменьшении числа 
Рейнольдса и/или молекулярного числа 
Прандтля Pr = μCp/λ) значение Prt должно 
увеличиваться.

В литературе предложены многочис-
ленные модели для турбулентного числа 
Прандтля, призванные обеспечить лучшее, 
чем при использовании «стандартного» 
значения Prt ≈ 0,85, согласие расчетных и 
опытных данных по теплоотдаче для неко-
торых классов течений. В качестве примера 
можно упомянуть следующие формулиров-

ки из работ [7, 4, 8, 9, 5] соответственно: 

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

Узкоспециализированные модели (1) и 
(2) разработаны для случая установившего-
ся течения по цилиндрическим трубам. В 
этих моделях турбулентное число Прандтля 
полагается постоянным по сечению трубы, 
но его значение ставится в зависимость от 
глобального режимного параметра – числа 
Рейнольдса Re. Благодаря этому расчет дает 
правильное значение коэффициента тепло-
отдачи, хотя профиль температуры пред-
сказывается не совсем верно.

Физически более оправданы модели (3) 
– (5), в которых значение Prt меняется по 
пространству, увеличиваясь при приближе-
нии к стенке. В частности, в формулировке 
(3) расстояние до стенки d явным образом 
входит в определение универсальной при-
стеночной координаты y+. Следует заме-
тить, однако, что модель (3) весьма неудоб-
на с точки зрения организации вычислений 
в современных гидродинамических (CFD 
– Computational Fluid Dynamics) кодах, 
поскольку используемый в выражении (3) 
аргумент y+ не является чисто локальной 
переменной – для его вычисления требует-
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ся знать напряжение трения τw на стенке, в 
точке, ближайшей к рассматриваемой точ-
ке потока.

В этом отношении более привлекатель-
ны модели, не требующие каких-либо не-
локальных вычислений. В качестве приме-
ра можно упомянуть формулировки (4) и 
(5) с параметрами Prt,∞= 0,85, α = 0,3, f = 2, 
аргументом которых служит чисто локаль-
ный параметр Pet , часто называемый тур-
булентным числом Пекле.

Отметим, что для обеих формулировок 
в литературе предложены также «нелокаль-
ные» модификации (малопригодные для 
внедрения в CFD-коды общего назначе-
ния). В частности, в работе [5] указывает-
ся на целесообразность «переключения» с 
корреляции (5) на фиксированное значение 
Prt = 1,07 при y+ < 10, а в работе [10] для 
лучшего согласия с опытными данными 
по теплоотдаче в трубах при малых числах 
Прандтля (жидкие металлы) предложено 
вычислять предельное значение Prt,∞ в вы-
ражении (4) с учетом числа Рейнольдса:

Следует также иметь в виду, что эф-
фект от применения того или иного мето-
да расчета турбулентного числа Прандтля 
может зависеть от используемой модели 
турбулентности, поскольку разные модели 
предсказывают различающиеся распреде-
ления турбулентной вязкости. В качестве 
примера можно упомянуть работу [11], в 
которой оценивалась точность моделей 
турбулентности k – e [12] (realizable) и k 
– w SST (Shear Stress Transport) [13] приr-
менительно к расчету теплообмена; оценка 
проводилась на задаче о течении жидкого 
металла (Pr = 0,025) в плоскопараллельном 
канале. По результатам расчетов в указан-
ной работе [11], при использовании моде-
ли k – e наилучшее согласие с данными 
эталонных расчетов [14], выполненных по 
методу прямого численного моделирования 
(DNS – Direct Numerical Simulation), обе -
спечила корреляция (2), тогда как в случае 
модели SST лучшей оказалась формулировф-
ка (5) с параметром f = 0,7.

Таким образом, разработка модели для 
турбулентного числа Прандтля должна про-
водиться применительно к конкретной по-
луэмпирической модели турбулентности.

В настоящей работе предложен новый 
метод расчета турбулентного числа Пранд-
тля, ориентированный в первую очередь на 

1 0,888
,Pr 0,85 100Pr Re .t

- -
∞ = +

моделирование пристенного теплообмена 
при малых и умеренных числах Прандт-
ля с использованием популярной модели 
турбулентности k – ω SST [13].

В работе представлена концепция кали-
бровки метода, дана его итоговая математи-
ческая формулировка, приведены результа-
ты начального тестирования.

Расчеты проводились с помощью ис-
следовательского CFD-кода SINF/Flag-S, 
ориентированного на численное решение 
задач гидродинамики и теплообмена с ис-
пользованием структурированных и не-
структурированных расчетных сеток, впи-
санных в границы области течения. Неко-
торые примеры применения кода и детали 
реализованных в нем численных схем даны 
в работах [15 – 19].

Математическая модель

В стандартной формулировке 
SST-модели турбулентности [13] значение 
турбулентного числа Прандтля полагается 
равным Prt = 0,85, что обычно обеспечивает 
приемлемую точность моделирования тур-
булентного теплопереноса для сред с чис-
лом Прандтля порядка единицы. Однако в 
случае жидких металлов, число Прандтля 
у которых на два порядка меньше, расче-
ты с указанным «стандартным» значением 
Prt значительно завышают теплоотдачу на 
стенке, поскольку, как уже было отмечено, 
турбулентное число Прандтля должно воз-
растать по мере увеличения относительной 
роли молекулярного теплопереноса; это 
особенно важно около стенки при малых 
числах Прандтля.

В настоящей работе, в качестве основы 
для доработки модели пристенного тепло-
переноса, из представленных в литературе 
соотношений для расчета турбулентного 
числа Прандтля была выбрана формулиров-
ка (5) [5], которая отличается простотой и 
удовлетворяет указанным выше общим тре-
бованиям. Подчеркнем также, что в рамках 
данной формулировки турбулентное число 
Прандтля вдали от стенки (где mt >> m и, 
соответственно, Pet >> 1) стремится к «стан-
дартному» значению Prt = 0,85, благодаря 
чему модель турбулентного теплопереноса 
подвергается ревизии только в пристенной 
области, без изменения свойств стандарт-
ной модели в остальной части потока.

Настройка предлагаемой модели для 
турбулентного числа Прандтля проводилась 
на задаче об установившемся плоском тече-
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нии несжимаемой жидкости в зазоре между 
разнонагретыми стенками, одна из кото-
рых движется в продольном направлении 
(течение Куэтта). Число Рейнольдса Re, 
построенное по высоте канала и скорости 
движения стенки, полагалось равным 107; 
число Прандтля Pr варьировалось от 0,001 
до 95.

Хотя данная задача, по сути, является 
одномерной, расчеты проводились в пол-
ной трехмерной постановке, с наложением 
условий периодичности (фактически, одно-
родности) по продольному направлению. 
Поперек канала расчетная сетка бралась 
достаточно мелкой для получения сеточ-
но-независимого решения (значение нор-
мированной пристенной координаты в бли-
жайшей к стенке расчетной точке составля-
ло y+ < 0,03). Для каждого выбранного числа 
Прандтля (общее количество вариантов со-
ставило 15) проводилась серия расчетов с 
различными значениями коэффициента f 
в выражении (5). По результатам расчетов 
определялось то «оптимальное» значение 
коэффициента f, которое обеспечивало 
наиболее близкое соответствие между рас-
четным профилем температуры T+(y+) и 
следующей аппроксимацией:

 

(6)

где, как обычно,

 Эта аппроксимация базируется на ши-
роко известной полуэмпирической корре-
ляции Кадера [20], которая удачно аппрок-
симирует обширные опытные данные при 
числах Прандтля от 0,025 до 95 и, следо-
вательно, может рассматриваться как их 
достаточно надежный аналитический «эк-
вивалент». Ввиду использования довольно 
большого значения числа Рейнольдса, из 
оригинальной корреляции Кадера [20] были 
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убраны поправки, учитывающие влияние 
высоты канала. Также в аппроксимацию (6) 
введен ограничитель, устраняющий немо-
нотонность по числу Прандтля в области 
его сверхмалых значений (второе слагаемое 
в выражении для logT + ).

Помимо подбора коэффициента f, вво-
дились некоторые модификации в соотно-
шения (5) с целью получения наилучшего 
согласования расчетного профиля темпе-
ратуры с аппроксимацией (6). В частности, 
опробовались различные ограничители, 
предотвращающие неограниченный рост Prt 
при Pet → 0. Итоговая формулировка разра-
ботанной модели для турбулентного числа 
Прандтля описывается следующими соот-
ношениями:

(7)

 
Здесь функция f *(Pr) задается 

выражениями, полученными в результате 
аппроксимации дискретных «оптимальных» 
значений коэффициента f *. Качество данной 
аппроксимации иллюстрируется на рис. 1.
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Рис. 1. Вид функции f *(Pr) в соотношениях 
(7); представлены дискретные «оптимальные» 
значения f * (символы) и аппроксимирующая 
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На рис. 2 пристенные профили темпе-
ратуры для течения Куэтта, рассчитан-
ные при Pr = 0,7 и 0,025, сопоставляются 
с соответствующими опытными данными, 
приведенными в работе [20]. Видно, что 
использование разработанной модели (7) 
обеспечило значительно лучшее согласие 
расчетных и измеренных профилей темпе-
ратуры, по сравнению со случаем стандарт-
ного значения Prt = 0,85. Это позволяет рас-
считывать и на более точное предсказание 
коэффициента теплоотдачи.

Тестовые расчеты

Представленная выше настройка модели 
теплопереноса (7) проводилась на модель-
ной задаче Куэтта при довольно большом 
(нетипичном для практических приложе-
ний) числе Рейнольдса, что было продик-
товано стремлением свести к минимуму 
влияние высоты канала на пристенную об-
ласть течения и получить в профиле тем-
пературы хорошо различимый «логариф-
мический» участок. Для оценки предска-
зательных возможностей разработанной 
модели в условиях, более приближенных к 
реальным конфигурациям, были проведены 
RANS-расчеты течения жидкости в круглой 
трубе и в плоскопараллелном канале при 
умеренных числах Рейнольдса (порядка 104 
– 105). В обоих случаях рассматривалось 
установившееся течение (под действием 
заданного перепада давления) с объемным 
источником тепла. Как и для течения Куэт-
та, задача решалась в трехмерной постанов-
ке с наложением условий периодичности по 

Рис. 2. Расчетные (линии) и измеренные (символы) профили температуры в пристенной 
области квазиравновесного турбулентного течения для значений числа Прандтля Pr = 0,7 и 

0,025 (верхние и нижние профили соответственно);
приведены результаты расчетов по модели (7) (сплошные линии) и при Prt = 0,85 (пунктиры); символы 

– опытные данные разных авторов из работы [20]

продольному направлению; расчетная сетка 
была достаточно мелкой (y+ < 0,03) для по-
лучения сеточно-независимого решения. 

Рассмотрим более подробно задачу о те-
чении в круглой трубе. В рамках принятой 
постановки движение задается наложением 
продольного градиента давления dp/dx (эк-
вивалентная объемная сила), а среднерас-
ходная скорость U находится по результа-
там расчета. Градиент давления связан с на-
пряжением трения на стенке τw и диаметром 
трубы D балансовым соотношением

При переходе к безразмерным величинам 
из этого соотношения следует связь между 
числом Рейнольдса Re, «динамическим» 
числом Рейнольдса Reτ и коэффициентом 
гидравлического сопротивления x:

где упомянутые безразмерные параметры 
определены следующим образом:
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Таким образом, задаваемым параметром 
задачи фактически является «динамиче-
ское» число Рейнольдса Reτ, а значения Re 
и x определяются по результатам расчета 
профиля скорости.

Нагрев жидкости относительно фикси-
рованной температуры стенки Tw создается 
равномерным объемным источником тепла 
Q, который фактически задает плотность qw 
теплового потока на стенке: qw = QD/4. Та-
кая модельная постановка задачи с объем-
ным источником тепла примерно соответ-
ствует условиям физических экспериментов 
с постоянным тепловым потоком на стенке. 
По полученным в результате расчета полям 
скорости и температуры потока определя-
ется среднемассовая температура T  и от-
вечающий ей безразмерный коэффициент 
теплоотдачи – число Нуссельта:

(9)

Расчеты проводились по моде-
ли турбулентности k – w SST [13] для 
двух значений «динамического» числа 
Рейнольдса: Reτ = 103 и 5∙103; получен-
ные значения числа Рейнольдса Re и 
коэффициента сопротивления x (8) со-
ставили, соответственно, Re = 1,671∙104 
и 1,045∙105, x = 0,0286 и 0,0183. Отме-
тим, что отклонение расчетных значений 
коэффициента сопротивления от значений, 
даваемых известной формулой Блазиуса 
[21]

не превышает 4 %.
Расчеты проводились при значениях 

числа Прандтля от 0,004 до 95. Наряду с 
разработанной моделью (7) был использо-
ван и стандартный подход с заданием фик-
сированного значения турбулентного числа 
Прандтля Prt = 0,85.

На рис. 3 представлены сводные резуль-
таты тестовых расчетов, а именно – сравне-
ние расчетных данных по числу Нуссельта 
(точки) с известными эмпирическими кор-
реляциями для гладких труб (линии):

(10)

(11)

Корреляция (10) [22, 23] для умеренных 
чисел Прандтля (0,5 < Pr < 200) связывает 
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число Нуссельта с коэффициентом 
сопротивления x (см. формулу (8)); погреш-
ность этой корреляции в диапазоне чисел 
Рейнольдса 104 < Re < 5·106 не превышает 
6 %.

Корреляция (11) [24] считается одной из 
лучших для жидких металлов в диапазоне 
чисел Рейнольдса 104 < Re < 106.

Как можно видеть на рис. 3, для чисел 
Прандтля Pr ≥ 0,7 отклонение расчетных 
значений числа Нуссельта от эмпириче-
ской корреляции (10) не превышает 10 %, 
а положительный эффект от использова-
ния разработанной модели (7) оказывает-
ся сравнительно малым – менее 5 %. Для 
малых чисел Прандтля (Pr ≤ 0,1) расчет со 
«стандартным» значением Prt = 0,85 дает 
существенно завышенную интенсивность 
теплоотдачи (максимально – почти в пол-
тора раза); использование модели (7) зна-
чительно улучшает ситуацию – отклонение 
от корреляции (11) не превышает 20 %. В 
целом, если учесть большой разброс опыт-
ных данных по теплоотдаче для жидких ме-
таллов, то такую точность расчета с исполь-
зованием модели (7) можно считать вполне 
удовлетворительной.

Для второго теста по проверке работо-
способности предлагаемой модели (тече-
ние в плоскопараллельном канале) имеется 
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Рис. 3. Сравнение расчетных (символы) 
и экспериментальных (линии) данных по 
теплоотдаче в круглой трубе при значениях 
«динамического» числа Рейнольдса Reτ 
= 103 и 5∙103 (нижние и верхние кривые 

соответственно);
приведены результаты расчетов по модели (7) и 
при Prt = 0,85 (затушеванные и пустые символы 
соответственно), а также эмпирические корреляции 
по формулам (10) и (11) (сплошные линии и 

штрихпунктиры соответственно)
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открытая база данных DNS-расчетов [25], 
проведенных при числах Прандтля от 0,025 
до 10. Постановка задачи полностью ана-
логична рассмотренной выше для случая 
круглой трубы.

Сначала, следуя условиям численных 
экспериментов [25], были выполнены рас-
четы течения в канале при значениях «ди-
намического» числа Рейнольдса Reτ = 360 
и 790 (за масштаб длины принята высота 
канала D). Однако полученные значения 
числа Рейнольдса Re (8) оказались на 4 % 
ниже соответствующих значений, приве-
денных в работе [25]; это равносильно за-
вышению коэффициента гидравлического 
сопротивления примерно на 7 %. Посколь-
ку при теплогидравлическом анализе чис-
ло Нуссельта принято соотносить с числом 
Рейнольдса Re (а не Reτ), дальнейшие рас-
четы проводились при скорректированных 
значениях Reτ = 373 и 814. В таком случае 
отклонение полученных значений числа 
Рейнольдса Re = 5,70∙103 и 1,41∙104 от «эта-
лонных» значений, представленных в рабо-
те [25], не превышало 0,5 %.

Главным источником погрешности 
определения коэффициента гидравличе-
ского сопротивления в настоящих расче-
тах выступает, очевидно, сама SST-модель 
турбулентности, одной из особенностей ко-
торой является не вполне адекватное пред-
сказание значений турбулентной вязкости в 
пристенной области течения. В частности, 
как видно на рис. 4, в расчете по указан-

ной модели, при Re = 1,41∙104 полученное 
значение турбулентной вязкости на грани-
це вязкого подслоя (y+ ≈ 10) оказывается 
завышенным в полтора раза, что приводит 
к заметному искажению профиля скорости 
потока u+ = u/uτ . Естественно, это сказыва-
ется и на величине напряжения трения на 
стенке.

На рис. 4, b также приведено известное 
аналитическое решение

(12)

для распределения скорости в равновесной 
«логарифмической» области пристенно-
го течения (см., например, [21]). По опы-
ту расчетов с использованием SST-модели 
турбулентности, данной модели свойствен-
но затягивание начала «логарифмического» 
участка в пристенном профиле скорости. 
На рис. 4, b можно видеть, что DNS-расчет 
показывает наличие в пристенном профи-
ле скорости довольно протяженного «лога-
рифмического» участка, тогда как в расчете 
по модели SST соответствующий участок 
практически выродился.

На рис. 5 представлены нормирован-
ные профили температуры T+(y+), полу-
ченные в настоящей работе и в эталонных 
DNS-расчетах [25] при значениях числа 
Прандтля Pr = 0,71 и 0,025. Видно, что, как 
и на рис. 2, использование модели (7) обе-
спечивает значительно лучшую согласован-
ность расчетных профилей температуры с 
эталонными данными.

( )log 2 5ln 5 5u , y ,+ += +

1 10 100 1000
0.001

0.01

0.1

1
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100 mt /m

     y+   1 10 100 1000
0
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Рис. 4. Нормированные профили турбулентной вязкости (a) и скорости (b) в плоскопараллельном 
канале при Re = 1,41∙104;

представлены результаты расчета по модели SST (сплошные линии), DNS-расчета [25] (штрихпунктиры), 
а также аналитическое решение (12) (двойной штрихпунктир)

а) b)
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Рис. 5. Профили температуры T+(y+) в плоском 
канале при Re = 1,41∙104 для значений Pr 
= 0,71 и 0,025 (верхнее и нижнее семейства 

кривых соответственно);

представлены результаты расчета по модели 
(7) (сплошные линии), расчета при Prt = 0,85 
(пунктиры), DNS-расчета [25] (штрихпунктиры), 
а также «логарифмические» профили 

+
logT  (6) 

(двойные штрихпунктиры)
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Рис. 6. Расчетные результаты по теплоот-
даче в плоскопараллельном канале при значе-
ниях числа Рейнольдса Re = 5,7∙103 и 1,41∙104 
(нижнее и верхнее семейства кривых соответ-

ственно); 

приведены результаты расчетов по модели (7) 
(сплошные линии), расчетов при значении Prt = 

0,85 (пунктиры), DNS-расчетов [25] (символы)

На рис. 6 представлены сводные ре-
зультаты тепловых расчетов, а именно 
– сравнение данных по числу Нуссель-
та (9), полученных в настоящей работе 
(линии) и в DNS-расчетах [25] (точки). 
Можно видеть, что, аналогично преды-
дущему тесту (см. рис. 3), использова-
ние разработанной модели (7) заметно 
улучшает точность расчета теплоотдачи 
при всех значениях числа Прандтля. В 
области Pr ≥ 0,2 максимальное отклоне-
ние числа Нуссельта от эталонных значе-
ний [25] уменьшилось с 15 до 8 %, а при 
Pr ≤ 0,1 - с 24 до 6 %

Отметим также, что итоговая погреш-
ность расчета теплоотдачи – величина то-
го же уровня, что и погрешность расчета 
трения (около 7 %). Это подталкивает нас 
к заключению о том, что обе погрешно-
сти обусловлены не вполне правильным 
поведением турбулентной вязкости, пред-
сказываемым моделью турбулентности k 
– w SST.

Заключение

В проведенном исследовании получены 
следующие основные результаты.

Разработана новая модель для расчета 
локального турбулентного числа Прандт-
ля, обеспечивающая улучшенное качество 
предсказания характеристик теплопереноса 
в потоках жидкости с малыми и умеренны-
ми числами Прандтля в случае применения 
популярной модели турбулентности k – w 
SST.

Проведено начальное тестирование раз-
работанной модели на задачах установив-
шегося течения и теплообмена в круглой 
трубе и плоскопараллельном канале при ва-
рьировании числа Прандтля от 0,004 до 95. 
Показано, что применение предлагаемой 
модели приводит к значительному умень-
шению погрешности расчета теплоотдачи 
(до двух и более раз). Наибольший поло-
жительный эффект достигается при числах 
Прандтля, меньших одной десятой.

Исследование выполнено при финансовой 
поддержке гранта РНФ № 18-19-00082.
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КОЛЕБАНИЯ ПОЛУОГРАНИЧЕННОЙ СТРУНЫ, 
ИНИЦИИРОВАННЫЕ ГРАНИЧНЫМ РЕЖИМОМ

Д.С. Аниконов, Д.С. Коновалова
 Институт математики им. С.Л. Соболева СО РАН,

г. Новосибирск, Российская Федерация

Рассматриваются поперечные колебания полуограниченной струны, состоящей 
из различных материалов. Математической моделью служит однородное волновое 
уравнение с кусочно-постоянными коэффициентами. В качестве первого этапа 
исследуется решение этого уравнения с нулевыми данными Коши. Доказывается 
существование и единственность обобщенного решения поставленной задачи, и 
анализируются его свойства. Отмечается специфичность полученных выводов, 
в частности, указываются зоны распространения колебаний и их отсутствия. 
Полученные результаты имеют конструктивный характер и могут служить основой 
создания численного алгоритма. Актуальность подобных задач вызвана их 
использованием в теории зондирования неоднородных сред физическими сигналами.
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Transverse vibrations of a semi-bounded string consisting of different materials are con-
sidered. The homogeneous wave equation with piecewise constant coefficients stand duty 
as a mathematical model. As a first step, we have investigated the solution of this equation 
with zero Cauchy data. The existence and uniqueness of the generalized solution of the 
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Введение
В настоящей работе исследуются реше-

ния дифференциальных уравнений с раз-
рывными коэффициентами при старших 
производных. Это научное направление 
пока еще находится в стадии становления, 
и по нему имеются лишь разрозненные 
результаты. Вместе с тем мы можем ука-
зать на ряд работ подобного типа [1–13], из 
которых наиболее близкими к настоящей 
статье являются [8–10].

Суть данной проблемы состоит в следу-
ющем. На плоскости переменных (x, t) в 
первом квадранте

 
рассматривается уравнение
                                                        
                                                        
                                                         (1)

и дополнительные условия

u(0,t)=μ(t), u(x,0)=0, ut(x,0)=0.     (2)

Предполагается, что функция μ(t) имеет 
непрерывные производные до второго по-
рядка включительно и выполняются усло-
вия согласования

                                            
          (3)

Эти условия совпадают с традиционны-
ми требованиями, которые сформулирова-
ны в монографии [11].

Для удобства считаем функцию µ(t) про-
долженной нулем при t ˂ 0. Задача (1), (2) 
состоит в нахождении функции u(x,t) при 
заданных функциях α(x), β(x), µ(t). Форму-
лы для ее решения при постоянных α, β хо-
рошо известны и приводятся, например, в 
монографии [11].

Мы рассматриваем случай, который ра-
нее не изучался; это когда функции α(x), 
β(x) кусочно-постоянны:

α(x) = α1, 0 ≤ x ≤ x0, α(x) = α2, x > x0;

β(x) = β1, 0 ≤ x ≤ x0, β(x) = β2, x > x0,

где x0, α1, α2, β1, β2 − положительные посто-
янные числа.

Равенства (1), (2), в частности, пред-
ставляют собой математическую модель 
процесса поперечных колебаний полуогра-
ниченной струны. При этом колебания вы-
званы в данном случае только поведением 

( )( )2 , , 0, 0++ = > >x t x t �

(0) '(0) ''(0) 0, m =m =m =

граничной точки (х = 0). Как показал пред-
варительный анализ, более общая задача с 
ненулевой правой частью уравнения (1) и 
ненулевыми данными Коши (u(x,0), ut(x,0)) 
потребует весьма громоздкого исследова-
ния, которое, вероятно, будет выполнено 
авторами в дальнейшем поэтапно.

Также отметим, что рассмотренная за-
дача (1), (2) довольно специфична как по 
возможности использования сравнительно 
простого метода, так и по выводам. В част-
ности, будет указана зона распространения 
колебаний и зона их отсутствия. Структура 
этих зон определяется значениями разрыв-
ных коэффициентов уравнения (1) и отли-
чается от классического случая. 

Принятые обозначения и определения
Для первых производных произволь-

ной функции χ(x,t), дифференцируемой 
по х и по t, кроме традиционных обозна-
чений, будем использовать также запись 
∂1 χ(x,t), ∂2χ(x,t)

Введем в рассмотрение следующие 
единичные векторы, имеющие характери-
стические направления:

 

Обозначим

В квадранте 2
++ � выделяются следую-

щие множества:

G1 = {(x, t) : 0 < x <x0, t > 0},

G2 = {(x, t) : x > x0, t > 0},

G0 = G1 ⋃G2.

Далее в нашей работе широко исполь-
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зуются криволинейные интегралы второ-
го рода. Для кривой с началом в точке 
P = (p1, p2) и концом в точке Q = (q1,q2) 
используется обозначение (PQ). Если 
кривая является границей односвязной 
ограниченной области, то принята ориен-
тация, когда при перемещении точки по 
кривой область располагается слева. Счи-
таем, что точки P и

 
Q принадлежат кривой 

(PQ).
Обобщенное решение ищется в классе 

функций u(x,t), удовлетворяющих условиям 
(2) и уравнению (1) в областях G1 и G2. В це-
лом u(x,t) считается непрерывной при х ≥ 0, 
t ≥ 0 и имеющей частные производные в об-
ластях G1  и G2, равномерно непрерывные 
в любой ограниченной подобласти в G1 и 
G2. Кроме того, предполагается, что на луче 
(x0,t), t > 0 выполнены условия сопряжения:

                                                            
(4)

 
(5)

которые являются следствиями закона Гука 
и закона сохранения импульса.

В книге [11] рассматривается задача, со-
впадающая по смыслу с задачей (1), (2), сфор-
мулированной нами, но там введены другие 
ограничения. А именно – вместо уравнения 
(1) исследуется интегро-дифференциальное 
уравнение относительно функции u(x,t), за-
писанное через криволинейный интеграл 
второго рода:

(6)

В равенстве (6) аргумент G – это произ-
вольная односвязная область в 2 ,

++
  а ее 

граница ∂G – кусочно-гладкая линия клас-
са C1. Функция u(x,t) непрерывна в 2 ,

++
  

а ее частные производные ∂1u(x,t), ∂2u(x,t) 
– кусочно-непрерывны с возможными раз-
рывами первого рода на некоторых линиях. 
При этом допускается наличие разрывов 
∂1u(x,t), ∂2u(x,t) внутри G, а также возможен 
случай, когда линия разрывов совпадает с 
частью ∂G. Тогда в качестве производных 
∂1u(x,t), ∂2u(x,t) берутся их предельные зна-
чения изнутри области G. Подчеркнем, что 
уравнение (6) есть следствие закона Гука и 
закона сохранения импульса. Соответствен-
но и выводы, полученные из равенства (6), 

0 0
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также следуют из этих законов.
Уравнение (6) с условием (2) будем 

называть задачей (6), (2). Отметим, что в 
монографии [11] авторы при постановке 
задачи допускают наличие переменных 
α(x), β(x) в уравнении (6), однако все вы-
воды они делают только для постоянных 
коэффициентов.

Построение составных характеристик, 
исходящих из точки области G1 

Далее в работе будет неоднократно ис-
пользоваться следующее простое утвержде-
ние для функций u(x,t), описанных в задаче 
(6), (2).

Лемма. Верны следующие равенства:

 
(7)

 

(8)

Дока з а т ельс тво . Используем в левой 
части формулы (7) представление

и таким путем перейдем к обычному опре-
деленному интегралу:
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В итоге полученные равенства доказывают 
формулу (7); формула же (8) доказывается 
совершенно аналогично.

Лемма доказана.
Далее сделаем следующие построения.
Из начала координат проведем отре-

зок прямой x = a1t до его пересечения с 
линией x = x0 в точке P = (x0, p). Затем из 
точки P проведем луч, лежащий на линии 
x – x0= a2(t–p) и находящийся в области G2. 
Обозначим через G3 область, ограниченную 
указанными отрезком и лучом сверху, а 
также полуосью Ox, x > 0 снизу.

Покажем, что из равенства (6) следует 
другое равенство: 

u(x,t)=0, (x,t) ∈ G3.

Возьмем произвольную точку H = (x0, h) 
в области G3.

Прямые 

x – x0=a1(t – h),  x – x0= − a2(t – h)

пересекают полуось Ox, x > 0 в точках C и 
B соответственно.

В качестве области G возьмем треуголь-
ник G(H) с вершинами в точках H, B, C; на 
основании леммы и формулы (6) имеем:

Отсюда, с учетом равенств 
u(C) = u(B) = 0 
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имеем равенство u(H) = 0.
Теперь возьмем точку 

M = (x,t) ∈ G1⋂G3.

Прямая ξ – x = a1(τ – t), проходящая че-
рез точку M, пересекает полуось Ox, x > 0  в 
точке C´. Рассмотрим прямую 

ξ – x = –a1(τ – t),
также проходящую через точку M. Из двух 
возможных вариантов рассмотрим более 
сложный, когда указанная прямая пересе-
кает луч (x0,t), t > 0, в точке H = (x0,h) в 
области G3. Далее через точку H проведем 
прямую ξ – x0 = − a2(τ – h),
пересекающую полуось Ox, x > 0 в точке B´.

Рассмотрим четырехугольник G(M) с 
вершинами M, C´, B´, H. Применяем фор-
мулу (6) к области G = G(M) и вычисляем 
интегралы вдоль прямолинейных участков 
ее границы; с учетом равенств 

u(C´) = u(B´) = u(H) = 0,
получаем равенство u(M)= 0.

Для точки M = (x,t) ∈ G2⋂G3 рассуждения 
полностью аналогичны.

Из теории дифференциальных уравне-
ний известно, что характеристики для урав-
нения (1) представляют собой отрезки пря-
мых 

x = ±a1t + const
в области G1, а в области G2 – отрезки пря-
мых 

x = ± a2t + const.

Возьмем точку 1 1 3\ ,∈M G G  т. е. 

М1 = (х, t), 0 < х < х0, t > a1x

(рис. 1). Из точки M1  проведены две не-
прерывные составные характеристики, ле-
жащие в области 1,G  участки которых, про-
ходящие через точку P = (p1,p2), являются 
частями прямых 

ξ – p1 = ± a1(τ – p2).

Эти участки имеют концевые точки на 
лучах 

R1 = (0,t), t > 0,
R2 = (x0,t), t > 0.

Точки, лежащие на луче R1, обозначают-
ся  как

, ,(0, ), 1, 2, 0,1,...,= = =i k i kE e i k

1 2( ( ) ( )) ( ( ) ( )) 0.u C u H u H u B= γ - - γ - =
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а точки на луче R2 – как Hi,k= (x0,hi,k).
При этом индекс i указывает номер со-

ставной характеристики, а индекс k есть 
нумерация концевых точек.

Первая составная характеристика полу-
чается по следующему правилу. Из точки 
M1 проводится прямая 

ξ – x = a1(τ – t)

вплоть до ее пересечения с лучом R1 в точке 
E1,0 = (0, e1,0). Далее через полученную точку 
E1,0 проводится прямая

 ξ = − a1(τ – e1,0)

до пересечения с лучом R2 в точке 
H1,0  =  (x0,h1,0). Дальнейшее построение со-
стоит в том, что через получаемые точки 
E1,k = (0, e1,k) на луче R1  проводятся прямые

ξ = − a1(τ – e1,k),
пересекающие луч R2  в точках H1,k = (x0, h1,k). 
Через точки H1,k проводятся прямые 

ξ – x0 = a1(τ – h1,k).
Формулы для этих точек имеют следую-

щий вид: 

(9)

0
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Рис. 1. Иллюстрация к построению на графике x(t) двух составных 
характеристик, исходящих из точки M1 = (x,t), 0 < x < x0, t > a1x

Построение продолжается до тех пор, 
пока получаемые отрезки характеристик 
имеют непустое пересечение с областью 
G1. Таким образом, мы получили множе-
ство точек E1,k, H1,k на лучах R1, R2 соот-
ветственно, 0 ≤ k ≤ n. Для окончательного 
построения используем прямую 

ξ = − a1(τ – e1,n),
пересекающую полуось Ox, x > 0, в точке 
C1,n.

Вторая составная характеристика, исхо-
дящая из точки M1, строится аналогично. 
А именно: из точки M1 проводится прямая

ξ – x0 = − a1(τ – t)
вплоть до ее пересечения с лучом R2 в точке 
H2,0. Далее, действуя последовательно и по-
переменно используя характеристики

ξ =± a1τ +const,
исходящие из уже полученных точек, по-
лучаем множество концевых точек E2,k, 
0 ≤ k ≤ n на луче R1 и H2,k, 0 ≤ k ≤ n на луче 
R2 а также точку C2,n на отрезке горизон-
тальной оси (0, x0).

Формулы для этих точек имеют следу-
ющий вид:
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В множестве 2G построение используе-
мых характеристик имеет более простой ха-
рактер: через точки Hi,k, i = 1, 2, k = 0,…,n, 
проводятся прямые

ξ – x0 = − a2(τ – hi,k)

вплоть до их пересечения с полуосью Ox, 
x > 0 в точках Bi,k.

Следствия для функции u(x,t) 
из равенства (6) в областях G1, G2

Рассмотрим многоугольник G(M1) с вер-
шинами в точках M1, E1,0, H1,0, B1,0, B2,0, H2,0 
и применим к нему формулу (6) для случая 
G = G(M1) (см. рис. 1).

Ввиду того, что

вычисляем интеграл J(G(M1)), пользуясь 
леммой:

Отсюда, с учетом равенств u(B1,0) = 
= u (B2,0) = 0 следует, что

(11)

Чтобы найти выражение для u(H2,0), рас-
смотрим многоугольник G (H2,0) с верши-
нами в точках H2,0 , E2,0, H2,1, B2,1, B2,0. Ана-
логично только что выполненным вычисле-
ниям, с использованием леммы для случая 
G = G(H2,0) получаем следующее:

Чтобы найти выражение для u(H2,1), рас-
смотрим многоугольник G = G(H2,1) с вер-
шинами H2,1, E2,1, H2,2, B2,2, B2,1. Снова при-
меняя лемму и повторяя вычисления, при-
ходим к формуле
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2
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γ
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γ
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u H u H
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2( ) ( ) ( ).γ γ - γ
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u H u E u H

1 2 1
2,1 2,1 2,2

2 1 2 1

2( ) ( ) ( ).γ γ - γ
= +

γ + γ γ + γ
u H u E u H

Таким же образом мы можем получить 
следующую общую формулу:

(12)

Используя полученную рекуррентную 
формулу (12), имеем: 

(13)

Чтобы найти формулы для u(H1,0) анало-
гичными действиями, но при этом исполь-
зовать элементы второй составной харак-
теристики, которая исходит из точки M1, 
получаем следующее равенство: 

(14)

Следует отметить, что в правых частях 
равенств (13) и (14), вследствие условия (3), 
μ(t) = 0, t ≤ 0, отличным от нуля является 
лишь конечное число первых слагаемых. 
Используя равенства (13), (14) для форму-
лы (11), в итоге получаем:

(15)

Теперь рассмотрим более простой слу-
чай, когда произвольная точка M2 = (x,t) 
принадлежит области 

2 3\ .G G  Построим со-
ставную непрерывную характеристику, ко-
торая исходит из этой точки и заканчивает-
ся на горизонтальной оси. Для этого снова 
будем использовать отрезки характеристик, 
лежащих на прямых 

ξ = ± a2 τ +const.
Концы отдельных характеристик, кото-

рые получаются на луче x = x0, t > 0, мы 
обозначили через Hk, k = 0, 1, …, m, а на 
луче x = 0, t > 0 – через Ek, k = 0, 1…, m. Концы же отдельных характеристик на 
горизонтальной оси, в порядке их воз-
растания, мы обозначили через Cm, Bm, 
Bm-1,…, B0, D  (рис. 2).

Рассуждая аналогично предыдущемус-
лучаю, выводим следующие формулы:

1
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(16)

 
(17)

Заметим, что ситуация, представленная 
при построении составных характеристик 
(см. рис. 1 и 2), не охватывает все вариан-
ты. Возможен, например, случай, когда по-
следний участок составной характеристики 
исходит из точки H2,n или Hm и заканчива-
ется на горизонтальной оси. Этот вариант 
нами также проанализирован. Установле-
но, что он не приводит к изменению полу-
ченных формул.

Основной результат
В этом разделе будет показано, что полу-

ченные выше формулы дают возможность 
решить задачу (1), (2).

Теорема. Существует единственное ре-
шение u(x,t) задачи (1), (2), представленное 
двумя равенствами: (15) при всех M1∈ G1  и 
(16) для любой точки M2 ∈ G2.

Доказ а т ельс тво .  Проведем доказа-
тельство в два этапа.

1. Существование решения. Тот факт, что 

1 2 1
2

02 1 2 1

2( ) ( ),
∞

=

 γ γ - γ
=  γ + γ γ + γ 

∑
k

k
k

u M u E

0
0

2 2 1 1

1 10, 2 .
   

= - + - -   
   

k
xxE t x k

a a a a

функция 0 3( , ), ( , ) \ ,∈u x t x t G G представлен-
ная формулами (15), (16), удовлетворяет 
уравнению (1), прямо следует из того, что 
каждое слагаемое в соответствующих рядах 
является решением этого уравнения. Что 
касается множества     то, как было по-
казано, 3( , ) 0, ( , ) .= ∈u x t x t G  Таким образом, 
остается проверить выполнение остальных 
свойств, указанных нами при постановке 
задачи.

Во-первых, необходимо отметить, что 
если точка M1 стремится к линии ξ = a1τ, то, 
как следует из формул (9), (10),

что и означает непрерывность  u(x,t),(x,t)∈G1.
Из таких же соображений следует непре-

рывность частных производных первого и 
второго порядков функции u(x,t),(x,t)∈G1.  
Рассуждая аналогично, нетрудно показать 
выполнение требуемых свойств гладкости 
функции u(x,t),(x,t)∈G2. Из вышеизложен-
ного следует, что формулы (15), (16) дают 
функции, удовлетворяющие уравнению (1) 
везде в области G0.

Далее отметим, что если точка M1 = (x,t) 
стремится к точке (0,t), то

3,G

1, 2,( ) 0, ( ) 0,k ke em → m →

Рис. 2. Иллюстрация к построению на графике x(t) двух составных 
характеристик, исходящих из точки 

2 2 3\M G G∈
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Отсюда следует, что |E2,k–E1,k+1| → 0. 
Поэтому правая часть равенства (15) стре-
мится к μ(t), что и означает выполнение 
граничного условия u(0,t) = μ(t). Таким об-
разом доказано выполнение условий (2) для 
функции u(x,t).

Осталось проверить выполнение свойств 
u(x,t) при x → x0. Нетрудно видеть, что при 
этом выполняется соотношение 

Следовательно, формула (15) при x → x0 
принимает вид

 

(18)

Правая часть полученного равенства (18) 
совпадает с правой частью равенства (16), 
что и доказывает непрерывность функции 
u(x,t) при x → x0.

Теперь докажем выполнение условий 
(4), (5). Из равенства (15) следует, что

Отсюда получаем:
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 γ γ - γ
=  γ + γ γ + γ 

∑

∑

∑

(19) 

Далее, из равенства (16) следует, что 

(20)

Выполняя в равенстве (19) действия, 
аналогичные тем, которые выполнялись 
при получении равенства (18), получим:

 

полученное равенство означает выполнение 
условия (4).

Почти такими же действиями проверяет-
ся выполнение условия (5):

Из последних двух равенств следует, что

а это означает выполнение условия (5).
Итак, существование решения доказано.
2. Единственность решения. Для доказа-

тельства возьмем два решения задачи (1), 
(2) и обозначим их разность как V(x,t).
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Рассмотрим функции 

ν1(x,t) = ∂2V(x,t) + a(x)∂1V(x,t),

ν2(x,t) = ∂2V(x,t) – a(x)∂1V(x,t).

Нетрудно проверить, что выполняются 
следующие равенства:

∂2ν1(х,t) – a(x) ∂1ν1(x,t) = 0,

∂2ν2(х,t) + a(x) ∂1ν2(х,t) = 0,      (21)

νi(0,t) = 0, νi (x,0) = 0, 
(22)

i = 1, 2, (x,t)  G0.

Условимся обозначать для 0 < x <x0 

ν1 (x,t), ν2 (x,t), V(x,t)
через 

а для x ≥ x0 – через

Следовательно, из равенств (21) и (22) 
имеем уравнение

Отсюда и из условий (4), (5) следуют ра-
венства

для произвольной точки H на луче (x0,t), 
t > 0.

Из этих равенств и равенств (21), с уче-
том условий

следует, что

Таким образом, мы приходим к равен-
ствам

V(x,t) = const.

( ) ( ) ( )1 2, , , , , .+ + +v x t v x t V x t

( ) ( )1 2 0+ += =v H v H

( ) ( )1 2 , ,,0 0 0+ += =v v xx

( ) ( )1 2, , 0.+ += =v x t v x t

( ) ( )1 2, , 0,= =v x t v x t

Поэтому, в силу условия V(x,t) = 0 име-
ем:

V(x,t) = 0, ( ) 2, ,   ++∈x t 

что и означает единственность решения за-
дачи.

Теорема доказана.

Заключение
В работе рассмотрено одномерное вол-

новое уравнение, описывающее не только 
поперечные колебания неоднородной полу-
ограниченной струны, но и продольные ко-
лебания неоднородного стрежня. При этом 
поставлена задача о нахождении функции 
колебаний для частного случая, когда про-
цесс вызван исключительно поведением 
граничной точки.

 Доказана теорема существования и 
единственности решения поставленной за-
дачи, и для него приведены простые и яв-
ные формулы. В теореме представлена ком-
пактная форма записи решения, в которой 
использованы удобные вспомогательные 
обозначения. 

Более полные формулы, содержащие 
только исходные данные задачи, имеют 
следующий вид:

Важно отметить, что последние из пред-
ставленных формул позволяют создать без 
затруднений соответствующий численный 
алгоритм.
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В работе выполнены проектирование и расчет биологической защиты на выходе 
суперисточника ультрахолодных нейтронов (УХН) на сверхтекучем гелии, предназначенной 
для исследовательского водо-водяного ядерного реактора (ВВР-М). Рассчитана 
конфигурация каземата – биологической защиты вокруг расщепителя тепловой колонны. 
В расчете учитывались плотность потока, спектр и угловая расходимость пучка нейтронов 
на выходе внутриканальной части источника УХН, а также геометрия, химический 
состав и свойства материалов, находящихся внутри каземата. Для слоистой конструкции, 
выполненной из стали, полиэтилена и свинца, толщина защиты варьируется от 85 до 
92 см. Максимальная расчетная мощность дозы для нейтронов и гамма-квантов на 
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Введение
В настоящее время, на базе реактора 

ВВР-М (исследовательский водо-водяной 
ядерный реактор бассейнового типа), на-
ходящегося в Национальном исследова-
тельском центре (НИЦ) «Курчатовский 
институт» – ПИЯФ (Петербургский инсти-
тут ядерной физики), разработан источник 
ультрахолодных нейтронов (УХН), который 
предусматривает вывод не только УХН, но 
и холодных (ХН) и очень холодных (ОХН) 
нейтронов. Созданный комплекс предна-
значен для проведения исследований по 
физике фундаментальных взаимодействий 
и физике конденсированного состояния 
[1]. На ВВР-М имеется уникальная возмож-
ность создания условий низкого тепловы-
деления при достаточно высоком нейтрон-
ном потоке (1012 см–2∙с–1). Эта задача может 
быть реализована в нише так называемой 
тепловой колонны (ТК), которая представ-
ляет собой канал большого диаметра (1 м), 
примыкающий к активной зоне реактора. 
Подробное описание проекта источника 
УХН приведено в публикациях [2, 3].

С помощью нового источника УХН 
предполагается повысить точность изме-
рений электрического дипольного момента 
(ЭДМ) нейтрона [4] на два порядка и про-
верить предсказания суперсимметричных 
теорий, которые относятся к одному из 
вариантов расширения Стандартной моде-
ли. В рамках этих теорий, величина ЭДМ 
нейтрона должна иметь уровень, доступ-
ный для планируемых экспериментов. В 
то же время, суперсимметричные теории 
предсказывают барионную асимметрию 
Вселенной на наблюдаемом уровне, что 
указывает на возможную справедливость 
предложенных вариантов теории.

Помимо установки для измерения ЭДМ 
нейтрона, в комплексе исследовательских 
станций реактора ВВР-М имеются две 
установки для измерения времени жиз-
ни нейтрона: с магнитной ловушкой [5] и 
с большой гравитационной ловушкой [6]. 
Прецизионные измерения времени жиз-
ни нейтрона важны для проверки модели 
формирования Вселенной на ее ранней 
стадии, а также для поиска отклонений от 
Стандартной модели. Кроме того, созда-
на установка для поиска зеркальной тем-
ной материи (n – n′) [7]. Все эти установки 
разработаны и изготовлены в ПИЯФ и в 
настоящее время проходят испытания на 
пучках УХН в Институте Лауэ – Ланжеве-

на (г. Гренобль, Франция). Предполагает-
ся, что они будут перенесены в ПИЯФ на 
новый источник УХН. Повышение интен-
сивности УХН более чем на два порядка 
позволит проводить принципиально но-
вые исследования. Наконец, для высоко-
интенсивного источника УХН можно об-
суждать постановку эксперимента по пои-
ску нейтрон-антинейтронных осцилляций 
(n – ñ) [8] с целью проверки нарушения 
барионного числа – второго условия воз-
никновения Вселенной, согласно теореме 
А.Д. Сахарова.

Таким образом, кроме важнейшего экс-
перимента по поиску значения ЭДМ ней-
трона, открываются возможности для про-
ведения целой серии экспериментов по 
физике фундаментальных взаимодействий.

Программа исследований конденсиро-
ванного состояния на пучках ХН рассчи-
тана на пять экспериментальных станций. 
Среди них есть уже четыре готовые уста-
новки: рефлектометр [9], поляриметр [10], 
порошковый дифрактометр [11] и спек-
трометр спинового эха [12]. Также преду-
смотрен вывод резервного пучка ОХН 
(CN3) для будущих экспериментов.

Общий вид нейтроноводов для вывода 
пучков УХН, ХН и ОХН представлен на 
рис. 1. Непосредственно к вакуумной ка-
тушке с системой вакуумных труб примы-
кает расщепитель 4, в котором нейтроны, 
транспортируемые по внутриканальной ча-
сти источника УХН (1), расщепляются на 
три пучка (CN1, CN2 и CN3), которые на-
правляют пучки ХН и ОХН на эксперимен-
тальные установки. Над расщепителем рас-
положены два нейтроновода УХН (UCN1 и 
UCN2). Для защиты персонала и окружа-
ющей среды от прямого пучка нейтронов, 
исходящих из реактора, вокруг расщепи-
теля и нейтроноводов УХН предусмотрен 
чугунный коллиматор 3. Центральный 
нейтронный пучок транспортируется по 
прямому нейтроноводу; в его конструкции 
должна быть предусмотрена дополнитель-
ная биологическая защита. Расщепитель 
с коллиматором также должен быть окру-
жен биологической защитой. Общий вид 
реактора с примыкающей к нему системой 
нейтроноводов, а также предполагаемая 
биологическая защита для этой системы 
представлена на рис. 2.

В настоящей статье выполнен расчет 
так называемого каземата – биологической 
защиты расщепителя и колиматора.
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Рис. 1. Модель системы разводки пучков на выходе внутриреакторного 
устройства тепловой колонны (ТК):

1 – внутриканальная часть источника ультрахолодных нейтронов (УХН), 
2 – стыковочная катушка, 3 – чугунный коллиматор, 4 – расщепитель; UCN1, 
UCN2 – нейтроноводы УХН; CN1, CN3 – нейтроноводы холодных нейтронов 

(ХН); CN2 – нейтроновод очень холодных нейтронов (ОХН)

Рис. 2. Общий вид нейтроноводной системы с защитой:
1 – реактор ВВР-М, 2 – каземат, 3 – криогенное оборудование,

4 – ЭДМ-спектрометр, 
5 – магнитная ловушка УХН, 6 – установка по поиску зеркальной темной материи, 

7 – гравитационная ловушка УХН, 8 – рефлектометр, 9 – поляриметр,
10 – порошковый дифрактометр, 11 – спектрометр спинового эха
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Расчет параметров нейтронного пучка ТК 
на границе биологической защиты реактора

Для расчета биологической защиты ка-
земата требуется рассчитать плотность по-
тока, спектр и угловую расходимость пучка 
нейтронов на выходе вакуумного канала 
внутри ТК.

Спектр нейтронов на выходе ТК суще-
ственно зависит от режима работы источ-
ника УХН. На рис. 3 приведены спектры 
яркости нейтронного излучения источника 
(зависимости яркости от длины волны ней-
тронного излучения) для различных режи-
мов. В теплом режиме, когда в камерах от-
сутствует жидкий дейтерий и сверхтекучий 
гелий, спектр нейтронного излучения ста-
новится жестче, так что плотность потока 
тепловых нейтронов на порядок больше, 
чем в холодном режиме работы источника. 
Также в отсутствие наполнения камер дей-
терием и гелием существенно вырастают 
плотности потока быстрых и резонансных 
нейтронов на выходе ТК. В связи с этими 
эффектами расчет биологической защиты 

выполнялся для теплого режима работы 
источника, когда радиационные условия 
на выходе наиболее опасны.

Средняя плотность потока ней-
тронов в полости на границе 
биологической защиты реактора со-
ставляет 2,15∙1010 см–2∙с–1. Плотность по-
тока быстрых нейтронов (с энергией более 
0,5 МэВ) составляет 1,3∙109 см–2∙с–1. Полная 
интенсивность нейтронного источника рав-
на 5,1∙1013 с–1. На рис. 4 представлено рас-
четное угловое распределение нейтронов (в 
диапазоне 0° < θ < 90°) для разных энергети-
ческих групп.

Как следует из расчета, угловые распре-
деления для тепловых и быстрых нейтро-
нов практически совпадают с таковыми для 
нейтронов всех энергий, вплоть до значе-
ний в 10°. В этом диапазоне углов лежит ос-
новная интенсивность излучения, поэтому 
в дальнейших расчетах биологической 
защиты использовалось угловое распреде-
ление, полученное для всех энергий, неза-
висимо от энергии нейтрона.

Рис. 3. Спектральная яркость источника УХН в различных режимах его работы:
1 – теплый (в отсутствие жидких гелия и дейтерия), 2 – холодный (в присутствии жидких гелия 

и дейтерия), 3 – в отсутствие жидкого гелия в камере
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Моделирование геометрии 
нейтронного расщепителя

Компьютерная модель нейтронно-
го расщепителя в горизонтальном разре-
зе (по центральной оси реактора ВВР-М) 
представлена на рис. 5. Вакуумный ка-
нал внутри ТК заканчивается стыко-
вочной катушкой 1, на конце которой 
предусмотрен алюминиевый фланец 2. В 
нейтронно-физической модели, разрабо-
танной для расчета биологической защиты, 
учитывались такие элементы внутриреак-
торного устройства, как конечная часть ТК 
вместе с алюминиевым коллиматором (на 
рис. 5 не показана), стыковочная катушка 
с фланцем, а также расщепитель пучка ХН 
(3) с системой нейтроноводов 4 внутри. На 
первом этапе расчета интенсивность излу-
чения от нейтроноводов, примыкающих к 
нейтронному расщепителю, не рассматри-
валась.

Горизонтальное сечение нейтронного 
расщепителя имеет форму равнобедренной 
трапеции. Его высота принималась равной 
40 см, длина – 167 см. Стенки короба рас-
щепителя изготовлены из алюминия тол-
щиной 20 мм. Передняя грань расщепителя 

имеет ширину 35 см, задняя – 95 см. Внутри 
расщепителя расположены три нейтроно-
вода. Центральный является прямым, два 
других загибаются соответственно вправо 
и влево. Нейтроноводы состоят из четы-
рех звеньев, каждое длиной 400 мм. Внутри 
нейтроновода находится вакуум. Сечение 
вакуумного канала каждого нейтроново-
да имеет размеры 30 × 200 мм. Вакуумная 
полость ограничена стеклом марки К8, на 
которое напылен слой Ni58, отражающий 
холодные нейтроны. Наружное сечение 
нейтроновода имеет размеры 90 × 260 мм. 
Все внутреннее пространство короба, за 
исключением четырех стальных пластин 
(их толщина – 10 мм) внутри расщепителя, 
заполнено полиэтиленовыми шариками. 
Алюминиевый короб, на первом метре его 
длины, окружен чугунным коллиматором 
(см. рис. 1). Его роль состоит в недопуще-
нии прямого прострела нейтронов из ва-
куумной полости ТК на переднюю стенку 
защиты. Эффективно рассеивая нейтроны, 
коллиматор снижает дозовую нагрузку на 
переднюю стенку биологической защиты. 
Расчеты биологической защиты выполня-
лись по программе SCALE-6.2.3 [13].

Рис. 4. Результаты расчета углового распределения нейтронов на границе 
биологической защиты вакуумного канала ТК:

1 – для нейтронов всех энергетических групп; 2 – для быстрых нейтронов 
с энергией E > 0,5 МэВ; 3 – для тепловых нейтронов с E < 0,625 эВ
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Геометрия и состав биологической 
защиты на выходе ТК

Биологическую защиту предполагается 
делать разборной, состоящей из нескольких 
слоев защитных материалов. Поскольку на 
нее падает нейтронный пучок, содержащий 
существенную долю быстрых нейтронов, 
защитные материалы должны сначала эф-
фективно термализовать их, а затем погло-
тить. Для защиты от быстрых нейтронов 
удобно использовать сталь марки Cт3сп. 
Железо в ее составе эффективно тормо-
зит быстрые нейтроны за счет неупругого 
рассеяния, переводя их в область энергий, 
лежащую ниже порога неупругого рассе-
яния. Последний для изотопа Fe56 равен 
0,862 МэВ, а для изотопа Fe57 – 0,014 МэВ. 
Для этих изотопов сечение неупругого 
рассеяния в быстрой области нейтронно-
го спектра составляет около 1 барна. Дру-
гим элементом, эффективно тормозящим 
нейтроны за счет упругого рассеяния, яв-
ляется водород. Сечение упругого рассея-
ния нейтронов на водороде в резонансной 

области энергий равно примерно 20 барн. 
Для защиты используется водородосодер-
жащий материал – полиэтилен высокого 
давления (ПВД), чистый и с примесью бо-
ра. Однако водород, имея довольно боль-
шое сечение захвата нейтрона, испускает 
при захвате гамма-квант с энергией около 
2 МэВ. Добавка бора (содержит изотоп B10) 
позволяет снизить генерацию захватных 
гамма-квантов при защите. Это свойство 
изотопа B10 обусловлено его большим се-
чением захвата нейтрона, вследствие чего 
материал с добавкой бора практически не 
испускает гамма-квантов при таком захва-
те.

При построении защиты эффективно 
использовать чередующиеся слои стали и 
полиэтилена. Последний слой полиэтилена 
предполагается сделать боросодержащим 
для снижения генерации гамма-излучения. 
В качестве наружного используется слой 
свинца для защиты от гамма-излучения. 
Первый же слой стали в защитном кожухе 
требуется покрыть боросодержащим пла-
стиком или резиной. Содержание карби-
да бора в них должно превышать 50% по 
весу. Такое покрытие защитит материал от 
холодных и тепловых нейтронов и снизит 
его активацию при защите. Состав стали 
марки Cт3сп, использованный нами в рас-
четах, приведен в табл. 1. Было принято, 
что ПВД с добавками бора содержит 3% 
бора по массе. Содержание же карбида бо-
ра в пластике принималось равным 50% по 
массе.

Таблица  1

Химический состав стали Ст3сп,
используемый для биологической защиты

Примечание .  Плотность стали – 7,8 г/см3

Геометрическая схема биологической 
защиты расщепителя с передней и верх-
ней сторон представлена на рис. 6. Первый 
слой защиты выполнен из стали, покрытой 
борированным пластиком (резиной), затем 
идет слой ПВД, затем снова слой стали и 
далее снова слой ПВД. Наружный слой по-
лиэтилена содержит примесь бора (3% по 
весу). Последний слой защиты выполнен 
из свинца. Значения толщины слоев при-

Рис. 5. Компьютерная модель нейтронного 
расщепителя 

(горизонтальное сечение):
1 – стыковочная катушка;

 2 – фланец стыковочного фланца; 
3 – расщепитель пучка ХН; 

4 – система нейтроноводов ХН

Химический состав, % вес.
C Si Mn Cr Ni Cu Fe

0,3 0,2 0,5 0,3 0,3 0,3 98,1



67

Приборы и техника физического эксперимента

Рис. 6. Горизонтальное (a) и вертикальное (b) сечения нейтронного расщепителя (1) и его 
биологической защиты, включающей слои борированной резины (2) стали (3), полиэтилена 

высокого давления (ПВД) (4) и борированного ПВД (5). Наружный слой выполнен 
из свинца (6)

Таблица  2

Структура многослойного покрытия для 
биологической защиты нейтронного расщепителя

Материал слоя
Толщина слоя, см

Спереди Сбоку Сверху

Борированный
пластик (резина) 0,5 0,5 0,5

Ст3сп 20 20 20

Полиэтилен высокого
давления (ПВД) 20 20 20

Ст3сп 10 15 15

ПВД 20 20 20

Борированный ПВД 5 5 5

Свинец
(наружный слой) 10 12 12

Суммарная толщина 
защиты, см 85,5 92,5 92,5
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ведены в табл. 2. Из данных табл. 2 видно, 
что полная толщина защиты с передней 
стороны расщепителя составляет 85,5 см, с 
боковых  и верхней – по 92,5 см.

Отдельно рассчитывались мощно-
сти дозы за защитой от нейтронов и 
гамма-квантов. Расчет проводился ме-
тодом Монте-Карло в рамках комплекса 
SCALE-6.2 по программе MAVRIC. Для 
улучшения статистики применялся весовой 
метод Монте-Карло. В качестве ценностей 
для нейтронов и гамма-квантов использо-
вались решения для сопряженной функ-
ции. 

Для этого предварительно по программе 
DENOVO рассчитывались сопряженные 
функции уравнения переноса с источником 
в точке нахождения точечных детекторов, 

расположенных за казематом. Биологиче-
ская защита комбинировалась таким об-
разом, чтобы суммарная мощность дозы за 
ней не превышала 12 мкЗв/ч (1,2 мбэр/ч). 
Результаты расчета распределения мощно-
сти дозы от нейтронов и гамма-квантов с 
передней стороны защиты представлены на 
рис. 7, сбоку – на рис. 8, а сверху – на рис. 
9.

Заключение
Настоящая работа посвящена аспекту 

безопасной эксплуатации источника уль-
трахолодных нейтронов (УХН) на исследо-
вательском ядерном реакторе ВВР-М. С це-
лью безопасности были выполнены проек-
тирование и расчет биологической защиты 
на выходе источника УХН на сверхтекучем 

Рис. 7. Расчетные распределения мощности дозы за защитой от нейтронов 
(a) и гамма-квантов (b) в направлении вперед. Единицы измерения – бэр/ч

Рис. 8. То же, что на рис. 7, но в направлении вбок 
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гелии. Внутриканальная часть источника 
УХН будет размещена в тепловой колон-
не этого реактора. Ввиду конструктивных 
особенностей источника УХН, значитель-
ная часть элементов, необходимых для 
разводки пучков УХН, ХН и ОХН должна 
быть расположена за пределами тепловой 
колонны реактора. На этом основании 
было решено соорудить защитный казе-
мат – многослойную биологическую за-
щиту вокруг расщепителя и разветвителя 
пучков УХН. Защита должна обеспечивать 
радиационную обстановку в главном зале 
реактора ВВР-М в соответствии с требова-
ниями безопасности к экспериментальным 
устройствам исследовательских ядерных 
реакторов, изложенных в пункте 3.5 НП-
033-01 (в редакции 2010 года).

В результате проведенных расчетов вы-
браны материалы и значения толщины 
слоев каземата. Первый слой защиты вы-
полнен из стали, покрытой борированным 
пластиком (резиной); за ним идет слой по-
лиэтилена высокого давления (ПВД), затем 
снова слой стали и далее слой такого же 

Рис. 9. То же, что на рис. 7 и 8, но в направлении сверху 

полиэтилена. Наружный слой ПВД содер-
жит примесь бора (3% по весу). Последний 
слой защиты изготавливается из свинца. 
Полная толщина защиты спереди расще-
пителя должна быть равна 85,5 см, а с бо-
ков и сверху – 92,5 см.

Максимальная расчетная мощность до-
зы для нейтронов и гамма-квантов на по-
верхности каземата не будет превышать 1 
мбэр/ч. При предельно допустимой мощ-
ности дозы для персонала группы А, рав-
ной 1,2 мбэр/ч, конструкция каземата 
источника УХН обеспечивает безопасную 
эксплуатацию источника.

На основании данного расчета можно 
приступать к детальному проектированию 
конструкции каземата – к разработке кон-
структорской и проектной документации.

Исследование выполнено в НИЦ «Курча-
товский институт» – ПИЯФ при финансо-
вой поддержке гранта Российского научного 
фонда (проект №14-22-00105).
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ТЕПЛОГИДРАВЛИЧЕСКОЙ РАСЧЕТ 
НИЗКОТЕМПЕРАТУРНОЙ ЧАСТИ ИСТОЧНИКА 

УЛЬТРАХОЛОДНЫХ НЕЙТРОНОВ ДЛЯ РЕАКТОРА ВВР-М

А.П. Серебров, В.А. Лямкин, А.О. Коптюхов, М.С. Онегин, 
Д.В. Прудников, О.Ю. Самодуров

НИЦ «Курчатовский институт» – ПИЯФ,
г. Гатчина Ленинградской области, Российская Федерация

Представлены теплогидравлические расчеты низкотемпературной части источника 
ультрахолодных нейтронов (УХН) на реакторе ВВР-М, направленные на подбор 
оптимальных режимов работы всего технологического комплекса этого источника. 
Согласно расчетным данным, штатный рефрижератор Linde TCF-50 способен 
поддерживать рабочую температуру тепловых экранов и конденсацию 50 л дейтериевого 
предзамедлителя в камере. Результаты расчетов температурного поля теплового экрана, 
находящегося в низкотемпературной части источника УХН, были использованы для 
выбора места установки опорных конструкций для камеры со сверхтекучим гелием. Кроме 
того, была сделана оценка суммарного теплопритока к камере источника УХН, которая 
составила 35 Вт. Установлено, что производительность вакуумной системы для откачки 
паров гелия и гелиевого ожижителя достаточна для поддержания 35 л сверхтекучего 
конвертора УХН.

Ключевые слова: источник ультрахолодных нейтронов, сверхтекучий гелий, реактор 
ВВР-М, суммарный теплоприток
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THE LOW-TEMPERATURE SUB-SYSTEM OF THE ULTRACOLD 
NEUTRON SUPERSOURCE AT THE WWR-M REACTOR: 

A HEAT-HYDRAULIC DESIGN STUDY

A.P. Serebrov, V.A. Lyamkin, A.O. Koptyukhov,
M.S. Onegin, D.V. Prudnikov, O.Yu. Samodurov
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Gatchina of Leningrad region, Russian Federation

Heat-hydraulic design studies of the low-temperature sub-system of the ultracold neutron 
(UCN) supersource at the WWR-M reactor have been presented in the paper. The studies were 
directed toward selection of the optimal working modes of the aggregate technological complex 
of this source. According to the calculation data, the Linde TCF-50 standard refrigerator was 
able to maintain the operating temperature of the thermal screens and the condensation of 50 
liters of the deuterium pre-moderator in the chamber. Calculation results for the temperature 
field of the thermal shield placed in the low-temperature sub-system were used to select the 
location of the support structures for a superfluid helium vessel. Based on these calculations, an 
estimate of the total heat penetration at the UCN source chamber was made; it was equal to 
35W. The capacity of the vacuum system for pumping the helium vapor and helium liquefier was 
established to be sufficient to maintain 35 liters of the superfluid UCN converter.

Keywords: ultracold neutron source, superfluid helium, WWR-M reactor



Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки 12 (1) 2019

74

Citation: A.P. Serebrov, V.A. Lyamkin, A.O. Koptyukhov, M.S. Onegin, D.V. Prudnikov, 
O.Yu. Samodurov, The low-temperature sub-system of the ultracold neutron supersource at the 
WWR-M reactor: A heat-hydraulic design study, St. Petersburg State Polytechnical University 
Journal. Physics and Mathematics, 12 (1) (2019) 73–86. DOI: 10.18721/JPM.12106

Введение

История создания источников холодных 
и ультрахолодных нейтронов (УХН) берет 
начало в 1970-х годах. Эффективное произ-
водство нейтронов с низкой энергией на 
исследовательском водо-водяном ядерном 
реакторе бассейнового типа (реакторный 
комплекс, сокращенно ВВР-М) неразрыв-
но связано с использованием криогенной 
техники. Именно на реакторе ВВР-М про-
пускали реакторные нейтроны через низко-
температурные конверторы, такие как хо-
лодный бериллий [1], жидкий водород [2], 
жидкий дейтерий [3], твердый дейтерий [4], 
и таким путем получали высокие (для сво-
его времени) плотности потоков УХН. При 
термализации нейтронов в среде с низкой 
температурой, долю УХН в спектре можно 
увеличивать в десятки и тысячи раз.

Однако для наиболее эффективной ра-
боты конвертора необходима температура 
замедлителя 10–3 K, которая недостижима в 
условиях реакторного облучения. Ультрахо-
лодные нейтроны образуются из тепловых 
не в результате их дополнительного замед-
ления, а в результате очень редкого процес-
са – единственного неупругого соударения, 
которое сопровождается потерей тепловым 
нейтроном практически всей его энергии 
[5].

Количественное производство УХН за-
висит от интенсивности реакторного ней-
тронного потока и эффективности крио-
генного замедлителя (конвертора). Однако 
стремление поместить замедлитель с крио-
генной температурой в высокий нейтрон-
ный поток на реакторе, наталкивается на 
проблему отвода радиационного тепла. Чем 
ниже температура замедлителя, тем слож-
нее проблема теплоотвода.

Настоящее исследование находится на пе-
редовых научных рубежах и предполагает вы-
сокий технический уровень практической ре-
ализации, поскольку затрагивает сверхнизкий 
температурный уровень (1,2 K) в условиях 
реакторного нагрева. Подобные устройства 
при таких низких температурах пока никто не 
размещал внутри каналов реактора.

При эксплуатации реактора ВВР-М 

имеется уникальная возможность созда-
ния условий низкого тепловыделения при 
достаточно высоком потоке холодных ней-
тронов (4,8•1011 с–1∙см–2). Эту задачу мож-
но реализовать в нише так называемой 
тепловой колонны, которая представля-
ет собой канал большого диаметра (1 м), 
примыкающий к активной зоне реактора 
[6, 7]. Большой диаметр канала позволит 
смонтировать защиту из свинца толщиной 
10 см для снижения уровня тепловыделе-
ния, предзамедлитель из жидкого дейтерия 
при температуре 20 – 23 K для полу-
чения холодных нейтронов и, наконец, 
конвертер холодных нейтронов в ультра-
холодные из сверхтекучего гелия объемом 
35 л при температуре 1,2 K.

Подобное расположение позволит 
достичь уровня теплопритоков к сверхте-
кучему гелию мощностью не более 35 Вт 
(рис. 1). В НИЦ «Курчатовский институт» 
– ПИЯФ (Петербургский институт ядерной 
физики, г. Гатчина Ленинградской области, 
Россия) имеется система вакуумной откач-
ки, производительность которой достаточ-
на для отвода данного количества тепла. В 
совокупности с криогенными установками 
фирмы «Линде Инжиниринг Рус» (немец-
кая транснациональная компания), данный 
технологический комплекс способен обе-
спечивать стабильную работу источника 
УХН на реакторе ВВР-М. Приведем техни-
ческие характеристики реактора ВВР-М. 

Технические характеристики реактора 
ВВР-М

Мощность …………………….............16 МВт

Поток тепловых нейтронов....1014  с–1∙·см–2

Поток холодных нейтронов 
в сверхтекучем гелии .… 4,8•1011 с–1·см–2

Плотность УХН
в сверхтекучем гелии …….........… 104 см–3

Проектная документация внутрика-
нальной части источника УХН на реак-
торе ВВР-М была разработана в рамках 
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Рис. 1. Расположение источника ультрахолодных нейтронов (УХН) 
в тепловой колонне реактора ВВР-М: 

1 – камера со сверхтекучим гелием, 2 – камера с жидким дейтерием, 
3 – графитовый предзамедлитель, 4 – свинцовая защита, 

5 – активная зона реактора ВВР-М.
Значения основных параметров комплекса приведены в табл. 1 и в тексте

Параметр

Значение

Сверхтекучий 
гелий

Жидкий 
дейтерий

Графитовый 
предзаменитель

Свинцовый 
экран

Температура, К 1,2 20 300 300

Энерговыделение, Вт 35 287 700 15000

Таблица  1
Основные физические характеристики составляющих 

внутриканальной части источника УХН 
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государственного контракта (№ 1215 от 
20 октября 2010 года). Однако при раз-
работке конструкторской документации 
проект претерпел некоторые изменения, 
поскольку вводились новые технические 
решения, направленные, по большей ча-
сти, на обеспечение безопасной эксплуа-
тации источника УХН. Была поставлена 
задача перерасчета низкотемпературного 
контура. Требуемый расчет производился 
на основании предоставленной конструк-
торской документации.

Общее описание низкотемпературной
 части источника УХН

Составные узлы низкотемпературной ча-
сти (НТЧ) источника УХН изготовлены из 
алюминиевого сплава АМг6. НТЧ состоит 
из трех основных частей: дейтериевого кон-
тура, гелиевого контура и теплового экрана.

Первый контур представляет собой зам-
кнутую систему, в которую входят рабочий 
ресивер, трубопроводы и камера дейтери-
евого предзамедлителя. Указанная каме-
ра заключена в оболочку из газообразного 
гелия с температурой примерно 20 K. Ис-
следования [8] показывают, что в холод-
ном режиме, при давлении в дейтериевом 
контуре Pw = 1,5 ата, температура кипения 
равновесного дейтерия составляет 24,12 K. 
В то же время важнейшим критерием без-
опасности источника является отсутствие 
локальных образований твердого дейтерия. 
В противном случае такие образования мо-
гут привести к закупориванию трубопрово-
дов и, при повышении тепловой нагрузки 
на дейтериевую камеру, создать в ней дав-
ление, достаточное для разрыва контей-
нера с предзамедлителем. Таким образом, 
температуру дейтерия в дейтериевой каме-
ре следует поддерживать строго в диапа-
зоне 18,73 – 24,12 K (18,73 K – тройная 
точка равновесного дейтерия). Гелиевая 
оболочка, обеспечивающая конденсацию 
дейтерия, одновременно выполняет функ-
цию водородной безопасности, препятствуя 
образованию водородно-воздушной смеси.

Камера дейтериевого предзамедлителя 
(ДК) состоит из внутренней дейтериевой 
и внешней гелиевой оболочек (рис. 2). ДК 
имеет три патрубка: один для приварки дей-
териевой трубы с окружающей ее гелиевой 
трубой и два для двух гелиевых труб охлаж-
дения ДК. Дейтериевая труба находится 
в верхней части дейтериевой камеры для 
того, чтобы дейтерий беспрепятственно 

испарялся из этой камеры при переходе 
дейтериевого контура в «теплый» режим. 
Для обеспечения равномерного обдува ге-
лием ДК, в ее задней части имеется кол-
лектор, представляющий собой кольцевой 
зазор, соединенный с остальной гелиевой 
полостью ДК через 16 отверстий диаметром 
5 мм. Коллектор установлен как на участке 
подачи гелия, так и на участке его отвода 
от ДК. Дейтериевая оболочка камеры в ее 
передней части имеет отверстие, соединя-
ющее гелиевые полости подачи и возврата 
охлаждающего гелия.

Риc. 2. Дейтериевая камера (в разрезе):
1 – объем с жидким дейтерием; 2 – его 
гелиевая оболочка; 3 – канал подачи и возврата 
дейтерия; 4, 5 – каналы подачи и возврата 
гелия соответственно; 6 – шпильки крепления  

камеры с дейтерием к тепловому экрану 

Охлаждающий гелий подается в дейте-
риевую камеру через патрубок. Затем он 
поступает в коллектор, равномерно в нем 
распределяется и поступает в кольцевой 
зазор, образованный внутренней дейтери-
евой и внутренней гелиевой оболочками. 
Далее гелий движется к передней части ДК 
и через отверстие в дейтериевой оболочке 
перетекает в зазор, образованный внешней 
дейтериевой и внешней гелиевой оболочка-
ми. После этого гелий движется уже в про-
тивоположном направлении и равномерно 
поступает в отводящий коллектор, соеди-
ненный с выходным патрубком.

Для поддержания температуры теплового 
экрана на уровне 20 K и для конденсации 
дейтерия в дейтериевой камере, применя-
ется гелиевый рефрижератор TCF-50. По-
мимо дейтериевого контура, рефрижератор 
должен обеспечивать рабочую температуру 
(не более 20 K) тепловых экранов криостата 
для производства сверхтекучего гелия. Для
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Рис. 3. Принципиальная схема низкотемпературного контура охлаждения:
TCF-50 – гелиевый рефрижератор, HS – тепловой экран, DC– дейтериевая камера, 
Cr – криостат, H – нагреватель; CVkkkk – вентили, DNkk – условный диаметр 
вентиля; Tkkkk, Pkkkk – обозначения температуры и давления соответственно; 
R3270 – нагреватель для возврата гелия; узловые точки пронумерованы цифрами в 

квадратах

обеспечения максимальной надежности 
была выбрана последовательная схема под-
ключения дейтериевого контура и криоста-
та к рефрижератору (рис. 3).

Технические характеристики рефриже-
ратора TCF-50 (получены эксперименталь-
ным путем) приведены в табл. 2 

В результате двухступенчатого адиаба-
тического расширения, на турбодетандерах 
рефрижератора образуется поток холод-
ного гелия G = 108 г/с при температуре 
T3165 = 10,5 K и давлении P3165 = 2,5 ата 
(см. рис. 3). Давление P3165 устанавлива-
ется в автоматическом режиме, благодаря 
вентилю CV-3175. Вентилем CV-3170 вы-
полняется настройка потока гелия на НТЧ. 

По сигналу автоматики вентиль CV-3290 
открывается при пуске рабочего режима 
эксплуатации рефрижератора. Встроенный 
в рефрижератор нагреватель R3270 обеспе-
чивает возврат гелия после эксперимента 
на уровне T3240 = 21 K. Таким образом уста-
навливается стационарный режим работы 
рефрижератора.

После рефрижератора гелий поступает 
на охлаждение тепловых экранов криоста-
та. Система охлаждения теплового экрана 
криостата имеет два параллельно смонти-
рованных трубопровода с условным диаме-
тром 14 мм и длиной 6 м каждый. Данные 
экраны поддерживают гелий в нижней и 
сливной ваннах криостата на уровне 1,2 K.
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Параметр Значение

    Поток гелия, г/с 108

Давление, ата
на входе
на выходе

≥ 1,5
2,5

Температура, К
на входе
на выходе

≤ 21,0
10,6

Тепловая нагрузка 
при Т=20 К, кВт

3

Таблица  2
Технические характеристики

гелиевого рефрижератора 
TCF- 50

После криостата гелий поступает в 
нагреватель. В нагревателе происходит 
нагрев гелия до температуры T = 20 K. Дан-
ная температура поддерживается для того, 
чтобы исключить образование дейтерия в 
твердой фазе, так как это может привести к 
закупориванию дейтериевого трубопровода 
с его последующим разрывом.

После нагревателя гелий поступает в 
источник УХН, где он сначала идет в дейте-
риевую камеру на конденсацию газообраз-
ного дейтерия, а затем на охлаждение те-
плового экрана источника УХН.

Геометрические характеристики трубо-
проводов НКО приведены в табл. 3.

Расчет теплопритоков  
к низкотемпературной части 

источника УХН

К низкотемпературной части (НТЧ) 
источника УХН предъявляются следующие 
требования:

гидравлическое сопротивление всех трубо-
проводов НТЧ должно быть не более 1 атм;

температура гелия T3240 (см. рис. 3) должна 
быть не более 21 K;

температура дейтерия должна быть 
выше точки затвердевания, но ниже 
точки конденсации;

теплоприток к НТЧ должен быть более 
3 кВт на температурном уровне 20 K.

В качестве источника по основным урав-
нениям гидравлики и теплопередачи был 
использован справочник [9].

Теплопритоки к низкотемпературным 
конструкциям источника УХН осуществля-
ются преимущественно по трем каналам: 
через вакуумную изоляцию, по тепловому 
мосту и от реакторного излучения.

Теплоприток через вакуумную теплоизо-
ляцию определяется лучистым теплообме-
ном от «теплой» поверхности вакуумного 
кожуха к «холодной» поверхности НТЧ:

18 4 4
1 210 ( )rad ef cQ C T T S-= e ⋅ - ⋅ , 

где εef  – приведенная степень черноты; C 
– постоянная излучения для абсолютно 
черного тела (C = 5,77 Вт/(м2∙K)); Sс, м2, 
– площадь наружной поверхности «холодного» 
тела; Т1, Т2, K, – температуры «теплой» и «хо«-
лодной» поверхностей (Т1 = 300 K, Т2  = 20 K).

Приведенная степень черноты вычисле-
на по формуле

                         ,

где ε1, ε2  – степени черноты «теплой» и «хо-
лодной» поверхностей; в данном случае для 
полированного алюминия ε1= ε2= 0,055 [9].

Тепловыми мостами к НТЧ служат опор-
ные конструкции низкотемпературной ча-
сти, трубопроводы холодного гелия и дей-
терия, а также нейтроновод УХН.

Для расчетов теплопритоков через тепло-
вые мосты следует использовать формулу

                    
                   

где λ, Вт/(см∙K), – теплопроводность 
материала опорной конструкции (для 
алюминиевого сплава АМг6  λ = 0,75 Вт/(см∙K) 
при Тav = 173 K); Т1, Т2, K, – температуры 
«теплого» и «холодного» концов моста 
(Т1 = 300 K, Т2 = 20 K); Sb, м

2, – площадь 
поперечного сечения моста; L, м, – дли-
на моста.

Энерговыделения в конструктивных 
элементах источника УХН непосредствен-
но от реактора вызывают гамма-кван-
ты и нейтроны. Основным источником 
гамма-излучения является активная зона 
реактора; кроме того, оно генерируется в 
процессе захвата нейтронов ядрами кон-
структивных материалов. В активной зоне 
реактора генерация гамма-излучения про-
исходит при делении ядер; осколки деления 
также излучают гамма-кванты.

1

1 2

1 1 1 0,028red

-
 

e = + - = e e 
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Таблица  3
Геометрические характеристики гелиевых трубопроводов НКО

Позиция на 
рис. 3 Назначение трубопровода Условный 

диаметр, мм Длина, м

1-2 Подача гелия от рефрижератора на 
криостат 50 6,000

2-3 Охлаждение теплового экрана 
криостата 14 6,000

3-4 Подача гелия от криостата на 
нагреватель 50 6,000

4-5 Нагрев теплоносителя – –
5-6 Подача гелия от нагревателя на ДК 22 5,000
6-7 Охлаждение дейтерия в ДК – –

7-8 Охлаждение теплового экрана 
источника УХН 22 15,000

8-9 Возврат гелия от источника УХН 
на рефрижератор 50 6,000

Принятые сокращения: НКО – низкотемпературный контур охлаждения, УХН – 
ультрахолодные нейтроны, ДК – дейтериевая камера.

Нейтронно-физический расчет ядер-
ного реактора ВВР-М с источником УХН 
осуществлялся методом Монте-Карло по 
программе MCNP-4C [10]. Расчетная мо-
дель оптимизировалась с целью получения 
максимальной плотности потока нейтронов 
с длиной волны 9Å в сверхтекучем гелии. 
Мощность реактора принималось равной 
16 МВт.

Расчетные суммарные теплопритоки к 
дейтериевой камере и тепловому экрану 
представлены в табл. 4. 

Перепад температур теплоносителя в 
дейтериевой камере определяется по фор-
муле

а перепад температур теплоносителя на те-
пловом экране – по формуле

где G, г/с, – принятый массовый рас-
ход гелия (G = 50 г/с); сp, Дж·кг–1· K–1, 
– теплоемкость гелия при Т2 = 20 K 
(сp  = 5,3·103  Дж·кг–1·K–1); QΣDC, QΣHS, Вт, – 
суммарный теплоприток к дейтериевой ка-
мере и тепловому экрану соответственно.

1,19 ,DC
DK

p

QT
Gc

Σ∆ = = Κ

1,74 ,HS
HS

p

QT
Gc

Σ∆ = = Κ

Теплогидравлический расчет 
низкотемпературной части источника 

Для расчета гидравлических сопротив-
лений ΔPpip в трубопроводах используется 
формула Дарси – Вейсбаха:

                                                  

где l, d, мм, – длина и внутренний диаметр 
трубопровода; w, м/с, – скорость течения 
в нем газа; λf – коэффициент трения; ρ, 
кг/ м3, – плотность газа (гелий).

Плотность ρ рассчитывается с учетом 
абсолютного давления и температуры 
газа:

                                  .

 Скорость гелия в трубопроводе выража-
ется как

где S, м2, – площадь поперечного сечения 
трубопровода.

Коэффициент трения λf вычисляется с 
учетом его зависимости от величины числа 
Рейнольдса.

ρ =
PM
RT

,Gw
S

=
ρ

2

,
2

f
pip

lw
P

d
λ ρ

∆ =
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Таблица  4
Картина расчетных теплопритоков к двум узлам НКО

Источник
теплопритока

Канал
теплопередачи

Теплоприток, 
Вт

ДК ТЭ

Через вакуумную 
изоляцию

Лучистый теплообмен 24,00 88,00

По тепловому
мосту

Дейтериевый трубопровод 2,45 –

Трубки охлаждения 
паров дейтерия и ТЭ

– 22,00

Трубки откачки паров гелия – 2,28

2 опорных колеса – 89,23

2 опорных кронштейна – 214,12

Нейтроновод УХН – 26,00

Реакторное излучение
К алюминиевому корпусу 204,00 20,15

К жидкому дейтерию 83,00 –

Суммарный теплоприток, Вт 313,45 461,78

Принятые сокращения: ДК – дейтериевая камера, ТЭ – тепловой экран.

Для зоны доквадратичного 
сопротивления, когда 

20 < < 500
d d
∆ ∆

Re

(Δ, мм, – абсолютная шероховатость труб; 
для алюминия Δ = 0,06 мм), λf вычисляется 
по формуле Альтшуля: 

для квадратичного сопротивления, когда 

Re > 500 d
∆

, λf вычисляется по формуле 

Шифринсона:

При этом число Рейнольдса, критерий 
режима течения, рассчитывается по формуле 

Re ,wdρ
=

m
(1)

где μ, Па·с, – коэффициент динамической 
вязкости.

В формуле (1) коэффициент μ для газо-
образного гелия можно определить по фор-
муле Кеезома [9]:

μ = 5,023∙T 0,647.
При расчете полного гидравлического 

сопротивления трубопроводов необходимо 
также учитывать потери давления ΔPloc на 
местные сопротивления:

                                         ,

где ζ – коэффициент местного 
сопротивления.

Коэффициент ζ при повороте потока на 
угол φ определяется по формуле 

2

2loc
wP ρ

∆ = ζ

90
d
R

3,5  ϕ ζ = 0,131+ 0,16 ⋅ ⋅ .  
   

0,25680,11 ;
Ref d

∆ λ = ⋅ + 
 

0,25

0,11 .f d
∆ λ = ⋅ 

 
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Назначение трубопровода 
(номера на рис. 3)

Скорость 
гелия в

трубопроводе, 
м/с

Потеря 
давления

на трение, Па

Возврат гелия в рефрижератор (8–9) 7,92 302

Охлаждение теплового экрана НТЧ (7–8) 29,86 37798

Охлаждение дейтериевой камеры (6–7) 4,54 17288

Подача гелия к дейтериевой 
камере от нагревателя (5–6)

25,21 9676

Нагрев гелия (4 –5) 2,47 183

Подача гелия от криостата
к нагревателю (3–4)

2,80 107

Охлаждение тепловогоэкрана криостата (2–3) 16,30 11248

Подача гелия в криостатот рефрижератора (1–2) 2,43 94

Суммарное значение потерь давления, Па 76696

Таблица  5
Расчетные гидравлические сопротивления низкотемпературного контура 

источника УХН

Рис. 4. Расчетные поля скорости теплоносителей (a,с) и абсолютного давления 
теплоносителей (b,d) для контуров охлаждения дейтериевой камеры (a,b) и нагревателя 

гелия (с,d)

Примечание. Представлены расчетные результаты для значения массового расхода гелия 
G = 50 г/с.



Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки 12 (1) 2019

82

Рис. 6. Расчетная зависимость максимальной температуры дейтерия от массового расхода гелия

Рис. 5. Расчетное распределение температуры 
дейтерия в дейтериевой камере

Следует особо отметить расчет гидравли-
ческих сопротивлений контура охлаждения 
дейтериевой камеры и контура нагревателя 
гелия, который располагается перед входом в 
дейтериевую камеру и обеспечивает точную 
температуру подачи гелия на конденсацию 
дейтерия в диапазоне 20 – 24 K. Эти конв-
туры имеют сложную геометрическую фор-
му, поэтому их расчет производился в па-
кете COMSOL Multiphysics 5.2a. Результаты 
расчетов представлены на рис. 4.

Результаты гидравлического расчета 
низкотемпературного контура источника 
УХН на реакторе ВВР-М представлены в 
табл. 5. Нумерация трубопроводов указана 
в соответствии со схемой, представленной 
на рис. 3.

Значение итогового гидравлического 
сопротивления контура НТЧ ∆PT = 76,7 кПа 
оказалось меньше такового для гидравличе-
ского сопротивления, указанного в паспорте 
к рефрижератору TCF-50 (100 кПа). Таким 
образом, проделанный гидравлический рас-
чет показал способность контура НТЧ ра-
ботать при массовом расходе гелия G = 50 
г/с.

Тепловые расчеты для камеры жидко-
дейтериевого предзамедлителя при потоке 
гелия в оболочке G = 50 г/с дают значение 
средней температуры стенки камеры, рав-
ное 22,83 K (рис. 5).

На рис. 6 представлена расчетная зависи-
мость максимальной температуры дейтерия 
от массового расхода гелия. При потоке ге-
лия в G = 50 г/с, максимальная температура 
дейтерия составляет 23 K. Поскольку при 

давлении в дейтериевом контуре, равном 
1,5 ата, температура кипения равновесного 
дейтерия составляет T = 24,12 K, то из дан -
ного расчета можно заключить, что данная 
схема НТЧ обеспечит в камере переход все-
го дейтерия в жидкую фазу.

Температурное поле было также рассчи-
тано для всей поверхности теплового экра-
на (рис. 7).

На основании этого расчета, в местах с 
минимальной температурой поверхности 
теплового экрана были найдены опорные 
точки для установки гелиевого модуля со 
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Рис. 7. Расчетные распределения температуры по тепловому экрану источника УХН (a) и по 
его фрагментам: в районе опорных колес (b), а также опорных кронштейнов и нейтроновода 

УХН (с)

сверхтекучим гелием. От величины те-
плопритоков к гелиевой камере зависит 
температура сверхтекучего гелия в каме-
ре источника, что в свою очередь сильно 
влияет на время жизни нейтронов. Таким 
образом, теплопритоки к сверхтекучему 
гелию непосредственно влияют на каче-
ство источника УХН на реакторе ВВР-М.

С помощью наших расчетов было 
установлено, что величину теплоприто-

ка от реакторного излучения можно су-
щественно уменьшить, если отодвинуть 
источник УХН от активной зоны на 25 
см. Так, величина теплопритоков к ка-
мере со сверхтекучим гелием составила 
35,89 Вт для случая установки источника 
УХН вплотную к активной зоне реактора 
и 22,34 Вт при откате этого источника 
от указанной активной зоны на 25 см 
(табл. 6). 

Таблица  6
Зависимость теплопритока к гелиевой камере
от ее позиции относительно ядерного реактора

Источник 
теплопритока

Канал
теплопередачи

Теплоприток, Вт

Исходная
позиция

Сдвиг
на 25 см

Через вакуумную
изоляцию

Лучистый
теплообмен

10–3

По тепловому
мосту

Опоры гелиевой 
камеры

0,71

Реакторное
излучение

К алюминиевому
корпусу

17,18 10,28

К жидкому гелию 18,00 11,35

Суммарный теплоприток, Вт 35,89 22,34
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Заключение
В настоящей статье представлены тепло-

гидравлические исследовательские расчеты 
низкотемпературной части (НТЧ) источни-
ка ультрахолодных нейтронов (УХН) на ре-
акторе ВВР-М. Расчеты выполнены на ос-
новании разработанной ранее конструктор-
ской документации. В результате проведенной 
работы получены следующие результаты.

Показано, что за счет всевозможных 
теплопритоков к НТЧ, при мощности 
реактора в 16 МВт, в сверхтекучем гелии 
(конвертор холодных нейтронов в ультрахо-
лодные) будет выделяться мощность 35 Вт; 
при этом тепловая нагрузка на низкотемпе-
ратурный контур НТЧ составит 775 Вт. Ох-
лаждение НТЧ происходит за счет потока 
холодного гелия величиной G = 50 г/с.

Система трубопроводов НТЧ спроекти-
рована таким образом, чтобы обеспечить 

необходимую пропускную способность для 
указанного потока жидкого и газообразно-
го гелия. Установлено, что гелиевый реф-
рижератор TCF-50 обеспечит оптимальную 
работу источника УХН на реакторе ВВР-М. 
Согласно проведенным расчетам, макси-
мальная температура дейтерия в источнике 
УХН составит 23 K. Такая температура при 
рабочем давлении Рw = 1,5 ата гарантиру-
ет переход дейтериевого предзамедлителя в 
жидкую фазу.

Проведенные расчеты позволяют пере-
йти к изготовлению низкотемпературной 
части источника УХН на реакторе ВВР-М.

Исследование выполнено в НИЦ «Курча-
товский институт» – ПИЯФ при финансовой 
поддержке гранта Российского научного фон-
да (проект №14-22-00105).
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ТЕХНОЛОГИЯ ИЗМЕРЕНИЯ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ 
ПАРАМЕТРОВ МИКРОИНСТРУМЕНТА 

НА ОСНОВЕ МОДЕЛИ ЗРЕНИЯ ЧЕЛОВЕКА

В.Н. Савин, В.А. Степанов, М.В. Шадрин

Рязанский государственный университет имени С.А. Есенина 
г. Рязань, Российская Федерация

Разработана и реализована схема оптического микроскопа, включающего специальную 
бителецентрическую оптическую систему для формирования диодной подставки и 
телецентрического объектива для захвата изображения. Применение указанной системы 
позволяет снизить влияние дифракционных эффектов на краях теневой картины и измерять 
с помощью оптического микроскопа основные параметры режущего микроинструмента 
– его вылет и диаметр. Разработан алгоритм, моделирующий два основных зрительных 
канала глаза человека и детектирующий быстрые пространственно-временные процессы 
и шумы. Алгоритм обеспечивает измерение контура режущей кромки инструмента с 
субпиксельной точностью (до 0,01 пикселя) и позволяет определять физические размеры 
режущего инструмента с погрешностью 0,5 мкм.

Ключевые слова: телецентрический объектив, модель зрения человека, 
микроинструмент, субпиксельная точность

Ссылка при цитировании: Савин В.Н., Степанов В.А., Шадрин М.В. Технология 
измерения геометрических параметров микроинструмента на основе модели зрения 
человека // Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки. 
2019. Т. 12. № 1. С. 87–95. DOI: 10.18721/JPM.12107

HUMAN VISUAL MODEL-BASED TECHNOLOGY: MEASURING 
THE GEOMETRIC PARAMETERS OF MICROINSTRUMENT

V.N. Savin, V.A. Stepanov, M.V. Shadrin

Ryazan State University named for S.A. Esenin, Ryazan, Russian Federation

In the paper, a scheme of an optical microscope which includes a special bitelecentric optical 
system for the formation of a diode support and a telecentric objective for capturing the image 
has been designed and implemented. The use of such system makes it possible to reduce the 
diffraction effects at the edges of the shadow structure and to measure (using the microscope) 
the main parameters of a cutting microinstrument: its protrusion and diameter. An algorithm for 
modeling the two main visual channels of the human eye was developed. It allowed rapid detec-
tion of spatial-temporal processes and noise, and provided measuring the cutting edge contour 
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Введение
Основу современного обрабатывающе-

го производства металлов (механическая 
обработка) составляют станки и обрабаты-
вающие центры с ЧПУ (числовое про-
граммное управление). Для получения на 
таких станках высококачественной про-
дукции, обладающей заданной точностью 
исполнения, необходимо учитывать ряд 
факторов. Некоторые из них обеспечи-
ваются на стадии проектирования изделия. 
Создается управляющая программа, подби-
раются материал и инструмент. Но реаль-
ные инструменты не всегда абсолютно точ-
но соответствуют заданным в программе 
объектам. Современные системы позволя-
ют корректировать работу станка с  учетом 
реальных размеров инструмента, но для 
этого необходимо точно знать параметры 
этого инструмента.

Существует множество способов (как 
оптических, так и механических) оцени-
вать и измерять параметры режущих кро-
мок инструментов [1]. Наиболее современ-
ными являются пресеттеры на основе оп-
тического микрометра. Данные устройства 
позволяют быстро и с высоким качеством 
получать необходимые данные о геометри-
ческих параметрах режущего инструмента. 
Предел точности таких устройств составля-
ет 5 мкм на каждые 100 мм. Современные 
средства не позволяют в условиях произ-
водства быстро измерять такие величины.

Данная работа направлена на создание 
устройства и программно-аппаратной тех-
нологии, позволяющих быстро и точно 
измерять такие параметры режущего кон-
цевого и расточного микроинструмента, 
как вылет и диаметр фрезы, сверла, мет-
чика и т. п. перед тем как установить их 
в шпиндель станка с точностью не хуже 
1 мкм.

Технология предназначена для 
прецизионного бесконтактного оператив-
ного измерения и коррекции режущего 
микроинструмента вне станка в условиях 
цеха.

Нами разработано и создано устройство 
для предварительной настройки инстру-
мента вне станка (пресеттер). Оно пред-
ставляет собой программно-аппаратный 
комплекс с оптическим микрометром и 
линейными энкодерами. Специальное 
программное обеспечение (ПО) обеспечи-
вает прием сигналов с микрометрических 
линейных экодеров и оптического микро-

метра и вычисляет параметры инструмента. 
Результаты работы программы отобража-
ются на дисплее. Взаимодействие с опера-
тором происходит через интерфейс пользо-
вателя ПО.

Подбор компонентов и разработка 
оптической схемы

Отличительной особенностью разраба-
тываемой технологии является использо-
вание модели строения сетчатки человече-
ского глаза и применение бителецентриче-
ской оптики для формирования диодной 
подсветки и телецентрического объектива 
для захвата изображения. Применение ука-
занных средств позволяет снизить влияние 
дифракционных эффектов на краях тене-
вой картины. 

Разработка оптической схемы составля-
ет один из важнейших этапов работы. От 
ее качества прямо зависят потребительские 
свойства всего устройства. Как бы ни была 
совершенна электронная схема, в любом 
случае необходима высококачественная, 
точно рассчитанная и изготовленная опти-
ческая система. В противном случае иска-
женные данные, поступающие с нее после 
математической обработки, могут вносить 
существенные погрешности в точность 
измерения. Поэтому к ее разработке требу-
ются особые подходы  как в научном, так и 
в конструкторском аспектах.

При работе над оптическими схемами 
для контрольно-измерительной системы 
прежде всего анализируется и используется 
информация о необходимом диапазоне и 
точности измерений, о методах расчета и 
настройки оптического узла, о приемах по 
повышению ее разрешающей способности 
и сведению к минимуму аббераций различ-
ного рода.

В основе пресеттера лежит оптический 
микрометр (рис. 1), использующий би-
телецентрический объектив и ход лучей, 
обеспечивающий получение четкой без-
дифракционной тени края микроинстру-
мента в увеличенном масштабе. Указанная 
тень анализируется с помощью алгоритма. 
Последний находит крайние точки проек-
ции и с помощью математической интер-
поляции (см. следующий раздел) вычисля-
ет координаты точек и значения радиуса и 
высоты микроинструмента (объект измере-
ния). 

В оптической схеме микроскопа необхо-
димо с высокой точностью согласовывать 
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соосность объектива и источника излучения. 
Диаметр бителецентрического объектива и 
луча задней подсветки составляет 16 мм и 
позволяет создавать точную, практически 
бездифракционную тень в плоскости изобра-
жения фотоприемника. Система предназна-
чена для работы с неподвижными объектами, 
при этом измеряемая режущая кромка строго 
соосна со шпинделем системы.

При телецентрическом ходе лучей не-
точность наводки не влияет на цену де-
ления отсчетных шкал прибора. Наиболее 
целесообразны объективы с бителецентри-
ческим ходом лучей, свободные от дистор-
сии и характеризующиеся постоянным ли-
нейным увеличением [2].

Оптический микрометр – наиболее 
важная часть разрабатываемой системы, 
он состоит из трех основных элементов: 
КМОП-сенсора (комплементарные по-
левые транзисторы со структурой металл 
– оксид – полупроводник, CMOS), бите-
лецентрического объектива и телецентри-
ческого излучателя. На данный момент ли-
дерами в производстве телецентрических 
объективов можно назвать две конкури-
рующие фирмы: Opto Engineering (Италия) 
и Sill Optics (Германия).

Бителецентрический объектив выбира-
ется в соответствии с требованиями, на-
лагаемыми на параметры разрабатываемой 
системы (излагаются ниже).

Для бителецетрического объектива 
характерна особенность, что он захватыва-
ет только лучи, которые идут параллельно 

его оптической оси. Ввиду этого отсут-
ствует эффект перспективы (когда дальние 
объекты кажутся меньше, чем ближние) 
и в камеру не попадают лучи, падающие 
под углом и отражающиеся от других по-
верхностей. Однако такой эффект имеет 
оборотную сторону и накладывает ограни-
чение, а именно – объектив «видит» толь-
ко область, меньшую или равную площади 
внешней линзы. Диаметр внешней линзы 
составляет 16 мм. Таким образом объек-
тив позволяет захватить область площадью 
примерно 200 мм2.

Для эффективной же работы микро-
метра и его калибровки необходимо, что-
бы объектив «видел» площадку размером 
не менее 8×6 мм (исходя из характеристик 
объектива).

Вторым важным параметром для поиска 
точки максимальной фокусировки являет-
ся глубина резкости объектива. Она должна 
быть не более 2 мм для настройки режуще-
го инструмента в рассматриваемой систе-
ме. Только в этой точке можно корректно 
измерить вылет инструмента. В противном 
случае не будет соблюдаться строгая пер-
пендикулярность между линией «ось ин-
струмента – его режущая кромка» и опти-
ческой осью микрометра. 

Третий важный параметр – это рас-
стояние, на котором начинается диапазон 
измерения. Данное расстояние можно вы-
числять путем вычитания глубины резкости 
объектива из его рабочего расстояния (рас-
стояние, на котором достигается макси-

Рис. 1. Функциональная схема оптического микрометра: 
1 – излучающий блок, 2 – приемный блок, 3 – источник излучения, 4 – оптическая 

схема, 5 – сканирующий луч, 6 – объект измерения, 7 – фотоприемник
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мальная фокусировка). Этот параметр не-
обходимо учитывать при проектировании 
конструкции оптического микрометра.

На основе указанных выше требований 
выбран специальный бителецентрический 
объектив TC 23009 итальянской компании 
Opto Engineering.

Для корректной работы бителецентри-
ческого объектива необходим согласован-
ный с ним телецентрический излучатель. 
Основное требование, к нему предъявляе-
мое, – диаметр внешней линзы бителецен-
трического объектива должен совпадать с 
диаметром внешней линзы телецентриче-
ского излучателя. Такому требованию удов-
летворяет излучатель LTCLHP023-R, также 
выпускаемый компанией Opto Engineering.

Для получения корректного изображе-
ния контуров измеряемого объекта компо-
ненты оптической схемы необходимо раз-
местить следующим образом.

Модуль подсветки располагается напро-
тив объектива, причем ось модуля подсвет-
ки совпадает с оптической осью объектива. 
Расстояние между объективом и модулем 
подсветки может находиться в пределах от 
120 до 150 мм. Нами выбрано расстояние 
– 125 мм (рис. 2). Измеряемый объект дол-
жен располагаться на расстоянии 62,2 мм 
от объектива.

Важной частью любой оптической схе-
мы является КМОП-сенсор. Как и в случае 
трехмерного триангуляционного измери-
теля с линейной подсветкой, использует-

ся промышленная камера, произведенная 
компанией Basler. В нашем случае нет не-
обходимости в высокой частоте повторения 
кадров; главное – камера должна обеспечи-
вать изображение кромки инструмента без 
«подвисаний», т. е. недопустима задержка 
кадра на дисплее. Для таких целей доста-
точно использовать камеру, которая давала 
бы 25 – 30 кадр/с.

Для этой цели выбрана промышленная 
КМОП-камера acA2500-14um – Basler ace. 
Для полноты картины приводим характе-
ристику камеры:

сенсор IMX264 компании Sony, его раз-
мер – 8,4 × 7,1 мм;

затвор глобальный;
разрешение (Д × Ш) – 2448 × 2048 

пикселей, размер пикселя – 3,45 × 3,45 мкм; 
максимальная частота – 25 кадр/с;
тип изображения – монохромный;
тип крепления – C-mount;
интерфейс подключения – USB 3.0.

Разработка и реализация программных 
интерфейсов и алгоритмов

Особенностью предлагаемой нами тех-
нологии является использование специаль-
ного алгоритма обработки изображений. 
Данный алгоритм представляет собой про-
странственно-временной фильтр, модели-
рующий два основных зрительных канала 
человеческого глаза: фовеальное видение 
для детализированного цветного зрения и 
периферийное зрение для детектирования 

Рис. 2. Схема расположения компонентов оптической системы:
1 – объект измерения, 2 – бителецентрический объектив, 3 – модуль подсветки
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быстрых процессов и событий [3].
Сетчатка глаза состоит из слоев 

взаимосвязанных клеток. Для построения 
алгоритмической модели человеческого 
зрения нами выделяется два основных слоя 
сетчатки: наружный плексиформный  и вну-
тренний плексиформный. Каждый из слоев 
моделируется специальными фильтрами. 
Выходные данные алгоритма моделируются 
внутренним плексиформным слоем.

Другим важным свойством алгорит-
ма является способность к удалению 
пространственно-временного шума с 
одновременным увеличением детализации 
изображения. При этом моделируются ра-
бота фоторецепторов  и процесс воспри-
ятия информации мозгом; повышается 
контрастность краев изображения, улуч-
шаются контуры, реализуется логарифми-
ческий фильтр Габора. Разработанный ал-
горитм позволяет также повысить точность 
определения контура объекта до субпик-
сельных единиц.

На рис. 3 представлены изображения, 
демонстрирующие изменения четкости 
контура объекта. Например, размытость 
на краях объекта сильно понижена. Мож-
но также заметить, что перепады интен-
сивности на элементах объекта прак-
тически отсутствуют. Для реализации 
взаимодействия оптического микрометра 
с персональным компьютером разработан 
алгоритм обмена данными. На физическом 
уровне взаимодействие предусмотрено по 
интерфейсу USB 3.0. Для построения логи-
ческого уровня реализован набор функций, 
позволяющих подключать различные пара-
метры оптического микрометра и управ-
лять ими. Это время экспозиции, усиление, 

область интереса, частота кадров. Чтобы 
получить изображение в режиме реального 
времени, мы применили функционал с ис-
пользованием библиотек Pylon и OpenCV. 
Функции получения кадра и его передачи 
для дальнейшей обработки выполняются, 
в соответствии с  нашими проектами, в 
отдельных потоках, что позволяет добить-
ся высокого быстродействия при частоте 
25 кадр/с.

Алгоритм также содержит функции для 
определения (с субпиксельной точностью) 
контуров режущей кромки инструмента на 
изображении, полученном с помощью оп-
тического микрометра.

Указанное изображение обладает рядом 
особенностей, обусловленных примене-
нием телецентрической оптики:

минимально проявляются дифракцион-
ные эффекты на краях измеряемой кромки;

размеры изображения объекта на матри-
це видеокамеры соответствуют реальным 
размерам объекта.

Таким образом, имея физический раз-
мер пикселя матрицы видеокамеры и коли-
чество пикселей, которое занимает контур 
инструмента, можно вычислять положение 
краев инструмента (в микрометрах) относи-
тельно оптической оси камеры. Такой под-
ход обеспечивает определение положения 
краев инструмента с точностью до размера 
пикселя. В большинстве современных ви-
деокамер применяются матрицы, размер 
пикселя в которых не превышает 3–4 мкм. 
Такое значение параметра не гарантирует 
определения требуемых размеров с ми-
кронной точностью.

Для более точного нахождения поло-
жения краев инструмента, нами разрабо-

Рис. 3. Сравнение двух изображений объекта: a – исходное, b – обра-
ботанное алгоритмом по удалению пространственно-временного шума
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тан алгоритм субпиксельного определения 
контуров его режущей кромки и использо-
ваны возможности этого алгоритма.

Известны три основные группы мето-
дов для определения указанных контуров с 
субпиксельной точностью:

аппроксимационные;
основанные на вычислении моментов 

изображения;
интерполяционные.
Методы первой группы используют не-

прерывные функции для подгонки функ-
ции изображения. Субпиксельное положе-
ние контура определяется как точка пере-
гиба непрерывной функции.

Для второй группы методов используют-
ся статистические модели. 

Методы третьей группы обеспечивают 
субпиксельную точность путем интерпо-
ляции данных изображения для получения 
более тонкой сетки пикселей [4].

Разработанный нами алгоритм относит-
ся к интерполяционным методам (третья 
группа).

Алгоритм состоит из следующих опера-
ций.

Шаг 1. Исходное изображение подверга-
ется размытию по Гауссу.

Шаг 2. Применяется фильтр с ядром 
Кэнни раздельно для строк и столбцов; 
результаты записываются в соответствую-
щие матрицы.

Шаг 3. Определяются точки контура с 
пиксельной точностью.

Шаг 4. Производится уточнение поло-
жения контуров с субпиксельной точно-
стью на основе контуров, полученных на 
шаге 3, и матриц, записанных на шаге 2.

Субпиксельные координаты контуров 
вычисляются путем уточнения положения 
каждой из точек контура в его окрестно-
сти 3 × 3. Затем определяются собственные 
векторы и собственные значения матрицы 
Гессе данной окрестности [5]. Благодаря 
этому, направление и величина смещения 
точки контура находятся относительно на-
чальных.  Таким образом, при смещении 
каждой точки контура на определенный 
вектор, находится субпиксельное значение 
позиции каждой точки контура.

Разработанная нами методика дает воз-
можность получать искомые значения с 
точностью до 0,01 пикселя. Такая точность 
позволяет определять физические размеры 
измеряемого инструмента с погрешностью 
не хуже 0,5 мкм.

Геометрические параметры, такие как 
вылет и диаметр, вычисляются следующим 
образом. Анализируются субпиксельные 
координаты точек контура, и производит-
ся поиск минимальных и максимальных 
точек по координатам x и y. Точка с ми-
нимальным значением координаты x соот-
ветствует точке инструмента, максимально 
удаленной от оси, а точка с минимальной 
координатой y – точке инструмента с наи-
большей высотой. Затем значения харак-
теристических точек переводятся в миро-
вую систему координат путем умножения 
значения координаты на размер пикселя в 
соответствующем направлении и на коэф-
фициент увеличения.

Для получения максимально точных из-
мерений, необходима прецизионная фоку-
сировка изображения. Для ее контроля ис-
пользуется функция, с помощью которой 
вычисляется значение лапласиана изобра-
жения (он представляет собой суммиро-
ванное значение производных второго по-
рядка). Затем вычисляется среднеквадрати-
ческое отклонение для матрицы лапласиана 
– значение «фокусировки» изображения. 
Через оценку значения полученного пара-
метра делается заключение о степени фоку-
сировки изображения. В данном алгоритме 
предусмотрено пороговое значение пара-
метра, разделяющее значения «фокусиров-
ки» на допустимые (при них можно выпол-
нять измерения) и недопустимые (при них 
следует улучшить фокусировку) [6].

Помимо вышеописанного, реализован 
функционал калибровки системы по за-
данному шаблону. Разработка программ-
ного обеспечения производилась в среде 
Qt Creator с применением библиотек Qt и 
OpenCV.

При разработке функционального мо-
дуля программы применялась библиотека 
OpenCV 3.1.0, предназначенная для обра-
ботки изображений. Полученное с каме-
ры изображение содержит информацию 
о контурах объекта. Данное изображение 
формируется при помощи телецентриче-
ской оптической схемы. Последняя обе-
спечивает возможность получения изо-
бражения практически без дифракции на 
границе объекта. Это свойство позволяет 
упростить задачу определения контура объ-
екта для дальнейшего измерения.

С целью повышения контрастности 
применяется алгоритм, основанный на 
модели человеческого зрения. Далее про-
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изводится определение контуров объ-
екта с субпиксельной точностью. Если, 
например, увеличение объектива равно 
1,005, то можно сделать заключение о 
размере контура на матрице видеокаме-
ры. Он будет равен числу пикселей, ко-
торое занимает контур, умноженному на 
размер пикселя и на коэффициент уве-
личения.

Например, для вычисления размера 
контура по горизонтали X

X=dNp,

где d – коэффициент увеличения объектива; 
N – количество пикселей между краями 
контура; p, мкм, – ширина пикселя.

Для выполнения калибровки размера 
контура измеряется шаблонный объект с 
известными параметрами. Это дает воз-
можность определять расположение оси 
вращения инструмента в системе коорди-
нат матрицы камеры. В качестве шаблона 
можно использовать, например, конус.

Модуль калибровки позволяет опреде-
лять положение точки с максимальным 
значением координаты Z (она соответству-
ет оси вращения). Значение координаты X, 
соответствующее оси вращения, при вы-
полнении калибровки принимается за ну-
левое. Другими словами, вершина конуса 
служит началом координат в системе XZ. 
Начальное значение координаты Z опреде-
ляется как разность полученного значения 
высоты конуса минус фактическое значе-
ние высоты конуса (рис. 4, а).

Разработанный интерфейс пользователя 

для режима измерения (рис. 4, b) содержит 
следующие области: просмотр изображе-
ний с оптического микрометра и ввод ре-
зультатов измерений.

Заключение

Проведено целевое исследование, на-
правленное на создание устройства и 
программно-аппаратной технологии, по-
зволяющих быстро и точно измерять ба-
зовые параметры режущего инструмента. 
В ходе исследования получены следую-
щие результаты.

1. Разработаны оптический микроскоп 
и оптическая схема к нему, включающая 
бителецентрическую оптику для форми-
рования диодной подсветки и телецен-
трического объектива для захвата изо-
бражения. Разработанный оптический 
микроскоп обладает глубиной резкости 
объектива не более 1 мм (с формирова-
нием изображения без дифракционной 
картины).

Показано, что применение такой оп-
тической схемы позволяет снизить вли-
яние дифракционных эффектов на краях 
теневой картины и измерять в оптиче-
ском микроскопе такие параметры режу-
щего инструмента, как вылет и диаметр.

2. Разработан алгоритм, детектирую-
щий быстрые пространственно-времен-
ные процессы; он обеспечивает измере-
ние контура режущей кромки инструмен-
та с субпиксельной точностью (до 0,01 
пикселя) и физических размеров режуще-
го инструмента с точностью до 0,5 мкм.

а)                                                      b)

Рис. 4. Пример интерфейсов пользователя  в режимах калибровки (а) 
и измерения (b) размера контура режущей кромки инструмента.

В качестве шаблона использован конус
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Введение

Электростатические ионные ловушки 
с идеальной пространственно-временной 
фокусировкой (ИПВФ) пучка все шире 
применяются в современном масс-анализе. 
Принцип идеальной фокусировки ионов в 
электростатическом поле как основа син-
теза масс-спектрометрических приборов 
был запатентован Ю.К. Голиковым [1], 
реализован А.А. Макаровым в промыш-
ленно выпускаемой ловушке OrbiTrap (см., 
например, работу [5]). Интенсивно изуча-
ются так называемые ловушки Кассини 
(также с ИПВФ) [3, 4 – 6], впервые предло-
женные Ю.К. Голиковым и изученные его 
аспиранткой Д.В. Никитиной [7].  В настон-
ящее время исследования идеально фоку-
сирующих систем активно продолжаются. 
Таким образом, данная тема, безусловно, 
остается актуальной.

Настоящая статья продолжает серию ра-
бот [8 – 11], посвященных исследованию 
класса интегрируемых электростатических 
ловушек с ИПВФ. Идеальная фокусировка 
по направлению z (для определенности) в 
ловушке обеспечивается аддитивным вхо-
ждением в структуру потенциала члена z2 
[8, 9]. Ранее (см. работы [9 – 11]) нами 
подробно изучены условия существования 
финитного движения в ловушках, интегри-
руемых в параболических и эллиптических 
координатах. В данном случае имеются в 
виду системы координат, разделяющие пе-
ременные в уравнении Гамильтона – Яко-
би после отделения колебательного движе-
ния по z.

В настоящей работе рассмотрен случай 
интегрирования в полярной системе ко-
ординат, также указанный в статье [8], но 
подробно не исследованный. Анализ про-
веден в безразмерных переменных, которые 
использовались авторами и ранее [8 – 11].

Условия финитности движения ионов
В работе [8] получено выражение  для 

потенциала, обеспечивающего разделение 
переменных:

(1)

где μ, ε – параметры поля; x = r cos γ, 
y = r sin γ.

Полагая μ ≠ 0 (далее мы подтвердим 

2
2

2

( , , )
cos 2ln( ) ,

2

r z
rz r

r

ϕ γ =

γ
= - +m + e

справедливость этого условия) и вводя за-
мену переменных 1r r ,= m  1z z ,= m  полу-
чим из равенства (1) выражение

где 

Таким образом указанным 
масштабированием можно избавиться в 
выражении (1) от параметра μ, приравняв 
последний единице и сильно упростив 
дальнейший анализ.

Оставшийся параметр ε существенно 
влияет на топологию поля (1), определяя 
как количество его седловых точек в пло-
скости z = 0, так и вид эквипотенциалей. 
Количество седел соответствует количеству 
вещественных значений радиуса седла rs в 
восьми парах (rs,γs) полярных координат 

 

и меняется от двух до шести при прохож-
дении величиной ε в равенстве (1) крити-
ческих значений{–1/8, 0, 1/8}. Топология 
поля (1) весьма важна при выборе системы 
полезадающих электродов, ограничиваю-
щих рабочую область ловушки.

Движение иона в плоскости rγ, ортого-
нальной к направлению идеальной фокуси-
ровки z, определяется первыми интеграла-
ми

(2)

(3)

где E, C – константы разделения перемен-
ных; 
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(4)

Как обычно, необходимо определить ус-
ловия финитности движения в плоскости 
rγ.  Нетрудно видеть, что характер движе-
ния иона по r определяется профилем эф-
фективного потенциала

 

и величиной поперечной энергии E.
Заметим, что потенциал Ueff имеет яму 

(рис. 1) в диапазоне значений 0 < C < 1/8; 
при этом координаты минимума и макси-
мума Ueff (r) определяются как

(5)

где радиусу минимума соответствует знак 
минус, а радиусу максимума – плюс.

Минимальное и максимальное 
значения эффективного потенциала 
выражаются как 

2

2( ) ln
2eff
r CU r r

r
= - +

min,max
1 1 8 ,

2
Cr -

=


При C → 0 Ueff min → –∞, Ueff max → –1/2;
При C = 1/8 максимум и минимум по-

тенциала Ueff сливаются:

rmin = rmax = 1, Ueff min = Ueff max =– (ln2)/2,

и яма исчезает. 
Для C ≤ 0 (как и для μ = 0 в равенстве 

(1)) в выражении эффективного потенциала 
исчезает член, препятствующий движению 
частицы к r-сингулярности; соответствен-
но, необходимо выполнение условия C > 0. 

При 0 < C < 1/8 значение константы E 
для обеспечения финитности должно удов-
летворять неравенствам 

Ueff min (C) ≤ E < Ueff max (C).

С другой стороны, для любого E < – (ln2)/2 
найдется интервал значений параметра C, 
вложенный в промежуток, ]0, 1/8[, реали-
зующий финитность движения. При этом 
верхняя граница C находится из условия 
Ueff min (C) = E, а для E > – 1/2 имеется и 
нижняя граница интервала, вычисляемая из 
условия Ueff max (C) = E.

min,max
1 8 1 1 8ln .

2 2eff
C CU - -

= ± +


Рис. 1. Графическое представление функции эффективного потенциала Ueff (r, C).
Линии показывают расположения максимумов и минимумов для различных значений C
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Удобно ввести в рассмотрение величину 

ΔE = E – Ueff min (C),

характеризующую кинетическую энергию 
иона. 

Для постоянной ΔE финитность соблю-
дается при 

0 < C < Cmax < 1/8,
где Cmax находим из решения уравнения

Ueff max (Cmax) – Ueff min (Cmax) = ΔE.

Заметим, что условие радиальной ста-
бильности здесь полностью совпадает со 
случаем классического орбитрэпа.  

Угловое движение определяется коси-
нусоидальным (с амплитудой |ε|) профилем 
потенциальной γ-ямы и величиной кон-
станты C. Из соображений симметричности 
колебаний относительно γ = 0 удобно вы-
брать ε отрицательным (ε < 0).

Далее, математически обоснованной, с 
точки зрения ограниченности движения по 
углу, является величина 

C ∈ [–|ε|,|ε|[,
обеспечивающая перемещение частицы в 
секторе

(6)

При C > |ε| движение по γ не ограничено, 
траектория иона (при r-финитности) рас-
положена в кольце. Условия радиального 
удержания требуют выполнения неравенств 
0 < C <1/8. Соответственно, диапазон угло-
вых перемещений ограничен снизу сегмен-
том – π/4 ≤ γ ≤ π/4.

При C <1/8< |ε| имеется и ограничение 
диапазона γ-колебаний сверху. Очевидно, 
нет никаких препятствий к реализации фи-
нитности движения как по радиусу, так и 
по углу при соответствующем выборе на-
чальных данных частицы. При этом траек-
тория движения иона в плоскости rγ будет 
лежать внутри области 

Ω = [r1,r2] × [–γb, γb],                 (7)
где r1, r2 – решения уравнения Ueff (r, C) = E.

Эквипотенциали поля (1) имеют при 
r → 0 асимптоты γ = ± π/4, теоретически 
ограничивающие угловой размер электрода 
вблизи точки сингулярности величиной π/2. 
В то же время диапазон изменения углов 
γ-колебаний ионов не может быть мень-

arccos( )
, .

2b b b

C e
-γ ≤ γ ≤ γ γ =

ше, чем [–π/4, π/4]. Это вызывает сомне-
ние в возможности реализации ловушки с 
помощью двухэлектродной полезадающей 
конструкции. Иными словами, возникает 
вопрос, может ли траектория частицы (по 
крайней мере, при z = 0) лежать внутри об-
ласти конструктивно приемлемого семей-
ства эквипотенциалей. На рис. 2 эта область 
(поз. 1) выделена серым тоном. Указанная 
область ограничена проходящей через сед-
ловую точку поля сепаратрисой, которая 
асимптотически приближается к оси z под 
углами γ = ±π/4. Под конструктивной при-
емлемостью здесь подразумевается возмож-
ность пары вложенных эквипотенциалей 
(из области 1 на рис. 2,b) семейства (при 
реализации конструкции – электродов) за-
мыкать рабочую область – область движе-
ния пучка (область 5 на рис. 2,b). Если ока-
жется, что пучок при любых значениях па-
раметров и начальных данных обязательно 
«протыкает» внешний электрод указанной 
пары, то конструкция потребует увеличе-
ния числа полезадающих фрагментов, что 
нежелательно.

Для ответа на сформулированный ра-
нее вопрос сначала рассмотрим бесконеч-
но тонкие по r пучки, формируемые тра-
екториями ионов, распространяющимися с 
нулевой радиальной скоростью по дну по-
тенциальной ямы эффективного потенциа-
ла Ueff (r). В проекции на плоскость rγ эти 
траектории имеют вид дуг, симметричных 
относительно угла γ = 0; радиус каждой ду-
ги равен rmin (C), ее угловой размах – 2γb(C). 
Они определяются формулами (5), (6) и за-
висят от параметра C, связанного с началь-
ными данными движения. Соответственно, 
координаты граничных точек дуг формиру-
ют для множества допустимых значений C 
параметрически заданные кривые

xb(C) = rmin(C)cos(γb(C)), 

yb(C) = ± rmin (C) sin (γb(C)),          
(8)

положение которых (см. рис. 2, кривые 3) 
относительно эквипотенциали-сепаратри-
сы и представляет для нас интерес.

Для обеспечения теоретической возмож-
ности создания двухэлектродной ловушки 
должен существовать непустой интервал 
значений C, обеспечивающий расположе-
ние точек (xb(C), yb(C)) в области допусти-
мых эквипотенциалей. Заметим, что нену-
левые амплитуды z- и r-колебаний приво-
дят к необходимости наличия зазора между 
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Рис. 2. Траектории иона и эквипотенциальная структура поля (1) при значениях ε = – 0,2 (a) 
и ε = εc (b):

 1 – область конструктивно приемлемых эквипотенциалей; 2 – эквипотенциаль-сепаратриса; 3 – 
параметрически заданные кривые (8); 4 – границы пучка, имеющего ненулевую радиальную скорость;  

5 – проекции на плоскость rγ траекторий пучка с нулевой (a, b) и ненулевой (b) радиальными скоростями

эквипотенциалью-сепаратрисой и точкой 
границы γ-колебаний (8). Чем больше бу-
дет указанный зазор, тем больше фазовый 
объем ионов, запасаемых ловушкой. Как 
положение сепаратрисы, так и вид гра-
ничной кривой (8) существенным образом 
зависят от значений параметра ε. Эквипо-
тенциальные структуры с двумя седлами 
(|ε|>1/8) не обеспечивают достаточного ра-
бочего пространства внутри эквипотенци-
али-сепаратрисы. Так например, очевидна 
бесперспективность конфигурации, соот-
ветствующей

ε = –0,2 < –1/8
(см. рис. 2,a).

Полевые конфигурации с шестью седла-
ми (–1/8 < ε < 0) дают больше возможно-
стей. Наиболее привлекательным выглядит 
диапазон значений εc < ε < 0, где величина 
εc ≈ – 0,06904 соответствует наличию сепа-
ратрисы, проходящей одновременно через 
боковые и вертикальные, ближайшие к 
центру, седла поля (1) (см. рис. 2,b). Для 
определения εc используется условие равен-
ства потенциала (1) в точках расположения 
указанных седел:

или

 

Само значение потенциала сепаратрисы, 
соответствующей параметру εc, составляет

 

При расчете габаритов по z ловушки, со-
держащей ионы, стартующие с ненулевой 
скоростью z0 из плоскости z = 0, следует 
иметь в виду, что трехмерная эквипотен-
циальная поверхность поля (1) «прижима-
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ется» к оси z при смещении от плоскости 
z = 0 (рис. 3). Сечение трехмерной экви-
потенциали f (x, y) + z2 = d
плоскостью z = Z имеет вид 

f (x, y) = d – Z 2,

т. е. содержится среди эквипотенциалей 
двумерного поля f (x, y) – сечения трехмер-
ного поля плоскостью z = 0 [8].

Следует отметить, что для рассматри-
ваемых областей поля уменьшение значе-
ния потенциала с ростом Z соответствует 
переходу от эквипотенциали-сепаратрисы 
к внутренним эквипотенциалям области. 
Соответственно, цилиндр, заполняемый 
траекториями частиц (его  основание есть 
область (см. формулу (7)), а образующая 
параллельна оси z), должен быть вложен в 
поверхность, которая стягивается к оси z 
при уходе от плоскости z = 0. Следователь-
но, если иметь возможность расположить 
точки (8) в пределах некоторой эквипотен-
циали, внутренней относительно сепара-
трисы, то можно оценить допустимые га-
бариты пучка и ловушки по координате z, 
а также определить предельные скорости ż0 
старта иона из плоскости симметрии. Оче-
видно, что учет ненулевых радиальных ско-
ростей, определяющих радиальный размер 
области Ω, также требует некоторого про-
стора в размещении пучка внутри межэлек-

Рис. 3. Пример ионной ловушки на основе 
поля (1) при ε = εc.

Показаны контуры внутреннего (1) и внешнего 
(2) электродов и траектория иона (3), вложенная в 

рабочее пространство ловушки 

тродной области.
Заметим, что при использовании траек-

торий с ΔE = const, энергия

E = ΔE + Ueff min(C)

оказывается больше Ueff max (C) при некото-
ром C и, следовательно, верхнее допусти-
мое значение C будет меньше 1/8, посколь-
ку при уменьшении глубины ямы (с ростом 
C) «выплескивание» из нее траектории про-
исходит еще до исчезновения самой ямы. 
Фактическое же положение границ обла-
сти Ω зависит уже от двух параметров: C 
и E (или ΔE). Каждому C ставится в соот-
ветствие не одно значение rmin (C), а два: 
r1  (C, ΔE), r2 (C, ΔE) (см. формулу (7)). Это 
приводит к замене выражений (8) парами 
аналогичных параметрически заданных 
границ (показаны коротким пунктиром на 
рис. 2,b).

Выбор параметров ловушки

Сформулируем алгоритм выбора параме-
тров поля двухэлектродной ионной ловуш-
ки и начальных условий для ионов, удер-
живаемых в этой ловушке.

Шаг 1. Выбираем значение параметра ε 
в интервале εc ≤ ε < 0. Выбираем значение 
параметра C, обеспечивающее размещение 
пучка с нулевым радиальным разбросом в 
пределах рабочей области границ (8). Пусть 
потенциал сепаратрисы, окружающей рабо-
чую область, равен φ0.

Шаг 2. Предполагаем, что протяженность 
ловушки по z равна 2Z; находим потенциал 

φ1 = φ0 – Z2 – δ,
где δ обеспечивает необходимый технологи-
ческий зазор между поверхностью электро-
да и областью сосредоточения ионов пучка.

Шаг 3. Решаем задачу вложения пучка во 
внешнюю эквипотенциаль φ (x,y,z) = φ1. Вы-
полняем пробный поиск расстояния между 
точками с потенциалом φ1 вдоль прямой, 
проходящей через начало координат и точ-
ку (xd(C), yd(C)), для каждой из граничных 
точек (8). При этом учитываем конфигура-
цию эквипотенциалей на плоскости rγ. 

Для решения задачи строим распределе-
ние поля вдоль указанной прямой, исполь-
зуя выражения (1) и (6):

 
2

2

( , ) ( , ( ), 0) ln( )
2

cos (arccos( / )) ( , ).

b
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rU r C r C r

C U r C
r
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e
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Факт совпадения распределения поля 
вдоль граничного луча γ = γb(C) с эффек-
тивным потенциалом означает, что коор-
динаты точек пересечения луча с эквипо-
тенциалью φ1 и их положение относительно 
rmin(C) совпадают с координатами и поло-
жением радиальных границ пучка сечения 
Ω (7) для энергии E = φ1. Критические зна-
чения параметра C, ограничивающие диа-
пазон его допустимых значений, определя-
ются уравнением 

φ(rmin (C), γb (C), 0) = φ1,

задающим точку касания эквипотенциали  
φ1 и граничного луча γ = γb (C). Для кри-
тических значений C реализуется дуговая (в 
проекции на плоскость rγ) траектория пуч-
ка. Для других значений C из интервала до-
пустимых значений движение происходит 
в области Ω. Начальные данные движения 
находятся по заданным значениям пара-
метров E, C  с помощью выражений (4). 
Пучок оптимальным образом вписывается 
в габариты внешней рабочей эквипотен-
циали. Связь допустимых значений C и φ1 
аналогична связи параметров C и E.

Укажем, что данное рассмотрение опре-
деляет лишь граничные ионы пучка в кон-
фигурационном пространстве. А чтобы  
уменьшить влияние пространственного 
заряда на работу ловушки, целесообразно 
увеличить площадь 

области Ω (см. формулу (7)) путем соответ-
ствующего выбора С.

Примечание. При выборе внутренней 
эквипотенциали следует иметь в виду, что 
ее максимальный размер (максимальный 
радиус удаления от центра) находится в 
плоскости rγ при γ = 0. Соответственно, 
если внутренний радиус пучка равен r1, то 
достаточно выбрать в качестве внутренней 
границы системы эквипотенциальную по-

2 2
2 12 ( ( ) ( )) ( )bS r C r C CΩ = π - γ

верхность φ (r, γ, z) = φ2,
где φ2 = φ(r1– δr, 0, 0) (δr – необходимый 
технологический зазор, см. Шаг 2).

Пример ловушки, построенной по ука-
занной методике и заполненной характер-
ной траекторией иона, приведен на рис. 3.

Заключение

В представленной работе исследован 
характер движения иона в интегрируемой 
электростатической ловушке с разделением 
переменных в полярных координатах.

В процессе исследования найдены усло-
вия финитности движения, проанализиро-
вано поле ловушки и показано, что лишь 
один из параметров потенциала является 
существенным.

Определено влияние указанного пара-
метра на топологию поля; найден диапазон 
значений параметра, обеспечивающих на-
личие потенциальной структуры,  перспек-
тивной для возможного синтеза ионной ло-
вушки.

Показано, что граница рабочего объема 
ловушки может быть сформирована толь-
ко двумя электродами, что упрощает кон-
струкцию прибора.

Сформулирована методика выбора со-
гласованной конфигурации электродов и 
пучка.

Предложенный алгоритм по существу 
является формулировкой ограничений для 
последующего решения задачи условной 
оптимизации. Далее следует провести мак-
симизацию фазового объема пучка по всем 
фазовым координатам, а затем (дополни-
тельно) – одномерную оптимизацию систе-
мы по параметру ε.

Часть данной работы выполнена в рамках го-
сударственного задания № 075 00780 19 00 для 
Института аналитического приборостроения 
РАН.
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КОНВЕРСИЯ ВОДЯНОГО ПАРА ПРИ ВЗАИМОДЕЙСТВИИ 
ИСПАРЕННОГО РАСТВОРА ФТОРИДА ВОДОРОДА  

С УГЛЕРОДОМ В РЕЖИМЕ ФИЛЬТРАЦИОННОГО ГОРЕНИЯ

В.В. Капустин1, Д.С. Пашкевич1, Д.А. Мухортов2, 
В.Б. Петров2, Ю.И. Алексеев3

1 Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого, 
Санкт-Петербург, Российская Федерация;

2 Российский научный центр «Прикладная химия», 
Санкт-Петербург, Российская Федерация;

3 ООО «Новые химические продукты», Санкт-Петербург, Российская Федерация

Приведены результаты лабораторного исследования конверсии водяного пара при 
подаче испаренного водного раствора (ИВР) фторида водорода HF и кислорода в 
стационарный слой гранулированного графита. Установлено, что характерное время 
конверсии водяного пара при контакте ИВР HF и углерода при температуре около 
1500 K составляет величину порядка 10 с. Сравнение результатов эксперимента с 
литературными данными по высокотемпературному взаимодействию водяного пара и 
углерода показало, что при указанной температуре присутствие HF практически не 
влияет на скорость взаимодействия водяного пара с углеродом. Метод, базирующийся 
на высокотемпературном взаимодействии ИВР HF с углеродом, может служить 
основой промышленной технологии дегидратации водного раствора HF, в том числе 
азеотропного.

Ключевые слова: фторид водорода, плавиковая кислота, водяной газ, фильтрационное 
горение
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THE WATER VAPOR CONVERSION DURING 
THE INTERACTION BETWEEN AN EVAPORATED 
HYDROGEN FLUORIDE SOLUTION AND CARBON 

IN THE FILTRATION COMBUSTION MODE

V.V. Kapustin1, D.S. Pashkevich1, D.A. Mukhortov2, 
V.B. Petrov2, Yu.I. Alexeev3

1 Peter the Great St. Petersburg Polytechnic University, St. Petersburg, Russian Federation;
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The results of laboratory studies of the water vapor conversion when an evaporized aqueous 
solution (EAS) of HF and oxygen is being fed into a stationary layer of granular graphite have 
been presented. It was established that the characteristic time for the water vapor conversion 
upon the contact of the EAS of HF with carbon at a temperature of about 1500 K was 10 s. 

Физическое материаловедение
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Comparison of the experimental results with the literature data on high-temperature interaction 
of water vapor and carbon showed that HF had little or no effect on the rate of this interaction 
at a temperature of about 1500 K. Our method derived from the high-temperature interaction of 
the EAS of HF with carbon can serve as the basis of an industrial technology for the dehydration 
of an aqueous solution of HF, including azeotropic one.
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Введение

Водный раствор фторида водорода HF 
(плавиковая кислота) является продуктом 
целого ряда производств; он, например, 
образуется при переработке гидролизом 
обедненного гексафторида урана UF6 [1, 2].

В то же время в промышленности в ка-
честве фторирующего агента используют 
в основном безводный фторид водорода 
(БФВ) [3, 4], содержание воды в котором 
должно быть не выше 0,06 % [5]. Поэтому 
разработка технологий получения безвод-
ного фторида водорода из его водных рас-
творов является актуальной задачей.

Обычно БФВ получают из его водного 
раствора ректификацией [5]. Однако этот 
раствор при содержании в нем фтори-
да водорода примерно 35 – 40 % являет-
ся азеотропным [6], и применение обыч-
ной ректификации не позволяет разделить 
смесь на индивидуальные компоненты. В 
этом случае при любом составе исходной 
смеси, подвергаемой ректификации, в ка-
честве одного из компонентов будет вы-
ступать азеотроп. Таким образом, извлечь 
полностью фторид водорода из его водного 
раствора путем ректификации оказывается  
невозможным.

Известны работы по дегидратации пла-
виковой кислоты фторидом натрия [7] и 
концентрированной серной кислотой [8]. 
Первый метод в настоящее время не нашел 
промышленного применения. Во втором 
в качестве побочного продукта образу-
ется 75 %-я серная кислота в количестве 
около 30 кг на 1 кг БФВ, поэтому выбор 
конструкционных материалов для промыш-
ленной реализации этого метода затрудни-
телен.

В работе [9] предложен метод дегидра-
тации водного раствора фторида водорода, 
в том числе азеотропного, высокотемпера-
турным взаимодействием водяных паров 
с углеродом в режиме фильтрационного 

горения по схеме:

Csol + O2
gas + HFgas + H2O

 gas →

→ COgas + CO2
gas+H2

gas + HFgas,
(1)

где верхние индексы sol и gas означают 
твердую и газовую фазы веществ.

С помощью термодинамических расчетов 
и лабораторных исследований в статье [9] 
было показано, что при температуре выше 
1000 K фторид водорода является един-
ственным фторсодержащим веществом в 
системе.

Таким образом, была показана прин-
ципиальная возможность проведения про-
цесса (1), когда фторид водорода остается 
инертным по отношению к другим ком-
понентам системы, а водяной пар взаимо-
действует с углеродом с образованием во-
дорода H2

gas и монооксида углерода COgas.
Взаимодействие водяного пара с угле-

родом хорошо изучено в теории газифика-
ции твердых топлив. В частности, в работе 
[10] было показано, что характерное вре-
мя взаимодействия водяного пара с угле-
родом различных марок, при температуре 
1500 – 1600 K, составляет несколько се-
кунд.

Однако данных о скорости реакции 
взаимодействия водяного пара с углеро-
дом в присутствии фторида водорода в 
литературе не обнаружено. При этом из-
вестно, что фторид водорода как полярное 
вещество (его дипольный момент равен 
1,88 Д), оказывает на многие химические 
процессы как каталитическое, так и инги-
бирующее действие [4].

Цель настоящей статьи – определить 
глубину конверсии водяного пара при вы-
сокотемпературном взаимодействии испа-
ренного водного раствора фторида водо-
рода со слоем гранулированного графита 
при подаче в слой кислорода.
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Размер ячейки сита, мм 10 7 5 2,0 1,4 0,40 0,25

Массовое содержание 
графита в засыпке, % 0,0 0,8 20,0 63,7 12,6 2,9 0,0

Таблица  1
Гранулометрический состав исходного графита

Характеристика исходных веществ

Для экспериментального исследования в 
лабораторных условиях использовали гра-
фит искусственный измельченный ГИИ-А 
(ТУ 1916-109-71-2000) с насыпной массой 
840 кг/м3 и содержанием основного веще-
ства не менее 99 %; графит имел зольность 
не более 1 %, содержание влаги и серы – не 
более 1,0 и 0,05 % соответственно. Грану-
лометрический состав засыпки приведен в 
табл. 1. Состав примесей определяли с по-
мощью эмиссионного спектрометра с ин-
дуктивно-связанной плазмой ICPE-9000 и 
инфракрасного Фурье-спектрометра FTIR-
8400S. Результаты исследования позволяют 
заключить, что основными примесями в 
исходном графите были силикаты кальция 
и железа.

С помощью выщелачивания графита 
0,4 %-м гидроксидом натрия было уста-
новлено, что кислотная составляющая в 
исходном графите отсутствовала.

В данной работе использовали водные 
растворы фторида водорода с массовым со-
держанием последнего 40 и 72 %, так как 
эти растворы образуются в ряде технологи-
ческих процессов [1, 2].

Лабораторная установка и методика 
проведения эксперимента

Для проведения экспериментальных ис-
следований по высокотемпературному вза-
имодействию водяного пара и углерода в 
присутствии кислорода и фторида водорода 
была создана лабораторная установка, схе-
ма которой представлена на рис. 1.

Рис. 1. Схема лабораторной установки:
1 – реактор; 2 – двухкомпонентная форсунка; 3 – съемный электронагреватель; 
4 – теплообменник для нагрева O2; 5 – перистальтический насос; 6 – теплообменник 
для испарения и перегрева водного раствора HF; 7 – термопары; 8, 9 – 
никелевые теплообменники; 10 – сборник кислоты; 11 – щелочной абсорбер; 
12, 13 – никелевые ампулы; 14 – устройство для сжигания H2 и CO в кислороде 

воздуха
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Рис. 2. Схемы двух способов установки форсунки (2) и термопар (T1 – T4) 
в реакторе (1); a, b – положения I и II; PR – продукты реакции

Стальной цилиндрический реактор 1 
объемом 23 л, высотой 400 мм и внутрен-
ним диаметром 273 мм оборудован ру-
башкой охлаждения и системами подвода 
компонентов и отвода продуктов реакции. 
Температура теплоносителя в рубашке ох-
лаждения составляла 370 K.

Толстостенная медная форсунка 2 ди-
аметром 28 мм и толщиной стенки 8 мм 
служила для подачи кислорода в слой гра-
нулированного углерода и испаренного 
водного раствора фторида водорода. Для 
охлаждения форсунки в верхней ее части 
была смонтирована рубашка охлаждения, 
в которую подавали воду при температуре 
370 K. Опыты проводили при двух способах 
установки форсунки 2 в реакторе 1.

В положении I (рис. 2, a) форсунка 
устанавливалась в боковой штуцер верх-
него фланца реактора под углом в 45°, 
при этом срез форсунки располагался на 
вертикальной оси реактора. В положении 
II (рис. 2, b) форсунку устанавливали в 
центральный штуцер верхнего фланца, а 
сам реактор переворачивали.

Распределение температуры в области 
выхода газа из форсунки отслеживали с 
помощью хромель-алюмелевых термопар 
T1 – T4, установленных в никелевые чехлы 
диаметром 6 мм и толщиной стенки чехла 
1,5 мм. В начале опыта в реактор загружали 

гранулированный графит до уровня верх-
ней крышки, при этом средняя масса за-
сыпки углерода составляла 16 кг. Далее с 
помощью съемного электронагревателя 3 
(см. рис. 1), установленного вблизи среза 
форсунки, осуществляли предварительный 
разогрев слоя углерода. После того, как гра-
фит вблизи форсунки прогревался до темпе-
ратуры 900 K, съемный электронагреватель 
извлекали из реактора и через форсунку 
подавали кислород для дальнейшего разо-
грева слоя углерода и поддержания темпе-
ратуры выше 1000 K. Для того чтобы ис-
ключить возможность конденсации паров 
воды и фторида водорода на внутренних 
поверхностях форсунки, кислород перед 
подачей в реактор разогревали до 500 K в 
теплообменнике 4 (см. рис. 1).

Затем в слой нагретого углерода вме-
сте с кислородом подавали предваритель-
но испаренный водный раствор фторида 
водорода. Дозирование раствора осущест-
вляли с помощью перистальтического на-
соса 5, испарение раствора происходило в 
теплообменнике 6 при температуре 600 K.

C помощью термопар оценивали 
границы и характерные размеры области в 
слое графита, где температура превышала 
1000 K. Отметим, что при такой темперам-
туре равновесие в реакции (1) сдвинуто 
вправо.

       a)                                         b)         
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Для охлаждения газового потока продук-
тов реакции, на выходе из реактора были 
последовательно установлены никелевые 
теплообменники 8 и 9 (см. рис. 1), в которых 
поддерживали значения температуры 280 K 
с помощью криостата и 220 K с помощью 
жидкого азота, соответственно. Сконденси-
рованную жидкость собирали в сборнике 10 
(он футерован фторопластом-4), а затем ее 
анализировали титрованием на содержание 
фторида водорода и воды. Сборник также 
охлаждали жидким азотом до температуры 
220 K.

Газовый поток после сборника нейтра-
лизовали в щелочном абсорбере 11. Пробы 
для хроматографического и спектрального 
анализов газообразных продуктов реакции 
отбирали до и после абсорбера в никелевые 
ампулы 12 и 13 соответственно (ампулы 
были пассивированы фтором). В течение 
одного опыта пробы для газового анализа 
отбирали от трех до пяти раз.

Водород и монооксид углерода, образо-
вавшиеся при высокотемпературном взаи-
модействии углерода и водяного пара, сжи-
гали в кислороде воздуха в устройстве 14 
(см. рис. 1).

После проведения опыта реактор про-
дували инертным газом, углеродный мате-
риал охлаждали, перемешивали и отбирали 

пробу. Методики анализа углерода и про-
дуктов реакции описаны в статье [9].

Экспериментальные результаты 
и их обсуждение

Тепловое состояние реактора. Объемный 
расход кислорода в опытах был выбран мак-
симально возможным. При этом налагалось 
требование, чтобы при нем не происходило 
псевдоожижения слоя графита. Это значе-
ние расхода составляло 90 н.см3/с.

Изменение расхода испаренного водно-
го раствора фторида водорода находилось в 
диапазоне 5 – 85 мг/с.

Измерения показали, что температура 
графита в слое вблизи выхода газовых по-
токов из форсунки превышала 1400 K, что 
достаточно для протекания реакции полу-
чения водяного газа. При этом было необ-
ходимо учитывать, что никелевые трубки, в 
которых установлены термопары, искажали 
температурное поле за счет своих тепловых 
характеристик (теплоемкость и теплопрово-
дность); вследствие этого измеряемые зна-
чения температуры оказывались ниже фак-
тических.

На рис. 3 приведены эксперименталь-
ные распределения температуры, зафик-
сированные термопарами для двух вариан-
тов установки форсунки (см. рис. 2).

  a)                                      b)

Рис. 3. Экспериментальные распределения температуры в реакторе 
для положений I (a) и II (b)  форсунки (см. рис. 2); 
показаны также предполагаемые линии тока газа
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В положении I в реакторе формировалась 
асимметричная высокотемпературная зона, 
форма которой была близка к шарообраз-
ной. Асимметрия высокотемпературной 
зоны связана с взаимодействием вынуж-
денной и естественной конвекции при 
формировании газового потока сквозь слой 
углерода. Вследствие вынужденной кон-
векции формировался поток газа от выхо-
да из форсунки к выходу из реактора; он 
был направлен сверху вниз. В результате 
же естественной конвекции формировался 
поток газа (Т ≈ 1300 K), который двигал-
ся от выхода из форсунки вверх, достигал 
полости между верхним уровнем слоя угле-
рода и верхней крышкой реактора (Т ≈ 400 K) 
и опускался вдоль стенок реактора к выходу 
из него.

На формирование описанной структуры 
течения влияла также зависимость вязкости 
газа от температуры: с ростом температуры 
вязкость газа увеличивается, а следователь-
но, возрастает и гидравлическое сопротив-
ление газа в высокотемпературной области. 
Это заставляет поток газа огибать высоко-
температурную область.

В положении форсунки II в реакторе 
формировалась симметричная высокотем-
пературная область в виде эллипсоида, вы-
тянутого в вертикальном направлении. При 
этом составляющие вынужденной и есте-
ственной конвекции были сонаправлены к 
выходу из реактора.

Характерный размер зоны с температу-
рой выше 1000 K в положении I составлял 
примерно 7 – 8 см, а в положении II 
формировалась область с характерными 
значениями высоты 13 – 15 см и ширины 
5 – 6 см.

При одном и том же значении расхода 
газообразных компонентов время пребыва-
ния водяного пара в высокотемпературной 
(Т > 1000 K) зоне в положении  II  было 
выше примерно на 60 %, чем в положе-
нии I.

В высокотемпературной реакционной 
области можно выделить три зоны. Пер-
вая – кислородная зона – занимает об-
ласть от места выхода газа из форсунки до 
поверхности, где концентрация кислорода 
становится равной нулю. Вторая – зона 
взаимодействия водяного пара и углерода 
– охватывает область от границы кисло-
родной зоны до поверхности, где темпера-
тура снижается до 940 K. Остальную часть 
реакционной области занимает третья зона 

– область образования вторичной воды, где 
температура ниже 940 K.

В кислородной зоне происходит высоко-
экзотермическая реакция взаимодействия 
углерода с кислородом [11]. Существенного 
изменения содержания воды в кислородной 
зоне практически не происходит, так как 
водород, образующийся при ее взаимодей-
ствии с углеродом, полностью окисляется 
кислородом.

Оценку длины кислородной зоны мы 
делали в соответствии с рекомендациями, 
предложенными в работе [12]. Для расхода 
кислорода 90 н.см3/с  и гранулометрическо-
го состава углеродного материала, приве-
денного в табл. 1, характерный размер кис-
лородной зоны составил 1,5 см.

За кислородной следует восстановитель-
ная зона, в которой происходит взаимо-
действие паров воды с углеродом и обра-
зуются водород и монооксид углерода при 
температуре свыше 940 K. Кроме того, в 
этой зоне возможно протекание следующих 
эндотермических реакций:

H2O + Csol 
 → H2 + CO

(+ 132 кДж; ΔG < 0 при Т > 940 K); (2)

CO2 + C 
sol → 2CO

(+ 172 кДж; ΔG < 0 при Т > 1000 K); 
(3)

CO2 + H2 → CO + H2O
(+41 кДж; ΔG < 0 при Т > 1330 K).   

(4)

Здесь ΔG – изменение энергии Гиббса.
Для определения области изменения тем-

пературы, в которой равновесие в реакциях 
(2) – (4) (а также в реакции (5), приведен-
ной ниже) сдвинуто вправо, мы рассчитали 
изменение энергии Гиббса в зависимости 
от температуры.

В зоне образования вторичной воды 
температура ниже 940 K. При этом условии 
реакция взаимодействия водяного пара с 
углеродом прекращается, но протекает об-
ратная реакция взаимодействия водорода 
с монооксидом углерода и образуется вто-
ричная вода:

H2 + CO → H2O + Csol

(–132кДж; ΔG < 0 при Т < 940 K).  (5)

Таким образом, характерный размер 
кислородной зоны оказывается примерно 
на порядок меньше такового для высоко-
температурной (выше 1000 K) зоны в слое 
графита. В восстановительной же зоне це-
лесообразно поддерживать температуру в 
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диапазоне 1000 – 1300 K, при которой во -
дяной пар взаимодействует с углеродом, а 
реакция (4) термодинамически запрещена 
(ΔG < 0).

Конверсия водяного пара в зависимости 
от массового расхода испаренного водного 
раствора фторида водорода. Одним из па-
раметров, определяющих эффективность 
предлагаемого метода получения фтори-
да водорода, является конверсия водяного 
пара при высокотемпературном контакте с 
углеродом.

Конверсию водяного пара при заданном 
расходе водного раствора фторида водоро-
да определяли двумя способами: по соста-
ву газообразных продуктов на выходе из 
реактора и по количеству воды, собранной 
в приемной емкости 10 (см. рис. 1).

Измерения состава газовой фазы на 
выходе из реактора позволяют рассчитать 
конверсию водяного пара на основе мате-
риального баланса кислорода и водорода, 
поступающих в реактор в виде водяного 
пара и молекулярного кислорода и покида-
ющих реактор в виде молекулярного водо-
рода и в составе оксидов углерода.

Расчет конверсии водяного пара по газо-
образным продуктам реакции Kgas произво-

Продукт c, об.% Способ определения

CF4 –

Газовая
хроматография

CO 70

CO2 20

H2 10

O2 0,5

CH4 0,1

(HF)n

0,1 при 
n = 4

Потенциометрия

COF2 – ИКФС

Таблица  2
Характерный состав газообразных 

продуктов процесса после конденсатора фтори-
да водорода

Примеч ания :  точность определения характерной 
концентрации c составляла 10–2 об.%; ИКФС – ин-
фракрасная Фурье-спектроскопия

дили по следующей формуле:

                                                     (6)

где W, мг/с, – расход соответствующих 
компонентов на входе в реактор; c, об.%, – 
концентрация соответствующих веществ в 
газовом потоке на выходе из реактора после 
конденсации воды и фторида водорода.

В табл. 2 приведен характерный состав 
газовой фазы после конденсатора фтори-
стого водорода 10 (см. рис. 1). Конверсию 
водяного пара по жидкой фазе Kflu опреде-
ляли как отношение массы воды, собран-
ной в приемной емкости 10 (см. рис. 1), к 
массе водяного пара, поданной в реактор в 
составе водного раствора фторида водорода.

На рис. 4 приведены значения конвер-
сии водяного пара Kgas и Kflu в зависимости 
от расхода водного раствора фторида водо-
рода для двух концентраций фторида водо-
рода и двух способов установки форсунки 
в реакторе.
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а)

Рис. 4. Зависимости конверсии водяного пара Kwv  – Kgas (кривые 1, 3) и Kflu (2, 4) от расхода 
водного раствора HF при контакте этого испаренного раствора с высокотемпературным слоем 

углерода; содержание HF в растворе составляло 40% (a) и 72 % (b); 

приведены данные для положений форсунки I (3, 4) и II (1, 2) (см. рис. 2)

b)
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а)

b)

Рис. 5. Зависимости конверсии Kgas водяного пара (wv) при подаче испаренного водного раствора 
HF в высокотемпературный слой графита от времени пребывания wv вне кислородной зоны, в 
слое с температурой свыше 1000 K; содержание HF в растворе  составляло 40% (a) и 72 % (b);

приведены данные для положений форсунки I (черные символы) и II (светло-серые символы) 
(см. рис. 2)
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зан с сокращением времени пребывания 
продуктов реакции в зоне образования вто-
ричной воды.

Конверсия водяного пара Kgas во всех 
опытах выше, чем конверсия Kflu, в среднем 
на 14 %. Вероятно, это связано с уносом 
мелкодисперсных капель воды из сборника 
10.

Значения глубины конверсии водяно-
го пара при работе с кислотой, содержащей 
фторид водорода в концентрации 40 и 72 %, 
близки между собой.

На конверсию оказывает существенное 
влияние способ установки форсунки. При 
осесимметричной установке (в положение II) 
конверсия водяного пара выше примерно на 
40%. Вероятно, что это связано с бόльшим 
временем пребывания потока в высокотем-
пературной зоне.

Конверсия водяного пара в зависимости 
от времени его пребывания в высокотемпе-
ратурной области. Указанное время пребы-
вания в зоне с температурой выше 1000 K 
приближенно оценивали по расходу водно-
го раствора фторида водорода и конфигу-
рации высокотемпературной зоны с учетом 
расхода кислорода. При этом полагали, что 
реакция образования водяного газа проте-
кает вне кислородной зоны. Результаты об-
работки экспериментальных данных приве-
дены на рис. 5. Полученные зависимости 

глубины конверсии от времени контакта 
углерода с водяным паром в высокотемпе-
ратурной бескислородной зоне позволяют 
сделать вывод о том, что реакция (1) про-
ходит практически полностью при времени 
контакта примерно 7 – 10 с и это время не 
зависит от исходной концентрации плави-
ковой кислоты.

Полученные значения времени контак-
та, при которых обеспечена 90 %-я конвер-
сия водяного пара, хорошо согласуются с 
данными работы [10], в которой рассма-
тривалось взаимодействие водяного пара с 
различными марками графита в отсутствие 
фторида водорода. Кроме того, было пока-
зано, что концентрация фторида водорода в 
его исходном растворе не влияет на значе-
ние конверсии водяного пара.

На основе проведенного анализа данных 
можно сделать вывод, что фторид водоро-
да практически не оказывает влияния на 
скорость высокотемпературного взаимо-
действия водяного пара с графитом при 
температуре свыше 1000 K. 

Заключение

На основе проведенного лабораторного 
экспериментального исследования установ-
лено следующее.

При взаимодействии водяного пара с 
углеродом при температуре свыше 1000 K 
присутствие фторида водорода практиче-
ски не оказывает влияния на скорость этой 
реакции.

Характерное время контакта водяно-
го пара и неподвижного слоя графита при 
температуре свыше 1000 K в присутствии 
фторида водорода, при котором достигается 
90%-я конверсия водяного пара, составляет 
величину порядка 10 с.

Метод высокотемпературного взаимо-
действия водяного пара с углеродом может 
стать основой промышленной технологии 
дегидратации водного раствора фторида 
водорода, в том числе азеотропного.
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ТАЙФУНОВ ЛАЗЕРНЫМИ ДЕФОРМОГРАФАМИ 
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В статье приводится описание натурных наблюдений мощных инфразвуковых 
возмущений в диапазоне «голоса моря» (7 – 9 Гц), вызванных прохождением тропических 
циклонов (тайфунов) в юго-восточном районе Дальневосточного федерального округа 
России и акватории Японского моря. Регистрация каждого события выполняется с помощью 
лазерно-интерференционного измерительного комплекса, стационарно расположенного 
на юге Приморского края. Проанализированы динамические спектрограммы наблюдаемых 
событий и прослежена их связь с метеорологическими явлениями, такими как ветер 
и морские волны. При использовании спутниковых данных найдена взаимосвязь 
распределения области влияния тайфунов в регионе с наблюдаемым инфразвуковым 
возбуждением. Сделаны выводы о взаимосвязи проявления микросейсм «голоса моря» 
с возникновением первичных и вторичных микросейсм, а также хорошей корреляции 
между исчезновением микросейсм «голоса моря» и соответствующим прекращением 
первичных микросейсм. Установлено отсутствие зависимости уровня сигнала от скорости 
ветра в области расположения измерительного полигона.
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In the paper, the field studies of powerful infrasonic disturbances in the range of “voice of 
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Far Eastern Federal District (Russia) and the water area of the Sea of Japan have been present-
ed.  Event monitoring was carried out using the laser-interference measuring complex located 
permanently in the South of Primorski Krai. The dynamic spectrograms of the observable events 
were analyzed and their connection with various meteorological phenomena, such as wind and 
sea waves, was followed. Using the satellite data, a connection between the distribution of the 
area of typhoons influence in the region and the observed infrasound excitation was found. The 
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Keywords: infrasonic wave, laser strainmeter, typhoon, voise of sea

Citation: V.A. Chupin, G.I. Dolgikh, E.S. Gusev, Recording typhoons’ infrasonic distur-
bances by laser strainmeters, St. Petersburg Polytechnical State University Journal. Physics and 
Mathematics. 12 (1) (2019) 117–127. DOI: 10.18721/JPM.12110

Физика атмосферы 



Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки 12 (1) 2019

118

Введение
На морской экспериментальной станции 

(МЭС) «Мыс Шульца» Тихоокеанского оке-
анологического института им. В.И. Ильичёва 
Дальневосточного отделения Российской ака-
демии наук (ТОИ ДВО РАН) ведется по-
стоянное исследование целого комплекса 
показателей сейсмоакустико-гидрофизиче-
ского цикла. Регистрируются вариации де-
формации земной коры (с помощью бере-
гового лазерного деформографа), вариации 
атмосферного давления (с помощью лазер-
ного нанобарографа), вариации гидросфер-
ного давления (используется специальный 
лазерный измеритель) и вариации скоро-
сти ветра (на метеостанции). При обработ-
ке синхронных экспериментальных дан-
ных, полученных при такой регистрации, 
было обнаружено, что в прибрежной обла-
сти Приморского края наблюдается низко-
частотное сейсмоакустическое возмущение 
в диапазоне 7–9 Гц (частотная полоса так 
называемого «голоса моря»).

Возбуждение сейсмического сигнала в 
данном диапазоне частот связано с прохо-
ждением тропических циклонов в окрест-
ности измерительного полигона. Эти при-
родные явления существенно влияют на 
жизнедеятельность Дальневосточного ре-
гиона Российской Федерации.

Впервые на существование голоса моря 
– высокочастотного инфразвука (от еди-
ниц до десяти и более герц) было указа-
но в работе [1]. В качестве механизма воз-
никновения указанного феномена рассма-
тривается обтекание больших океанских 
волн ветровым потоком. Альтернативный 
механизм возникновения этого инфразву-
ка предлагается в работе [2], где рассма-
тривается акустический шум от морских 
волн, разбивающихся о скалистые берега. 
В статье [3] высказано предположение об 
общей генерации инфразвука стоячими 
поверхностными волнами и, как следствие, 
– стратификации свойств атмосферы, та-
ких как скорость ветра и температура, на 
наблюдаемые параметры инфразвуковых 
волн. Такие стоячие волны образуются в 
результате нелинейного взаимодействия 
между прогрессивными поверхностными 
волнами.

Множеством авторов, в том числе авто-
рами статьи [4], регистрировались первич-
ные и вторичные микросейсмы, возникаю-
щие в результате действия прогрессивных 
и стоячих морских волн на океанское дно. 
Механизм генерации вторичных микро-

сейсм, т. е. колебаний земной поверхности 
малой амплитуды, период которых равен 
полупериоду прогрессивных морских волн, 
был описан в работе [5]. Подобный аку-
стический сигнал в атмосфере был назван 
микробаромами [6], теория возникнове-
ния которых была развита в работах [7–9]. 
Микробаромы и вторичные микросейсмы 
образуются в результате нелинейных эф-
фектов, возникающих при взаимодействии 
двух встречных прогрессивных морских 
волн с удвоенным периодом. В работе [10] 
анализируются экспериментальные дан-
ные, относящиеся к штормам; они дают 
основания заключить, что микробаромы 
и вторичные микросейсмы имеют один 
источник. В работе [11] впервые сообщает-
ся о регистрации деформационных возму-
щений, вызванных прохождением тайфуна 
и лежащих в частотном диапазоне голоса 
моря.

В связи с серьезной угрозой, которую 
представляют собой описанные природные 
явления, существует острая необходимость 
в проведении всесторонних исследований 
физики возникновения подобных процес-
сов, а также изучения их динамических 
особенностей.

Измерительный комплекс и перечень 
экспериментальных данных

В настоящей статье рассматриваются 
как наши собственные экспериментальные 
данные, так и полученные японскими ис-
следователями. Собраны и изучены следу-
ющие сведения:

исследования Японского метеорологи-
ческого агентства о движении тропических 
циклонов за 2010 – 2018 гг. [12];

снимки с японского спутника Himawari-8 
[13], позволяющие с точностью до 1 ч визу-
ально проследить область  распределения 
циклонического вихря; 

результаты наших измерений с помо-
щью лазерного деформографа; 

экспериментальные данные с нашей ме-
теостанции.

Регистрация вариаций деформации зем-
ной коры с помощью лазерных деформо-
графов была произведена с аппаратно-про-
граммного комплекса, расположенного на 
полигоне ТОИ ДВО РАН «Мыс Шульца». 
Комплекс был развернут с целью изучения 
природы возникновения, развития и транс-
формации колебаний и волн звукового и 
инфразвукового диапазонов, их взаимо-
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действия друг с другом и с неоднородно-
стями геосфер различных масштабов [14].

Два лазерных деформографа находи-
лись на мысе Шульца Японского моря. 
Координаты объектов были 42,58° с.ш. и 
131,157° в.д. Эти два устройства распола-
гались так, что представляли собой двух-
координатный лазерный деформограф 
с (почти) взаимно перпендикулярными 
измерительными плечами [15]. Каждый 
лазерный деформограф собран по схеме 
неравноплечего интерферометра Май-
кельсона с использованием частотно-ста-
билизированного гелий-неонового лазера. 
Один из них имел длину измерительного 
плеча 52,5 м и был ориентирован под углом 
18° (198°) к линии север-юг; другой имел 
соответствующую длину 17,5 м и ориен-
тирован под углом 110° (290°) к этой ли-
нии. Первый находился на глубине 3–5 м 
от поверхности Земли в гидротермоизоли-
рованном помещении, на высоте 67 м над 
уровнем моря, а второй– на удалении 70 м 
от первого на глубине 3 – 4 м от поверх-
ности Земли в подобном помещении. Угол 
между измерительными плечами лазерных 
деформографов составлял 92°. Применя-
емые методы интерферометрии позво-
ляют регистрировать изменение длины l 
измерительного плеча каждого лазерного 
деформографа с точностью Δl = 0,01 нм 
в частотном диапазоне от 0 (условно) до 
1000 Гц. При этом чувствительность ла-
зерного деформографа с длиной плеча 
l = 52,5 м составляет Δl / l ≈ 0,2·10– 12, а 
лазерного деформографа с длиной плеча 
l = 17, 5 м – примерно 0,6·10– 12.

На метеорологической станции изме-
ряются температура и влажность воздуха, 
атмосферное давление, скорость и на-
правление ветра. Данные по вариациям 

указанных величин регистрируются с дис-
кретностью 1 Гц.

Результаты измерений лазерных дефор-
мографов и с метеостанции поступают в 
лабораторное помещение, где выполняет-
ся предварительная обработка (фильтра-
ция и децимация) полученных данных, 
затем информация записывается на твер-
дые носители программно-вычислитель-
ного комплекса с последующей организа-
цией базы экспериментальных данных.

Первоначально был проведен анализ 
базы данных тайфунов, проходящих в 
северо-западной части Тихого океана и 
оказавших непосредственное влияние на 
дальневосточный регион России. В каче-
стве характерных примеров этого влияния 
нами были выбраны четыре тайфуна. На-
звания исследуемых тайфунов и интервалы 
времени их действия приведены в табли-
це. На основе данных Японского метео-
рологического агентства была составлена 
комплексная карта траекторий движения 
рассматриваемых тайфунов (рис. 1), с 
обозначением полусуточных интервалов 
времени их движения по японскому стан-
дартному времени JST (Japan Standard 
Time), которое соответствует UTC+09, т. 
е. смещению +9 ч относительно всемир-
ного координированного времени (UTC–
Universal Time Coordinated).

Траектории выбранных тайфунов, как 
следует из рисунка, проходили вблизи 
измерительного полигона и вызывали 
генерацию наблюдаемого сейсмоакусти-
ческого возмущения в диапазоне «голо-
са моря».  Снимки c японского спутника 
Himawari-8 использовались для визуаль-
ного отслеживания места расположения 
«глаз» тайфунов, их передних фронтов и 
«хвостов».

Т а б л и ц а

Использованные временные интервалы обработки 
данных наблюдений за тайфунами

Обозначение
Название 
тайфуна

Период времени 

B Болавен 28.08. 2012 – 31.08. 2012

S Санба 17.09. 2012 – 20.09. 2012

M Матмо 26.07. 2014 – 27.07. 2014

Ch Чан-Хом 12.07. 2015 – 15.07. 2015
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Рис. 1. Комплексная карта траекторий движения рассматриваемых тайфунов, составленная 
нами на основе данных Японского метеорологического агентства. 

Обозначены полусуточные интервалы времени движения тайфунов по японскому стандартному 
времени JST, цифры соответствуют датам регистрации (см. таблицу и пояснения в тексте); 

треугольником обозначено местоположение измерительного полигона

Экспериментальные данные и их анализ
В ходе выполнения работ использова-

лись данные с одного лазерного деформо-
графа как наиболее репрезентативные, а 
также результаты измерений вариации ве-
личины скорости ветра, полученные на ме-
теостанции. После обработки информации 
с лазерного деформографа, поступившей за 
указанные интервалы наблюдений, были 
получены спектрограммы диапазона «голос 
моря» (рис. 2). Кроме того, были получе-
ны спектрограммы диапазона микросейсм, 
вызванных воздействием на дно морских 

ветровых волн и волн зыби (рис. 3). На 
рис. 4 приведены данные по изменению 
скорости ветра в рассматриваемые интер-
валы наблюдений. Далее представлен де-
тальный анализ информации, приведен-
ной для каждого тайфуна на рис. 1 – 4. 
Использованы также снимки с японского 
спутника Himawari-8. 

Тайфун Болавен (B). Согласно данным 
лазерного деформографа, 28 августа 03:25 
(далее везде время всемирное координиро-
ванное (UTC)) возникает шум в диапазоне 
1,0–2,5 Гц, а также узкополосные колеба-
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Рис. 2. Спектрограммы (динамика сейсмо-
акустических возмущений) диапазона «голос 
моря», полученные с помощью берегового ла-
зерного деформографа, для тайфунов B (a), 

S (b), M (c), Ch (d) (см. таблицу)

Рис. 3. Спектрограммы (зависимости колеба-
ний морского волнения от времени) диапа-
зона микросейсм, вызванных воздействием 
на дно морских ветровых волн и волн зыби, 
полученные с помощью берегового лазерного 

деформографа, для  тайфунов B (a), S (b), 
M (c) и Ch (d) (см. таблицу)

ния с центральными частотами около 5,3, 
9,1 и 10,7 Гц. «Глаз» тайфуна находится в 
Желтом море и выходит на Корейский по-
луостров. На мысе Шульца регистрируется 
южный/юго-западный ветер со скоростью 
1 – 2 м/с.

После появления шума его диапазон 
постепенно расширяется до значений 1,0–
4,5 Гц, c ростом уровней сигналов, и до-
стигает своего максимума в 14:53 (28 ав-
густа). Наблюдается усиление колебаний с 
центральными частотами 9,1 и 10,7 Гц. Тай-
фун выходит на Приморский край (Рос-
сия); его мощный хвост теперь расположен 
на севере Желтого моря; разреженные же 
хвосты тайфуна расположены над Япон-
ским морем. На мысе Шульца ветер сменя-
ется на юго-восточный, приобретая скорость 
14 – 16 м/с.

До 19:26 28 августа уровень шума в ди-
апазоне 1,0 – 4,5 Гц сохраняется постоян-
ным. Но теперь происходит периодическое 

усиление-ослабление интенсивности сиг-
налов с теми же центральными частотами 
(9,1 и 10,7 Гц). Основная же, центральная 
часть тайфуна почти ушла из Примор-
ского края на территории Китая и Хаба-
ровского края. Остается лишь небольшой 
хвост тайфуна на юге Приморского края и 
северо-востоке Японского моря. На мысе 
Шульца регистрируется юго-восточный ве-
тер со скоростью 16 – 18 м/с.

До 22:10 28 августа уровень шума падает, 
его частотный диапазон 1,0 – 4,5 Гц су-
жается обратно к значениям 1,0 – 2,5 Гц. 
Падает уровень колебаний с центральными 
частотами 9,1 и 10,7 Гц, однако возникают 
мощные колебания в частотном диапазоне 
6,5 – 9,3 Гц с центральной частотой по-
рядка 8,0 Гц (в дальнейшем мы будем их 
называть микросейсмами «голоса моря»). 
Север Приморского края, Китай и Хаба-
ровский край находятся под действием 
тайфуна. Хвосты тайфуна оказываются на 

а)

b)

c)

d)

а)

b)

c)

d)
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Рис. 4. Изменение скорости ветра в зависимости от времени. Экспериментальные данные 
получены на метеостанции для тайфунов B (a), S (b), M (c) и Ch (d) (см. таблицу)

востоке и северо-востоке Японского моря. Но 
через Корейский полуостров в Японское 
море проникает мощный передний фронт 
очередного тайфуна, «глаз» которого на-
ходится над Тайванем. На мысе Шульца 
дует юго-восточный ветер со скоростью 
20 – 25 м/с.

Наибольший размах по частотному ди-
апазону микросейсмы голоса моря достигли 
в 06:00 29 августа (6,5 – 9,5 Гц, белое ядро). 
В это время тайфун бушует над Китаем, 
Монголией, Хабаровским краем. Примор-
ский же край почти целиком оказывается 
вне зоны его действия. Небольшие хво-
сты тайфуна наблюдаются у берегов Япо-
нии и на севере Японского моря. На мысе 
Шульца регистрируется максимальный 
юго-восточный ветер со скоростью 33 м/с.

29 августа в 18:00 не наблюдается ос-
новного ядра микросейсма голоса моря. 
Приморский край находится вне зоны тай-
фуна; то же для Японского моря. На юге 
же Желтого моря наблюдается глаз нового 
тайфуна, передний фронт которого про-
ходит над Корейским полуостровом. На 
мысе Шульца дует западный ветер со 
скоростью 8 – 10 м/с.

В диапазоне 1,0 – 2,5 Гц низкочастот-
ный шум не регистрируется. Интенсив-
ность колебаний в диапазоне 6,5 – 9,3 Гц 
падает со временем, их частотный диапазон 
также сужается до значений 7,5 – 8,5 Гц. К 
моменту 23:30 30 августа указанные колеба-
ния затухают почти полностью. Тайфун на-
ходится в Охотском море. На мысе Шульца 
дует северо-западный ветер со скоростью 
2 – 4 м/с. 

Лазерный деформограф уверенно реги-
стрировал первичные и вторичные микро-
сейсмы. Первичные микросейсмы с пери-
одом около 12 с начали регистрироваться 
прибором примерно с 23:00 28 августа, 
далее их период постепенно уменьшался 
до 5 с (20:30 30 августа). Вторичные ми-
кросейсмы с периодом около 6 с уверен-
но регистрировались лазерным деформо-
графом примерно в то же время (23:00 28 
августа). Период и интенсивность вторич-
ных микросейсм постепенно снижались, 
и их регистрация практически прекраща-
лась с 00:30 30 августа. До этого момента 
их период составлял около 4 с, тогда как 
период первичных микросейсм был равен 
примерно 8 с.

а)

b)

c)

d)
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Таким образом, момент возникновения 
мощных колебаний в частотном диапазоне 
6,5 – 9,3 Гц почти совпадает со временем 
прихода мощных первичных микросейсм. 
Период и мощность первичных микро-
сейсм снижаются и едва регистрируются 
прибором уже в 20:30 30 августа. Несколь-
ко позже (23:30) практически не регистри-
руются колебания в диапазоне 7,5 – 8,5 Гц. 
Следует отметить, что диапазон скорости 
местного ветра за этот же период наблю-
дений (28 августа 22:10 – 30 августа 23:30), 
т.е. за период возникновения и исчезнове-
ния микросейсм голоса моря, возрастает от 
20 – 25 до 32 – 33 м/c, а затем постепенно 
падает до 2 – 4 м/с. При этом 29 августа в 
6:00 наблюдается наибольший размах ми-
кросейсм голоса моря по частотному диапа-
зону. В этот же период наблюдений в рай-
оне мыса Шульца регистрируются только 
хвосты тайфуна.

Тайфун Санба (S). 17 сентября в 02:20 
усиливается шум, что приводит к возрас-
танию всех спектральных компонент и 
расширению отдельных частотных диа-
пазонов. Так, диапазон от 1,0 – 2,5 Гц 
постепенно расширяется до диапазона 
1,0 – 4,5 Гц. Наблюдаются колебания в уз-
ких частотных диапазонах с центральными 
частотами 9,1, 10,7 и 11,3 Гц. В 11:00 того же 
дня глаз тайфуна вышел на юг Корейского 
полуострова. Передний фронт тайфуна за-
нимает весь Корейский полуостров, При-
морский край, север и северо-запад Япон-
ского моря, остров Сахалин, Охотское мо-
ре с выходом на Камчатку. При падении 
уровня шума интенсивность данных возму-
щений падает и почти пропадает 17 сентя-
бря в 07:15. В 07:00 глаз тайфуна выходит 
на север Корейского полуострова. На мысе 
Шульца регистрируется северо-восточный 
ветер со скоростью 6 – 8 м/с (2:20).

17 сентября в 08:20 появляется шум с 
центральной частотой 5,3 Гц. Глаз тайфуна 
локализуется на шельфе Японского моря, у 
побережья Южной Кореи. Передний фронт 
тайфуна покрывает Приморский край, 
остров Сахалин, Охотское море, Камчатку, 
северную и западную части Японского мо-
ря. На мысе Шульца дует северо-восточный 
ветер со скоростью 5–6 м/с.

17 сентября 20:00 основная область тай-
фуна перемещается на Хабаровский край, 
Китай, Монголию, север и центральную 
часть Приморского края. Глаз тайфуна 
покинул юг Приморского края. В центре 
Японского моря наблюдается хвост тай-

фуна; на шельфе Корейского полуострова 
остается только его небольшой хвост. На мы-
се Шульца поднимается северо-восточный 
ветер со скоростью 13 – 16 м/с.

17 сентября в 22:35 возникают шум в 
диапазоне 1,0 – 4,5 Гц и колебания в узких 
полосах с центральными частотами 5,3, 9,1 
и 10,7 Гц. Слабо проявляются колебания 
с центральной частотой 11,3 Гц. Тайфун 
«освободил» почти весь Приморский край. 
Глаз тайфуна расположился на Сахалине. 
В центре Японского моря находится его 
хвост, и небольшой хвост наблюдается у 
побережья Корейского полуострова. На 
мысе Шульца бушует северо-восточный 
ветер со скоростью 20 – 23 м/с.

18 сентября, примерно в 00:10, возни-
кают микросейсмы голоса моря; частотный 
диапазон в его максимуме регистрируется в 
диапазоне от 6,0 до 9,5 Гц с центральной (по 
интенсивности) частотой 8 Гц. Колебания 
микросейсм голоса моря сильно затухают к 
18:00 18 сентября и слабо прослеживаются 
до 10:00 19 сентября (их центральная ча-
стота составляет около 8,5 Гц). Местополо-
жения глаза тайфуна и его переднего фрон-
та почти не изменяются, а его хвост нахо-
дится в центре Японского моря. При этом 
вдоль побережья Корейского полуострова 
с выходом на мыс Шульца простирается 
слабый хвост тайфуна. В Желтом море на-
блюдается небольшая атмосферная депрес-
сия, которая через север Корейского по-
луострова достигает юга Приморского края. 
На мысе Шульца бушует северо-восточный 
ветер со скоростью 18 – 21 м/с (00:10), а 
затем дует северо-западный, со скоростью 
6 – 9 м/с (18 сентября, 18:00) и северный, 
со скоростью 3 – 4 м/с (19 сентября, 10:00).

18 сентября в 18:00 снижается интенсив-
ность центральной части микросейсм го-
лоса моря. Хвост тайфуна покрывает север 
Корейского полуострова, южные берега 
Приморского края, Японское море вблизи 
Кореи; в дальнейшем этот хвост распадает-
ся, образуя вихрь. Через остров Хоккайдо 
на север и затем на остров Сахалин рас-
пространяется передний фронт нового тай-
фуна.

19 сентября в 10:00 микросейсмы голоса 
моря практически не регистрируются.

17 сентября, примерно в 23:30, возника-
ют мощные первичные микросейсмы с пе-
риодом около 12 с и вторичные микросей-
смы с периодом около 6 с. Затем их период 
уменьшается. Примерно в 03:50 19 сентября 
на записи лазерного деформографа плохо 
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прослеживались вторичные микросейсмы. 
При этом их период упал до 4,2 с, а пе-
риод первичных микросейсм в это время 
составил примерно 8,5 с. Амплитуда пер-
вичных микросейсм сильно уменьшилась 
на записи лазерного деформографа в 07:30 
19 сентября. При этом их период стал рав-
ным около 7,5 с.

Таким образом, время возникновения 
микросейсм голоса моря (18 сентября 
00:10) почти совпало со временем прихода 
первичных микросейсм с максимальным 
периодом 12 с (17 сентября 23:30). Вторич-
ные микросейсмы характеризуются макси-
мальным периодом в 6 с. На мысе Шульца 
скорость ветра составила около 18 – 21 м/с. 
Микросейсмы голоса моря сильно затуха-
ют к 18:00 18 сентября. Скорость ветра к 
этому времени падает до 6 – 9 м/с. Окон-
чательно затухают микросейсмы голоса 
моря к 10:00 19 сентября. На мысе Шуль-
ца скорость ветра падает до 2 – 3 м/с. К 
7:30 19 сентября частота первичных микро-
сейсм понижается до 7,5 Гц, и они плохо 
прослеживаются. Вторичные микросейсмы 
не наблюдаются.

Тайфун Матмо (M). На спектрограммах 
инфразвуковых возмущений, генерируе-
мых этим тайфуном, мы наблюдаем самые 
слабые проявления исследуемых сигналов 
в низкочастотном диапазоне, которые на-
чали развиваться 26 июля 2014 года око-
ло 10:00 и имели примерно одинаковую 
интенсивность в течение всего временного 
промежутка его проявления. Центр тай-
фуна в этот период находился в Японском 
море ближе к оcтрову Хоккайдо на широте 
45° с.ш. Пиковая частота составляла 7,8 Гц. 
Полное затухание возмущений произошло 
26 июля в 23:00.

Тайфун Чан-Хом (Ch). 11 июля, в 15:00, 
возникает шум в диапазоне 1,0 – 2,5 Гц. 
Глаз тайфуна находится на юге Желтого 
моря, его передний фронт занимает Корей-
ский полуостров и выходит на юг Примор-
ского края. На мысе Шульца дует южный 
ветер со скоростью 6–8 м/с.

12 июля, в 14:00, шум в диапазоне 
1,0–2,5 Гц усиливается и расширяется до 
диапазона 1,0 – 4,5 Гц. Глаз тайфуна по-
крывает север Корейского полуострова, 
а его передний фронт (вихрь) простира-
ется от севера Желтого моря до Китай-
ской народной республики, Хабаровского 
и Приморского краев, центра Японского 
моря и через южные острова Японии про-
ходит в Тихий океан. На мысе Шульца 

дует юго-восточный ветер со скоростью 
10 – 12 м/с.

12 июля, в 14:30, продолжается шум в 
частотном диапазоне 1,0 – 4,5 Гц. Возни-
кают колебания с центральными частотами 
5,3, 9,1 и 10,7 Гц. На мысе Шульца уси-
ливается юго-восточный ветер до скорости 
15 – 19 м/с.

12 июля, в 17:20, глаз тайфуна находится 
на юге Приморского края. Японское море 
вдоль побережья Корейского полуостро-
ва не затрагивается тайфуном. На мысе 
Шульца бушует юго-восточный ветер со 
скоростью 17 – 20 м/с.

13 июля, в 02:50, возникают мощные 
микросейсмы голоса моря в частотном ди-
апазоне от 7 до 9 Гц (других колебаний не 
наблюдается). Далее частотный диапазон 
микросейсм голоса моря быстро расши-
ряется до диапазона 6 – 11 Гц (13 июля, 
06:00). 14 июля, в 10:00, частотный диапа-
зон микросейсм голоса моря сужается до 
7 – 9 Гц и исчезает в 10:00. Глаз тайфуна 
расположен на севере Приморского края, 
тогда как центр, юг и запад Японского 
моря находятся вне зоны тайфуна. Хвост 
тайфуна простирается по дуге Желтое мо-
ре – Корейский полуостров – центр Примор-
ского края – восточная часть Японского моря 
–Японские острова и уходит на юг в Тихий 
океан. На мысе Шульца дует юго-восточный 
ветер со скоростью 9 – 11 м/с.

14 июля, в 04:20, возникают слабые 
сигналы с центральными частотами 9,1 и 
10,7 Гц. Хвост тайфуна расположен на се-
вере Приморского края, тогда как юг При-
морского края лежит вне зоны тайфуна. На 
мысе Шульца дует северо-западный ветер со 
скоростью 9 – 11 м/с.

14 июля, в 23:18, окончательно пропа-
дает слабый фон микросейсм голоса моря. 
Тайфун покинул Приморский край и Япон-
ское море. Вдоль Корейского полуострова, 
в Японском море, простирается незначи-
тельная атмосферная депрессия. На мысе 
Шульца регистрируется северо-восточный 
ветер со скоростью 8 – 11 м/с.

15 июля, в 03:45, пропадают сигналы 
с центральными частотами 9,1 и 10,7 Гц, 
однако время от времени сигналы с цен-
тральными частотами 9,1 Гц появляют-
ся вновь. Атмосферная ситуация остается 
практически неизменной. На мысе Шуль-
ца дует северо-восточный ветер со скоро-
стью 10 – 14 м/с.

13 июля, примерно в 03:00, с помощью 
лазерного деформографа регистрируются 
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первичные микросейсмы с периодом около 
7,2 с и вторичные с периодом около 3,7 с. 
Их периоды постепенно растут со време-
нем, и 13 июля, примерно в 05:30, эти значе-
ния составляют, соответственно, 10,5 и 5,3 с. 
Они уверенно регистрируются деформогра-
фом, и их периоды остаются неизменными 
до 20:00 13 июля. Затем в шумах исчеза-
ют вторичные микросейсмы, а первичные 
с периодом около 10 с прослеживаются до 
04:30 14 июля. К этому времени их период 
немного снижается до 9,3 с.

Таким образом, время возникновения 
микросейсм голоса моря (13 июля 02:50) 
почти совпадает со временем прихода пер-
вичных микросейсм с максимальным пе-
риодом 7,2 с (13 июля 03:00). Вторичные 
микросейсмы характеризуются периодом 
3,7 с. На мысе Шульца скорость ветра 
составляет примерно 9 – 11 м/с. Далее 
частотный диапазон микросейсм голоса 
моря быстро расширяется до 6 – 11 Гц 
(13 июля, 06:00), что связано с ростом пе-
риодов первичных и вторичных микро-
сейсм. Периоды этих микросейсм к 05:30 
13 июля, достигли значений 10,5 и 5,3 с, 
соответственно. Вторичные микросейсмы 
не регистрируются уже примерно в 20:00 13 
июля. Первичные микросейсмы уверенно 

регистрируются лазерным деформографом 
до 04:30 14 июля. Микросейсмы голоса мо-
ря пропадают примерно в 10:00 14 июля.

Заключение
Анализ информации, полученной нами 

для каждого тайфуна, а также снимков с 
японского спутника Himawari-8 позволил 
нам сформулировать следующие выводы.

Время регистрации микросейсм голоса 
моря лазерным деформографом почти точ-
но (с учетом сложности визуального опре-
деления по спектрограммам) совпадает со 
временем регистрации первичных и вто-
ричных микросейсм этим же прибором.

Исчезновение микросейсм голоса моря 
коррелирует с исчезновением первичных 
микросейсм и плохо коррелирует с исчез-
новением вторичных микросейсм.

Момент максимального значения ско-
рости ветра не всегда совпадает во времени 
с достижением максимума микросейсм го-
лоса моря.

Работа выполнена при частичной фи-
нансовой поддержке РФФИ (грант № 18-
05-80011_Опасные явления) и программы 
«Дальний Восток».
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ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ И ВЕРИФИКАЦИЯ 
РЕАЛИЗАЦИЙ АПОСТЕРИОРНОЙ ОЦЕНКИ 
ДЛЯ ПЛАСТИН РЕЙССНЕРА – МИНДЛИНА

К.В. Киселев, М.Е. Фролов, О.И. Чистякова

Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого,
Санкт-Петербург, Российская Федерация

В работе рассматривается апостериорная оценка точности приближенных решений 
задачи об изгибе пластин Рейсснера – Миндлина. Оценка построена при помощи 
функционального подхода, основанного на строгих математических методах, в 
частности методах функционального анализа. Она справедлива для любых конформных 
аппроксимаций точных решений, что делает ее надежной. Она также является 
гарантированной, и неравенство не нарушается при практической реализации. Эти 
свойства делают данный метод контроля точности решений привлекательным для 
использования в инженерных расчетах, где некоторые вычислительные детали могут 
быть скрыты. В статье исследованы две независимые реализации оценки. Использование 
вычислительного эксперимента показало корректность работы алгоритмов и близость 
полученных результатов. Установлено, что для широкого диапазона значений толщины 
степень переоценки истинной величины погрешности остается приемлемой.
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Введение

Работа посвящена апостериорному кон-
тролю точности решений в задачах теории 
пластин, которые нередко возникают в раз-
личных инженерных расчетах. Чем адек-
ватнее выбранная модель описывает реаль-
ные физические процессы, происходящие 
при деформировании рассматриваемого 
объекта, тем ближе к эксперименту будут 
результаты проведенного расчета.

В настоящей работе исследуется про-
блема контроля точности метода ко-
нечных элементов (МКЭ) для модели 
линейно-упругих деформируемых пластин 
Рейсснера – Миндлина [1]. Такая модель 
обычно применяется для пластин малой и 
средней толщины. В отличие от классиче-
ской модели Кирхгоффа – Лява, описы-
вающей пластины с малым отношением 
толщины к характерному размеру, модель 
Рейсснера – Миндлина позволяет рассма-
тривать пластины средней толщины бла-
годаря уходу от предположения о том, что 
волокна, перпендикулярные срединной 
плоскости пластин, сохраняют это свойство 
после приложения нагрузки.

Система уравнений равновесия для мо-
дели Рейсснера – Миндлина имеет следу-
ющий вид:

в области Ω, (1)

где u – скалярное поле прогиба срединной 
плоскости;  – векторное поле поворотов 
вектора нормали к срединной плоскости 
при деформировании; γ – векторное поле, 
соответствующее паре (u, ); ε – тензор 
деформаций; t – толщина пластины; 
gt3 – распределенная поперечная нагрузка; 
C – симметричный тензор четвертого 
ранга; Ω – плоская область, занимаемая 
пластиной;

(E – модуль Юнга, ν – коэффициент Пуас-
сона, k – корректировочный коэффициент; 
во многих расчетах берется k = 5/6).

В настоящее время существует ряд из-
вестных коммерческих пакетов для про-
ведения расчетов в рамках данной модели 
при помощи МКЭ. Поскольку программ-
ная реализация подобных продуктов, таких 
как ANSYS (популярный среди инженеров 

2

Div( ( )) ,
div ,
: ( ),

C
g

t u

- e θ = γ
- γ =
γ = λ ∇ - θ

1 / (1 )
2

Ekλ = + ν

вычислительный пакет), является закры-
той, оказывается, как правило, невозмож-
ным узнать во всех деталях, каким образом 
производился необходимый расчет. В ито-
ге трудно оценить величину ошибки, если 
не разработан соответствующий строгий 
математический аппарат или не реализо-
вана оценка погрешности, полученная с 
его помощью. Существенные отклонения 
от экспериментальных данных могут быть 
обусловлены и неправильно выбранной мо-
делью, и ошибками при ее применении, и 
низким качеством расчета при вполне адек-
ватной модели.

Таким образом, возникает необходи-
мость получения и численного исследова-
ния апостериорной оценки точности при-
ближенного решения, которая являлась бы 
гарантированной и надежной, то есть не 
допускала бы недооценки погрешности при 
практической реализации и не зависела бы 
от скрытых деталей процедуры вычисления.

Первый вариант такой оценки был 
получен в работе [2] на основе функци-
онального подхода и модифицирован в 
работе [3]. Обзор последних результатов, 
касающихся ее численной реализации, со-
держится в работе [4]. Историю развития 
функционального подхода с 1996 года по 
настоящее время можно проследить по 
источникам, указанным в монографиях [5 
– 7] и недавно опубликованных статьях [8, 
9]. Обзоры других подходов в применении 
к рассматриваемой задаче можно найти, 
например, в статьях [10, 11] и цитируемой 
там литературе.

Общее представление подобных апосте-
риорных оценок имеет следующий вид:

(2)

где в левой части рассматривается норма 
отклонения неизвестного точного решения 
u от полученного приближенного решения  
u ; она выбирается исходя из постановки 
задачи; в правой находится функционал   
М – мажоранта отклонения. Аргументами 
функционала являются приближенное 
решение u , параметры задачи D, набор 
постоянных (с1,с2,…).  Важно, что значение 
этих констант определяется свойствами 
задачи, но не свойствами разбиения. 
Наконец, 1 2( , ,...)y y 

  представляет собой 
набор свободных элементов.

1 2 1 2

|| ||

( , , , ,..., ,

 

, ..

 

. ),

u u

u D y y cM c

- ≤

≤



 

  
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Функционал М должен удовлетворять 
естественному условию – давать нулевое 
значение тогда и только тогда, когда 
приближенное решение совпадает с точным 
решением.

В то же время знание не только 
величины глобальной ошибки 
приближенного решения, но также 
локального распределения ошибки на 
элементах разбиения представляется 
не менее полезным и важным. Оно 
позволяет выделить области с наибольшим 
отклонением приближенного решения 
от точного. Далее, вместо дробления 
всей сетки, производится необходимое 
улучшение лишь на тех элементах, 
где ошибка велика. Подобный подход 
называется адаптивным; он способствует 
сокращению вычислительных ресурсов, 
требуемых для получения решения 
необходимого качества.

Таким образом, полный цикл проведения 
расчета с использованием адаптивного 
подхода принимает следующий вид:

начальное разбиение области →
получение решения →
оценка глобальной ошибки
(выход из цикла расчета
при достижении требуемой
точности) →                                    (3)
определение областей
с наибольшими локальными
ошибками → 
дробление сетки
в выделенных областях →
расчет на новой сетке →
получение более точного решения.

Для внедрения данного цикла в процесс 
решения реальных инженерных задач 
необходима уверенность в свойствах 
исследуемой оценки, а также определение 
набора параметров, при котором достигается 
надежный результат.

Ранее авторами данной статьи  
М.Е. Фроловым, а затем О.И. Чистяковой 
были выполнены две независимые 
реализации апостериорной оценки для 
пластин Рейсснера – Миндлина (см. 
обзор в работе [4]): на языке FORTRAN 
и в пакете MATLAB. Было проведено 
начальное исследование надежности 
результатов работы каждого из алгоритмов, 
дающих численную величину оценки. На 
данный момент необходимо расширить 
исследование поведения апостериорной 

оценки путем рассмотрения бóльшего числа 
примеров, чтобы оценить корректность 
использования данного инструмента, 
достоверность результатов и создать основу 
для развития метода.

Целью настоящей работы является 
сравнительный анализ двух реализаций 
вычисления апостериорной оценки 
точности приближенного решения задачи 
об изгибе пластины Рейсснера – Миндлина. 
Анализ включает построение примеров, 
имеющих различные особенности, 
проведение расчетов для разных значений 
толщины и сравнение как величин оценки, 
так и сопутствующих вспомогательных 
параметров.

Математическая постановка задачи

Обратимся к системе уравнений, 
описывающей модель Рейсснера – 
Миндлина для линейно-упругих пластин 
толщины t. Постановка записывается в 
терминах скалярной функции u=u(x) – 
прогиба срединной плоскости в точке x 
и векторной функции θ = θ(x) – углов 
поворота вектора нормали к срединной 
плоскости. Срединная плоскость 
изначально занимает ограниченную 
связную область 2Ω ⊂   с границей Г, 
непрерывной по Липшицу.

Постановка задачи: Найти пару (u,θ) 
и соответствующее этой паре векторное 
поле γ = γ(x), удовлетворяющие системе 
уравнений (1).

Решение ищется в обобщенном 
смысле. Считаем, что 2 ( )g ∈ Ω , тензор C 
симметричен, существует пара констант ξ1 
и ξ2 такая, что выполняется двусторонняя 
оценка

                             , где 
2 2
sym

×  – простран-
ство симметричных тензоров ранга 2 раз-
мерности 2. 

В данном исследовании рассматривают-
ся пластины из однородного изотропного 
материала, хотя это и не является принци-
пиальным ограничением.

Рассмотрим границу Г области Ω и 
представим ее в виде двух составляющих: 
ГD, ГD   Ø, на которой пластина жестко 
заделана, т. е. заданы условия на переме-
щение u = 0 и поворот θ = 0, и ГS = Г \ ГD, 
где пластина имеет свободные граничные 
условия (можно рассматривать и другие 
типы граничных условий).

2 2
1 2| | : | |Cx κ ≤ κ κ ≤ x κ

2 2 2
sym , | |  : ×∀κ∈ κ = κ κ
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Обобщенная постановка задачи об из-
гибе пластин Рейсснера – Миндлина: 
Найти такую тройку    ( , , ) U Q,u θ γ ∈ ×Θ× где

которая удовлетворяет соотношениям

(4)

Функционал энергии в задаче имеет 
следующий вид:

(5)

Соответствующая задача минимизации 
ставится на пространстве

S := U  .

Перейдем непосредственно к виду ис-
следуемой апостериорной оценки. Пусть 
имеется пара конформных аппроксимаций    ( , )u θ  точного решения задачи (u,) в S, 
тогда векторное поле

аппроксимируется в пространстве Q 
элементом

Введем в рассмотрение тройку 
отклонений каждой из компонент решения:

1 2
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Введем квадрат ошибки, выраженной 
через разность значений функционала 
энергии:

Показано (см. работу [2]), что ( , ) Su∀ θ ∈  
имеет место соотношение

где

Далее введем в рассмотрение необходимые 
для построения апостериорной оценки 
свободные элементы: векторное поле y  и 
несимметричный тензор ,κ  представленный 
в виде его составляющих 1 2, . κ = κ κ 

  

    Они 
выбираются так, что

После тождественных преобразований 
и применения известных неравенств, 
представленных в работе [3], итоговое 
неравенство принимает вид:

(6)
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(7)

Константы в последней строке зависят 
только от геометрии области Ω, граничных 
условий и свойств материала, и возникают 
из следующих неравенств:

 

Методология реализации 
вычислительного эксперимента

Рассмотрим детально шаги адаптивного 
алгоритма (3), который обычно использует-
ся для более эффективного уточнения при-
ближенного решения.

На первом этапе задаются геометрия 
исследуемой области, толщина пластины, 
параметры материала, строится началь-
ное разбиение. Далее производится рас-
чет в подходящем вычислительном пакете, 
например ANSYS.

После получения значений перемещения 
и поворотов в узлах сетки можно переходить 
к следующему блоку – применению иссле-
дуемой апостериорной оценки и опреде-
лению величины глобальной ошибки. Она 
на всем решении определяется как корень 
из суммы квадратов локальных ошибок на 
каждом элементе, именуемых индикатора-
ми. Если значение глобальной ошибки не-
удовлетворительно в рамках поставленной 
задачи, то рассматривается распределение 
индикаторов на элементах разбиения.

При наличии картины распределения 
локальных ошибок появляется возможность 
выделить области с наибольшим значением 
погрешности. Существует несколько стра-
тегий выделения элементов (см., например, 
работы [12, 13]); они сводятся к определе-
нию порога значения индикатора, при ко-
тором глобально не допускается выделения 
слишком малого или слишком большого 
числа элементов.

Финальной частью каждого цикла 
адаптивного алгоритма выступает дробле-
ние сетки (а в общем случае – и ее укруп-
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нение) в выбранных областях. Задача не 
является тривиальной и второстепенной, 
поскольку качество сетки влияет на точ-
ность расчета. Необходимо сохранить кон-
формность сетки; углы сетки должны ле-
жать в определенном диапазоне – наличие 
слишком малых и слишком больших углов 
негативно влияет на точность расчета; при 
наличии симметрии также крайне жела-
тельно сохранить ее характер. Варианты ал-
горитмов, решающих данную проблему для 
четырехугольных элементов рассмотрены, в 
частности, в работе [14].

Далее производится перерасчет реше-
ния задачи на новом разбиении. Данный 
адаптивный итерационный алгоритм под-
разумевает, что результат, полученный на 
измененной сетке, снова может быть оце-
нен с точки зрения точности и распределе-
ния погрешности по расчетной области

Численные результаты и их обсуждение
В данном исследовании сравнительный 

анализ проводился на четырех примерах, 
проявляющих различные вычислительные 
особенности: круглая пластина, косоугольная 
пластина, квадратная пластина с крупным 
квадратным отверстием, квадратная 
пластина с малым круглым отверстием.

Каждый рассмотренный случай обладает 
своим набором особенностей, которые 
могут выявить несовершенства реализаций. 
Например, квадратная пластина с большим 
квадратным отверстием имеет области 
концентраций напряжения вблизи 
вершин отверстия. Для круглой пластины 
известно аналитическое решение. Во всех 
примерах рассматривается равномерно 
распределенная нагрузка. Косоугольная 
пластина также встречается в литературе 
по апостериорным оценкам [15, 4]. В 
нашем исследовании она использовалась 
для демонстрации поведения ошибки при 
наложении жестких граничных условий 
только на верхнюю и нижнюю грани (две 
оставшиеся свободны), в отличие от других 
примеров, где рассматривается заделка по 
всей границе области.

Перейдем к описанию двух примеров. 
Отметим, что хотя объем статьи не позволяет 
включить результаты всех проведенных 
исследований, выводы, сделанные в итоге, 
ими полностью подтверждаются.

Создание геометрии области, наложение 
граничных условий, построение сетки и 
непосредственное решение производились 
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в пакете ANSYS Mechanical (APDL). Для 
проверки также использовался решатель, 
реализованный в MATLAB.

Для анализа эффективности оценки 
вводится понятие индекса эффективности 
Ieff, общепринятое в теории апостериорного 
контроля точности и определяемое как 
отношение мажоранты к норме отклонения 
приближенного решения от точного,

Таким образом, Ieff показывает степень 
переоценки ошибки. Соответственно, чем 
его значение ближе к единице справа, тем 
лучше. Если аналитическое решение задачи 
неизвестно, за точное решение u принима-
ется приближенное решение, вычисленное 
на очень мелкой сетке. Этот прием всегда 
чуть завышает значение Ieff, и в действитель-
ности оценивание происходит даже лучше, 
чем мы можем это показать.

Реализации сопоставляются по наиболее 
важным параметрам. Сначала рассматрива-
ются константы c1, c2, c3, c4. Для вычисле-
ния c1 дополнительно рассматривается кон-
станта в неравенстве Корна ck. На важную 
роль данной константы в апостериорных 
оценках для задач теории упругости указы-
вается, в частности, в монографии [6]. Тог-
да

 
(для задач, где ,  2S kcΓ = ∅ = ).

Далее сравнивается ошибка e – корень 
квадратный из левой части оценки (6); 
мажоранта M – корень квадратный из 
правой части оценки (6) и ее составляющие 
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последняя сравниваемая величина – ин-
декс эффективности Ieff.

Степень дробления сетки обозначается 
как Ri, i {0, 1, 2, 3, 4, 5}, где нулевой ин-
декс соответствует начальному разбиению.

Для вычисления мажоранты М перво-
начально запускается процесс приближен-
ного расчета констант (7). Их вычисление 
происходит один раз для каждого примера 
и далее может использоваться при получе-
нии распределения ошибки на всех сетках 
и толщинах. Вычисление констант носит 
асимптотический характер относительно 
дробления сетки Ri, а удовлетворительные 
значения получаются даже на относительно 
грубых сетках, что важно для перспектив 
практического применения метода.

Вспомогательный второй блок включает 
в себя поиск эталонного решения на мел-
ких сетках и вычисление на его основе зна-
чения функционала энергии. Этот расчет 
производится только в целях постановки 
вычислительного эксперимента и в реаль-
ных инженерных задачах не требуется. Он 
просто заменяется расчетом функциональ-
ной апостериорной оценки на текущей сет-
ке, что в вычислительном плане несравни-
мо менее трудоемкая задача.

Заключительный третий блок отвечает за 
непосредственное вычисление мажоранты 
М, где на вход поступают определенные c1, 
c2, c3, c4, которые несколько переоценива-
ются для надежности.

Приведем полученные результаты срав-
нения на примере круглой пластины и ква-
дратной пластины с крупным квадратным 
отверстием.

Пример 1. Круглая пластина. Начнем 
с классического примера (см. ANSYS 
Verification Manual), для которого известно 
аналитическое значение прогиба в центре 
пластины.

На рис. 1 представлены результаты рас-
чета деформации круглой пластины сред-
ней толщины t в пакете ANSYS на сетке R1. 
Параметры модели приведены в табл. 1.

Табл. 2 содержит значения вычислен-
ных вспомогательных констант и позволяет 
сравнить результат работы обеих реализа-
ций на различных сетках. Как было ука-
зано выше, наблюдается сеточная сходи-
мость значений констант при уменьшении 
размеров элементов сетки. В силу нулевых 
граничных условий, точное значение кон-
станты ck известно и равно 2 . Для даль-
нейших расчетов используются константы, 
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полученные на сетке R2, для надежности 
оцененные сверху с запасом (см. графу R2

*).
Табл. 3 содержит основные расчетные 

результаты для сравнения, а именно мажо-
ранту М и ее составляющие. Обратимся к 
верхней части таблицы, т. е. к случаю, когда 
Rad/t = 250. Видно, что определяющим яв-
ляется слагаемое D, так как в эту компонен-
ту входят те части оценки, которые соот-
ветствуют слагаемым ошибки. Компоненты 
S и R должны быть близкими к нулю на 
полях, близких к точным, что и наблюдает-
ся. В шестой и двенадцатой строках табли-
цы приводятся значения Ieff, позволяющие 
оценить степень переоценки для обеих ре-
ализаций. Видно, что значения, вычислен-
ные по двум алгоритмам (в шестой строке 
Ieff  = 1,60), совпали, а само это значение 
оказывается удовлетворительным, т. е. кри-
тической переоценки (на порядок или в не-
сколько раз) не наблюдается.

Рис. 2 иллюстрирует распределение ло-
кальных индикаторов ошибки в области 
круглой пластины на сетке R2. Индикаторы 
идентичны и указывают на то, что ошибка 
распределена не только в зоне максималь-
ного прогиба пластины, но и вблизи гра-
ницы области. Это соответствует структу-
ре энергетической нормы в данной задаче 
(эта норма определена через градиенты, 
которые у края рассчитываются с меньшей 
точностью). Отсутствие полной симметрии 
связано с особенностями построения сетки.

Далее приведем расчетные результаты 
для тонкой круглой пластины толщиной 
t = 0,00005 м (Rad/t = 5000), где параметры 
материала и тип граничных условий оста-
лись прежними (см. табл. 1). Это позволяет 
оценить эффективность метода в зависимо-
сти от ключевого в данном случае параме-
тра – толщины пластины. 

На рис. 3 представлено приближенное 
решение. Видно, что максимальное значе-
ние прогиба срединной плоскости увеличи-
лось, по сравнению с таковым на рис. 1. 
Изменение толщины пластины не влияет 
на геометрию области, следовательно, и 
на результат вычисления констант (7). Из 
сравнения значений в шестой и двенадца-
той строках табл. 3 можно также заключить, 
что для тонкой пластины значение индекса 
Ieff снизилось с 1,60 до 1,42, т. е. приблизи-
лось к оптимальному – единице.

Расчетные распределения локальных 
индикаторов ошибки по области круглой 
пластины малой толщины  t = 0,00005 м 

Рис. 1. Результаты расчета деформации 
круглой пластины средней толщины в пакете 

ANSYS на сетке R1;
uz – распределение прогиба срединной плоскости; 
θx, θy – распределения полей поворота вектора 
нормали к ней. Rad/t = 250 (см. данные табл. 1)
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Таблица  1
Описание модели круглой пластины

Сетка
Число

элементов
Значение константы

ck c1 c2 c3 c4

R0 32 1,39
1,42

1,23e – 05
1,25e – 05

9,15e – 07
9,01e – 07

0,23

2,09e – 06
2,06e – 06

R1 128 1,41
1,42

1,25e – 05

9,36e – 07
9,32e – 07

2,12e – 06
2,11e – 06

R2 512 1,42 9,42e – 07
9,41e – 07 2,13e – 06

R2
* 512 – 1,30e – 05 9,50e – 07 0,30 2,20e – 06

Таблица  2
Результаты вычисления констант для круглой пластины 

в реализациях FORTRAN и MATLAB

Примечания .  1. Верхние числа в клетках таблицы относятся к реализации FORTRAN, нижние – к 
MATLAB; при совпадении данных здесь и далее указывается одно число. 2. Данные для сетки, помеченной 
звездочкой, относятся к оценке сверху с запасом (для надежности). 3. Rad/t = 250.

Составляющая
мажоранты

(и мажоранта)

Контрольное значение

FORTRAN MATLAB

Rad/t = 250
e 0,712е + 02
M 0,114e + 03
D 0,111e + 03
S 0,271e + 01 0,272e + 01
R 0,723e + 00
Ieff 1,60

Rad/t = 5000
e 0,114e + 12
M 0,162e + 12
D 0,162e + 12
S 0,217e + 08
R 0,568e + 07
Ieff 1,42

Таблица  3

Контрольные значения неравенства (6) для круглых пластин 
средней и малой толщины в двух реализациях на сетке R2

Параметр Значение Особенность
Модуль Юнга E, Н/м2 2٠1011

1. Пластина жестко закреплена 
по всей границе

2. Построенная на области сет-
ка имеет структуру общего 
вида

Коэффициент Пуассона ν 0,3
Нагрузка, Н/м2 6585,175
Радиус Rad, м 0,25
Толщина  t, м 10–3 ; 5٠10–5
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Рис. 2. Расчетные распределения локального 
индикатора ошибки на элементах области 
круглой пластины в реализациях FORTRAN 
(a) и MATLAB (b) на сетке R2; Rad/t = 250 

(см. Пример 1)

Рис. 3. Расчетные результаты, аналогичные 
представленным на рис. 1, но для круглой 
пластины малой толщины; Rad/t = 5000 (см. 

табл. 1).

(Rad/t = 5000) на сетке R2 имеют вид, близ-
кий представленному на рис. 2, поэтому 
в данной статье не приведены. На основе 
полученных данных можно сделать вывод 
о корректности работы алгоритмов для до-
статочно широкого диапазона значений 
толщины, что подтверждается и другими 
выполненными исследованиями.

Пример 2. Квадратная пластина с круп-
ным квадратным отверстием. Следующий  
пример (табл. 4) был рассмотрен для того, 
чтобы проследить поведение оценки в об-
ластях концентрации напряжений. Есте-
ственно, что при данной конфигурации 
пластины подобные области образуются в 
районе вершин внутреннего отверстия.
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Параметр Значение Особенность
Модуль Юнга E, Н/м2 2٠109

1. Пластина жестко закреплена 
    по внешней и внутренней границе
2. Элементы сетки имеют 
    форму квадрата
3. Решение имеет зоны концентрации          
    напряжения

Коэффициент Пуассона ν 0,3
Нагрузка, Н/м2 6585,175
Сторона квадрата, м
                внешняя A
                внутренняя а

12٠10–3

4٠10–3

Толщина t, м 10–4

Таблица  4
Описание модели квадратной пластины 

с крупным квадратным отверстием

Сетка Число
элементов Реализация

Значение константы

ck c1 c2 c3 c4

R1 512
FORTRAN
MATLAB

1,41
1,42 1,25e – 04 1,46e – 07 0,12 1,29e – 05

1,28e – 05
R1

*   – 1,30e – 04 1,50e – 07 0,15 1,30e – 05

Таблица  5
Результаты вычисления констант в двух реализациях для
 квадратной пластины с крупным квадратным отверстием

Примечания .  1. Данные для сетки, помеченной звездочкой, относятся к оценке сверху 
с запасом (для надежности). 2. Геометрический параметр A/t = 120.

Составляющая
мажоранты

(и мажоранта)

Контрольное значение

FORTRAN MATLAB

e 0,313e + 04
M 0,529e + 04 0,534e + 04
D 0,519e + 04 0,515e + 04
S 0,413e + 02 0,348e + 02
R 0,567e + 02 0,161e + 03
Ieff 1,69 1,70

Таблица  6

Контрольные значения неравенства (6) в двух 
реализациях на сетке R2  для квадратной 

пластины с крупным квадратным отверстием
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Рис. 4. Результаты расчета деформации 
квадратной пластины с крупным квадратным 
отверстием; использован пакет ANSYS на 

сетке R1. 
Обозначения величин те же, что на рис. 1

Рис. 5. Расчетные распределения локального 
индикатора ошибки на элементах области в 
реализациях FORTRAN (a) и MATLAB (b) на 

сетке R2; A/t = 120 (см. Пример 2)

На рис. 4 изображены результаты 
расчета деформации квадратной пластины 
с крупным квадратным отверстием. Расчет 
выполнен в пакете ANSYS на сетке R1. 
Представлены распределения величин uz, θx 
и θy по области пластины. Как и в Примере 1, 
uz – прогиб срединной плоскости; θx , 
θy – распределения полей поворота.

Табл. 5 содержит значения вычислен-
ных вспомогательных констант. Для даль-
нейших расчетов используются константы, 
полученные на сетке R1, которые берутся с 
запасом (данные в строке R1

*).
Рассмотрим результаты сравнения кон-

трольных значений оценки на сетке R2. Из 
данных табл. 6 видно, что значения Ieff для 
двух реализаций практически совпали, су-

а)

b)
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щественной переоценки не наблюдается.
Обратимся к данным, изображенным на 

рис. 5. Результаты реализаций совпадают, 
распределения индикатора практически 
идентичны. Зоны с минимальной ошибкой 
располагаются в углах внешней границы. В 
силу граничных условий, в этих местах узлы 
имеют минимальное перемещение. Зоны с 
максимальной ошибкой расположены в об-
ластях, где напряжения при приложении 
нагрузки имеют сингулярность.

Заключение
В рамках представленного исследования, 

для пластин Рейсснера – Миндлина было 
проведено сравнение результатов, получен-
ных при помощи существующих на данный 
момент реализаций алгоритмов вычисле-
ния функциональной апостериорной оцен-
ки [3]. Проведен вычислительный экспе-
римент в применении к моделям пластин 
различных геометрических конфигураций 
области, значений толщины, параметров 

материалов и структуры сетки.
На основе полученных результатов  сде-

ланы следующие выводы.
1. Для всех примеров с краевыми услови-

ями жесткой заделки по всей границе, обе 
реализации дали близкие значения индекса 
эффективности; при этом величина перео-
ценки ошибки удовлетворительная.

2. Распределения индикатора ошибки по 
расчетной области оказались практически 
идентичными для обеих реализаций, что 
также является подтверждением их кор-
ректности.

В дальнейшем представляет интерес 
применить подход к адаптивному реше-
нию прикладных задач с использованием 
ресурса суперкомпьютерного центра «По-
литехнический».

Работа М.Е. Фролова и О.И. Чистяковой 
выполнялась при финансовой поддержке 
гранта Президента Российской Федерации 
МД-1071.2017.1.
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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ГАШЕНИЯ 
КОЛЕБАНИЙ РАСПРЕДЕЛЕННОЙ СИСТЕМЫ 

С ПОМОЩЬЮ ПЬЕЗОЭЛЕМЕНТОВ

А.В. Федотов 

Институт проблем машиноведения РАН, Санкт-Петербург, Российская Федерация

Представленная статья продолжает работы автора, в которых рассматривалась задача 
об управлении вынужденными изгибными колебаниями металлической балки с помощью 
пьезоэлектрических сенсоров и актуаторов. При этом все результаты управления 
были получены экспериментально. Однако для того, чтобы процесс проектирования 
систем управления был наиболее эффективным, необходима разработка численной 
модели, позволяющей получать результаты для разных вариантов таких систем, что и 
является задачей данной работы. В данном исследовании численно на основе конечно-
элементной модели объекта воспроизводятся основные экспериментальные результаты, 
а также проектируются более эффективные модальные системы управления, приводящие 
к большему снижению амплитуды резонансных колебаний балки, по сравнению с 
системами, рассмотренными ранее в эксперименте.
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Введение

Сложность управления колебаниями рас-
пределенных механических систем состоит 
в том, что такие системы имеют бесконеч-
ное количество форм колебаний, поэтому 
они не являются полностью управляемы-
ми и наблюдаемыми. Однако на практике 
для рассмотрения динамики таких систем 
можно, как правило, ограничиться некото-
рым конечным набором собственных форм 
объекта. В работе [1] было эксперименталь-
но показано, что в таких случаях бόльшую 
эффективность, по сравнению с локальным 
управлением, имеет модальное, причем по 
тем формам, которые преимущественно 
задействованы в работе рассматриваемой 
конструкции.

Модальный подход к управлению ко-
лебаниями упругих систем был впервые 
сформулирован в статье [2], а развитие 
данного подхода представлено в моногра-
фии [3]. Для отслеживания и регулирова-
ния отдельных форм колебаний упругого 
объекта в модальной системе управления 
могут использоваться как распределенные 
сенсоры и актуаторы в качестве модальных 
фильтров [4, 5], так и массивы дискретных 
элементов управления [6 – 8]. В последнем 
случае возникает проблема идентификации 
объекта управления, которая обычно реша-
ется либо с помощью конечно-элементного 
(КЭ) моделирования объекта [9 – 11], либо 
аналитически [12, 13].  Экспериментальная 
процедура идентификации объекта с целью 
создания модальной системы управления 
предложена нами в статье [14]. В задачах 
управления колебаниями распределенных 
систем широко применяются пьезоэлектри-
ческие сенсоры и актуаторы, которые про-
сты в использовании и обладают высокими 
эксплуатационными характеристиками.

Настоящая работа является логическим 
продолжением экспериментального ис-
следования, изложенного в статьях [1, 14]. 
В данных публикациях  подробно описан 
эксперимент по созданию систем управле-
ния, снижающих вынужденные колебания 
консольно закрепленной металлической 
балки. В полученных системах управления 
используется набор дискретных пьезоэлек-
трических сенсоров и актуаторов.  В рамках 
эксперимента были созданы как локальные 
системы, так и модальная система управле-
ния; при этом самой эффективной из рас-
смотренных оказалась именно модальная. 

Целью данной работы является числен-

ное воспроизведение основных экспери-
ментальных результатов, а также создание 
более эффективных систем управления, по 
сравнению с системами, полученными в 
рамках эксперимента.

В первой части статьи рассматривается 
постановка экспериментального исследо-
вания по управлению вынужденными из-
гибными колебаниями балки; далее опи-
сываются результаты КЭ-моделирования 
объекта управления, которые сравниваются 
с результатами эксперимента. Затем изла-
гаются теоретические основы модального 
управления колебаниями распределенной 
механической системы, а также выводят-
ся критерии устойчивости замкнутой си-
стемы с двумя контурами обратной связи. 
Наконец, в заключительном разделе ста-
тьи рассматривается работа различных си-
стем управления, снижающих амплитуду 
резонансных колебаний балки.

Постановка эксперимента

Постановка, процедура проведения и 
результаты рассматриваемого здесь экспе-
риментального исследования подробно из-
ложены в статьях [1, 14].

Схема экспериментальной установки 
представлена на рис. 1,a. В качестве объекта 
управления выбрана алюминиевая балка 1 
длиной 70 см с прямоугольным сечением 
3 × 35 мм, закрепленная в вертикальном 
положении в одной точке на расстоянии 
10 см от нижнего конца. Данная балка ис-
пытывает вынужденные изгибные коле-
бания, вызванные продольной вибрацией 
пьезоэлектрического стержня-толкателя 2, 
входящего в состав конструкции закрепле-
ния, соединяющей балку с неподвижным 
основанием 3.

Основное назначение созданной экс-
периментальной установки заключалось в 
том, чтобы отработать модальный подход к 
управлению вынужденными колебаниями 
балки. Для этого проектировалась систе-
ма управления с двумя контурами, вклю-
чающая два актуатора и два сенсора. Пье-
зоэлектрические актуаторы 4 и сенсоры 5 
расположены попарно по обеим сторонам 
балки. На рис. 1,b показан фрагмент КЭ 
модели балки, включающий конструкцию 
закрепления с пьезотолкателем 2 и один 
из актуаторов 4. В отличие от упрощен-
ной схемы, представленной на рис. 1,a, в 
конечно-элементной модели присутствует 
полная конструкция закрепления балки, 
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используемая в экспериментальной уста-
новке. Конструкция включает (помимо 
пьезотолкателя) стальную пластину и бол-
ты, воспринимающие вес балки и освобо-
ждающие таким образом пьезотолкатель от 
поперечной нагрузки.

Сигналы, измеряемые сенсорами, пре-
образуются в управляющие, подаваемые на 
актуаторы, с помощью дискретного кон-
троллера 6. Задача системы управления со-
стоит в том, чтобы снижать амплитуду вы-
нужденных резонансных колебаний балки 
с первой и со второй собственными часто-
тами. Таким образом, модальное управле-
ние ведется по первой и по второй формам 
изгибных колебаний балки. Данные формы 
представлены на рис. 1,c. Качество пода-
вления вынужденных колебаний определя-
ется по показаниям лазерного виброметра, 
измеряющего скорость колебаний точки на 
верхнем конце балки. Амплитуда колеба-
ний данной точки максимальна среди всех 
точек балки как для первой, так и для вто-
рой формы.

Актуаторы и сенсоры представляют со-
бой одинаковые прямоугольные пластин-
ки из пьезоматериала размерами 50 × 30 
×0,5 мм, покрытые с двух сторон электрода-

Рис. 1. Схема экспериментальной установки (a), а также фрагмент конечно-элементной 
модели объекта (b) и две низших формы изгибных колебаний балки (c):

1 – алюминиевая балка; 2 – пьезоэлектрический толкатель; 3 – неподвижное основание; 4 – 
актуаторы; 

5 – сенсоры; 6 – контроллер

a) b) c)

ми и помещенные внутрь тонкой изоляции. 
Работа таких пьезоэлементов рассмотрена в 
книге [15]. При приложении к электродам 
актуатора электрического напряжения слой 
пьезоматериала растягивается или сжима-
ется, приводя к изгибной деформации того 
участка балки, к которому приклеен акту-
атор. Таким образом, действие актуатора 
на балку эквивалентно приложению к двум 
сечениям балки (концевым сечениям акту-
атора) пары противоположных изгибающих 
моментов. Работа пьезосенсора аналогична: 
при изгибе участка балки, к которому при-
креплен сенсор, материал сенсора растя-
гивается или сжимается в продольном на-
правлении, что приводит к появлению на 
электродах сенсора разности потенциалов, 
измеряемой в качестве сигнала сенсора. 
Для максимальной эффективности управ-
ления первой и второй формами изгибных 
колебаний балки сенсоры и актуаторы рас-
положены в тех местах балки, где данные 
формы имеют наибольшую кривизну:

110,5 ≤ x ≤ 160,5 мм
для первой пары сенсор-актуатор и 

377,5 ≤ x ≤ 427,5 мм
для второй пары (координата x отсчитыва-
ется от нижнего конца балки).
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Помимо основных элементов (см. 
рис. 1), в систему управления входят также 
дополнительные:

усилитель, увеличивающий в 25 раз ам-
плитуду управляющего сигнала перед его 
подачей на актуаторы; 

фильтры нижних частот с частотой сре-
за 1 кГц, сглаживающие высокочастотную 
составляющую электрического сигнала и 
предохраняющие оборудование от высоких 
значений входного напряжения. 

Через фильтр проходит как измеренный 
сигнал перед подачей на контроллер, так и 
управляющий сигнал перед подачей на ак-
туаторы.

Для того чтобы проектировать системы 
управления, необходимо измерить ряд ха-
рактеристик объекта управления. 

Во-первых, измерялись амплитудно- и 
фазочастотные характеристики (АЧХ и 
ФЧХ) балки при воздействии на каждый из 
актуаторов и при измерении сигнала каж-
дым из сенсоров.

Во-вторых, снимались также АЧХ и ФЧХ 
балки при воздействии на пьезотолкатель и 
измерении сигнала с помощью виброметра. 
Таким образом, всего было получено девять 
амплитудно-частотных и фазочастотных ха-
рактеристик для каждого из трех вариантов 
внешнего воздействия (актуаторы, пье-
зотолкатель) и каждого из трех вариантов 
измерения (сенсоры, виброметр). При этом 
все характеристики измерялись в присут-
ствии фильтров и усилителей.

В-третьих, анализировались колебания 
балки в резонансных режимах (резонансные 
колебания с первой и второй собственными 
частотами) для того, чтобы определить мо-
дальные матрицы T и F, в соответствии с 
идентификационной процедурой, изложен-
ной в статье [14].

После этого на основании измеренных 
характеристик объекта методом логариф-
мических амплитудно-частотных харак-
теристик (метод ЛАХ) синтезировались и 
затем тестировались экспериментально за-
коны управления, позволяющие наиболее 
эффективно снижать вынужденные резо-
нансные колебания балки.

В результате были получены как ло-
кальные системы, так и модальная система 
управления. 

Наиболее эффективной оказалась мо-
дальная система; она позволила снизить 
амплитуды резонансных колебаний на 
первом резонансе на 83,5 %, а на втором 

– на 87,2 %. Спроектированные локальные 
системы управления показали хороший 
результат либо на первом резонансе (сни-
жение на 78,0 %), либо на втором (сниже-
ние на 88,9 %), однако в рамках локаль-
ного подхода не удалось получить систему 
управления, работающую одновременно и 
одинаково эффективно на обоих резонан-
сах. Результаты тестирования полученных 
систем управления подробно изложены в 
статье [1].

Конечно-элементная модель системы

Одной из задач данной работы являет-
ся численное воспроизведение результатов, 
полученных в эксперименте, описанном в 
предыдущем разделе статьи. Для этого ис-
следуемая система была смоделирована в 
КЭ-пакете ANSYS. Фрагмент КЭ-модели 
балки с пьезоэлектрическими сенсорами и 
актуаторами представлен на рис. 1, b.

КЭ-модель состоит из трехмерных 20-уз-
ловых элементов Solid186 (используется 
для обычных материалов: алюминий бал-
ки, сталь конструкции опоры и изоляция 
пьезоэлементов) и Solid226 (для пьезоэлек-
трических материалов сенсоров, актуаторов 
и пьезотолкателя). Всего модель содержит 
3534 элемента и 21088 узлов. В качестве 
механических граничных условий задано 
жесткое закрепление точек конструкции 
опоры, которые в экспериментальной уста-
новке прикреплены к неподвижному осно-
ванию; в качестве электрических граничных 
условий заданы электрические потенциалы 
на электродах актуаторов и пьезотолкателя. 

Для задания коэффициента демпфирова-
ния в КЭ-модели экспериментальной уста-
новки были проанализированы результаты 
эксперимента, а именно – для всех снятых 
АЧХ, на каждом из резонансов по ширине 
резонансного пика был определен коэффи-
циент демпфирования ξ в соответствии с 
формулой

(1)

где f0 – резонансная частота; Δf – ширина 
резонансного пика, ограниченная значени-
ями частоты, на которых резонансная ам-
плитуда падает в 2  раз.

Полученные таким образом значения 
коэффициентов демпфирования приведе-
ны в табл. 1 (обозначения представлены в 
примечании к табл. 1). В итоге в КЭ-мо-
дели для всех форм колебаний был задан 

0

,
2

f
f

∆
x =
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одинаковый коэффициент демпфирования 
ξ = 0,0020.

В пакете ANSYS производился гармони-
ческий анализ системы при трех вариантах 
воздействия: с помощью каждого из двух 
актуаторов или пьезоэлектрического толка-
теля. Для каждого варианта отслеживалось 
по три АЧХ и ФЧХ, которые соответствова-
ли либо измерению сигнала одним из двух 
сенсоров, либо поперечному смещению 
точки на верхнем конце балки. После по-
лучения данных характеристик в комплексе 
ANSYS, они подвергались модификации: к 
ним были добавлены характеристики филь-
тров и усилителей, отдельно измеренные в 
рамках эксперимента. Таким образом, бы-
ли получены амплитудно- и фазочастотные 
характеристики, аналогичные измеренным 
экспериментально.

 На рис. 2 проведено сравнение АЧХ, 
полученных численно и экспериментально 
для каждого из двух актуаторов и каждого 
из двух сенсоров. Видно, что резонансные 
частоты в эксперименте и в КЭ-модели со-
впадают хорошо, но по амплитуде кривые, 
соответствующие эксперименту, оказыва-
ются несколько выше кривых, получен-

Номер 
формы f0, Гц ξ1 ξ2 ξ3 ξ4

1 7,125 0,0044 0,0044 0,0055 0,0055
2 42,55 0,0022 0,0021 0,0026 0,0026
3 113,9 0,0031 0,0031 0,0034 0,0034
4 175,2 0,0022 0,0025 0,0031 0,0031
5 249,5 0,0018 0,0019 0,0019 0,0019
6 390,9 0,0010 0,0010 0,0012 0,0010
7 579,4 0,0013 0,0012 0,0016 0,0016
8 790,5 0,0010 0,0009 0,0014 0,0014
9 1073 0,0016 0,0016 0,0018 0,0017
10 1338 0,0015 0,0014 0,0019 0,0019
11 1471 0,0016 0,0017 0,0025 0,0025
12 1763 0,0022 0,0023 0,0034 0,0033

Таблица  1

Коэффициенты демпфирования, полученные из экспериментальных 
АЧХ на разных резонансных частотах f0

Обозначения: ξ1 – ξ4 – коэффициенты демпфирования, полученные из разных АЧХ: актуатор-
сенсор (ξ1), актуатор-виброметр (ξ2), пьезотолкатель-сенсор (ξ3), 

пьезотолкатель-виброметр (ξ4).

ных в результате моделирования. К тому 
же присутствует некоторое несовпадение 
в величинах резонансных пиков кривых, 
объясняемое тем, что в реальности демп-
фирование является разным для разных 
форм колебаний и отличается от значения, 
выбранного в модели. Однако в целом 
данные, полученные численно, достаточно 
хорошо соответствуют результатам экспе-
римента.

Модальное управление 
колебаниями упругой системы

Рассмотрим работу модальной системы 
управления колебаниями упругого объек-
та, состоящей из n сенсоров и n актуаторов. 
Основной принцип модального управления 
состоит в раздельном управлении различ-
ными формами колебаний объекта; при 
этом каждый контур управления соответ-
ствует своей форме колебаний. Пусть си-
стема управления содержит m контуров, и 
управление ведется по m низшим формам 
колебаний объекта. Очевидно, что число 
используемых сенсоров и актуаторов долж-
но быть не меньше количества независимо 
управляемых форм, т. е. n ≥ m.



147

Механика

а) b)

d)c)

Рис. 2. Сравнение АЧХ, полученных экспериментально (сплошные линии) и численно (пунктиры) 
при воздействии на актуаторы А1 (a, c), A2 (b, d) и измерении сигналов сенсоров S1 (a, d) и S2(b, c)

Будем считать, что динамика 
распределенной системы может быть 
описана с помощью разложения 
перемещения u(r, t) в ряд по собственным 
формам колебаний системы:

 (2)

где βk(t) – обобщенные координаты, wk(r) – 
формы колебаний.

Пусть формы колебаний не зависимы 
друг от друга; в таком случае динамика ка-
ждой из форм описывается уравнением

 (3)

где λk – k-я собственная частота объекта; 
ξk – k-ый коэффициент демпфирования; fk – 
k-я внешняя обобщенная сила; yk – управ-
ляющее воздействие, соответствующее k-ой 
форме колебаний объекта.

Управляющее воздействие прикладыва-
ется к объекту с помощью n актуаторов и 
является для каждой формы колебаний ли-
нейной комбинацией управляющих сигна-

1
( , ) ( ) ( ),

∞

=
= β∑ k k

k
u r t w r t

2 ,( ) 2 ( ) ( )β + x β + λ β = +λk k k k k kk kt t t f y 

лов Ui, подаваемых на актуаторы:

(4)

где a
kiθ – коэффициент влияния i-го актуа-

тора на k-ю форму колебаний.
Разделение первых m форм колебаний 

объекта в системе управления обеспечива-
ется за счет следующей структуры управля-
ющего воздействия:

(5)

где Km×m – диагональная матрица законов 
управления, каждый элемент которой Kii 
соответствует одному из контуров управления 
и является функцией комплексной 
переменной s; Fn×m , Tm×n – модальные 
матрицы (синтезатор и анализатор форм), 
осуществляющие линейное преобразование 
векторов управляющих и измеряемых 
сигналов; Yn×1 – вектор сигналов сенсоров.

Вектор Yn×1 связан с вектором первых m 
обобщенных координат βm×1 следующим об-
разом:

1 1,× × ×=n m m nU FK TY

1
,

n

k
i

a
ki iUy

=
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 (6)
где s

n m×θ  – весовая матрица, определяю-
щая, как каждый из n сенсоров реагирует на 
каждую из m форм колебаний; Y  – слагае-
мое, зависящее только от высших собствен-
ных форм объекта, по которым не ведется 
управление.

Подставляя выражения (4) – (6) в урав-
нение (3), получим уравнение движения 
для m первых обобщенных координат в ма-
тричном виде:

(7)

где Λm×m, ξm×m – диагональные матрицы соб-
ственных частот и коэффициентов демп-
фирования, соответственно; Δm×1 – вектор, 
содержащий только высшие гармоники.

Очевидно, что для раздельного управле-
ния m низшими формами колебаний объ-
екта необходимо обеспечить диагональную 
структуру матрицы

M = θaFKTθs.
Для этого модальные матрицы F и T 

должны быть заданы следующим образом:

(8)

Итак, для создания модальной системы 
управления необходимо, во-первых, задать 
модальные матрицы F и T в соответствии с 
формулой (8), а во-вторых, выбрать законы 
управления для каждого контура Kii(s).

Устойчивость замкнутой системы 
с двумя контурами обратной связи

Для начала рассмотрим работу системы 
управления с одним контуром обратной 
связи. Пусть на вход объекта управления с 
передаточной функцией H(s) подается воз-
мущение d, а выходной сигнал объекта y 
преобразуется в контуре обратной связи с 
передаточной функцией R(s) в управляю-
щее воздействие u, которое также подается 
со знаком «минус» на вход объекта. Таким 
образом, выходной и управляющий сигна-
лы оказываются связаны следующими со-
отношениями:

1 1 ,S
n n m mY Y× × ×= θ β + 
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1 1
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= θ θ θ

= θ θ θ

y = H (s) (d − u),
u = R(s) y.    

              
(9)

Ограничимся рассмотрением передаточ-
ных функций H(s) и R(s), не имеющих полю-
сов в правой полуплоскости комплексной 
плоскости переменной s. Таким образом, 
разомкнутая система является устойчивой. 
Из соотношений (9) выводится связь между 
входным и выходным сигналами системы:

(10)

Для того чтобы определить устойчивость 
замкнутой системы, необходимо проана-
лизировать функцию, стоящую в знамена-
теле полученной дроби. Для устойчивости 
замкнутой системы необходимо, чтобы все 
нули данной функции лежали в левой по-
луплоскости s. Однако на практике удоб-
нее ограничиться анализом передаточной 
функции разомкнутой системы 

H0(s) = H(s)R(s).
Согласно критерию Найквиста, при 

устойчивости разомкнутой системы зам-
кнутая система устойчива в том случае, ес-
ли годограф функции H0(iω) при изменении 
частоты ω от 0 до +∞ не охватывает на ком-
плексной плоскости точку (–1; 0). Теперь 
получим аналогичный критерий для систе-
мы с двумя обратными связями.

Пусть объект управления имеет два вхо-
да и два выхода, при этом на входы пода-
ются возмущающие воздействия d1 и d2, а 
выходные сигналы y1 и y2 измеряются си-
стемой управления, преобразуются с помо-
щью передаточных функций R1(s) и R2(s) в 
управляющие воздействия u1 и u2, которые 
также подаются со знаком «минус» на вхо-
ды объекта:     u1 = R1 (s) y1,

u2 = R2 (s) y2
.        

                

(11)

Для описания поведения объекта в рас-
сматриваемой системе необходимо исполь-
зовать четыре передаточных функции – 
H11(s), H12(s), H21(s) и H22(s), каждая из кото-
рых соответствует одному из двух входов и 
одному из двух выходов:

y1 = H11(s)(d1–u1)+H21(s)(d2–u2), 

y2 = H12(s) (d1–u1)+H22(s)(d2–u2)
. (12)

Здесь также будем считать, что все пе-
редаточные функции Hij(s) и Ri(s) не име-
ют полюсов в правой полуплоскости s. Из 
равенств (11) и (12) путем несложных ма-

( )
( ) ( )

( )
( )0

.
1 1

H s H s
y d d

H s R s H s
= =

+ +
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тематических преобразований получаются 
выражения, связывающие входные и вы-
ходные сигналы системы при замкнутых 
контурах управления:

(13)

(14)

Для определения устойчивости данной 
системы необходимо проанализировать 
знаменатель полученных дробей (у обеих 
дробей он одинаков). Можно заметить, что 
данная функция не имеет полюсов в пра-
вой полуплоскости s. Поэтому, как и в слу-
чае системы управления с одним контуром, 
замкнутая система будет устойчивой, если 
все нули данной функции лежат в левой 
полуплоскости комплексной плоскости пе-
ременной s.

Знаменатель дробей (13) и (14) может 
быть переписан в виде

1 + H0(s),
где функция H0(s) определяется следующим 
образом:

H0(s) = H11(s)R1(s) +H22(s)R2(s) + 
+ (H11(s) H22(s) –H12(s)×

×H21(s)) R1(s) R2(s).          
(15)

Следовательно, для рассматриваемой си-
стемы также можно применить критерий, 
аналогичный критерию Найквиста: для 
устойчивости данной системы необходимо, 
чтобы годограф функции H0(iω) при изме-
нении частоты ω от 0 до +∞ не охватывал 
на комплексной плоскости точку (–1; 0). 

Создание систем управления

Первый этап создания модальной систе-
мы управления – это задание модальных 
матриц F (синтезатор форм) и T (анализа-
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тор форм). Соответствующая эксперимен-
тальная процедура, включающая исследо-
вания на резонансных режимах, приведена 
в статье [14].

При численном решении задачи для вы-
числения модальных матриц необходимо 
проанализировать высоту первого и второ-
го резонансных пиков на АЧХ пьезотол-
катель-сенсор и актуатор-виброметр. Син-
тезатор форм F задается таким образом, 
чтобы первый контур управления не вы-
зывал колебаний балки по второй форме, 
а второй – по первой форме. Аналогично, 
анализатор форм T задается таким обра-
зом, чтобы первый контур не реагировал 
на активизацию второй формы колебаний, 
а второй – на активизацию первой формы.

При анализе АЧХ было получено, что 
первый и второй актуаторы возбуждают 
первую форму изгибных колебаний балки в 
пропорциях 3,08 : 1,00 а вторую форму – в 
пропорциях – 0,97 : 1,00. Первый и второй 
сенсоры реагируют на активизацию первой 
формы в пропорциях 3,07 : 1,00, а второй 
– в пропорциях – 0,95 : 1,00. Отсюда были 
получены модальные матрицы:

 

(16)

Данные значения достаточно близки к 
значениям матриц, полученным в рамках 
эксперимента:

(17) 

Результаты разделения форм в модальных 
контурах управления с помощью матриц T 
и F показаны на рис. 3. На данном рисунке 
приведены модули передаточных функций 
Hm

ij, соответствующие возбуждению коле-
баний с помощью i-го модального контура 
управления и измерению с помощью j-го 
модального контура. Данные функции полу-
чаются из передаточных функций Hij, соот-
ветствующих возбуждению колебаний с по-
мощью i-го актуатора и измерению с помо-
щью j-го сенсора, по следующей формуле:

 

1,01 0,49
,

0,98 1,50
F

- 
=  

 
1,01 0,96

.
0,49 1,49

T  
=  - 

( )

( )

exp

exp

1,000 0,500
,

1,035 1,525

1,00 1,01
.

0, 49 1,52

F

T

- 
=  

 
 

=  - 

2 2

1 1
.m

ij jl ki kl
k l

H T F H
= =

= ∑∑



Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки 12 (1) 2019

150

Рис. 3. АЧХ системы, соответствующие возбуждению колебаний с помощью i-го модального 
контура управления и измерению с помощью j-го модального контура; ij = 11 (кривая 1), 

22 (2), 12 (3) и 21 (4)

Как видно из рисунка, выбранные мо-
дальные матрицы обеспечивают качествен-
ное разделение первой и второй форм ко-
лебаний: на амплитудно-частотной харак-
теристике Hm

11, соответствующей первому 
модальному контуру управления, присут-
ствует только первый резонансный пик; 
на АЧХ Hm

22 – только второй резонансный 
пик, а на перекрестных АЧХ Hm

12 и Hm
21 

отсутствуют оба резонанса. Таким образом, 
взаимное влияние контуров управления 
оказывается минимальным.

В рамках численного исследования ко-
лебаний балки с управлением необходимо 
как спроектировать системы управления, 
так и получить результаты использования 
данных систем. В качестве результата ис-
пользования систем управления анализиру-
ются амплитудно-частотные характеристи-
ки балки, полученные при возбуждении ко-
лебаний с помощью пьезотолкателя и при 
измерении амплитуды колебаний точки на 
верхнем конце балки. Для определения эф-
фективности созданных систем управления 
сравниваются данные АЧХ при включен-
ной и отключенной системе управления в 
области первой и второй резонансных ча-
стот изгибных колебаний балки. АЧХ балки 
с управлением получаются из имеющихся 
АЧХ и ФЧХ балки без управления в соот-
ветствии с математической процедурой, из-
ложенной ниже.

Пусть на балку одновременно действу-
ют три источника возбуждения, а именно 
– напряжения:

Ud , подаваемое на пьезотолкатель;
U1 , подаваемое на первый актуатор;
U2 , подаваемое на второй актуатор.
При этом измеряются поперечное сме-

щение y точки на верхнем конце балки, на-
пряжения Y1 на первом сенсоре и Y2 на вто-
ром. Измеряемые величины выражаются 
через приложенные воздействия с исполь-
зованием передаточных функций Hd, H

(1)
d, 

H(2)
d, H

(1)
a, H

(2)
a, H

(11)
as, H

(12)
as, H

(21)
as, H

(22)
as:

(19)

Пусть управляющие воздействия U1 и 
U2 зависят от измеряемых сигналов Y1 и Y2 
сенсоров следующим образом:

(20)

В таком случае путем несложных ма-
тематических преобразований можно вы-
разить смещение точки на верхнем конце 
балки y через подаваемое на пьезотолкатель 
напряжение Ud:
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Таким образом, на основании известных 
передаточных функций системы без управ-
ления и выбранных законов управления 
вычисляются передаточные функции систе-
мы с управлением.

В рамках данного численного иссле-
дования была протестирована в первую 
очередь модальная система управления I, 
синтезированная в рамках эксперимен-
та. Затем была спроектирована модальная 
система управления II, отличающаяся от 
системы I передаточными функциями в 
контурах управления. При создании си-
стемы II ставилась цель получить систему 
управления, наиболее эффективно снижа-
ющую амплитуду вынужденных изгибных 
колебаний балки на первом и на втором 
резонансах. Система I, тестируемая в чис -
ленном исследовании, отличается от мо-
дальной системы, используемой в экспери-
менте, только коэффициентами усиления в 
контурах управления, которые были подо-
браны из условия наибольшей эффектив-
ности работы системы.

Передаточные функции и коэффициенты 
усиления для обоих контуров систем управ-
ления I и II представлены в Приложении.
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На рис. 4,a представлена диаграм-
ма Найквиста для системы управления I, 
полученная для обоих контуров управления 
в соответствии с формулой (15). На рис. 4,b 
показан участок данной диаграммы вблизи 
точки (–1; 0). Поскольку годограф не ох-
ватывает на комплексной плоскости точку 
(–1; 0), данная система управления явля-
ется устойчивой. Диаграмма Найквиста для 
системы управления II выглядит аналогич -
ным образом.

На рис. 5 изображены АЧХ балки, полу-
ченные при воздействии пьезотолкателем и 
измерении амплитуды колебаний точки на 
верхнем конце балки с управлением и без 
него для систем управления I и II. Видно, 
что обе рассматриваемые системы управле-
ния достаточно эффективно снижают ам-
плитуду колебаний балки как на первом, 
так и на втором резонансе. Система управ-
ления I приводит к снижению амплитуды 
колебаний на первом резонансе на 87,8 %, 
а на втором – на 89,1 %. Система управ-
ления II снижает амплитуду колебаний на 
первом резонансе на 92,4 %, а на втором – 
на 90,7 %. Таким образом, система управ-
ления II несколько эффективнее системы I. 
Однако в случае использования системы 
управления II, вблизи первой и второй 
резонансных частот балки образуются два 
резонанса вместо одного.

Результаты управления в эксперимен-
те и при численном моделировании при-
ведены в табл. 2. Для каждой из систем 
управления представлены коэффициенты 
усиления в первом и втором контурах Kp1 
и Kp2, а также отношение максимальной 
амплитуды колебаний точки на верхнем 
конце балки с включенным управлением к 
амплитуде резонансных колебаний данной 
точки без управления на первом резонан-
се y1/y

(0)
1 и на втором резонансе y2/y

(0)
2. Из 

данных табл. 2 видно, что эффективность 
модальной системы управления I в экспей-
рименте близка к ее эффективности в чис-
ленном исследовании, а результаты систе-
мы II превосходят результаты системы I, 
особенно для первой резонансной частоты. 

Заключение

В рамках настоящей работы была по-
строена конечно-элементная модель экс-
периментальной установки [1, 14] с учетом 
пьезоэффекта. Данная модель позволила 
численно получить амплитудно-частотные 
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Рис. 4. Диаграмма Найквиста для обоих контуров системы управления I: общий вид (a) и 
увеличенный фрагмент (b)

Рис. 5. АЧХ балки без управления (кривая 1) и с управлением для систем I (2) и II (3) вблизи 
первого (a) и второго (b) резонансов

а) b)

b)а)

Система 
управления Kp1 Kp2 y1/y

(0)
1, % y2/y

(0), %

I (эксперимент) 0,100 0,020 16,5 12,8

I (расчет) 0,170 0,044 12,2 10,9

II (расчет) 0,530 0,650 7,6 9,3

Таблица  2
Результаты работы различных систем управления, 

полученные численно и экспериментально

Обозначения :  Kp1, Kp2 – коэффициенты усиления в первом и втором контурах; 
y1/y

(0)
1, y2/y

(0)
2  – отношения максимальной амплитуды колебаний точки на верхнем 

конце балки с включенным управлением к амплитуде резонансных колебаний дан-
ной точки без управления на первом и втором резонансах соответственно.
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характеристики (АЧХ) для различных случа-
ев воздействия на балку и измерения выход-
ного сигнала. Результаты расчета оказались 
достаточно близкими к характеристикам, 
полученным экспериментально. Различия в 
значениях высоты резонансных пиков меж-
ду расчетом и экспериментом обусловлены 
отличием коэффициентов демпфирования 
реальной системы от соответствующих зна-
чений конечно-элементной модели.

На основании АЧХ и ФЧХ системы, по-
лученных численно, были построены реше-
ния задачи о колебаниях балки при нали-
чии модального управления для различных 
законов управления. Результаты численного 
моделирования наиболее эффективной си-
стемы управления, созданной в рамках экс-
перимента (снижение резонансных ампли-
туд на первом и на втором резонансах 87,8 и 
89,1 % соответственно), оказались близкими 
к экспериментальным (снижение на 83,5 и 
87,2 %). В качестве развития исследования 
были получены и протестированы более эф-
фективные законы управления для обоих 
контуров, приводящие к более низким зна-
чениям амплитуд резонансных колебаний 
балки, чем системы, рассмотренные в экс-
перименте (снижение резонансных ампли-
туд на 92,4 и 90,7 %).

Приложение

Передаточные функции 
контуров управления

Передаточная функция первого контура 
системы управления I:
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Коэффициент усиления K(1)
p1 = 0,170.

Передаточная функция второго конту-
ра системы управления I: 

Коэффициент усиления K(1)
p2 = 0,044.

Передаточная функция первого конту-
ра системы управления II:

Коэффициент усиления K(2)
p1 = 0,530.

Передаточная функция второго конту-
ра системы управления II:

Коэффициент усиления K(2)
p2 = 0,650.
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Представлено решение нестационарной задачи термоупругости вращающихся тел 
на примере определения оптимальных температурных полей и полей напряжений в 
прокатных валках систем горячего проката, что представляет собой актуальную проблему. 
Используется пространственное описание, позволяющее уменьшить число независимых 
переменных и рассматривать поля температуры и напряжений как квазистатические. 
Для процессов, происходящих в теле валка, характерны большие градиенты температуры 
и связанные с ними напряжения, а также вращающийся характер полей. Для решения 
задачи моделирования указанных процессов предлагается использовать ряды Фурье, 
которые позволяют при довольно большом количестве рассматриваемых членов ряда 
получать решение с достаточной точностью. Особенностью полученного решения 
является локализация максимальных напряжений на незначительной глубине от 
поверхности валка.
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Введение

В настоящее время задачи термоупруго-
сти вращающихся тел, подверженных те-
пловым ударам, часто требуют рациональ-
ного решения в различных практических 
приложениях и не теряют своей актуально-
сти.

Ярким примером одного из таких при-
ложений является моделирование процес-
сов, имеющих место при горячей прокатке 
листового металла, где вращающиеся вал-
ки прокатного стана работают в условиях 
тяжелого механического и температурного 
воздействия. На валки действует совокуп-
ность циклических, механических и тем-
пературных напряжений, в результате на-
блюдается характерное, связанное с обра-
зованием блистерных отколов, разрушение 
поверхностного слоя валков типа «апельси-
новая корка».

Целью данного исследования является 
разработка метода, позволяющего эффек-
тивно решать задачи термоупругости вра-
щающихся тел, подверженных тепловым 
ударам.

Рассмотрение задачи несвязанной тер-
моупругости проводится в несколько эта-
пов. Первый этап требует решения неста-
ционарной граничной задачи теплопрово-
дности, доставляющей поле температур; 
последнее зависит как от времени, так и от 
пространственных координат. Второй шаг 
нацелен на определение напряженно-де-
формированного состояния вращающегося 
тела. Предлагается математический подход, 
позволяющий свести уравнения в частных 
производных с тремя независимыми пере-
менными к обыкновенным дифференци-
альным уравнениям и получить решение в 
виде одинарного ряда.

Универсальность предлагаемого подхо-
да демонстрируется на примере полного 
решения задачи нахождения температур-
ных напряжений во вращающихся валках 
при горячем прокате листового металла. В 
процессе эксплуатации прокатных валков 
замечено, что характер разрушения его по-
верхности имеет чешуйчатую структуру и 
формирование трещин происходит не на 
поверхности, а на относительно небольшой 
глубине (1 – 2 мм) от поверхности валка. 
Исследование характера трещин позволило 
предположить, что одним из определяющих 
факторов их появления выступает возник-
новение нестационарных температурных 
напряжений в результате резких перепадов 

температур. Данные эффекты физики ме-
таллов объясняются значительными гради-
ентами температуры, вызванными тепловы-
ми ударами.

Предлагаемый метод аналитического вы-
числения локализованного температурного 
поля предпочтительнее численных, так как 
не требует итерационного подбора размера 
сеток, неизвестного заранее.

Актуальность вышеописанной пробле-
мы для промышленности подтверждается 
большим числом работ, посвященных ис-
следованию как отдельно поля температур, 
так и температурных полей и механических 
напряжений, возникающих при прокатке.

При исследовании температурных полей 
применяют три основных подхода:

прямое экспериментальное измерение 
полей поверхностной температуры [1];

вычисление температурных полей мето-
дом конечных элементов (МКЭ) или сеточ-
ным методом с учетом вращения валка или 
граничных условий [2 – 10];

вычисление температурных полей мето-
дом Фурье в виде суммы ряда по собствен-
ным функциям [11 – 14].

Особое место занимают работы [15 – 17], 
в которых развивается теория гармониче-
ского конечного элемента. В этом случае 
решается последовательность одномерных 
МКЭ-задач для каждой из амплитуд гар-
моник ряда Фурье отдельно, затем полу-
ченные амплитуды умножаются на соот-
ветствующую гармоническую функцию и 
складываются.

Исследование полей механических 
напряжений производится только мето-
дами конечных элементов [3, 5, 6, 8 – 10, 
16 – 18]. В качестве нагрузки принимается 
поле температур, затем решается плоская 
задача теории упругости. Практически все 
решения, за исключением приведенных 
в работе [17], дают максимальные напря-
жения (по норме Мизеса) на поверхности 
валков, в пятне контакта с прокатываемым 
металлом. Этот результат считается обще-
признанным, поэтому в работе [14] после 
вычисления температуры методом Фурье, с 
помощью температурного потенциала вы-
числяются не напряжения, а модуль кине-
матического упрочнения поверхности.

Вместе с тем характер разрушения вал-
ков показывает, что максимальные механи-
ческие напряжения находятся на неболь-
шой глубине внутри тела валков. Стандарт-
ный МКЭ-подход не позволяет описать 
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указанный характер адекватно. Это каса-
ется и «гармонических» конечных элемен-
тов [15 – 17], авторы которых отмечают, 
что использовать эти элементы для расчета 
напряжений нельзя, так как они дают на-
пряжения в полтора раза выше, чем «стан-
дартный» МКЭ.

В настоящей статье предлагается ис-
пользовать пространственное описание, 
что позволяет свести нестационарную зада-
чу теплопроводности к квазистационарной 
и тем самым разработать математическую 
модель теплопроводности вращающего-
ся упругого тела. Появляется возможность 
найти поле распределения температур, и с 
использованием термоупругого потенци-
ала получить температурные напряжения, 
которые представляют собой частные ре-
шения задачи термоупругости. Граничные 
условия будут удовлетворены с помощью 
функции Эри на примере тривиальных ус-
ловий нагружения.

Определение поля температур в валках

На рис. 1 представлена схема нагре-
вания и охлаждения прокатного валка. В 
процессе работы прокатный валок контак-
тирует с раскаленным слябом в узком сек-
торе контакта, а затем проходит сложный 
цикл охлаждения в различных средах. В 
нашем случае мы рассматриваем поочеред-
ное охлаждение водой и воздухом, но воз-
можны варианты охлаждения пароводяной 
смесью, или только водой (воздухом). Сек-
торами показаны участки различного ох-
лаждения.

В предположении, что поле температу-
ры не зависит от продольной координаты, 
уравнение нестационарной теплопрово-

дности имеет вид

 (1)

где Т – температура; λ, γ – теплопрово-
дность и теплоемкость материала валка, 
соответственно; Δ – двумерный оператор 
Лапласа; точка означает материальную про-
изводную по времени.

Используется пространственное (эйле-
рово) описание, что позволяет уменьшить 
число независимых переменных. При усло-
вии, что прокатный валок вращается с по-
стоянной угловой скоростью ω, выражение 
для материальной производной поля темпе-
ратуры упрощается:

(2)

где r, φ – радиус и угол в полярной системе 
координат.

В силу стационарности задачи,
 

В результате получаем уравнение стаци-
онарной теплопроводности с двумя незави-
симыми переменными:

(3)

–λ∆ γ 0T T= ,
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,
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Рис. 1. Схема прокатки (показан только верхний валок), а также охлаждения 
прокатного валка водой (1) и воздухом (2);

 черным сектором показана зона контакта
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Температура поверхности валка в узкой 
зоне непосредственного контакта валка и 
проката, где 0 ≤ φ ≤ φ0 (см. рис. 1), принята 
равной Tc= 600 °C, как средней между тем-
пературой горячего проката и температурой 
валка. В остальной зоне (φ0 < φ ≤ 2π) ставит-
ся граничное условие третьего рода:

где R – радиус валка; T =Tm(φ) – темпера-
тура воздушно-водяной смеси системы ох-
лаждения поверхности валка.

Эти два условия можно записать в виде 
единого граничного условия третьего рода:

 (4)

где

(5)

 

причем параметры λ(φ), β(φ), Tm(φ) есть ку-
сочно-постоянные функции угла φ.

Для решения граничной задачи (3) – (5) 
применим метод интегральных преобразо-
ваний:

и затем будем искать решение в виде дву-
стороннего ряда:

После интегрального преобразования 
уравнение (3) принимает вид

 
(7)

Для n ≠ 0 решение уравнения (7) выра-
жается через функции Бесселя Jn и Yn:

(8)
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Поскольку Yn(0)=∞, то Bn = 0 в силу 
ограниченности температуры в центре вал-
ка. Тогда

(9)

где a Rwγ
=

λ
 и введен безразмерный 

радиус ξ = r / R, 0 ≤ ξ ≤ 1.
Отдельного рассмотрения требует случай 

n = 0. При этом уравнение (7) имеет вид

Отсюда T0 = C ln r + A0, а из условия 
ограниченности при r = 0 следует, что 
C = 0, т. е. T0= const.

Теперь проведем интегральное преобра-
зование граничного условия (4):
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Подставляя явное выражение для Tn и 
вычисляя производную от функции Бессе-
ля по правилу

получаем следующую форму записи гра-
ничного условия: 

(12)

где 
1 .

2n k
i a n k-

-
χ = -  

В результате получена система 
из n уравнений с n неизвестными 
коэффициентами An. Для ее решения 
будем использовать асимптотику функции 
Бесселя при больших значениях аргумента:

 

так как для реальных параметров горячего 
проката (a = 201,6) аргумент функций Бес-
селя принимает значения

Подставив эти значения аргумента, по-
лучим:

(13)

Таким образом, в результате решения 
системы уравнений для коэффициентов An 
и их подстановки в формулы (9) и (6) для 
T(r,φ), мы получаем распределение темпе-
ратуры в прокатном валке.

Поскольку коэффициенты в уравнении 
(12) содержат экспоненциальные множи-
тели, матрица системы имеет плохую обу-
словленность. Поэтому требуется оценить 
необходимое количество членов ряда для 
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ный алгоритм решения.
Характер уравнений (12) позволяет ис-

пользовать алгоритм с выбором ведущего 
элемента. При несимметричном задании 
матрицы (ηk) (см. выражение (11)), матри-
ца системы становится треугольной, что 
позволяет последовательно рассчитать все 
коэффициенты An. Ниже в качестве при-
мера вычислений представлен график по-
ля температур на поверхности прокатного 
валка в зависимости от угловой координаты 
(рис. 2) для следующих числовых значений 
параметров системы:

1. Tc= 600 °C, φ0= 12,68° = 0,2213 рад (в 
зоне контакта);

2. Te= 25°C, β = 41700 Вт/(°C•м2) (для 
воды);

  T0= 25 °C, β=1500 Вт/(°C•м2) (для воз-
духа);

3. λ = 31 Вт/(°C•м), γ = 0,673 кДж/ (°C•кг) 
(для валков).

Вычисление температурных напряжений
Для вычисления поля температурных 

напряжений используем термоупругий по-
тенциал перемещений Ф, который вводит-
ся равенством u = ∇Φ . В задаче о плоской 
деформации термоупругий потенциал Ф 
удовлетворяет уравнению [19]:

(14)

Дифференцируя обе части этого уравне-
ния по времени и подставляя dT/dt из урав-
нения (1), имеем:
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Поскольку термоупругий потенциал до-
ставляет лишь частное решение уравнения 
термоупругости, в обеих частях уравнения 
(15) можно опустить знак оператора Δ. В 
результате имеем:
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Материальная производная термоупру-
гого потенциала во вращающейся системе 
координат вычисляется по аналогии с вы-
числением по выражению (2): 
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Рис. 2. Расчетная температура на поверхности прокатного валка как 
функция угловой координаты (r = R);
параметры расчета приведены в тексте

откуда получается явное выражение для 
термоупругого потенциала:

(18)

Температурные напряжения, соответ-
ствующие полученному термоупругому по-
тенциалу, находятся прямым дифференци-
рованием (см. работу [19]):
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Функция Эри для удовлетворения 
граничным условиям

Представленные температурные напря-
жения есть частные решения, и в общем 
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выполнения тривиальных силовых условий 
на всей поверхности валка. Для коррек-
тировки решения с целью удовлетворения 
тривиальным граничным условиям, введем 
полные напряжения:

и т. д.
Здесь верхний индекс означает напря-

жения, определяемые через функцию Эри 
в плоской задаче U(r φ).
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Общий вид функции Эри в виде ряда 
Фурье имеет следующий вид (cм. работы 
[19, 20]):

(20)

причем коэффициенты α, β, λ, γ, χ, Pn, Qn 
можно найти из граничного условия от-
сутствия напряжений на всей поверхности 
валка:

 (22)

На рис. 3 представлено распределение 
напряжений по радиусу валка при значе-
нии угла φ = 0,1 рад.

На рис. 4 представлено семейство рас-
пределений радиальных напряжений по 
угловой координате в теле прокатного 
валка при разных значениях его радиуса.

На рис. 3 хорошо заметен быстрый рост 
напряжений на малой глубине от поверх-
ности и плавное уменьшение к центру 
валка. Максимум напряжений достигается 
на глубине h около 4 мм от поверхности 
(см. рис. 4).

Обсуждение результатов

Полученное нами распределение ради-
альных напряжений в теле валка существен-
но отличается от известных результатов, 
вычисленных с помощью МКЭ. Макси-
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мальные радиальные напряжения 350 МПа 
оказываются близкими к пределу текучести 
и имеют специфический «ныряющий» ха-
рактер. Зона этих напряжений находится в 
теле валка на глубине 2 – 4 мм от поверхно-
сти, что хорошо объясняет блистерное уста-
лостное разрушение, когда от поверхности 
валка при прокатке отваливаются блистеры 
толщиной 1 – 4 мм.

В работе [9] максимум напряжений под 
поверхностью получен за счет моделиро-
вания многослойной системы с разными 
механическими характеристиками вблизи 
поверхности волка.

«Ныряющие» напряжения были получе-
ны в работе [17] в результате  учета кон-
тактных напряжений (помимо температур-
ных) в зоне прокатки. В отличие от нашего 
решения, там глубина залегания максимума 
напряжений по норме Мизеса составляла 
5 % от радиуса, что не позволяло объяснять 
блистерные отколы. В нашем же случае эта 
глубина равна около 3 см.

Таким образом, предложенный и ис-
пользованный нами подход позволяет по-
лучить новые результаты, которые в состоя-
нии объяснить экспериментально наблюда-
емое блистерное разрушение поверхности 
«ныряющими» циклическими радиальными 
напряжениями.

Вероятно, огромные градиенты ради-
альных напряжений, возникающие в под-
поверхностном слое, не дают возможности 
решить задачу методом МКЭ. Этот слой 
составляет около 0,1 % от радиуса валка, 
и осреднение напряжений, которое автома-
тически происходит внутри конечных эле-

Рис. 3. Радиальное распределение напряжений σr в теле прокатного валка 
при значении φ = 0,1 рад
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Рис. 4. Распределение радиальных напряжений σr по угловой координате φ 
на разной глубине от поверхности валка h, мм: 0,5 (1), 4 (2), 100 (3)

ментов, не позволяет адекватно моделиро-
вать эти градиенты.

Необходимо отметить, что функции Бес-
селя в ряде Фурье при асимптотическом 
представлении содержат в качестве множи-
телей экспоненты вида exp(λr/R), где мно-
жители λ имеют характерное значение око-
ло 1000. Поэтому оказалось, что нет смыс-
ла брать более сорока членов ряда Фурье, 
так как даже в случае применения специ-
альной нормировки не удается определить 
коэффициенты ряда Фурье при заданной 
двойной точности. С этим обстоятельством 
связаны «колебания» всех функций, види-
мые на графиках угловых распределений. 
Естественно, что численное МКЭ-реше-
ние сталкивается с аналогичной проблемой 
плохой обусловленности задачи, о чем пи-
шут авторы цитируемых работ.

Заключение

Путем перехода к пространственному 
описанию в задаче термоупругости враща-
ющихся тел удалось уменьшить число не-
зависимых переменных и получить точные 
решения для поля температур и напряжений 
в виде одинарного ряда Фурье. Выведены 
формулы для температурных напряжений 
через термоупругий потенциал; с его помо-
щью вычислены температурные напряже-
ния на поверхности и в теле валка. Про-
демонстрировано, как следует подобрать 
функцию Эри для удовлетворения гранич-
ным условиям на поверхности валка. Рас-
смотрение было ограничено случаем триви-
альных силовых граничных условий на всей 
поверхности валка, хотя данный подход 
позволяет удовлетворять любым, наперед 

заданным граничным условиям.
В качестве примера практического при-

менения было найдено поле температурных 
напряжений в прокатных валках при горя-
чем прокате листового металла.

На основании проведенных исследо-
ваний сделан вывод, что температурные 
напряжения вносят весомый вклад в на-
пряженное состояние прокатных валков, 
а величина температурной составляющей 
напряжений и цикличность их возникно-
вения говорят о возможности разрушения 
поверхности валков исключительно за счет 
температурного «шока», который возника-
ет при прогреве и охлаждении поверхности 
валков.

Впервые удалось получить эффект тем-
пературных напряжений, «ныряющих» 
на малую глубину под поверхность валка. 
Важно, что полученный эффект адекватно 
объясняет блистерный характер разруше-
ния валка. Выбранный для примера объект 
исследования оказался удачной моделью 
для описания процессов, происходящих 
при работе вращающихся систем, подвер-
женных сложному температурному нагру-
жению.

Таким образом, предложенный подход к 
решению задачи может иметь другие важ-
ные практические приложения при анализе 
режимов работы подобных указанных си-
стем, в частности в металлургической и ма-
шиностроительной отраслях.

Исследование выполнено при финансовой 
поддержке грантов РФФИ 17-08-00783 и 18-
08-00201.
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дельно через электронную редакцию. 

2.3. Рассмотрение материалов
Предоставленные материалы (п. 2.2) первоначально рассматриваются редакционной коллегией и передаются 

для рецензирования. После одобрения материалов, согласования различных вопросов с автором (при необходи-
мости) редакционная коллегия сообщает автору решение об опубликовании статьи. В случае отказа в публикации 
статьи редакция направляет автору мотивированный отказ. 

При отклонении материалов из-за нарушения сроков подачи, требований по оформлению или как не отвечаю-
щих тематике журнала материалы не публикуются и не возвращаются. 

Редакционная коллегия не вступает в дискуссию с авторами отклоненных материалов. 
При поступлении в редакцию значительного количества статей их прием в очередной номер может закончить-

ся ДОСРОЧНО. 

Более подробную информацию можно получить по телефону редакции: 
(812) 294-22-85 с 10.00 до 18.00 – Бушманова Наталья Александровна 
или по e-mail: physics@spbstu.ru


