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В работе исследовано квадратичное (по одной из координат) электростатическое 
поле, обеспечивающее интегрируемость уравнений движения заряженной частицы. 
Найдены условия финитности движения иона в этом поле и тем самым показана 
возможность построения ионной ловушки. Выявлены значения параметра поля, 
при которых структура эквипотенциалей поля  обеспечивает наличие существенного 
рабочего пространства между двумя полезадающими электродами. Построен алгоритм 
оптимального согласования характеристик пучка и конфигурации электродов.
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An electrostatic field with a square additive dependence on one of coordinates, also pro-
viding integrability of charged particle motion equations has been studied in the paper. The 
conditions of ion-motion finiteness were found for this field and in doing so it was shown the 
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Введение

Электростатические ионные ловушки 
с идеальной пространственно-временной 
фокусировкой (ИПВФ) пучка все шире 
применяются в современном масс-анализе. 
Принцип идеальной фокусировки ионов в 
электростатическом поле как основа син-
теза масс-спектрометрических приборов 
был запатентован Ю.К. Голиковым [1], 
реализован А.А. Макаровым в промыш-
ленно выпускаемой ловушке OrbiTrap (см., 
например, работу [5]). Интенсивно изуча-
ются так называемые ловушки Кассини 
(также с ИПВФ) [3, 4 – 6], впервые предло-
женные Ю.К. Голиковым и изученные его 
аспиранткой Д.В. Никитиной [7].  В насто�-
ящее время исследования идеально фоку-
сирующих систем активно продолжаются. 
Таким образом, данная тема, безусловно, 
остается актуальной.

Настоящая статья продолжает серию ра-
бот [8 – 11], посвященных исследованию 
класса интегрируемых электростатических 
ловушек с ИПВФ. Идеальная фокусировка 
по направлению z (для определенности) в 
ловушке обеспечивается аддитивным вхо-
ждением в структуру потенциала члена z2 
[8, 9]. Ранее (см. работы [9 – 11]) нами 
подробно изучены условия существования 
финитного движения в ловушках, интегри-
руемых в параболических и эллиптических 
координатах. В данном случае имеются в 
виду системы координат, разделяющие пе-
ременные в уравнении Гамильтона – Яко-
би после отделения колебательного движе-
ния по z.

В настоящей работе рассмотрен случай 
интегрирования в полярной системе ко-
ординат, также указанный в статье [8], но 
подробно не исследованный. Анализ про-
веден в безразмерных переменных, которые 
использовались авторами и ранее [8 – 11].

Условия финитности движения ионов
В работе [8] получено выражение  для 

потенциала, обеспечивающего разделение 
переменных:

(1)

где μ, ε – параметры поля; x = r cos γ, 
y = r sin γ.

Полагая μ ≠ 0 (далее мы подтвердим 
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где 

Таким образом указанным 
масштабированием можно избавиться в 
выражении (1) от параметра μ, приравняв 
последний единице и сильно упростив 
дальнейший анализ.

Оставшийся параметр ε существенно 
влияет на топологию поля (1), определяя 
как количество его седловых точек в пло-
скости z = 0, так и вид эквипотенциалей. 
Количество седел соответствует количеству 
вещественных значений радиуса седла rs в 
восьми парах (rs,γs) полярных координат 

 

и меняется от двух до шести при прохож-
дении величиной ε в равенстве (1) крити-
ческих значений{–1/8, 0, 1/8}. Топология 
поля (1) весьма важна при выборе системы 
полезадающих электродов, ограничиваю-
щих рабочую область ловушки.

Движение иона в плоскости rγ, ортого-
нальной к направлению идеальной фокуси-
ровки z, определяется первыми интеграла-
ми
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(4)

Как обычно, необходимо определить ус-
ловия финитности движения в плоскости 
rγ.  Нетрудно видеть, что характер движе-
ния иона по r определяется профилем эф-
фективного потенциала

 

и величиной поперечной энергии E.
Заметим, что потенциал Ueff имеет яму 

(рис. 1) в диапазоне значений 0 < C < 1/8; 
при этом координаты минимума и макси-
мума Ueff (r) определяются как

(5)

где радиусу минимума соответствует знак 
минус, а радиусу максимума – плюс.

Минимальное и максимальное 
значения эффективного потенциала 
выражаются как 

2
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При C → 0 Ueff min → –∞, Ueff max → –1/2;
При C = 1/8 максимум и минимум по-

тенциала Ueff сливаются:

rmin = rmax = 1, Ueff min = Ueff max =– (ln2)/2,

и яма исчезает. 
Для C ≤ 0 (как и для μ = 0 в равенстве 

(1)) в выражении эффективного потенциала 
исчезает член, препятствующий движению 
частицы к r-сингулярности; соответствен-
но, необходимо выполнение условия C > 0. 

При 0 < C < 1/8 значение константы E 
для обеспечения финитности должно удов-
летворять неравенствам 

Ueff min (C) ≤ E < Ueff max (C).

С другой стороны, для любого E < – (ln2)/2 
найдется интервал значений параметра C, 
вложенный в промежуток, ]0, 1/8[, реали-
зующий финитность движения. При этом 
верхняя граница C находится из условия 
Ueff min (C) = E, а для E > – 1/2 имеется и 
нижняя граница интервала, вычисляемая из 
условия Ueff max (C) = E.
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Рис. 1. Графическое представление функции эффективного потенциала Ueff (r, C).
Линии показывают расположения максимумов и минимумов для различных значений C
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Удобно ввести в рассмотрение величину 

ΔE = E – Ueff min (C),

характеризующую кинетическую энергию 
иона. 

Для постоянной ΔE финитность соблю-
дается при 

0 < C < Cmax < 1/8,
где Cmax находим из решения уравнения

Ueff max (Cmax) – Ueff min (Cmax) = ΔE.

Заметим, что условие радиальной ста-
бильности здесь полностью совпадает со 
случаем классического орбитрэпа.  

Угловое движение определяется коси-
нусоидальным (с амплитудой |ε|) профилем 
потенциальной γ-ямы и величиной кон-
станты C. Из соображений симметричности 
колебаний относительно γ = 0 удобно вы-
брать ε отрицательным (ε < 0).

Далее, математически обоснованной, с 
точки зрения ограниченности движения по 
углу, является величина 

C ∈ [–|ε|,|ε|[,
обеспечивающая перемещение частицы в 
секторе

(6)

При C > |ε| движение по γ не ограничено, 
траектория иона (при r-финитности) рас-
положена в кольце. Условия радиального 
удержания требуют выполнения неравенств 
0 < C <1/8. Соответственно, диапазон угло-
вых перемещений ограничен снизу сегмен-
том – π/4 ≤ γ ≤ π/4.

При C <1/8< |ε| имеется и ограничение 
диапазона γ-колебаний сверху. Очевидно, 
нет никаких препятствий к реализации фи-
нитности движения как по радиусу, так и 
по углу при соответствующем выборе на-
чальных данных частицы. При этом траек-
тория движения иона в плоскости rγ будет 
лежать внутри области 

Ω = [r1,r2] × [–γb, γb],                 (7)
где r1, r2 – решения уравнения Ueff (r, C) = E.

Эквипотенциали поля (1) имеют при 
r → 0 асимптоты γ = ± π/4, теоретически 
ограничивающие угловой размер электрода 
вблизи точки сингулярности величиной π/2. 
В то же время диапазон изменения углов 
γ-колебаний ионов не может быть мень-

arccos( )
, .

2b b b

C e
-γ ≤ γ ≤ γ γ =

ше, чем [–π/4, π/4]. Это вызывает сомне-
ние в возможности реализации ловушки с 
помощью двухэлектродной полезадающей 
конструкции. Иными словами, возникает 
вопрос, может ли траектория частицы (по 
крайней мере, при z = 0) лежать внутри об-
ласти конструктивно приемлемого семей-
ства эквипотенциалей. На рис. 2 эта область 
(поз. 1) выделена серым тоном. Указанная 
область ограничена проходящей через сед-
ловую точку поля сепаратрисой, которая 
асимптотически приближается к оси z под 
углами γ = ±π/4. Под конструктивной при-
емлемостью здесь подразумевается возмож-
ность пары вложенных эквипотенциалей 
(из области 1 на рис. 2,b) семейства (при 
реализации конструкции – электродов) за-
мыкать рабочую область – область движе-
ния пучка (область 5 на рис. 2,b). Если ока-
жется, что пучок при любых значениях па-
раметров и начальных данных обязательно 
«протыкает» внешний электрод указанной 
пары, то конструкция потребует увеличе-
ния числа полезадающих фрагментов, что 
нежелательно.

Для ответа на сформулированный ра-
нее вопрос сначала рассмотрим бесконеч-
но тонкие по r пучки, формируемые тра-
екториями ионов, распространяющимися с 
нулевой радиальной скоростью по дну по-
тенциальной ямы эффективного потенциа-
ла Ueff (r). В проекции на плоскость rγ эти 
траектории имеют вид дуг, симметричных 
относительно угла γ = 0; радиус каждой ду-
ги равен rmin (C), ее угловой размах – 2γb(C). 
Они определяются формулами (5), (6) и за-
висят от параметра C, связанного с началь-
ными данными движения. Соответственно, 
координаты граничных точек дуг формиру-
ют для множества допустимых значений C 
параметрически заданные кривые

xb(C) = rmin(C)cos(γb(C)), 

yb(C) = ± rmin (C) sin (γb(C)),          
(8)

положение которых (см. рис. 2, кривые 3) 
относительно эквипотенциали-сепаратри-
сы и представляет для нас интерес.

Для обеспечения теоретической возмож-
ности создания двухэлектродной ловушки 
должен существовать непустой интервал 
значений C, обеспечивающий расположе-
ние точек (xb(C), yb(C)) в области допусти-
мых эквипотенциалей. Заметим, что нену-
левые амплитуды z- и r-колебаний приво-
дят к необходимости наличия зазора между 
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Рис. 2. Траектории иона и эквипотенциальная структура поля (1) при значениях ε = – 0,2 (a) 
и ε = εc (b):

 1 – область конструктивно приемлемых эквипотенциалей; 2 – эквипотенциаль-сепаратриса; 3 – 
параметрически заданные кривые (8); 4 – границы пучка, имеющего ненулевую радиальную скорость;  

5 – проекции на плоскость rγ траекторий пучка с нулевой (a, b) и ненулевой (b) радиальными скоростями

эквипотенциалью-сепаратрисой и точкой 
границы γ-колебаний (8). Чем больше бу-
дет указанный зазор, тем больше фазовый 
объем ионов, запасаемых ловушкой. Как 
положение сепаратрисы, так и вид гра-
ничной кривой (8) существенным образом 
зависят от значений параметра ε. Эквипо-
тенциальные структуры с двумя седлами 
(|ε|>1/8) не обеспечивают достаточного ра-
бочего пространства внутри эквипотенци-
али-сепаратрисы. Так например, очевидна 
бесперспективность конфигурации, соот-
ветствующей

ε = –0,2 < –1/8
(см. рис. 2,a).

Полевые конфигурации с шестью седла-
ми (–1/8 < ε < 0) дают больше возможно-
стей. Наиболее привлекательным выглядит 
диапазон значений εc < ε < 0, где величина 
εc ≈ – 0,06904 соответствует наличию сепа-
ратрисы, проходящей одновременно через 
боковые и вертикальные, ближайшие к 
центру, седла поля (1) (см. рис. 2,b). Для 
определения εc используется условие равен-
ства потенциала (1) в точках расположения 
указанных седел:

или

 

Само значение потенциала сепаратрисы, 
соответствующей параметру εc, составляет

 

При расчете габаритов по z ловушки, со-
держащей ионы, стартующие с ненулевой 
скоростью z0 из плоскости z = 0, следует 
иметь в виду, что трехмерная эквипотен-
циальная поверхность поля (1) «прижима-
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ется» к оси z при смещении от плоскости 
z =  0  (рис. 3). Сечение трехмерной экви-
потенциали f (x, y) + z2 = d
плоскостью z = Z имеет вид 

f (x, y) = d – Z 2,

т. е. содержится среди эквипотенциалей 
двумерного поля f (x, y) – сечения трехмер-
ного поля плоскостью z = 0 [8].

Следует отметить, что для рассматри-
ваемых областей поля уменьшение значе-
ния потенциала с ростом Z соответствует 
переходу от эквипотенциали-сепаратрисы 
к внутренним эквипотенциалям области. 
Соответственно, цилиндр, заполняемый 
траекториями частиц (его  основание есть 
область (см. формулу (7)), а образующая 
параллельна оси z), должен быть вложен в 
поверхность, которая стягивается к оси z 
при уходе от плоскости z = 0. Следователь-
но, если иметь возможность расположить 
точки (8) в пределах некоторой эквипотен-
циали, внутренней относительно сепара-
трисы, то можно оценить допустимые га-
бариты пучка и ловушки по координате z, 
а также определить предельные скорости ż0 
старта иона из плоскости симметрии. Оче-
видно, что учет ненулевых радиальных ско-
ростей, определяющих радиальный размер 
области Ω, также требует некоторого про-
стора в размещении пучка внутри межэлек-

Рис. 3. Пример ионной ловушки на основе 
поля (1) при ε = εc.

Показаны контуры внутреннего (1) и внешнего 
(2) электродов и траектория иона (3), вложенная в 

рабочее пространство ловушки 

тродной области.
Заметим, что при использовании траек-

торий с ΔE = const, энергия

E = ΔE + Ueff min(C)

оказывается больше Ueff max (C) при некото-
ром C и, следовательно, верхнее допусти-
мое значение C будет меньше 1/8, посколь-
ку при уменьшении глубины ямы (с ростом 
C) «выплескивание» из нее траектории про-
исходит еще до исчезновения самой ямы. 
Фактическое же положение границ обла-
сти Ω зависит уже от двух параметров: C 
и E (или ΔE). Каждому C ставится в соот-
ветствие не одно значение rmin (C), а два: 
r1  (C, ΔE), r2 (C, ΔE) (см. формулу (7)). Это 
приводит к замене выражений (8) парами 
аналогичных параметрически заданных 
границ (показаны коротким пунктиром на 
рис. 2,b).

Выбор параметров ловушки

Сформулируем алгоритм выбора параме-
тров поля двухэлектродной ионной ловуш-
ки и начальных условий для ионов, удер-
живаемых в этой ловушке.

Шаг 1. Выбираем значение параметра ε 
в интервале εc ≤ ε < 0. Выбираем значение 
параметра C, обеспечивающее размещение 
пучка с нулевым радиальным разбросом в 
пределах рабочей области границ (8). Пусть 
потенциал сепаратрисы, окружающей рабо-
чую область, равен φ0.

Шаг 2. Предполагаем, что протяженность 
ловушки по z равна 2Z; находим потенциал 

φ1 = φ0 – Z2 – δ,
где δ обеспечивает необходимый технологи-
ческий зазор между поверхностью электро-
да и областью сосредоточения ионов пучка.

Шаг 3. Решаем задачу вложения пучка во 
внешнюю эквипотенциаль φ (x,y,z) = φ1. Вы-
полняем пробный поиск расстояния между 
точками с потенциалом φ1 вдоль прямой, 
проходящей через начало координат и точ-
ку (xd(C), yd(C)), для каждой из граничных 
точек (8). При этом учитываем конфигура-
цию эквипотенциалей на плоскости rγ. 

Для решения задачи строим распределе-
ние поля вдоль указанной прямой, исполь-
зуя выражения (1) и (6):

 
2

2

( , ) ( , ( ), 0) ln( )
2

cos (arccos( / )) ( , ).

b

eff

rU r C r C r

C U r C
r

= ϕ γ = - +m +

e
+e =
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Факт совпадения распределения поля 
вдоль граничного луча γ = γb(C) с эффек-
тивным потенциалом означает, что коор-
динаты точек пересечения луча с эквипо-
тенциалью φ1 и их положение относительно 
rmin(C) совпадают с координатами и поло-
жением радиальных границ пучка сечения 
Ω (7) для энергии E = φ1. Критические зна-
чения параметра C, ограничивающие диа-
пазон его допустимых значений, определя-
ются уравнением 

φ(rmin (C), γb (C), 0) = φ1,

задающим точку касания эквипотенциали  
φ1 и граничного луча γ = γb (C). Для кри-
тических значений C реализуется дуговая (в 
проекции на плоскость rγ) траектория пуч-
ка. Для других значений C из интервала до-
пустимых значений движение происходит 
в области Ω. Начальные данные движения 
находятся по заданным значениям пара-
метров E, C  с помощью выражений (4). 
Пучок оптимальным образом вписывается 
в габариты внешней рабочей эквипотен-
циали. Связь допустимых значений C и φ1 
аналогична связи параметров C и E.

Укажем, что данное рассмотрение опре-
деляет лишь граничные ионы пучка в кон-
фигурационном пространстве. А чтобы  
уменьшить влияние пространственного 
заряда на работу ловушки, целесообразно 
увеличить площадь 

области Ω (см. формулу (7)) путем соответ-
ствующего выбора С.

Примечание. При выборе внутренней 
эквипотенциали следует иметь в виду, что 
ее максимальный размер (максимальный 
радиус удаления от центра) находится в 
плоскости rγ при γ = 0. Соответственно, 
если внутренний радиус пучка равен r1, то 
достаточно выбрать в качестве внутренней 
границы системы эквипотенциальную по-

2 2
2 12 ( ( ) ( )) ( )bS r C r C CΩ = π - γ

верхность φ (r, γ, z) = φ2,
где φ2 = φ(r1– δr, 0, 0) (δr – необходимый 
технологический зазор, см. Шаг 2).

Пример ловушки, построенной по ука-
занной методике и заполненной характер-
ной траекторией иона, приведен на рис. 3.

Заключение

В представленной работе исследован 
характер движения иона в интегрируемой 
электростатической ловушке с разделением 
переменных в полярных координатах.

В процессе исследования найдены усло-
вия финитности движения, проанализиро-
вано поле ловушки и показано, что лишь 
один из параметров потенциала является 
существенным.

Определено влияние указанного пара-
метра на топологию поля; найден диапазон 
значений параметра, обеспечивающих на-
личие потенциальной структуры,  перспек-
тивной для возможного синтеза ионной ло-
вушки.

Показано, что граница рабочего объема 
ловушки может быть сформирована толь-
ко двумя электродами, что упрощает кон-
струкцию прибора.

Сформулирована методика выбора со-
гласованной конфигурации электродов и 
пучка.

Предложенный алгоритм по существу 
является формулировкой ограничений для 
последующего решения задачи условной 
оптимизации. Далее следует провести мак-
симизацию фазового объема пучка по всем 
фазовым координатам, а затем (дополни-
тельно) – одномерную оптимизацию систе-
мы по параметру ε.

Часть данной работы выполнена в рамках го-
сударственного задания № 075 00780 19 00 для 
Института аналитического приборостроения 
РАН.
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