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Статья продолжает цикл работ, посвященный изучению электронно- и ионно-
оптических свойств электрических и магнитных полей, представимых в аналитической 
форме. Целью исследования является поиск альтернативных рецептов для генерирования 
новых аналитических решений трехмерного уравнения Лапласа и, в частности, для 
генерирования трехмерных гармонических функций, являющихся однородными по 
Эйлеру. Рассматриваются обобщения широко известной алгебраической формулы 
Томсона (преобразование Кельвина), которые используют линейные алгебраические 
формы с частными производными первого порядка. Приведен исчерпывающий список 
симметризованных однородных дифференцирующих выражений первого порядка, 
преобразующих произвольные трехмерные гармонические функции в новые трехмерные 
гармонические функции. Дано обобщение полученных трехмерных формул на случай 
произвольного (конечного) числа измерений.
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The paper continues the investigation of electron and ion optical properties of electric and 
magnetic fields which can be represented in an analytical form. The target of this research 
is new recipes for generating analytical solutions of 3D Laplace equation, in particular, for 
generating 3D harmonic functions which are homogeneous in Euler terms. Linear algebraic 
expressions with first order partial derivatives which generalize the widely known Thomson for-
mula (Kelvin transformation), are analyzed. The paper provides an exhaustive list of symmetric 
and homogeneous first order differentiating expressions that convert an arbitrary 3D harmonic 
function into some new 3D harmonic functions. The produced 3D expressions are generalized 
for the n-dimensional case.

Keywords: electrostatic field, magnetostatic field, scalar potential, Laplace’s equation, 
Thomson formula

Математическая физика



33

Математическая физика

Citation: Berdnikov A.S., Gall L.N., Gall N.R., Solovyev K.V., Generalization of the 
Thomson formula for general harmonic functions, St. Petersburg Polytechnical State Universi-
ty Journal. Physics and Mathematics. 12 (2) (2019) 32–48. DOI: 10.18721/JPM.12203

Введение

Формула Томсона [1 – 3] для трехмерных 
гармонических функций является уникаль-
ным инструментом. Любая другая формула 
подобного типа может отличаться от ориги-
нальной формулы Томсона лишь тривиаль-
ной заменой переменных, представленной 
в виде суперпозиции сдвигов, отражений, 
вращений и пропорциональных растяже-
ний координат. Опишем действие формулы 
Томсона более подробно. 

Если U(x,y,z) есть  произвольная гармо-
ническая функция трех переменных, т. е. 
она удовлетворяет уравнению Лапласа 

Uxx + Uyy + Uzz = 0                (1)
(здесь и далее нижние индексы, составлен-
ные из символов x, y, z, обозначают част-
ные производные по соответствующим пе-
ременным), то функция

(2)

где 2 2 2 ,r x y z= + + тоже будет гармони-
ческой [1, 2]. Повторное использование 
формулы (2) осуществляет обратный пере-
ход от функции V(x,y,z) к функции U(x,y,z). 
Удостовериться в гармоничности функции 
V, полученной из уравнения (2) (если функ-
ция U будет гармонической), можно с по-
мощью тождества 

где функция V задается выражением (2), а 
функция U – произвольная.

Замена переменных, использованная 
для аргументов функции U в формуле 
(2), представляет собой инверсию в шаре 
единичного радиуса с центром в начале 
координат. Формула (2) известна как 
формула Томсона по имени ее автора 
– выдающегося британского физика 
и механика Уильяма Томсона, лорда 
Кельвина [3 – 5]; иногда эту формулу также 
называют преобразованием Кельвина [1, 
6 – 10]. Трансформация (2) сохраняет 
гармоничность функции и может, в 
частности, использоваться не только 
при решении краевых задач с условием 
Дирихле, когда внутренняя задача Дирихле 

( ) 2 2 2

1, , , , ,x y zV x y z U
r r r r

 =  
 

( )5

1 ,xx yy zz xx yy zzV V V U U U
r

+ + ≡ + +

преобразуется во внешнюю и наоборот, но 
и при генерировании новых аналитических 
решений для скалярных потенциалов 
электростатических и магнитостатических 
полей, которые оказываются полезными при 
синтезе электронно- и ионно-оптических 
систем [11 – 13].

Полезным инструментом при синтезе 
электронно- и ионно-оптических систем 
специального вида являются электрические 
и магнитные поля, однородные по 
Эйлеру [14 – 18]. Траектории движения 
заряженных частиц в электростатических и 
магнитостатических полях, однородных по 
Эйлеру, подчиняются принципу подобия 
траекторий Ю.К. Голикова [19, 20], откуда 
и следуют уникальные оптические свойства 
устройств, управляющих движением 
заряженных частиц и использующих 
однородные по Эйлеру электрические и 
магнитные поля.

Как правило, такие поля характеризуются 
скалярным электрическим или магнитным 
потенциалом, представляющим собой 
функцию, однородную (точнее, 
положительно однородную) по Эйлеру в 
смысле, который придается этому термину 
в классическом математическом анализе 
[21, 22]:

 (3)

где k  – степень однородности 
скалярной функции (она не обязательно 
целочисленная) и, соответственно, степень 
однородности поля.

Возможные исключения, когда 
скалярный потенциал однородного поля 
не является однородной функцией, 
исследуются в статье [23].

Если U(x,y,z)  – гармоническая и 
однородная по Эйлеру функция со степенью 
однородности k, то гармоническая функция 
V(x,y,z), вычисленная согласно правилу 
(2), также будет однородной по Эйлеру со 
степенью однородности (–k – 1). Повторное 
использование трансформации (2) 
осуществляет обратный переход от функции 
V(x,y,z) к функции U(x,y,z). Поэтому 
для каждой гармонической функции, 
однородной по Эйлеру со степенью 
однородности k, обязательно существует 
гармонический прототип со степенью 

( ) ( )0 : , , , , ,kU x y z U x y z∀λ > λ λ λ ≡ λ
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однородности (–k – 1), из которого ее 
можно получить с помощью формулы (2). В 
сочетании с операцией дифференцирования 
по переменным x, y, z, которая является 
универсальным способом получения новых 
гармонических однородных функций 
с понижением степени однородности 
[24, 25], формула Томсона (2) позволяет 
получать алгебраически-дифференциальные 
формулы общего вида для трехмерных 
гармонических однородных функций 
с любыми целочисленными степенями 
однородности [24, 26]. В качестве исходной 
точки используется формула Донкина для 
трехмерных гармонических однородных 
функций нулевой степени [16, 17, 24, 27 – 
31]. Более подробно этот вопрос исследуется 
в работах [24, 26].

Для однородных по Эйлеру функций 
U, удовлетворяющих тождеству (3), общий 
множитель 1/r2 в формуле (2) выносится 
наружу из-под аргументов функции. Тогда 
формула (2) принимает упрощенный вид 
(см. трактат У. Томсона [5], приложение Б 
к главе 1):

(4)

Можно убедиться, что при подстановке в 
формулу (4) однородной функции U функция 
(4) будет однородной. Гармоничность 
функции V, вычисленной в соответствии с 
правилом (4), следует из тождества

Vxx + Vyy + Vzz ≡ rm(Uxx + Uyy + Uzz) +
+ 2mrm–2(xUx + yUy + zUz – kU) +

+ m(m + 2k + 1)rm–2U,              
(5)

справедливого для функций вида  
V(x,y,z) = rmU(x,y,z) с произвольным 
показателем степени m и произвольной 
функцией U. Действительно, правая часть 
тождества (5) при m = 0 и m = –2k – 1 
обращается в нуль, так как функция U 
должна удовлетворять уравнению Лапласа 
(1) и дифференциальному соотношению 
Эйлера для однородных функций [21, 22]:

xUx + yUy + zUz = kU.            (6)

Задачей данной работы является 
поиск альтернативных рецептов для 
генерирования новых аналитических 
решений уравнения Лапласа и, в 
частности, для генерирования трехмерных 
гармонических функций, являющихся 
однородными по Эйлеру.

( ) ( )2 1, , , , .kV x y z r U x y z− −=

Уникальность алгебраической 
формулы Томсона

Рассмотрим трансформацию трехмерной 
гармонической функции U(x,y,z) в 
соответствии с правилом

(7)

где S, f, g, h – некоторые фиксированные 
функции.

Здесь можно ограничиться линейны-
ми по U алгебраическими выражениями, 
поскольку уравнение Лапласа (1) обладает 
свойством линейности и линейная супер-
позиция его решений с постоянными ко-
эффициентами снова является решением.

Потребуем, чтобы для любых гармони-
ческих функций U выражение (7) было гар-
монической функцией. После подстановки 
выражения (7) в уравнение Лапласа (1) ре-
зультат представляет собой линейную ком-
бинацию, составленную из частных произ-
водных U, Ux, Uy, Uz, Uxx, Uyy, Uzz, Uxy, Uxz, 
Uyz. Поскольку функция U является гармо-
нической, то производная Uzz может быть 
выражена через частные производные Uxx и 
Uyy:

Uzz
 = –Uxx  – Uyy.              (8)

Возникает вопрос, можно ли рассматри-
вать остальные частные производные как 
независимые. Ответ будет положительным: 
задача Коши для уравнения Лапласа (1) с 
начальными условиями

U(x,y,z0) = U(0) (x,y),
Uz(x,y,z0) = U(n) (x,y),

поставленная для плоскости z = z0, раз-
решима при любых начальных значени-
ях U(0) (x,y) и U(n) (x,y), по крайней мере, 
в некоторой окрестности плоскости z = z0. 
Например, таким решением будет ряд Тей-
лора по переменной z, где все коэффици-
енты однозначным образом выражаются 
через функции U(0)(x,y), U(n)(x,y) и их про-
изводные по x, y. Поэтому производные от 
функций U(0)(x,y) и U(n)(x,y) по переменным 
x и y, вычисленные в фиксированной точ-
ке, будут независимыми числами.

Следовательно, если никаких дополни-
тельных ограничений на гармоническую 
функцию U не накладывается, то в итого-
вой линейной комбинации частных про-
изводных от функции U, получившейся 

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

, , , ,

, , , , , , , , ,

V x y z S x y z

U f x y z g x y z h x y z

= ×

×
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после подстановки условия (8), оставши-
еся частные производные следует считать 
независимыми, а каждый из множителей, 
сгруппированных перед этими частными 
производными, обязан быть нулем. В набор 
независимых частных производных входят 
смешанные производные любого порядка 
по x, y, но лишь нулевого и первого поряд-
ка по z. Это правило выполняется не только 
для производных не выше второго порядка, 
которые используются в рассматриваемой 
линейной комбинации, но и в общем слу-
чае (см. следующий раздел).

В результате для неизвестных функций 
S, f, g, h в предположении, что S(x,y,z) ≠ 0, 
получается система из девяти уравнений в 
частных производных:

(9) 

Эта система уравнений является 
переопределенной (уравнений больше, чем 
неизвестных функций) и поэтому, вообще 
говоря, может не иметь решений [32 – 38]. 
Однако факт существования формулы Том-
сона (2) гарантирует, что у системы (9) име-
ются интересующие нас невырожденные 
решения, отличные от нуля.

Первые пять уравнений системы (9) оз-
начают, что взаимно-однозначное, непре-
рывно дифференцируемое отображение 

x' = f(x, y, z), y' = g(x, y, z),
z' = h(x, y, z)                       

(10)

является конформным, т. е. локально со-
храняет углы между линиями в точке их 
пересечения независимо от расположения 
этих линий, и преобразует бесконечно ма-

( )

( )

( )

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

0,

0,

0,

,

,

2 2 2 0,

2 2 2 0,

2 2 2 0

x x y y z z

x x y y z z

x x y y z z

x y z x y z

x y z x y z

xx yy zz

x x y y z z

xx yy zz

x x y y z z

xx yy zz

x x y y z z

f g f g f g
f h f h f h

g h g h g h

f f f h h h

g g g h h h

S f f f

S f S f S f

S g g g

S g S g S g

S h h h

S h S h S h

+ + =

+ + =

+ + =

+ + = + +

+ + = + +

+ + +

+ + + =

+ + +

+ + + =

+ + +

+ + + = ,

0.xx yy zzS S S+ + =

лые отрезки в пропорциональные беско-
нечно малые отрезки с коэффициентом 
пропорциональности, который не зависит 
от направления. Такое отображение сохра-
няет форму бесконечно малых фигур, но не 
сохраняет длину линий, их кривизну, а так-
же глобальную форму фигур и, возможно, 
ориентацию локального базиса [39, 40].

Для двумерной плоскости семейство 
конформных преобразований весьма разно-
образно и, по сути, совпадает с семейством 
аналитических функций одного комплекс-
ного переменного [41 – 45]. Однако для 
размерности три и выше это не так: тео-
рема Лиувилля о конформных отображени-
ях в евклидовых пространствах (см. работы 
[46 – 52]) постулирует, что в этих случаях 
семейство конформных отображений со-
впадает с группой преобразований Мёбиуса 
[53 – 55] и что других многомерных кон-
формных отображений не имеется. К сожа-
лению, элементарного доказательства этой 
важной теоремы найти не удалось; по-ви-
димому, самое простое доказательство со-
держится в работе [52].

Группа Мёбиуса в общем случае пред-
ставляет собой группу, порождаемую следу-
ющими элементарными преобразованиями 
и их суперпозициями: 

а) сдвиги (параллельный перенос),

x' = x + a, y' = y + b, z' = z + c;
б) трехмерные вращения вокруг непод-

вижной точки [56, раздел 14.10];
в) отражения относительно гиперпло-

скостей, в частности элементарные симме-
трии

x' = –x, y' = –y, z' = –z;

г) пропорциональное растяжение по 
всем координатам относительно некоторо-
го центра

x' = kx, y' = ky, z' = kz
(здесь в качестве центра используется нача-
ло координат);

д) инверсия относительно сферы,

x' = xr0
2/(x2+y2+z2),

y' = yr0
2/(x2+y2+z2),

z' = zr0
2/(x2+y2+z2)

(здесь r0 – радиус сферы, а в качестве цен-
тра сферы используется начало координат).

Не все перечисленные здесь преоб-
разования являются независимыми. Так 
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например, растяжение можно заменить дву-
мя последовательными инверсиями относи-
тельно сфер с общим центром, но разными 
радиусами, а отражения относительно ги-
перплоскостей x = 0, y = 0 или z = 0 можно 
заменить растяжением с коэффициентом 
масштабирования –1 в комбинации с пово-
ротом на 180° относительно одной из коор-
динатных осей.

Для двумерного случая, наиболее типич-
ного для практических приложений, группа 
Мёбиуса совпадает с группой дробно-ли-
нейных конформных преобразований, к ко-
торой добавлены комплексно-сопряженные 
дробно-линейные конформные преобразо-
вания (антиконформные, если под конфор-
мными преобразованиями понимать такие, 
которые сохраняют не только значения ло-
кальных углов, но и их направление, т. е. 
ориентацию локального базиса).

Можно показать, что любой элемент 
группы Мёбиуса приводится к одному из 
двух возможных видов:

 

(11)

 
(12)

где  r – радиус-вектор (вообще говоря, 
n-мерный) для исходной точки; r' – ра-
диус-вектор для преобразованной точки; 
a  – исходный центр геометрического пре-
образования; b – конечное расположение 
центра геометрического преобразования; 
λ – коэффициент растяжения (веществен-
ное число); A – ортогональная матрица, 
удовлетворяющая условию AAT = ATA = E 
и описывающая поворот в n-мерном про-
странстве относительно начала координат 
(возможно, с изменением ориентации ло-
кального базиса, если определитель матри-
цы A равен –1).

Для доказательства этого утверждения 
достаточно убедиться, что композиция гео-
метрического преобразования (11) либо 
(12) с каждым из элементарных преобра-
зований группы Мёбиуса, перечисленных 
выше, снова приводится либо к эталонному 
виду (11), либо к эталонному виду (12).

Трехмерные геометрические преобразо-
вания вида (11) или (12) очевидным обра-
зом раскладываются на суперпозицию эле-
ментарных преобразований в виде началь-
ного сдвига, инверсии с центром в начале 
координат (для преобразования (11)), трех-

( )
2 ,

Aλ −
′ = +

−

r a
r b

r a

( ) ,A′ = + λ −r b r a

мерных вращений вокруг начала координат 
[56, раздел 14.10] (возможно, в комбинации 
с одной из симметрий, изменяющих ори-
ентацию системы), пропорционального 
растяжения относительно начала коорди-
нат и окончательного сдвига к новому цен-
тру. При сдвиге, вращении, симметричном 
отражении и пропорциональном растяже-
нии аргументов гармоническая функция 
U остается гармонической, так что в этих 
случаях множитель S(x,y,z) для формулы (7) 
будет равен единице (точнее, произволь-
ной константе, как это следует из системы 
уравнений (9)). В случае инверсии с цен-
тром в начале координат множитель S(x,y,z) 
для формулы (7) с точностью до констан-
ты-множителя определяется в соответствии 
с формулой Томсона (2), и система уравне-
ний (9) подтверждает, что этот множитель 
единственный.

Последовательное выполнение этих пре-
образований, когда конформное преобразо-
вание (10) записано в форме (11) либо (12), 
дает окончательное решение для проблемы 
нахождения алгебраических формул вида 
(7), сохраняющих свойство гармоничности. 
Если же требуется, чтобы однородная по 
Эйлеру гармоническая функция преобразо-
вывалась в однородную же гармоническую 
функцию, то с точностью до поворота и 
пропорционального растяжения аргумен-
тов x, y, z относительно начала координат, а 
также с точностью до умножения значений 
потенциала во всех точках пространства 
на константу, ответом будет либо формула 
Томсона (2), либо тождественное равенство 
V(x,y,z) = U(x,y,z). Доказательство уникаль-
ности формулы Томсона (2) можно найти 
также в книгах [8, 10].

Расширенная форма с привлечением 
первых производных

Отсутствие у чисто алгебраической 
трансформации (7) других содержатель-
ных решений, кроме классической форму-
лы Томсона (2), заставляет искать другие 
способы генерирования новых гармониче-
ских функций. Рассмотрим трансформа-
цию трехмерной гармонической функции 
U(х,y,z) в соответствии с правилом 

(13)

( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

, ,

, , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , ,

x

y

z

V x y z

S x y z U f x y z g x y z h x y z

P x y z U f x y z g x y z h x y z

Q x y z U f x y z g x y z h x y z

R x y z U f x y z g x y z h x y z

=

= ⋅ +

+ ⋅ +

+ ⋅ +

+ ⋅
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где S, P, Q, R, f, g, h – некоторые фиксиро-
ванные функции, U – произвольная гармо-
ническая функция.

Как и раньше, потребуем, чтобы для за-
данных функций S, P, Q, R, f, g, h и лю-
бых гармонических функций U выражение 
(13) было гармонической функцией. Чтобы 
гарантировать, что функция (13) будет од-
нородной функцией при однородных функ-
циях U, потребуем, чтобы функции S, P, Q, 
R, f, g, h тоже были однородными по Эй-
леру (легко убедиться, что такое требование 
будет не только достаточным, но и необхо-
димым). А чтобы избавиться от излишней в 
нашем случае свободы выбора в виде трех-
мерных поворотов вокруг начала коорди-
нат, ограничимся, по аналогии с формулой 
(2), случаем, когда 

f(x,y,z) = xφ(x,y,z),
g(x,y,z) = yφ(x,y,z),
h(x,y,z) = zφ(x,y,z),

где общий множитель φ(x,y,z) – это функ-
ция, однородная по Эйлеру.

Следует, однако, помнить, что здесь есть 
опасность отбросить какие-либо по-насто-
ящему интересные решения, а не только 
вращения.

Однородные функции φ, S, P, Q, R удоб-
но записать в следующем виде:

φ(x,y,z) = rmω(x/r, y/r),
S(x,y,z) = rns(x/r, y/r),

P(x,y,z) = rn+m+1u(x/r, y/r),
Q(x,y,z) = rn+m+1ν(x/r, y/r),
R(x,y,z) = rn+m+1w(x/r, y/r),   

     
(14)

где m – степень однородности общего мно-
жителя для аргументов функции U; n – сте-
пень однородности множителя перед самой 
функцией U; ω(χ,η), s(χ,η), u(χ,η), v(χ,η), 
w(χ,η) – некоторые, пока неизвестные, 
функции двух переменных.

Такая форма записи является слегка из-
мененной формой универсального пред-
ставления [21, 22] для однородных функций 
степени k:

(15)

и не приводит к потере допустимых реше-
ний. Важно, что замена переменных, ис-
пользованная при конструировании под-
становки (14), является обратимой:

( ) ( )1 2 1 2 1 1, , , ,k
n nf x x x x g x x x x= 

После подстановки формул (13) в урав-
нение Лапласа (1) результат будет представ-
лять собой линейную комбинацию с неко-
торыми, не зависящими от U, множителя-
ми, составленную из частных производных 

U, Ux, Uy, Uz, Uxx,
Uyy, Uzz, Uxy, Uxz, Uyz,

Uxxx, Uxxy, Uxxz, Uxyy, Uxyz,
Uxzz, Uyyy, Uyyz, Uyzz, Uzzz.

Поскольку функция U является гармо-
нической, некоторые из этих производных 
можно выразить через другие:

Uzz = –Uxx – Uyy, Uxzz = –Uxxx – Uxyy,
Uzzy = –Uxxy –Uyyy, Uzzz = –Uxxz–Uyyz.

Рассуждения, использованные в преды-
дущем разделе, показывают, что оставши-
еся частные производные следует рассма-
тривать как независимые. Поэтому после 
подстановки в полученную линейную ком-
бинацию приведенных выше выражений 
для зависимых производных

Uzz, Uxzz, Uyzz, Uzzz

и выделения общих множителей перед 
оставшимися частными производными, 
каждый из получившихся множителей дол-
жен оказаться тождественно равным нулю.

Получающаяся система уравнений в 
частных производных относительно неиз-
вестных функций 

ω(χ,η), s(χ,η), u(χ,η), v(χ,η), w(χ,η)
оказывается переопределенной. Она име-
ет достаточно сложный вид, и в связи с 
этим она здесь не приводится в явном виде. 
Из тех же соображений нами был опущен 
анализ совместности полученной системы 
уравнений и ее решений, так как он явля-
ется весьма громоздким и, кроме стандарт-
ных технических приемов, ничего нового 
не содержит.

Анализ данной системы с помощью со-

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2
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,
,
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x x y z

y x y z

x y z
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z

χ = + +
h = + + ⇔


ρ = + +
 = χρ
⇔ = hρ


= ±ρ − χ − h
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ответствующих методов [32 – 38] приводит 
к следующим решениям, исчерпывающим 
все возможные случаи:

а) при m = 0 и n = –1 либо m = –2 и n = 0
ω(χ,η) = c, s(χ,η) = 0, 

u(χ,η) = ca, v(χ,η) = cb, w(χ,η) = cc,
где c, ca, cb, cc – произвольные константы;

б) при m = 0 и n = 1 либо m = n = –2

где c, ca, cb, cc – произвольные константы;
в) при m = n = 0 либо m = –2 и n = –1

где c, ca, cb, cc, cd, ce – произвольные кон-
станты.

В итоге получается список из базовых 
формул, которые преобразуют исходные 
гармонические функции в новые гармони-
ческие функции:

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )
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2 2
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(33)

(34)

(35)

(36)

 (37)

где 2 2 2 .r x y z= + +
Формулы (16) – (19) тривиальны, однако 

по формальным причинам все же включе-
ны в этот список. Происхождение формул 
(20) – (22) на первый взгляд не очевидно, 
но можно заметить, что они получаются из 
формулы Томсона (2) после ее дифферен-
цирования по одной из переменных x, y, z 
и повторного преобразования Томсона (2), 
которое возвращает аргументы функции U 
к прежнему виду.

Формулы (24) – (26) упоминаются в мо-
нографии [24], но почему-то лишь приме-
нительно к однородным гармоническим 
функциям нулевой степени. Формула (23), 
как и формулы (20) – (22), до настоящего 
момента авторам не встречалась (что, ко-
нечно, не означает, что таких ссылок нет).

Формулы (27) – (37) получаются из фор-
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z x y zV x y z U
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y x y zU
r r r r

 = − 
 

 −  
 

мул (16) – (26) с помощью преобразования 
Томсона. В частности, формула (27) полу-
чается из тождественного преобразования 
(16) и в силу этого совпадает с формулой 
(2).

В отличие от оригинальной формулы 
Томсона, повторное применение диффе-
ренцирующих преобразований (16) – (37) 
не возвращает преобразуемые функции к 
исходному виду. Однако некоторые ком-
бинации преобразований (16) – (37) могут 
оказаться тождеством либо снова одной из 
указанного набора формул. Это связано с 
тем, что старшие производные от функ-
ции U, возникающие при комбинировании 
дифференцирующих преобразований (16) – 
(37), могут в конечном итоге сократиться, 
так как функция U удовлетворяет уравне-
нию Лапласа.

Для однородных по Эйлеру функций 
формулы (16) и (23) – (26) сохраняют сте-
пень однородности функции. Формулы (17) 
– (19) понижают степень однородности 
функции на единицу, а формулы (20) – (22) 
повышают степень однородности функции 
на единицу. Соответственно, однородные 
функции степени k преобразуются форму-
лами (27) и (34) – (37) в однородные функ-
ции степени (– k –1), формулами (28) – 
(30) – в однородные функции степени (–k), 
а формулами (31) – (33) – в однородные 
функции степени (–k –2).

Как и формула (16), применительно к 
гармоническим функциям, однородным 
по Эйлеру, формулы (23) и (34) вполне 
бесполезны. Из дифференциального со-
отношения Эйлера (6) для однородных 
функций [21, 22] следует, что результатом 
применения формулы (23) будет та же са-
мая однородная гармоническая функция, 
только умноженная на константу (степень 
однородности). Соответственно, результат 
применения формулы (34) эквивалентен 
действию формулы (27), умноженной на 
константу.

Обобщение на случай n переменных
Известно, что формула Томсона (2) для 

трехмерных гармонических функций допу-
скает обобщение на многомерный случай 
[7, 9]. Если

(38)

где 2 2 2
1 2 ,nr x x x= + + +  а функция U – 

( ) 1 2
1 2 2 2 2 2

1, , , , , ,n
n n

xx xV x x x U
r r r r−

 =  
 

 



Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки. 12 (2) 2019

40

гармоническая (удовлетворяет n-мерному 
уравнению Лапласа), то функция V также 
будет гармонической. Результатом подста-
новки в уравнение Лапласа функции

будут цепочка равенств

где в качестве аргументов для функции U 
используются значения

x1/r
2, x2/r

2, …, xn/r
2.

В конечном счете, поскольку 
2 2

1,
,i

i n
x r

=

=∑  
на выходе получается тождество

правая сторона которого для гармониче-
ских функций U обращается в нуль при 
m = n – 2. Cледует отметить, что формула 
(38) остается справедливой, в том числе и 
при n = 2, когда она оказывается частным 
случаем конформного преобразования пло-
скости (точнее, антиконформного, т. е. с 
изменением направления отсчета углов):
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Формулы с участием частных произво-
дных первого порядка из предыдущего раз-
дела также переносятся на многомерный 
случай:
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где 2 2 2
1 2 .nr x x x= + + +

В отличие от трехмерного случая, те-
перь уже нет уверенности, что приведенные 
формулы исчерпывают весь список сим-
метрических однородных алгебраических 
формул с участием первых производных, 
которые будут преобразовывать произволь-
ную n-мерную гармоническую функцию в 
новую n-мерную гармоническую функцию.

Формула (46) получается при дифферен-
цировании формулы (38) по переменной xi. 
Формула (41) получается из формулы (46) 
с помощью подстановки (38). Также с по-
мощью подстановки (38) из формулы (42) 
получается формула (47), а из формулы 
(43) — формула (48). Наконец, в справед-
ливости формулы (42) можно убедиться с 
помощью тождества

которое выполнено для любых функций 
V вида (42), а в справедливости формулы 
(43) – с помощью тождества

которое выполнено для любых функций 
V-вида (43).

Заключение
В работе приведен исчерпывающий спи-

сок однородных симметрических диффе-
ренцирующих выражений первого порядка, 
преобразующих произвольные трехмерные 
гармонические функции в новые трехмер-
ные гармонические функции. Дано обоб-
щение полученных формул на случай про-
извольного числа измерений.

Существуют аналогичные формулы, в 
которых используются частные произво-
дные более высокого порядка. В частности, 
такие формулы можно получать при мно-
гократном дифференцировании формулы 
Томсона (2) по переменным x, y и z, а так-
же как результат суперпозиции полученных 
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в данной работе дифференциальных пре-
образований первого порядка (16) – (37). 
Составление полного списка трансформи-
рующих формул, которые характеризуются 
более высокими порядками производных, в 
них участвующих, выходит за рамки насто-
ящей работы; оно представляет значитель-
ные технические трудности и, по нашему 
мнению, не имеет большого практического 
смысла.

При обращении к трансформациям с 
участием производных старшего порядка, 
следует учитывать, что у гармонической 
функции некоторые частные производные 
второго порядка и выше выражаются друг 
через друга. К любой трансформирующей 
формуле можно прибавить с произвольным 
множителем трехмерное уравнение Лапласа 
(1), в исходной форме либо после диффе-
ренцирования по x, y или z нужное число 
раз. Это не изменит природу трансформи-
рующего преобразования (лишь алгебраи-
ческую форму) и, хотя и сохранит в неиз-
менности его базовое свойство преобразо-
вывать исходные гармонические функции 
в новые гармонические, но и к появлению 
дополнительных аналитических выражений 
для трехмерных гармонических функций 
также не приведет.

Можно заметить, что в процессе вы-
кладок неявным образом использовалось 
предположение, что подстановка (10) будет 
невырожденной (обратимой). Возможно, 
при использовании вырожденных замен 
переменных существуют какие-либо допол-
нительные решения, не учтенные в данной 
работе. Однако большого практического 
значения такие вырожденные преобразо-
вания гармонических функций, даже если 
они есть, по всей видимости, не имеют. 
Например, подставив вместо аргументов 
какой-либо гармонической функции кон-
станты, получим на выходе константу, ко-
торая, безусловно, является гармонической 
функцией с формальной точки зрения, но 
при этом вполне бесполезной для практи-
ческого использования.

Слабым местом проделанного анализа 
является предположение, что замена пере-
менных имеет симметризованный вид

f(x, y, z) = xφ(x, y, z),
g(x, y, z) = yφ(x, y, z),
h(x, y, z) = zφ(x, y, z),

а все функции, участвующие в диффе-
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ренциально-алгебраической формуле (13), 
являются однородными по Эйлеру. Список 
решений (16) – (37) сознательно ограничен 
симметрическими однородными линей-
ными дифференциальными выражениями 
первого порядка. Возможно, существуют 
дополнительные дифференциально-алге-
браические выражения вида (13), отлич-
ные от решений (16) – (37) и свободные 
от этого ограничения, которые также пре-
образуют трехмерные гармонические функ-
ции в новые трехмерные гармонические 
функции. Однако полноценный анализ та-
кой расширенной задачи [57 – 60] выходит 
за рамки целей, поставленных в данном 
исследовании.

Следует также отметить, что уравне-
ние Лапласа (1) не является единствен-
ным уравнением математической физики, 
для которого описываемый здесь подход 
оказывается полезным и результативным. 
Так, в работе [61] исследуются похожие 
дифференциальные преобразования для 
многомерного уравнения теплопроводно-
сти. К сожалению, результаты работы [61] 
нельзя прямо перенести на уравнение Ла-
пласа, хотя уравнение Лапласа и является 
стационарным пределом уравнения тепло-
проводности. Причина состоит в том, что 
преобразования, используемые в работе 
[61], включают в явном виде время, причем 
таким образом, что стационарные решения 
преобразуются в нестационарные.
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