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ЧИСЛЕННАЯ ВЕРИФИКАЦИЯ СЛАБЫХ РЕШЕНИЙ 
ТИПИЧНОЙ ПРЕДЕЛЬНОЙ ЗАДАЧИ КРОККО С ПОМОЩЬЮ 

НЕЯВНОЙ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ ВТОРОГО ПОРЯДКА
М.Р. Петриченко, Е.В. Котов

Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого, 
Санкт-Петербург, Российская Федерация

Для верификации решения типичной предельной задачи Крокко проведен 
численный эксперимент с использованием неявной разностной схемы второго порядка. 
Вычислительный эксперимент показал равномерную на промежутке 0 ≤ х ≤ 1 сходимость 
численной аппроксимации решения к слабому решению при небольшой плотности 
дискретизации промежутка (порядка N = 104 узлов). Показано, что численное решение 
аппроксимирует слабое решение типичной предельной задачи Крокко, кроме правого 
конца промежутка интегрирования – точки x = 1. Решение предельной задачи Крокко 
может быть продолжено левее точки x = 0 с сохранением непрерывности и гладкости 
решения в этой точке. Точка x = 1 представляет естественную верхнюю границу области 
определения решения.
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To verify the solution of a typical Crocco boundary problem, a numerical experiment has 
been performed using an implicit second-order difference scheme. The computational experi-
ment showed uniform convergence in the 0 ≤ х ≤ 1 interval for the numerical approximation of 
the solution to a weak solution with a small interval discrete sampling (of the order of N = 104 
nodes). It was shown that a numerical solution approximated a weak solution of the typical 
Crocco limit problem, except for the right end of the integration interval. The solution of the 
Crocco boundary problem could be continued to the left of the point x = x0 while preserving the 
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Введение

Как известно, типичная предельная за-
дача Крокко ставится следующим образом 
[1]: 

(1)

где у0:= у(х0) > 0.
В классическом случае типичной пре-

дельной задачи

γ = 1/2, х0 = 0, y0:= y(0).
В настоящей статье рассматривается 

именно этот классический случай.
Можно доказать, что двухточечные пре-

дельные условия (1) равносильны условию 
Коши:

 
Пусть a = 0. Тогда ( ) ( )32 / 3y x x= ± −  

есть решение однородной одноточечной за-
дачи для уравнения Крокко на отрицатель-
ной полуоси x < 0.

В гидродинамических приложениях 
y(x) – обезразмеренное трение, x – обезраз-
меренная продольная компонента скорости 
в пограничном слое на пластине, обдува-
емой плоским потоком в продольном на-
правлении.

Тогда y(0) = a представляет собой ка-
сательное напряжение трения на стенке 
(константа Блазиуса) [2]. В гидравлической 
теории фильтрации x – обезразмеренная 
глубина фильтрационного потока сквозь 
скалярную (однородную и изотропную) по-
ристую среду, y – потенциал Крокко, опре-
деляемый как

где s – продольная координата, отсчитыва-
емая вдоль фильтрационного потока.

В задачах фильтрации постоянная 
y0 = y(x0) пропорциональна фильтрацион-
ному расходу в сечении выхода потока на 
границу среды [3].

Стационарные решения для безнапорной 
фильтрации в скалярной среде  выполнены 
в терминах аналитической теории обыкно-
венных дифференциальных уравнений [3]. 
Современные результаты таких решений 
приводятся в работах [4 – 6].

Для типичной задачи Крокко (1) спра-

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
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0

0

0, : 0 1 ;    
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1 0,

yy x D y x x x
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x

y x sdx y y′ ′= = =∫

ведливы следующие утверждения.
1. Уравнение Крокко имеет две ветви ре-

шения: положительную у+(х) и отрицатель-
ную у–(х). Отрицательная ветвь определяет-
ся как решение предельной задачи:

при этом

Доказательство тривиальное.
Далее будет рассматриваться только 

положительная ветвь решения уравнения 
Крокко, т. е. у(x) := у+(x).

2. Решение типичной предельной задачи 
Крокко (1) обладает следующими свойства-
ми:

поэтому y0 = a > y(x), 0 < x < 1.
Для доказательства утверждения 2 фор-

мально понизим порядок уравнения Крок-
ко и сведем его к интегральному уравне-
нию:

Интеграл в правой части можно рассчи-
тать, если использовать теорему Бонне о 
среднем значении. Получим:

(2)

где θ – правильная дробь, 0 < θ < 1.
Остается перейти к пределу при x →1– 0, 

что и требовалось доказать.
Решение уравнения (2), такое, чтобы 

значение y(1) было равно нулю, y(1) = 0, 
имеет следующий вид:

(3)

Это решение (3) непрерывно зависит от 
величины дроби θ. Его среднее по θ зна-
чение представляет собой так называемое 
слабое решение типичной предельной зада-
чи Крокко, трактуемое как распределение 
по θ с плотностью распределения y(x; θ) [7]. 

С учетом выражения (3), слабое решение 
типичной предельной задачи Крокко имеет 
вид:

(4)

0

0
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и тогда y0 = y(0) = 1/3, что является непло-
хим рациональным приближением для по-
стоянной Блазиуса.

Точное значение постоянной Блазиуса 
вычислено в работе В.П. Варина [8]. Как 
видно из формулы (4), слабое решение 
можно продолжить на отрицательные зна-
чения x с сохранением непрерывности и 
гладкости решения в точке x = 0.

Решение типичной предельной задачи 
Крокко связано с решением нелинейного 
интегрального уравнения:

(5)

которое дает следующее выражение для по-
стоянной Блазиуса:

Решение уравнения (5) можно также по-
лучить в виде ряда Лагранжа [9]. В указан-
ной работе доказано, что радиус сходимо-
сти ряда Лагранжа меньше единицы и ряд 
расходится при x →1– 0.

Альтернативой решению в виде ряда Ла-
гранжа может служить формирование ите-
рационного процесса:

где нижний индекс k указывает номер ите-
рации.

Значения постоянной Блазиуса, полу-
ченные в процессе итерации, определяются 
из последовательности

Для разных k последовательно находим 
следующие значения.
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и т. д.
Соответственно первые три итерирован-

ных значения постоянной Блазиуса образу-
ют последовательность

и, в среднем, за первые три итерации y(0) 
лежит в диапазоне

0,3299 < y(0) < 0,3344.
Итерационный процесс приводит к три-

виальным и длительным вычислениям, что 
становится ясным уже на третьей итерации. 
Очевидно, любое итерированное решение 
обладает всеми основными свойствами ре-
шения предельной задачи (1):

Неудобство итерационного процесса со-
стоит в громоздкости выражений для ите-
рированных решений и в отсутствии дока-
зательства его сходимости. Оба этих пре-
пятствия можно обойти, если использовать 
разностную аппроксимацию предельной 
задачи (1).

Интерес к численным решениям уравне-
ния Блазиуса появился сразу же после пу-
бликации его работы в 1908 году [2] и связан 
с разочарованием в методе интегрирования 
с помощью степенных рядов (см. работу 
[8] и ее препринт, содержащий историю 
вопроса). Современные исследования [10, 
11, 13 – 21] посвящены, в основном, улуч-
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шению сходимости предикт-коррекшн-ме-
тодов решения обыкновенных дифферен-
циальных уравнений пограничного слоя. 
Исключение составляет работа [22], содер-
жащая развитие метода С. Каплуна, трак-
туемого в терминах гомотопических ото-
бражений промежутка интегрирования на 
компакт. В случае предельной задачи (1) 
отображения компактны.

Пусть линейная гомотопия

F(t,x): ((0 < t < 1) × (0 < x <1)) → (0, a)
изображает решение предельной задачи (1).

Тогда F(0, x) изображает решение 
в окрестности точки х = 0, а F(1, x) – в 
окрестности точки x = 1. Например, для 
слабого решения

Линейное гомотопическое отображение 
имеет вид:

Слабое решение также представляет не-
которую гомотопию с параметром θ ∈ (0,1). 
Действительно:

Наконец, работа [12] посвящена возро-
ждению метода степенных разложений. Но 
ее результаты перекрываются данными ра-
боты [8] по плоским рядам, а также пре-
принтами этой публикации в трудах Ин-
ститута прикладной математики РАН им. 
М.В. Келдыша, которые были опубликова-
ны ранее.

При численном решении задачи (1) на 
интервале x ∈ (0, 1) расчетная область со-
стоит из N участков с постоянным шагом 
h = 1/N (xj = jh, j = 0, 1, …, N). При дискрети-
зации уравнения (1) используется разност-
ная схема второго порядка:

(6)

Равенство (6) представляет собой дис-
кретный аналог точного равенства
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Это выражение линейно относительно 
компоненты yj+1, и поэтому, если известны 
компоненты yj–1, yj (где j = 1(1)) вектора у, 
то для вычисления yj+1 получается линейная 
система алгебраических уравнений.

Граничные условия в предельной задаче 
(1) при дискретизации принимают следую-
щий вид:

(7)

Если для разностей в равенствах (6), (7) 
ввести обозначения

(8)

то задачу (6) – (8) можно записать в экви-
валентной форме линейной алгебраической 
системы

F(y) = 0,

где F, y – векторы, имеющие вид

F = [f0f1…fN]T,
y = [y0y1…yN]T.

Для решения полученной нелинейной 
системы используется итеративный метод 
Ньютона:

y(k+1) = y(k) + ∆y(k),
где ∆y(k) – вектор невязок,

∆y(k) = [∆y0
(k) ∆y1

(k)… ∆yN
(k)]T.

Он получается как решение линеаризо-
ванного матричного уравнения с матрицей 
Якоби JF(y) порядка N + 1:

(9)

(10)

Предполагается, что матрица JF(y) хо-
рошо обусловлена. Тогда система (10) кор-
ректна и однозначно разрешима:
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Подставляем равенство (8) в уравнение 
(9), и тогда с учетом равенства (10) получа-
ем следующие выражения:

(11)

(12)

(13)

(14)

Очевидно, что система уравнений (11) – 
(14) содержит три неизвестных в каждом из 
уравнений и похожа на тридиагональную 
систему. Обычно в подобных системах пер-
вое и последнее уравнения содержат лишь 
два неизвестных. Однако в данной системе 
первое уравнение содержит три неизвест-
ных: ( ) ( ) ( )

0 1 2, , .k k ky y y∆ ∆ ∆
Для исключения неизвестного ( )

0
ky∆

уравнение (11) можно представить в 
следующем виде:

(15)

Далее, подставляя выражения (13) и (14) 
в уравнение (15) при j = 1, получаем выра-
жение:

(16)

 где

(17)

Матрица системы уравнений (11), (15), 
(16) является тридиагональной. Эту систе-
му можно решить с прогонкой по индексам 
j:

(18)

Из равенства (16) следует, что
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Из уравнений (15), (19) вытекает равен-
ство:

(20)

С учетом граничного условия yN = 0, для 
всех k получаются равенствa

После вычисления pj и qj для j = 1, 2, 
…, N – 1 при помощи выражений (18) и 
(19), можно вычислить ( )k

jy∆ для j = N – 1, 
N – 2, …, 0 при помощи выражения (18).

Вычисления проводятся до тех пор, пока 
не будет достигнута заранее заданная точ-
ность ε:

где ||*|| означает, например, sup – норму 
вектора невязки или любую эквивалентную 
норму матрицы.

На рис. 1 представлено численное реше-
ние задачи (4), (5) на интервале x ∈ [0, 1] 
при γ = 1 с различным количеством шагов 
N при ε = 10–6. В масштабе рисунка рас-
слоение численных решений невелико да-
же при изменении числа N узлов дробления 
промежутка интегрирования 0 < x < 1 на 4(!) 
порядка, 102 ≤ N ≤ 106. В качестве началь-
ного приближения рассматривается следу-
ющее выражение:

y0 = (1/2) (1 – x2)½.
Сплошной жирной линией на этом ри-

сунке показано слабое решение (4) с по-
стоянной Блазиуса 0,4714 (точное значение 
равно 0,4696).

Таблица содержит результаты вычисле-
ния постоянной Блазиуса y(0) при γ = 1 и 
различных количествах шагов N, а также 
значения, полученные другими авторами 
[12 – 16].

Из данных таблицы следует, что три пер-
вые точные значащие цифры постоянной 
Блазиуса вычисляются уже при небольшом 
числе узлов, при N > 10000. На правом кон-
це промежутка интегрирования, т. е. при 
x = 1 – 0, производная численного решения 
ограничена снизу и график ни одного чис-
ленного решения не обладает вертикальной 
касательной (см. рис. 1). Ограниченность 
значений численных производных ожида-
ема, так как используются односторонние 
разности.

( )( ) ( )

( ) ( )

1 1

1 0.

k k
j j j j j j

k k
j j j

a p q y b y

c y f

− −

+

− ∆ + ∆ +

+ ∆ + =

( ) ( ) 0.k k
N Ny y= ∆ =

( ) ,k∆ ≤ εy
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Рис. 1. Численное решение задачи Крокко на интервале x ∈ [0, 1] при γ = 1 с различным 
количеством шагов N: 100, 1000, 10 000, 100 000, 106 (расслоенный пучок линий 1);

 линия 2 – начальное приближение y0 = 1/2, линия 3 – слабое решение (4) с постоянной 
Блазиуса y0 = 0,4714

Таблица

Расчетные значения постоянной Блазиуса y(0) 
при варьировании параметров и числа разбиений промежутка 

интегрирования

Источник Число 
шагов N

Значение y(0)
γ = 0,5 γ = 1,0

Настоящая 
статья

100 0,339566 0,472865
1000 0,335198 0,471984
10000 0,332051 0,470430
100000 0,332053 0,469855
1000000 0,332053 0,469676

[13]
–

0,332057 0,469600
[14] 0,3320573362 0,4695999889
[15] 0,332057 0,469599
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Для продолжения решения задачи (1) в 
область x < 0 используется разностная схе-
ма второго порядка (6) со следующими пре-
дельными условиями:

(21)

где 0y  – значение y(0) из решения, 
полученного на интервале x ∈ [0, 1], т. е. 
постоянная Блазиуса численного решения.

При дискретизации граничные условия 
(21) принимают вид

откуда следует 0 0 1.y y y−= =

Таким образом,

где M – количество расчетных шагов в об-
ласти x < 0 (натуральное число).

На рис. 2 представлено положительное 
численное решение предельной задачи (1), 
продолженной на отрицательную полуось. 
В точке контакта х = – 0 сохраняется не-
прерывность и гладкость продолженного 
решения.

Продолжение положительной и отрица-
тельной ветвей слабого решения на отри-

( ) ( )00 0 0,y y y′− = =

( )0 0 0 1 / 0,y y y y h−− = − =

2
1 2 1 12 / ,   

2, 3,..., ,
j j j j jy y y h x y

j M
+ + + += − − γ

= − − −

Рис. 2. Решение задачи Крокко на интервале x ∈ [–1, 1] при γ = 1

цательную полуось имеет следующий вид:

Очевидно, что при – x >> 1 слабое реше-
ние имеет порядок, совпадающий с поряд-
ком точного решения предельной задачи 
(1):

Выводы
Проведенное исследование привело нас 

к следующим выводам.
1. Слабое решение предельной задачи 

Крокко обладает всеми свойствами точно-
го решения: нулевой производной в точке 
x = 0, неограниченной производной в точке 
x = 1, возможностью продолжения решения 
на отрицательную полуось x < 0 с сохране-
нием непрерывности и гладкости в точке 
x = 0.

2. Полученные нами значения постоян-
ной Блазиуса в слабом решении составили: 
y(0) = 1/3 при γ = 1/2 и y(0) = 0,4717 при 
γ = 1; приближенное значение постоянной 
Блазиуса отличается от точного значения

(y(0) = 0,332059, γ = 1/2 и 
y(0) = 0,4696, γ = 1) 

меньше, чем на 0,4%.

( ) ( ) ( )31 ,  1/ 3y x a x a= ± − − = γ

( ) ( )3/2 .y x x−
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3. Вычислительный эксперимент пока-
зал равномерную на промежутке 0 ≤ х ≤ 1 
сходимость численной аппроксимации ре-
шения к слабому решению при небольшой 
плотности дискретизации промежутка (по-
рядка N = 104 узлов).

4. На правом конце промежутка инте-

грирования, x = 1 – 0, производная чис-
ленного решения ограничена снизу и гра-
фик численного решения не обладает вер-
тикальной касательной. Ограниченность 
значений численных производных ожида-
ема, так как используются односторонние 
разности.
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