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СХЕМА ЧИСЛЕННОГО ИНТЕГРИРОВАНИЯ СИСТЕМЫ 
УРАВНЕНИЙ МНОГОФАЗНЫХ ПОТОКОВ В РАВНОВЕСНОМ 
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Для модели многофазной среды с общим давлением в жидкостях предложена эко-
номичная схема интегрирования системы дифференциальных уравнений. Алгоритм 
позволяет рассматривать варианты потока многофазной среды с формированием любой 
структуры по количеству рассматриваемых жидкостей и допускает асимптотический 
переход к одножидкостной модели. Алгебраическое соотношение баланса объемной 
доли жидкостей сформулировано в виде дифференциального уравнения относительно 
давления. Корректность задачи Коши для системы уравнений, описывающих поведе-
ние многофазной среды с общим давлением, восстанавливается путем использования 
повторных производных по пространственной координате от разыскиваемых функций. 
В качестве примера работы алгоритма рассмотрен вариант течения для трех жидкостей. 
Решена задача Римана о распаде разрыва в канале переменного сечения при различных 
значениях давления и объемной доли жидкостей по разные стороны диафрагмы. 
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In the paper, an economical integration scheme of a differential equation system has been 
proposed for the model of multiphase medium with a common pressure in liquids. The algo-
rithm allows someone to consider various cases of multiphase medium flows with formation 
of any structure by the number of liquids under study and admits an asymptotic transition to 
a single-fluid model. The algebraic balance relation of the fluid volume fraction was stated 
through the form of a differential equation in pressure. The correctness of the Cauchy problem 
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Введение

Для описания явлений, происходящих 
в гетерогенных средах, сформулирован 
ряд математических моделей, обладаю-
щих определенной иерархией по полноте 
и адекватности отражения происходящих 
процессов. Простейшие модели опериру-
ют представлениями о многофазном по-
токе как смеси, которая рассматривается в 
рамках одного общего для смеси уравнения 
баланса массы, импульса и энергии. Более 
полное описание, введенное в рассмотре-
ние Х.А. Рахматулиным [1], использует по-
нятие взаимопроникающих континуумов, 
когда одна и та же область пространства 
характеризуется количеством объемной 
доли вещества, находящегося в различных 
агрегатных состояниях. При этом, в зави-
симости от допущений о равновесности 
происходящих процессов, для определения 
оставшихся термо- и газодинамических 
функций состояния многофазного пото-
ка, используют необходимое количество 
балансовых соотношений. В случае более 
широкого толкования концепции взаимо-
проникающих континуумов привлекают 
понятие жидкостей, когда допускается, что 
для одного и того же агрегатного состоя-
ния вещества варьируются состав, уровень 
скоростей, температур и давлений. В та-
кой постановке широкое распространение 
получила модель, в которой реализовано 
допущение о равных значениях давления 
в жидкостях. По принятой классификации 
это так называемые равновесные по давле-
нию модели.

В классе течений, где тепловые про-
цессы не являются определяющими, воз-
можно дальнейшее упрощение математи-
ческой модели, связанное с рассмотрени-
ем баротропных процессов. В этом случае 
многожидкостная модель будет состоять из 
уравнений неразрывности, уравнений ко-
личества движения, уравнений связи плот-
ности со значением давления для каждой 
из жидкостей и алгебраического соотноше-
ния баланса объемной доли жидкостей. В 
квазиодномерной постановке система урав-
нений, записанная для канала переменного 
сечения, имеет вид
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где αk – объемная доля k-ой жидкости; ρk, 
кг/м3, uk, м/с, – ее плотность и скорость 
(k = 1, 2, …, K; K – общее количество жид-
костей); p, Па, – общее для всех жидкостей 
давление в сечении канала; A, м2, – пло-
щадь сечения канала; t, с, – время; x, м, – 
координата вдоль образующей канала.

Система дифференциальных уравне-
ний (1) состоит из слагаемых в виде первых 
производных по пространству и времени. 
Источниковые слагаемые, описывающие 
массообменные процессы в жидкостях 
и процессы изменения импульса за счет 
взаимодействия фаз на межфазной поверх-
ности или взаимодействия жидкостей со 
стенкой канала, не представлены. Как пра-
вило, при конструировании этих слагаемых 
не используют дифференциальные соотно-
шения, и, следовательно, такие слагаемые 
не будут влиять на тип и свойства системы 
уравнений (1).

В рамках двухжидкостного подхода 
(K = 2) установлено, что система уравне-
ний (1) всегда негиперболична, если ско-
рости в жидкостях по величине не равны 
между собой, а задача Коши для нее некор-
ректна. Другими словами, такую систему 
уравнений формально нельзя использовать 
для описания состояния гетерогенной сре-
ды [2]. Известно несколько приемов, реша-
ющих эту проблему.

Формальный подход к системе уравне-
ний (1) как к системе уравнений первого 
порядка позволяет ожидать от нее про-
явления гиперболических свойств как от 
совокупности уравнений переноса, что и 
наблюдается при предельном переходе к 
однофазному течению (одной жидкости). 
В случае двух и большего количества жид-
костей комплексное значение собствен-
ных чисел (они трактуются как скорости 
распространения возмущений) у матрицы 
Якоби для этой системы свидетельствует 
об отсутствии характеристических направ-
лений и утрате гиперболических свойств. 
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Понимание этого факта позволило сфор-
мировать путь регуляризации свойств ма-
трицы, который исключает возникновение 
комплексных собственных чисел матрицы 
Якоби за счет добавления тех или иных сла-
гаемых, содержащих первые производные 
от разыскиваемых функций.

Исторически в литературе такой подход 
восстановления гиперболических свойств 
системы уравнений Эйлера для многофаз-
ных задач в формулировке с общим давле-
нием связывают с учетом присоединенных 
масс. Добавление производных по времени 
и по пространству от компонент скорости в 
уравнения количества движения позволяет 
установить размеры области, где неблаго-
приятное сочетание значений разыскива-
емых функций не проявляется [3 – 5]. В 
конечном счете, развивая это направление, 
в системе уравнений (1) удалось ограни-
читься добавлением для каждой из жид-
костей в уравнения количества движения 
всего одного слагаемого, содержащего в 
качестве сомножителя градиент объемной 
доли. Физическая интерпретация этого 
слагаемого раскрывается таким понятием, 
как давление на границе pi (здесь индекс 
i обозначает принадлежность к интерфей-
су, т. е. величину давления на поверхности 
между контактирующими жидкостями). 
Возникающую при этом разность давлений  
pi – p можно определить через характери-
стики контактирующих жидкостей. Подбор 
количественного значения для разности pi 
– p позволяет обеспечить действительные 
значения всех собственных чисел матрицы 
Якоби. В частности, для двухжидкостных 
моделей анализ корней характеристическо-
го уравнения указывает, что действитель-
ные значения обеспечиваются при выборе 
количественного значения разности в виде 
величины, которая пропорциональна ско-
рости движения жидкости относительно 
скорости движения интерфейса, т. е. вели-
чине uki – uk. Примеры использования этой 
методики для двухжидкостного подхода со-
держатся, например, в работах [6 – 8]; обо-
снование работоспособности этого приема 
для трех и большего количества жидкостей 
в литературе отсутствует.

Следует упомянуть еще об одном тех-
ническом приеме численного решения 
системы уравнений (1). Заключается он в 
использовании разностных операторов, ап-
проксимирующих производные с первым 
порядком точности, для представления 

производных по пространству. В этом слу-
чае первое дифференциальное приближе-
ние разностной схемы в качестве главного 
слагаемого содержит повторную производ-
ную. Ее наличие приводит к изменению ти-
па системы дифференциальных уравнений 
с неопределенного на параболический. В 
системе уравнений первого дифференци-
ального приближения степень влияния этих 
производных обусловлена значением коэф-
фициентов при старших производных, т. е. 
схемной вязкостью. Установлено, что при 
грубой дискретизации расчетной области, 
т. е. при высоких значениях схемной вяз-
кости, получить численное решение систе-
мы уравнений (1) возможно. К сожалению, 
при этом подходе установить асимптотику 
поведения решения при уменьшении шага 
сетки невозможно, так как при уменьше-
нии значения схемной вязкости возникаю-
щие колебания решения носят экспонен-
циальный характер.

В настоящей работе для решения систе-
мы уравнений (1) следует обратить внима-
ние на два важных момента.

Во-первых, за счет дополнения урав-
нений количества движения повторными 
производными, изменен тип рассматрива-
емой системы уравнений на параболиче-
ский. Это позволяет, в общем случае, не 
связывать устойчивость вычислительного 
процесса с использованием для представле-
ния производных по пространству операто-
ров, которые выполняют аппроксимацию с 
первым порядком точности. Необходимый 
для этого коэффициент переноса (по ана-
логии с принятыми в вычислительной ма-
тематике трактовками, его следует называть 
искусственной вязкостью) определяется 
параметрами решаемой задачи: свойствами 
рассматриваемых жидкостей и шагом дис-
кретизации по пространству.

Во-вторых, вместо алгебраического урав-
нения баланса объемной доли сформули-
ровано эволюционное дифференциальное 
уравнение параболического типа относи-
тельно давления.

Для вывода указанного уравнения вос-
пользуемся уравнением неразрывности. 
Для каждой жидкости, расписывая значе-
ние производной по времени от произведе-
ния функций, можно получить уравнение 
следующего вида:

(2)
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При помощи уравнения состояния для 
каждой из жидкостей, заменяя производ-
ную от плотности производной от давления 
и, с учетом алгебраического соотношения 
баланса объемной доли, проводя суммиро-
вание по всем значениям объемных долей, 
можно получить уравнение эволюции дав-
ления, которое имеет ясный физический 
смысл как результирующая мера дисбалан-
са потоков массы различных жидкостей:

(3)

 

В первом слагаемом, сомножитель в ви-
де суммы перед производной от давления 
по времени является ничем иным, как спо-
собом вычисления скорости звука в смеси 
жидкостей по формуле Вуда.

После названных двух модификаций си-
стема уравнений (1) приобретает следую-
щий вид:

(4)

где ck, c, м/с, – соответственно скорость 
звука в k-ой жидкости и таковая в гетеро-
генной среде, определенной по формуле 
Вуда; ρ – плотность смеси.

Выбор коэффициента искусственной 
вязкости основан на исследовании, прове-
денном в работе [9].

Численный метод
Для численного решения системы диф-

ференциальных уравнений (4) воспользуем-
ся методом конечных разностей. Для этого 
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введем равномерную сетку по пространству 
с шагом дискретизации Δx и шагом инте-
грирования по времени Δt; 

n
if  – значение 

функции, заданное в узле сетки с коорди-
натами iΔx и nΔt. Для упрощения изложе-
ния алгоритма воспользуемся простейшими 
разностными соотношениями:

– двухточечный направленный разностный 
оператор, аппроксимирующий производ-
ную ∂/∂x с первым порядком точности;

– направленный разностный оператор, со-
пряженный к Ʌ.

Простейший алгоритм численного инте-
грирования системы уравнений (4) основан 
на явно-неявной аппроксимации ее слага-
емых.

Конечно-разностная аппроксимация для 
K уравнений количества движения для ка-
ждой из жидкостей при ( )n

k i
u > 0 имеет вид:

 

(5)

Конечно-разностная аппроксимация 
эволюционного уравнения относительно 
давления может быть записана в виде

(6)

Важным моментом является использова-
ние для аппроксимации градиента давления 
сопряженного оператора по отношению к 
оператору конвективного переноса. Это 
приводит, в случае разнонаправленного 
движения жидкостей, к связи по давлению 
текущей точки с двумя соседними. Заме-
тим, что если ( )n
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u < 0, то в формулах (5) и 

(6) применяется циклическая замена Ʌ на 
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Совокупность уравнений (K уравнений 
(5) и уравнение (6)) образует замкнутую 
систему, в которой непосредственной под-
становкой можно исключить переменную 
( ) 1n

k k k i
A u

+
α r и сформулировать уравнение 

относительно давления 
1n

ip +
. Если ввести 

обозначение для группы слагаемых, опре-
деленных на известном временном слое n 
по формуле 

(7)

то значение давления в канале определяет-
ся из решения уравнения вида

(8)

Заметим, что любые сочетания последо-
вательности операторов

( )1n
k iA p +Λ α Λ  или ( )1 ,n

k iA p +Λ α Λ

являющихся, по сути, операторами для 
представления повторной производной, 
эквивалентны между собой. Стандартное 
представление повторной производной 
приводит к формированию трехдиагональ-
ной матрицы коэффициентов перед неиз-
вестными значениями 

1n
ip +

. Для получения 
однозначного решения задачи необходимо 
сформулировать относительно давления два 
граничных условия на разных концах кана-
ла.

Рассмотрим формулировку граничных 
условий для проницаемой границы и для 
непроницаемой. Для входной границы, 
когда все жидкости поступают в расчетную 
область, как правило, заданы значения ве-
личин

( ) ( )
( ) ( )( )( )

*

2 ,

n

k k k k k ki i

n n

k k k k k ki i

A u A u

t A u A u

α r = α r −

−∆ Λ α r − Λ νΛ α r

( )
( )

( )
( )

1
2

2 1

1

*

1

2

1

1

.

n
n
i

i

K
n

k in
k k i

K

k k kn i
k k i

n
n
i

i

A p
c

t A p

t A u

A p
c

+

+

=

=

 
− r 

 
 −∆ Λ α Λ =
 r 
 
 = −∆ Λ α r +
 r 

 
+ r 

∑

∑

т. е. задан расход каждой жидкости

Если полагать, что изменение этих вели-
чин во времени не порождает существенных 
градиентов давления в окрестности грани-
цы, то можно воспользоваться однородным 
граничным условием 2-го рода:

(9)

которое в разностном виде можно предста-
вить как двухточечное соотношение. Такое 
же граничное условие можно применить 
для тупикового канала (непроницаемая тор-
цевая поверхность канала), что непосред-
ственно следует из уравнения количества 
движения при нулевом значении расхода.

Для выходной границы, когда все жид-
кости покидают расчетную область, для 
установления уровня давления можно вос-
пользоваться граничным условием 1-го ро-
да:

(10)

Значения остальных функций на выход-
ной границе для покидающих расчетную 
область жидкостей доопределяются, исхо-
дя из условия гладкости их поведения, т. е. 
экстраполяцией.

Вариант, когда на проницаемой границе 
реализуется ситуация, при которой одно-
временно ряд жидкостей поступает в рас-
четную область, а оставшиеся жидкости ее 
покидают, не рассматривается.

После определения давления из уравне-
ния (8) при помощи стандартной процеду-
ры скалярной прогонки с двухточечными 
граничными условиями, остальные значе-
ния функций вычисляются по явным фор-
мулам для всех K жидкостей в следующем 
порядке:

(11)

, , ,inlet inlet inlet
k k kuα r

.inlet inlet inlet inlet
k k k kG A u= α r

0,p
x

∂
=

∂

.outletp p=
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1

1
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k i
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+

+

+

+
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−∆ α Λ

α r = α r −

−∆ Λ α r
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Описанная в работе схема дискретизации 
переменных и применяемые разностные 
операторы приводят к первому порядку ап-
проксимации системы дифференциальных 
уравнений по времени и по пространству. 
Ограничение на шаг интегрирования по 
времени, связанное с явной формой описа-
ния конвективных и диффузионных пото-
ков, определяется стандартными оценками:

(12)

Как можно судить по неравенству (12), 
для выбранного способа определения 
коэффициента искусственной вязкости яв-
ная аппроксимация диффузионных слагае-
мых накладывает в два раза более жесткое 
ограничение на шаг интегрирования по 
времени, по сравнению с условием, следу-
ющим из оценки устойчивости вычисли-
тельного процесса, связанного с конвек-
тивным переносом.

Заметим, что искусственная «параболи-
зация» системы уравнений (1) по всем пе-
ременным открывает более широкие воз-
можности, чем направление, связанное с 
восстановлением гиперболических свойств 
системы уравнений (1). В частности, до-
пустимы более вариативные функциональ-
ные значения для уравнения состояния. 
Например, можно рассматривать много-
фазные потоки с несжимаемыми включе-
ниями, когда уравнение состояния сводит-

2

min , .
2
xxt

c
 ∆∆

∆ ≤  ν 

ся к константе по плотности (в этом случае 
скорость звука в этой компоненте равна 
бесконечности). Возможен предельный пе-
реход, когда все компоненты многофазно-
го течения несжимаемы. В этом предель-
ном случае в уравнении (6) отсутствует 
нестационарное слагаемое (тип уравнения 
для давления меняется на эллиптический) 
и происходит асимптотический переход к 
классической модели несжимаемой жид-
кости, обобщенной на несколько компо-
нентов.

Пример расчета
Для иллюстрации предложенного алго-

ритма в настоящей работе проведен расчет 
развития течения в канале переменного 
сечения, соединяющего два резервуара, в 
трехжидкостном приближении. Постанов-
ка задачи взята из работы [10], где реше-
ние получено по методике, реализованной 
в коде «КОРСАР» [11] в трехжидкостном 
приближении. Решение и приведенные 
графики демонстрируют поведение функ-
ций, которые возникают после мгновенно-
го разрушения диафрагмы, расположенной 
посредине канала.

Используемые количественные значе-
ния термодинамических функций и их 
уравнения состояния для жидкостей све-
дены в таблице.

Развитие нестационарного течения из 
состояния покоя в канале конической 
формы с отношением площадей 4 : 1 и 
протяженностью 1 м для состава из трех 

Термодинамическая 
функция

Значение функции или ее уравнение

Пар  Несжимаемая
жидкость

 Слабосжимаемая
жидкость 

Давление, МПа
в левом резервуаре
в правом резервуаре

2,0
0,2

2,0
0,2

2,0
0,2

Объемная доля
в левом резервуаре
в правом резервуаре

0,40
0,59

0,59
0,40

0,01
0,01

Плотность материала,
кг/м3 1,0e3

0,714

1,0e5
p 

 
 

0,130

1,0e3
1,0e6

p 
 
 

Таблица

Использованные количественные значения термодинамических 
функций и их уравнения состояния для трех жидкостей
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a)

b)

c)

Рис. 1. Расчетные профили газодинамического 
давления (a), скоростей пара (b) и несжимаемой 
жидкости (с) по продольной координате в 
моменты первого (1), 100-го (2), 200-го (3) и 

300-го (4) шагов по времени

жидкостей (см. таблицу) было выполне-
но на сетке, состоящей из 256 узлов. Шаг 
интегрирования по времени был выбран 
(2,0е – 6) с.

Результат численного интегрирования 
после 300 шагов по времени представлен 
на рис. 1, где приведены профили газоди-
намических функций первого и каждого 
сотового шага по времени. В частности, на 
рисунке представлены зависимости давле-
ния (a), скорости пара (b) и несжимаемой 
жидкости  (с) от продольной координаты в 
выбранные моменты времени.

Заключение

В качестве подведения итогов отметим 
ключевые положительные моменты пред-
ложенного алгоритма.

Во-первых, он не содержит ограниче-
ния на количество рассматриваемых жид-
костей.

Во-вторых, прием регуляризации зада-
чи Коши при помощи повторных произ-
водных позволяет, не искажая скорости 
распространения акустических возмуще-
ний, получать характеристики течения на 
начальных фазах быстропротекающих про-
цессов.

В-третьих, он превосходит по эффек-
тивности все существующие на настоящий 
момент алгоритмы решения систем урав-
нений для двухжидкостного (многожид-
костного) подхода, так как вычисления 
проводятся по явным формулам и проце-
дуре одной скалярной прогонки.

Работа выполнена в рамках государ-
ственного задания Министерства обра-
зования и науки Российской Федерации 
№ 3.3314.2017/4.6. (период 2017 – 2019 гг.).
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