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Данная работа продолжает изучение операторов Донкина для однородных 
гармонических функций. Ранее был получен базисный список таких операторов первого 
порядка для трехмерных гармонических функций. Задача настоящего исследования 
– доказать, что любые линейные комбинации с постоянными коэффициентами, 
составленные из базисных операторов Донкина, – тоже операторы Донкина. Ввиду 
того, что свойство обратимости есть фундаментальный признак таких операторов, 
и поскольку из обратимости каждого из линейных дифференциальных операторов 
по отдельности не следует автоматически обратимость их линейной комбинации, 
указанное утверждение является нетривиальным и требует строгого доказательства. Оно 
представлено в данной статье.
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Постановка задачи

Данная публикация является прямым 
продолжением работ [1 – 3], посвященных 
исследованию преобразований Томсона и 
операторов Донкина для трехмерных гар-
монических (т. е. удовлетворяющих урав-
нению Лапласа) функций, однородных по 
Эйлеру.

Электрическое или магнитное поле на-
зывается однородным по Эйлеру со степе-
нью однородности, равной k, если напря-
женность электрического поля E и/или ин-
дукция магнитного поля B удовлетворяют 
тождествам

в каждой точке пространства.
Как правило, такие поля характеризу-

ются скалярными потенциалами U(x, y, z), 
представляющими собой однородные (точ-
нее, положительно однородные, то есть при 
λ > 0) по Эйлеру функции в смысле, кото-
рый придается этому термину в классиче-
ском математическом анализе [4, 5]:

Более подробно вопрос об однородности 
скалярных и векторных потенциалов для 
полей, однородных по Эйлеру, исследуется 
в работе [6]. Важно, что для дифференциру-
емых функций U, которые являются одно-
родными (по Эйлеру) степени k, в каждой 
точке пространства выполняется диффе-
ренциальное соотношение Эйлера для од-
нородных функций [4, 5]:

(1)

Данное соотношение является и необ-
ходимым, и достаточным. Это включает 
следующие утверждения:

а) если функция будет однородной со 
степенью однородности k и при этом всю-
ду дифференцируемой, то для нее в каждой 
точке пространства выполнено равенство 
(1);

б) если для всюду дифференцируемой 
функции в каждой точке пространства 
выполнено равенство (1), то она является 
однородной по Эйлеру, со степенью одно-
родности, равной k.

Утверждение а) имеет силу при диффе-
ренцировании тождества
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U(λx, λy, λz) – λk U(x, y, z) = 0

по параметру λ в точке λ = 1. Изящное до-
казательство утверждения б) можно найти, 
например, в книге [4].

Строгие определения терминов «преоб-
разование Томсона» и «оператор Донки-
на» приводятся в статье [3] этого выпуска 
журнала и поэтому здесь не дублируются. 
Следует, однако, подчеркнуть принципи-
альную разницу между преобразованиями 
Томсона и операторами Донкина: преоб-
разования Томсона гарантируют гармонич-
ность и однородность функции, получае-
мой на выходе, но, в отличие от операторов 
Донкина, не гарантируют обратимость пре-
образоввания. Операторы же Донкина об-
ратимы в том смысле, что для любой одно-
родной гармонической функции найдется 
функция-прототип (также однородная и 
гармоническая), из которой с помощью рас-
сматриваемого оператора получается задан-
ная однородная гармоническая функция.

Термин «преобразование Томсона» ис-
пользуется, чтобы не смешивать рассматри-
ваемые здесь линейные дифференциальные 
операторы общего вида с оригинальной 
алгебраической формулой Томсона (пре-
образованием Кельвина) [9 – 16]. Формула 
Томсона трансформирует трехмерные гар-
монические функции в новые трехмерные 
гармонические функции в соответствии с 
правилом

(2)

где 2 2 2r x y z= + +  (здесь и далее).
Дополнительно к тому, что формула (2) 

преобразует трехмерные гармонические 
функции U общего вида в новые трехмер-
ные гармонические функции V (это мож-
но проверить с помощью прямой подста-
новки), она также преобразует однородные 
функции U степени k в новые однородные 
функции V степени (–k – 1). Для однород-
ных функций общий множитель 1/r2 в фор-
муле (2) может быть вынесен из-под знака 
функции, так что формулу (2) можно запи-
сать в упрощенном виде как

(3)

( ) 2 2 2

1, , , , ,x y zV x y z U
r r r r

 =  
 

( ) ( )2 1, , , , .kV x y z r U x y z− −=
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Однородность математического выраже-
ния (3) очевидна, а его гармоничность для 
гармонических и однородных функций U 
следует из равенства (см. [17, 18 (приложе-
ние Б к главе 1)]):

(4)

которое выполнено для любых функций 
вида

V(x, y, z) = rmU(x, y, z)

с произвольным показателем степени m, 
для произвольного параметра k и при про-
извольной функции U.

Однако преобразование (3) больше не бу-
дет преобразовывать гармонические функ-
ции общего вида в новые гармонические 
функции; гармоничность выражения (3) га-
рантируется только для тех гармонических 
функций, которые будут однородными по 
Эйлеру со степенью однородности, равной 
k (т. е. которые удовлетворяют дифферен-
циальному соотношению Эйлера (1)). 

Из результатов, опубликованных в ста-
тьях [1 – 3], следует, что полный список 
элементарных преобразований Томсона 
для однородных гармонических функций 
степени k, когда преобразование Томсона 
имеет вид линейного дифференциального 
оператора первого порядка, состоит из сле-
дующих выражений:

(5)
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(20)

(21)

(22)

 (23)

(24)

где нижние индексы x, y, и z обозначают 
частные производные по соответствующим 
переменным.

В статье [3] показано, что каждое из эле-
ментарных преобразований (5) – (24), если 
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его рассматривать отдельно, будет обрати-
мым на множестве однородных гармониче-
ских функций, т. е. является базисным опе-
ратором Донкина.

Очевидно, что любая линейная комби-
нация с постоянными коэффициентами, 
составленная из базисных формул (5) – 
(24), соответствующих одной и той же сте-
пени однородности, будет преобразовывать 
однородные гармонические функции в но-
вые однородные гармонические функции и 
тем самым будет принадлежать классу пре-
образований Томсона. Однако обратимость 
таких преобразований на подмножестве 
однородных гармонических функций с со-
ответствующей степенью однородности не 
очевидна и требует изучения.

Задача данного исследования состоит в 
том, чтобы установить, являются ли линей-
ные суперпозиции с постоянными коэффи-
циентами, составленные из элементарных 
операторов Донкина (5) – (24), композит-
ными операторами Донкина в смысле дан-
ных ранее определений.

Связь между трехмерными однородными 
гармоническими функциями 

и двумерными эллиптическими уравнениями

Для дальнейших выкладок потребуется 
переход от трехмерных однородных гар-
монических функций к двумерным функ-
циям, которые удовлетворяют некоторым 
вспомогательным двумерным эллиптиче-
ским уравнениям. Этот прием представляет 
отдельный научный интерес, поэтому рас-
смотрим его подробнее.

Для трехмерных гармонических функ-
ций нулевой степени и степени –1 имеются 
формулы Донкина [7, 8, 19 – 24]:

(25)

(26)

которые устанавливают взаимно-однознач-
ное соответствие между решениями H(p, q) 
двумерного уравнения Лапласа

Hpp + Hqq = 0

и трехмерными однородными гармониче-
скими функциями со степенями однород-
ности 0 и –1. По аналогии, любую одно-
родную функцию U(x, y, z) степени m с 
помощью замены координат Донкина
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можно выразить в виде

(28)

Эта запись есть слегка модифицирован-
ная форма универсального представления

для однородных функций степени k [4, 5].
Для того чтобы функция (28) была гар-

монической (удовлетворяла трехмерному 
уравнению Лапласа), необходимо и доста-
точно, чтобы функция F(p, q) удовлетворя-
ла двумерному эллиптическому дифферен-
циальному уравнению в частных произво-
дных:

(29)

Подстановки (28), (34) являются взаим-
но-однозначными. Здесь подразумевается 
следующее:

а) если U(x, y, z) есть однородная гар-
моническая функция степени m, то суще-
ствует такая функция F(p, q), с помощью 
которой функцию U можно представить в 
виде (28), причем функция F обязана будет 
подчиняться уравнению (34);

б) если функция F(p, q) подчиняется 
уравнению (34), то функция U(x, y, z), вы-
численная в соответствии с правилом (28), 
будет однородной гармонической функци-
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ей степени m;
в) разным функциям U(x, y, z) соответ-

ствуют разные функции F(p, q) и наоборот. 
Например, если требуется проанализиро-
вать дифференциальное соотношение меж-
ду однородной гармонической функцией 
U(x, y, z) степени m и однородной гармо-
нической функцией V(x, y, z) степени k, то 
подстановка

(30)

(31)

позволяет без потери общности свести за-
дачу к анализу дифференциального соотно-
шения между функциями двух переменных 
F(p, q) и G(p, q), которые подчиняются 
уравнениям

(32)

(33)

Подстановка (28) не является единствен-
но возможной. В равной степени можно 
использовать подстановки
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и так далее.
Выбор, какую именно подстановку 

следует использовать для решения конкрет-
ной задачи, определяется удобством ма-
нипулирования тем или иным двумерным 
эллиптическим уравнением в частных про-
изводных с точки зрения рассматриваемой 
задачи, а также эстетическими предпочте-
ниями исследователя.

Полные системы уравнений 
в частных производных первого порядка

Теорема, рассматриваемая в этом раз-
деле, используется как вспомогательная 
(лемма) для доказательства основной тео-
ремы об обратимости линейных суперпози-
ций базисных операторов Донкина с общей 
степенью однородности; она приводится в 
следующем разделе.

Пусть имеются m функций f1, f2, …, fm, 
зависящих от n переменных x1, x2, …, xn. 
Рассмотрим систему из mn уравнений в 
частных производных, у которой в левой 
части используются все возможные частные 
производные первого порядка от функций 
f1, f2, …, fm, по переменным x1, x2, …, xn, а 
в правой находятся непрерывно дифферен-
цируемые функции k

iΦ , зависящие от неиз-
вестных функций f1, f2, …, fm и независимых 
переменных x1, x2, …, xn:

(37)

Будем считать, что как функции 
f1, f2, …, fm, так и функции 1 1

1 2, , , m
nΦ Φ Φ  

являются непрерывно дифференцируемы-
ми столько раз, сколько необходимо для 
безопасного выполнения последующих 
операций дифференцирования и для спра-
ведливости соответствующих теорем о су-
ществовании и единственности решения 
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системы уравнений. Смешанные частные 
производные непрерывно дифференцируе-
мых функций f1, f2, …, fm по переменным 
x1, x2, …, xn не зависят от порядка диффе-
ренцирования:

(38)

Из тождества (38) следуют условия, ко-
торым необходимым образом должны удов-
летворять правые части уравнений (37) и 
которые должны быть выполнены, если у 
системы уравнений (37) имеется непустое 
множество решений:

(39)

При этом возможны следующие вариан-
ты:

а) все условия, выраженные формулой  
(39), тождественно равны нулю;

б) среди условий (39) имеется одно 
или несколько алгебраических уравне-
ний относительно неизвестных функций 
f1, f2, …, fm, которые не равны тождественно 
нулю и которые совместимы друг с другом, 
так что некоторые из функций f1, f2, …, fm 
можно алгебраически выразить через остав-
шиеся функции и независимые переменные 
x1, x2, …, xn;

в) среди условий (39) имеется одно 
или несколько алгебраических уравне-
ний относительно неизвестных функций 
f1, f2, …, fm, которые не равны тождественно 
нулю и которые совместимы друг с другом, 
так что все функции f1, f2, …, fm можно вы-
разить алгебраически через независимые 
переменные x1, x2, …, xn;

г) среди условий (39) имеются алгебра-
ические уравнения относительно неизвест-
ных функций f1, f2, …, fm, которые не совме-
стимы друг с другом;

д) среди условий (39) найдется алгебра-
ическое соотношение, не равное тожде-
ственно нулю и не содержащее неизвестные 
функции f1, f2, …, fm, которое устанавливает 
алгебраическую связь между независимыми 
переменными x1, x2, …, xn.

Фактически условия г) и д) можно объ-

, 1, 2, , , 1, 2, , ;i j n k m= = 
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i j j i

f f
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1

1

1

1

0.





k k k
j j jk m

ij i i
m i

k k k
mi i i

j j
m j

L
f f x

f f x

 ∂Φ ∂Φ ∂Φ
= Φ + + Φ + −  ∂ ∂ ∂ 

 ∂Φ ∂Φ ∂Φ
− Φ + + Φ + =  ∂ ∂ ∂ 

единить в один и тот же класс вариантов. 
Несовместимость между собой условий (39) 
означает, что после того, как с помощью 
подмножества совместимых между собой 
условий (39) некоторые или все функции 
f1, f2, …, fm будут алгебраически выражены 
через оставшиеся функции и независи-
мые переменные x1, x2, …, xn и подставле-
ны в оставшиеся уравнения, образуется, по 
крайней мере, одно алгебраическое уравне-
ние, не равное тождественно нулю, которое 
устанавливает алгебраическую связь между 
независимыми переменными x1, x2, …, xn. 
Точно так же алгебраическое соотноше-
ние, не содержащее неизвестные функции 
f1, f2, …, fm и устанавливающее алгебраиче-
скую связь между независимыми перемен-
ными x1, x2, …, xn, может рассматриваться 
как алгебраическое уравнение относи-
тельно неизвестных функций f1, f2, …, fm, не 
совместимое с остальными алгебраически-
ми уравнениями.

Очевидно, что в случаях г) либо д) систе-
ма уравнений (37) решений иметь не может.

В случае в) из полученных алгебраиче-
ских уравнений можно найти неизвестные 
функции f1, f2, …, fm, подставить их в систе-
му (37) и либо убедиться, что найденные 
функции f1, f2, …, fm действительно удовлет-
воряют уравнениям (37), либо убедиться, 
что у системы уравнений (37) решений нет.

Точно так же в случае б). После того, как 
некоторые из функций f1, f2, …, fm алгебраи-
чески выражены через оставшиеся функции 
и независимые переменные x1, x2, …, xn, их 
можно подставить в уравнения (37); затем 
либо получить полную систему дифферен-
циальных уравнений вида (37) относительно 
меньшего числа неизвестных функций, 
либо, кроме дифференциальных уравне-
ний, получить еще и новые алгебраические 
соотношения для неизвестных функций. 
Это позволит продолжить процесс алгебра-
ического исключения функций f1, f2, …, fm 
из системы уравнений (37). В частности, 
если будет получено отличное от нуля ал-
гебраическое выражение, не содержащее 
неизвестные функции f1, f2, …, fm, а только 
независимые переменные x1, x2, …, xn, то 
это будет означать, что у системы уравне-
ний (37) решений не существует.

Наконец, в случае а), когда все условия 
(39) тождественно равны нулю, система 
тождественно выполненных равенств (39) 
оказывается не только необходимым, но и 
достаточным условием для существования 
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решений у системы уравнений (37).
Лемма 1. Если все соотношения (39) тож-

дественно равны нулю, то у полной системы 
уравнений (37) имеются решения, причем эти 
решения определены с точностью до m кон-
стант c1, c2, …, cm, выбираемых произвольным 
образом.

Доказательство этой леммы можно най-
ти в книге [25] (см. там гл. IV).

Случай, когда система дифференциаль-
ных уравнений в частных производных не 
является полной (для каких-то частных 
производных от неизвестных функций 
уравнения не заданы), будет гораздо более 
сложным для анализа. Соответствующую 
теорию можно найти в книгах [26 – 29].

Обратимость линейных комбинаций 
базисных операторов Донкина

Исследуем обратимость линейных ком-
бинаций с постоянными коэффициента-
ми, составленными из формул (5) – (14) и 
(15) – (24) с одинаковой степенью одно-
родности для выходной функции. Перечис-
ленные ниже группы элементарных преоб-
разований из списка (5) – (24) преобразуют 
однородные гармонические функции сте-
пени m в однородные гармонические функ-
ции одинаковой степени:

1) формулы (5), (12) – (14) преобразуют 
однородную функцию степени m в новую 
однородную функцию степени m;

2) формулы (6) – (8) преобразуют одно-
родную функцию степени m в новую одно-
родную функцию степени m – 1;

3) формулы (9) – (11) преобразуют одно-
родную функцию степени m в новую одно-
родную функцию степени m + 1;

4) формулы (15), (22) – (24) преобразуют 
однородную функцию степени m в новую 
однородную функцию степени –m – 1;

5) формулы (16) – (18) преобразуют од-
нородную функцию степени m в новую од-
нородную функцию степени –m;

6) формулы (19) – (21) преобразуют од-
нородную функцию степени m в новую од-
нородную функцию степени –m – 2. 

Эти правила определяют, какие именно 
формулы из списка (5) – (24) могут объе-
диняться в одной линейной комбинации с 
постоянными коэффициентами, чтобы на 
выходе получилась однородная гармониче-
ская функция.

Теорема. Линейные комбинации с посто-
янными коэффициентами, составленные из 
базисных операторов Донкина (5), (12) – 

(14), либо из базисных операторов Донкина 
(6) – (8), либо из базисных операторов Дон-
кина (9) – (11), либо из базисных операто-
ров Донкина (15), (22) – (24), либо из ба-
зисных операторов Донкина (16) – (18), либо 
из базисных операторов Донкина (19) – (21), 
являются обратимыми на подмножествах 
однородных гармонических функций соответ-
ствующих степеней.

Доказательство распадается на серию 
независимых доказательств для каждой из 
групп базисных операторов Донкина по от-
дельности.

Лемма 2. Линейные комбинации с посто-
янными коэффициентами, составленные из 
базисных операторов Донкина (6) – (8) для 
степени однородности m – 1, являются обра-
тимыми на подмножестве однородных гармо-
нических функций степени m – 1.

Дока з а т ельс тво . Линейная комбина-
ция с постоянными коэффициентами фор-
мул (6) – (8) имеет вид

L[U] = aUx + bUy + cUz

и соответствует дифференцированию функ-
ции U по фиксированному направлению 
(a, b, c). При коэффициентах, одновремен-
но не равных нулю, она является операто-
ром Донкина в соответствии с данным ра-
нее определением.

Для доказательства достаточно приме-
нить поворот системы координат относи-
тельно начала координат, при котором не-
нулевой вектор (a, b, c) совпадет с одной из 
координатных осей, и воспользоваться те-
оремой о дифференцировании однородных 
гармонических функций [23, 30]:

а) поворот относительно начала коорди-
нат сохраняет и однородность, и гармонич-
ность заданной функции V;

б) оператор дифференцирования по од-
ной из новых координатных осей есть ба-
зисный оператор Донкина, поэтому у пре-
образованной однородной и гармоничной 
функции V найдется однородный и гармо-
ничный прототип U;

в) обратный поворот относительно нача-
ла координат возвращает систему коорди-
нат и функцию V к прежнему состоянию, 
а также сохраняет гармоничность и одно-
родность у преобразованной функции U, 
одновременно устанавливая между этими 
функциями связь, т. е.

( ) ( )
( ) ( )

, , , ,

, , , ,
x

y z

V x y z aU x y z

bU x y z cU x y z

= +

+ +
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Лемма 2 доказана.
Лемма 3. Линейные комбинации с посто-

янными коэффициентами, составленные из 
базисных операторов Донкина (9) – (11) для 
степени однородности m + 1, либо из ба-
зисных операторов Донкина (16) – (18) для 
степени однородности –m, либо из базисных 
операторов Донкина (19) – (21) для степени 
однородности –m – 2, являются обратимы-
ми на подмножествах однородных гармони-
ческих функций соответствующих степеней.

Доказ а т ельс тво . Данное утвержде-
ние следует из тесной связи, устанавлива-
емой посредством формулы Томсона (3) 
между этими операторами и операторами 
дифференцирования (6) – (8), для которых, 
как только что было показано, линейные 
комбинации с постоянными коэффициен-
тами будут обратимыми преобразованиями 
однородных гармонических функций.

Действительно, обратимость линей-
ных комбинаций, составленных из формул 
(16) – (18), следует из обратимости линей-
ных комбинаций, составленных из формул 
(6), (8), и того факта, что формула Томсона 
(3) является обратимой (повторное приме-
нение формул (2), (3) возвращает функцию 
к исходному виду). Точно так же линей-
ные комбинации, составленные из формул 
(19) – (21), будут обратимыми тогда и толь-
ко тогда, когда обратимыми будут линей-
ные комбинации, составленные из формул 
(9) – (11). Последние, по сути, являются 
продуктом последовательного примене-
ния преобразования (3), преобразований 
(6) – (8) и еще одного преобразования (3). 
Например, доказательство обратимости ли-
нейных комбинаций, составленных из фор-
мул (9) – (11), выглядит следующим обра-
зом:

а) у заданной однородной гармонической 
функции V(x, y, z) степени m + 1 имеется 
однородный и гармонический прототип 
V*(x, y, z) степени –m – 2, из которого, в 
соответствии с формулой Томсона (3), эта 
функция вычисляется как

б) у однородной гармонической функ-
ции V*(x, y, z) степени –m – 2 имеется од-
нородный и гармонический прототип U*(x, 
y, z) степени –m – 1, из которого ее можно 
получить посредством дифференцирова-
ния по фиксированному направлению (a, 
b, c):

( ) ( )* 2 3, , , , ;mV x y z V x y z r +=

где не все коэффициенты a, b, c равны 
нулю;

в) у однородной гармонической функ-
ции U*(x, y, z) степени –m – 1 имеется 
однородный и гармонический прототип 
U(x, y, z) степени m, из которого, в со-
ответствии с формулой Томсона (3), ее 
можно вычислить как

В таком случае однородная гармониче-
ская функция U(x, y, z) степени m оказы-
вается функцией-прототипом, из которой 
посредством преобразования 

(40)

получается исходная однородная гармони-
ческая функция V(x, y, z) степени m + 1.

Отметим, что преобразование (40) пред-
ставляет собой суперпозицию преобразова-
ний в) + б) + а), в чем легко убедиться с 
помощью прямого вычисления указанной 
суперпозиции.

Следовательно, линейная комбинация 
(40), составленная из базисных операторов 
Донкина (9) – (11), снова является опера-
тором Донкина, если не все коэффициенты 
a, b, c равны нулю.

Лемма 3 доказана.
Лемма 4. Линейные комбинации с посто-

янными коэффициентами, составленные из 
базисных операторов Донкина (5), (12) – (14) 
для степени однородности m, либо из базис-
ных операторов Донкина (15), (22) – (24) 
для степени однородности –m – 1, являются 
обратимыми на подмножествах однородных 
гармонических функций соответствующих 
степеней.

Доказ а т ельс тво . Из-за обратимо-
сти формулы Томсона (3) линейные ком-
бинации, составленных из формул (15), 
(22) – (24), будут обратимыми тогда и толь-
ко тогда, когда обратимыми будут линей-
ные комбинации, составленные из формул 
(5), (12) – (14).

Исследуем обратимость линейной ком-
бинации с постоянными коэффициентами, 
составленной из формул (5), (12) – (14):

( ) ( )
( ) ( )

* *

* *

, , , ,

, , , , ,
x

y z

V x y z aU x y z

bU x y z cU x y z
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( ) ( )* 2 1, , , , .mU x y z U x y z r +=
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(41)

где a, b, c, e – константы, не все из кото-
рых равны нулю.

Без ограничения общности можно счи-
тать, что либо a ≠ 0, либо b ≠ 0, либо с ≠ 0 
(если a = b = c = 0, то комбинированный 
оператор (41) превращается в базисный 
оператор (5), обратимость которого оче-
видна). Это требование необходимо, чтобы 
выражение

2apq – b(1 + p2 – q2) + 2cq,

на которое потребуется делить в дальней-
шем, не обращалось тождественно в нуль.

После подстановки (30), (31) при k = m в 
линейную комбинацию (41) и в уравнения 
Лапласа, для функций U и V получаем пе-
реопределенную систему дифференциаль-
ных уравнений в частных производных:

(42)

(43)

которую надо исследовать на предмет су-
ществования решений для неизвестной 
функции F, при условии, что функция G 
известна и удовлетворяет уравнению

(44)

Введем в рассмотрение новую неизвест-
ную функцию R(p, q) с помощью подста-
новки

(45)

Из уравнения (43), с учетом соотноше-
ния (45), можно выразить производную
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(46)

где

Из условия равенства смешанных произ-
водных, т. е.

получаем дополнительное линейное соот-
ношение, которому должны удовлетворять 
производные ∂R/∂p и ∂R/∂q.

Из условия (45), после дифференци-
рования по q, можно найти производную 
∂2F/∂q2, а из условия (46), после дифферен-
цирования по p, –производную ∂2F/∂p2 в 
виде алгебраических выражений, содержа-
щих F, R, ∂R/∂p и ∂R/∂q. Тогда уравнение 
(42) позволяет сконструировать еще одно 
независимое линейное соотношение, кото-
рому должны удовлетворять производные 
∂R/∂p и ∂R/∂q.

Из этих соотношений можно найти про-
изводные ∂R/∂p и ∂R/∂q как функции от 
F(p,q), R(p,q), G(p,q), частных производных 
первого порядка ∂G(p,q)/∂p и ∂G(p,q)/∂q, 
независимых переменных p, q и констант 
a, b, c, e.

В итоге получилась полная система 
дифференциальных уравнений, описанная 
в разделе «Полные системы уравнений в 
частных производных первого порядка», с 
неизвестными функциями F(p, q), R(p, q) и 
независимыми переменными p, q (функция 
G(p, q) считается известной). Можно убе-
диться, что при условии, что функция G(p, 
q) удовлетворяет уравнению (44), для по-
лученной полной системы дифференциаль-
ных уравнений, условия (39) ее разрешимо-
сти тождественно равны нулю.

Следовательно, полученная полная 
система дифференциальных уравнений 
в частных производных имеет решение 
(определенное с точностью до двух произ-
вольных констант). Поэтому преобразова-
ние однородных гармонических функций 
(41) является обратимым на множестве од-
нородных гармонических функций, а ли-
нейный дифференциальный оператор (41) 
оказывается оператором Донкина при лю-

( )
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бых константах a, b, c, e, не равных одно-
временно нулю.

Лемма 4 доказана.
Теорема полностью доказана.

Особый случай
В нашей статье [2] рассматривается вы-

рожденный случай преобразования Томсо-
на U(x, y, z) → V(x, y, z) для однородных 
гармонических функций, когда функции 
U(x, y, z) и V(x, y, z) имеют степени од-
нородности 0 или –1. Этот случай не вхо-
дит в список элементарных преобразований 
Томсона, представленный выше, и должен 
рассматриваться отдельно. В этом разделе 
исследуется обратимость преобразования 
Томсона, соответствующего указанному 
случаю.

Для вырожденного случая преобразова-
ния Томсона, согласно формулам Донкина 
(25), (26), функции U(x, y, z) и V(x, y, z) 
можно представить в виде

(47)

(48)

(49)

(50)

где функции F(p, q) и G(p, q) удовлетворя-
ют двумерному уравнению Лапласа. 

Связь между функциями F(p, q) и G(p, q) 
устанавливается с помощью линейного 
дифференциального соотношения первого 
порядка:

(51)
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G p q F p q

F p q F p q
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p q

= λ +

∂ ∂
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∂ ∂

где λ – произвольная вещественная кон-
станта, а функции v(p, q) и w(p, q) удов-
летворяют соотношениям Коши – Римана:

vp = wq, vq = –wp,

т. е. представляют собой вещественную и 
мнимую части некоторой аналитической 
функции комплексного переменного [31 – 
34] (и тем самым каждая из этих функций 
удовлетворяет двумерному уравнению Ла-
пласа).

Линейные комбинации с постоянными 
коэффициентами, составленные из выра-
жений вида (51) с разными константами λk 
и разными функциями vk (p, q) и wk (p, q), 
но с одной и той же гармонической функ-
цией F(p, q), очевидным образом снова 
будут выражениями вида (51) при констан-
тах λ, выбранных надлежащим образом, и 
функциях v(p, q) и w(p, q), удовлетворящих 
соотношениям Коши – Римана.

Физический смысл формулы (51) вполне 
нагляден. Если функция F(p, q) будет гар-
монической, то ее можно рассматривать как 
вещественную часть аналитической функ-
ции комплексного переменного s = p + iq:

f(s) = f(p + iq) = F(p, q) + i ( )ˆ , ;F p q

здесь функции F(p, q) и ( )ˆ ,F p q  связаны 
соотношениями Коши – Римана:

Fp = ˆ ,qF  Fq = – ˆ .pF

Следует отметить, что соотношения 
Коши – Римана, рассматриваемые как пол-
ная система дифференциальных уравнений 
в частных производных относительно не-
известной функции ( )ˆ ,F p q  (при заданной 
функции F(p, q)), в соответствии с теоремой 
из раздела «Полные системы уравнений в 
частных производных первого порядка», га-
рантированно имеет решение с точностью 
до произвольной аддитивной константы, 
когда F(p, q) удовлетворяет уравнению Ла-
пласа.

Возвращаясь к обсуждению физиче-
ского смысла формулы (51), утверждаем, 
что аналогичным образом аналитической 
функцией комплексного переменного будет 
функция

u(s) = u(p + iq) = v(p, q) + iw(p, q),

когда функции v(p, q) и w(p, q) связаны со-
отношениями Коши – Римана.
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В таком случае выражение
λf(s) + u(s) df(s)/ds

является аналитической функцией ком-
плексного переменного, а ее вещественная 
часть, совпадающая с правой частью фор-
мулы (51), обязана быть гармонической 
функцией (удовлетворять двумерному урав-
нению Лапласа).

Также можно проверить с помощью пря-
мой подстановки, что функция (51) будет 
гармонической функцией, когда функция 
F – гармоническая:

(52)

Линейные комбинации с постоянными 
коэффициентами, составленные из выра-
жений вида (51), очевидным образом снова 
будут выражениями вида (51) при констан-
тах λ, выбранных надлежащим образом, и 
функциях v(p, q) и w(p, q), удовлетворяю-
щих соотношениям Коши – Римана.

Поскольку частные производные от 
функции F по p и q можно с помощью 
формул (47) – (49) или (50) выразить через 
частные производные от функции U по x 
и y, соотношение (51) между функциями F 
и G порождает линейное дифференциаль-
ное соотношение между функциями U и V, 
которое тем самым будет являться преоб-
разованием Томсона для рассматриваемых 
однородных функций U и V.

В случае, когда соотношение (51) будет 
обратимым, получаемое преобразование 
Томсона для однородных гармонических 
функций будет также обратимым, т. е. бу-
дет оператором Донкина.

Как уже было отмечено, когда функция 
F(p, q) удовлетворяет двумерному уравне-
нию Лапласа, ее можно рассматривать как 
вещественную часть некоторой аналитиче-
ской функции комплексного переменного:

(53)

где вещественная часть F(p, q) и мнимая 
часть ( )ˆ ,F p q  связаны соотношениями 
Коши – Римана:

ˆ ˆ, .p q q pF F F F= = −
Соответственно, и функцию G(p, q) так-

же можно рассматривать как вещественную 
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( ) ( ) ( ) ( )ˆ, , ,f s f p iq F p q iF p q= + = +

часть некоторой аналитической функции 
комплексного переменного:

(54)

где вещественная часть G(p, q) и мнимая 
часть ( )ˆ ,G p q  вычисляются по формулам

(55)

Можно убедиться, что функции (55) свя-
заны между собой соотношениями Коши – 
Римана:

Соотношения (55) для вещественной и 
мнимой частей функции g(s) эквивалентны 
обыкновенному дифференциальному урав-
нению первого порядка для аналитических 
функций комплексного переменного [35]:

(56)

где

u(s) = u(p + iq) = v(p, q) + iw(p, q).

Уравнение (56), рассматриваемое на 
комплексной плоскости относительно не-
известной функции f(s) при заданной функ-
ции g(s), имеет решение

(57)

где С – произвольная комплексная кон-
станта.

Для формулы (57) существенно, что ин-
теграл от аналитической функции на ком-
плексной плоскости не зависит от пути 
интегрирования (для чего, возможно, по-
требуется добавить к комплексной плоско-
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сти разрезы, устраняющие особые точки 
подынтегральных функций и обеспечиваю-
щие односвязность полученной области), а 
результатом интегрирования является ана-
литическая функция [35]. Поэтому диффе-
ренциальное соотношение (51) будет обра-
тимым для подмножества двумерных гар-
монических функций, если u(s) ≠ 0 (либо 
при u(s) = 0, если λ ≠ 0).

Следовательно, преобразования Томсо-
на, порождаемые для однородных гармо-
нических функций (47) – (49) или (50) с 
помощью соотношений (51), являются опе-
раторами Донкина, если только не обра-
щаются в нуль сразу все коэффициенты в 
формуле (51).

Вырожденные линейные комбинации
До сих пор рассматривались операторы 

Донкина, которые, хотя и содержат в не-
которых случаях в явном виде степень од-
нородности в качестве параметра, могут 
применяться к однородным гармоническим 
функциям любых степеней. В этом разде-
ле исследуется возможность существования 
вырожденных случаев, которые работают 
лишь для какой-то одной степени однород-
ности и не могут быть обобщены на произ-
вольную степень однородности.

Действительно, при некоторых значе-
ниях m степени однородности формул из 
списков (5) – (14) и (15) – (24) могут пе-
ресекаться и, следовательно, эти формулы 
допустимо объединять в одной и той же 
линейной комбинации с постоянными ко-
эффициентами. Такие комбинации могут 
отличаться от линейных комбинаций обще-
го вида, рассмотренных в разделе «Особый 
случай». Приведем такие значения m.

1. Если m = –1/2, то у операторов (5), 
(12) – (15), (22) – (24) будет одинаковая 
степень однородности, равная –1/2 (этот 
случай не представляет интереса, так как 
группы операторов (5), (12) – (15), (22) – 
(24) тождественно совпадают при k = –1/2).

2. При m = 0 у операторов (5), (12) – 
(14), (16) – (18) будет одинаковая степень 
однородности, равная нулю, так что линей-
ная комбинация операторов приобретает 
вид

(58)

3. При m = –1 у операторов (5), (12) – 
(14), (19) – (21) будет одинаковая степень 

[ ] ( )
( ) ( ).

x

y z

L U eU U cy bz fr

U az cx gr U bx ay hr

= + − + +

+ − + + − +

однородности, равная –1, так что линейная 
комбинация операторов приобретает вид

(59)

4. При m = 0 у операторов (6) – (8), (15), 
(22) – (24) будет одинаковая степень од-
нородности, равная –1, так что линейная 
комбинация операторов приобретает вид

(60)

5. При m = 1/2 у операторов (6) – (8), 
(16) – (18) будет одинаковая степень од-
нородности, равная –1/2 (этот случай не 
представляет интереса, так как группы опе-
раторов (6) – (8) и (16) – (18) тождественно 
совпадают при k = 1/2).

6. При m = –1/2 у операторов (6) – (8), 
(19) – (21) будет одинаковая степень одно-
родности, равная –3/2 (этот случай также 
не представляет интереса, так как группы 
операторов (6) – (8) и (19) – (21) тожде-
ственно совпадают при k = –1/2).

7. При m = –1 у операторов (9) – (11), 
(15), (22) – (24) будет одинаковая степень 
однородности, равная нулю, так что линей-
ная комбинация операторов приобретает 
вид

(61)

8. При m = –1/2 у операторов (9) – (11), 
(16) – (18) будет одинаковая степень одно-
родности, равная 1/2 (этот случай не пред-
ставляет интереса, так как группы опера-
торов (9) – (11) и (16) – (18) тождественно 
совпадают при k = –1/2).

9. При m = –3/2 у операторов (9) – (11), 
(19) – (21) будет одинаковая степень одно-
родности, равная – 1/2 (этот случай также 
не представляет интереса, так как группы 
операторов (9) – (11) и (19) – (21) тожде-
ственно совпадают при k = –3/2).

Выражения (58) – (61) соответствуют 
особому случаю, рассмотренному в разделе 
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«Особый случай», если выбрать

(62)

(легко убедиться, что функции v(p, q) 
и w(p, q) удовлетворяют соотношениям 
Коши – Римана vp = wq, vq = –wp).

Следовательно, операторы (58) – (61) 
являются операторами Донкина по от-
ношению к однородным гармоническим 
функциям соответствующих степеней при 
любом выборе констант a, b, c, e, f, g, h.

Заключение
Исследование всех возможных форм 

дифференциальных преобразований Том-
сона для трехмерных однородных гармо-
нических функций показывает, что любые 
операторы Донкина первого порядка обя-
заны представлять собой линейные комби-
нации с постоянными коэффициентами, 
составленные из базисных дифференциаль-
ных формул Томсона первого порядка для 
однородных функций [2]. Это, естественно, 
не означает, что базисные дифференциаль-
ные формулы Томсона либо их линейные 
комбинации действительно являются опе-
раторами Донкина. Однако в работе [3] по-
казано, что базисные дифференциальные 
формулы Томсона (5) – (14), (15) – (24) 
обратимы, т. е. являются операторами Дон-
кина.

Исследование, представленное в данной 
работе, показывает, что линейные комби-
нации с постоянными коэффициентами, 
составленные из базисных операторов Дон-
кина (5) – (14), (15) – (24), соответству-
ющих одной степени однородности, также 
являются операторами Донкина. Очевидно, 
что других операторов Донкина первого 
порядка для трехмерных однородных гар-
монических функций не существует.

Утверждение, высказанное в такой силь-
ной форме, требует некоторого разъясне-
ния. Если прибавить к любой из формул (5) 
– (14), (15) – (24) или к их линейной ком-
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a gb f pq p q
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−

= − + +

+
+ − − −

+
= − − −

−
− + − −

бинации соотношение Эйлера, умноженное 
на произвольную функцию, то получится 
новая трансформирующая формула с точно 
такими же свойствами. Это связано с тем, 
что по своему воздействию на трехмерные 
однородные гармонические функции за-
данной степени такие формулы будут пол-
ностью эквивалентны базовым формулам 
(5) – (14) и (15) – (24) либо их линейным 
комбинациям с постоянными коэффициен-
тами.

Для чистоты эксперимента эта функция 
должна быть однородной по Эйлеру с со-
ответствующей степенью однородности, 
иначе искусственную аддитивную добавку 
будет слишком легко вычленить из нового 
выражения. При этом подобные формулы 
могут достаточно серьезным  образом от-
личаться в алгебраическом смысле от полу-
ченного ранее списка. Например, оператор

(63)

с произвольными константами a, b и c от-
личается (с алгебраической точки зрения) 
как от любой из полученных ранее базовых 
формул (5) – (14) и (15) –(24), так и от их 
линейной комбинации с постоянными ко-
эффициентами.

Однако этот оператор можно предста-
вить в виде

(64)
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(64)

Из этого тождества видно, что фактиче-
ски оператор (63) ничем не отличается от 
линейной комбинации операторов (9) – 
(11) по своему воздействию на однородные 
гармонические функции степени m.

Указанная связь, однако, не всегда оче-
видна. Похожие проблемы, касающиеся 
фактической идентичности математических 
выражений, не равных друг другу тожде-
ственно в алгебраическом смысле, рассма-

( )( )
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( )( )
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xU yU zU mU

mc m xU r U
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ma m zU r U
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+ + − +
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триваются, например, в работах [36 – 39].

Вычисления, представленные в данной 
работе, выполнялись с помощью программы 
Wolfram Mathematica [40].
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