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В статье рассматривается использование количества информации по Шеннону 
(SIQ) в задачах, связанных с линейной регрессией. Показано, что SIQ, содержащееся 
в компонентах отклика относительно стохастических параметров, выражается через 
информационную матрицу Фишера, является выпуклым функционалом на множестве 
компонент отклика и при достаточно большом масштабе параметров эквивалентно 
использованию D-критерия в задачах планирования эксперимента. Определено SIQ 
относительно постоянных параметров регрессии. Рассмотрена альтернативная поста-
новка задачи оптимального планирования эксперимента (OEP) и проанализирована ее 
связь c традиционной постановкой. Рассмотрена задача информационного упорядочио-
вания данных при использовании регрессии на базис главных компонент. Предложены 
алгоритмы, учитывающие ценность информации при наличии частичных пропусков 
данных.
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Введение 

Объектом исследования настоящей ра-
боты является информация по Шеннону. 
Кратко перечислим основные этапы разви-
тия этого понятия.

Первоначально определенное Клодом 
Элвудом Шенноном количество информа-
ции (SIQ -Shannon information quantity) в 
передаваемом сообщении тесным образом 
связано с понятием энтропии. Средняя эн-
тропия H(ξ), или информация, передавае-
мая в сообщении ξ посредством n символов 
(значений)

появляющихся с вероятностями

следует выражению [1]:

где ( ) ( )2logiH P iξξ = −  есть частная энтро-
пия.

В качестве основания логарифма, в 
принципе, может быть взято любое число 
a > 1, которое задает масштаб.

Если имеется другая случайная величина 
η, принимающая m значений, т.е.

с вероятностями

то, согласно Шеннону, количество инфор-
мации I(ξ, η), содержащееся в сообщении ξ 
относительно сообщения η или в η относи-
тельно ξ (здесь имеет место симметрия), 
выражается как

где Pξη(i, j) – вероятность того, что ξ прини-
мает значение xi, а η принимает значение yj, 
соответственно.

При Pξη(i, j) = 0 считается, что соответ-
ствующий член суммы равен нулю.

В своей работе И.М. Гельфанд и А.М. 
Яглом [2] показали, что в случае, когда ξ и 
η есть два случайных гауссовских вектора, 
то количество информации I(ξ, η), содер-
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ξ η = − ×
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∑ ∑

жащееся в векторе ξ относительно вектора 
η и наоборот, равно

(1)

где Vξ, Vη – матрицы взаимных ковариаций 
компонент векторов ξ и η, соответственно; 
I – единичная матрица соответствующей 
размерности; Vξη – матрица взаимных ко-
вариаций компонент вектора ξ и вектора η,

где Т – оператор транспонирования.
При этом в работе [2] была показана не-

зависимость SIQ от масштаба переменных 
и инвариантность относительно линейных 
преобразований векторов ξ и η. Последнее 
позволяет представить формулу (1) в виде

(2)

где cosαj = rj (j = 1,2,…,h) есть не что 
иное, как геометрическая интерпретация 
коэффициента корреляции ri между парой 
независимых (главных)  компонент этих 
векторов. При этом h = min(n, m). Формула 
(1), очевидно, позволяет применять SIQ в 
многомерных задачах.

Из общей массы прикладных работ с 
применением SIQ отметим работу О.М. 
Покровского [3], где SIQ применяется к 
решению задачи оптимизации спутниковых 
наблюдений на основе модели линейной ре-
грессии. Особенность этой работы состоит 
в том, что по своему характеру она весьма 
близка к задаче оптимального планирова-
ния регрессионного эксперимента (опуская 
слово «регрессионного», приходим к аббре-
виатуре OEP – optimal experiment planning). 
Но в работе [3] автор рассматривает случай 
стохастических параметров регрессии (см. 
далее раздел «Связь SIQ с информационной 
матрицей Фишера»), отступая и от тради-
ционной постановки задачи ОЕР в целом 
(см. еще далее раздел «Традиционная и 
альтернативная формулировки задачи оп-
тимального планирования эксперимента»).

Цель настоящей работы – показать связи 
SIQ с информационной матрицей Фишера 
и с критериями ОЕР в альтернативной по-
становке задачи, развивая при этом идеи 
работ [2, 3], а также раскрыть новые воз-
можности применения этого математиче-
ского аппарата в различных областях при-
кладной сферы.
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)1 1
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Связь SIQ с информационной 
матрицей Фишера

В классической постановке задачи ре-
грессионного анализа мы имеем следую-
щую модель: 

y = Fθ + ε,                  (3)

где y – вектор измерений размерности n; 
θ – вектор параметров, подлежащих оцен-
ке, размерности m; F – (n × m)-матрица 
(n ≥ m); ε −вектор случайных ошибок.

Здесь предполагается, что компоненты 
вектора ε подчиняются многомерному нор-
мальному распределению, имеют нулевые 
средние значения, взаимно независимы и 
имеют одинаковую дисперсию σ2, т. е.

ε ~ N(0,σ2I),
где 0 – нулевой вектор.

Следовательно,

y ~ N(Fθ, σ2I),
т. е. Vy = Vε.

Кроме этого, будем предполагать, что 
F – матрица полного ранга.

Информационная матрица Фишера 
вектора параметров регрессии θ, которая 
представляет собой производное от ин-
формации, содержащейся в компонентах 
отклика относительно этих параметров ре-
грессии, определяется следующей форму-
лой [4]:

где E – оператор математического ожида-
ния, L – логарифм правдоподобия, т. е.

 
Отсюда следует, что

(4)

где
(5)

есть матрица взаимных ковариаций 
OLS-оценок (OLS – ordinary least squares) 
компонент вектора параметров регрессии θ
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Различные выпуклые функционалы от 
информационной матрицы М (см. далее) 
могут служить мерой информации, содер-
жащейся в компонентах отклика относи-
тельно параметров регрессии (3). Вектор 
OLS-оценок этих параметров регрессии в 
данном случае выражается как

 (6)

(см. монографию [5]).
При нарушении предположений относи-

тельно ковариационной матрицы остатков 
регрессии, когда эта матрица имеет произ-
вольную структуру, т. е.

ε ~ N(0, Vε) (Vε ≠ σ2I),
вместо формул (4) – (6) мы имеем, соответ-
ственно, следующие выражения:

(7)

(8)

(9)

Формула (9) известна как обобщенный 
метод OLS-оценивания.

Из формул (5), (8) следует, что вектор 
OLS-оценки θ имеет нормальное распреде-
ление

  или

(в зависимости от структуры матрицы Vε).
Каждое из этих распределений опреде-

ляет соответствующую функцию правдо-
подобия. Вычисленные по этим функциям 
правдоподобия информационные матрицы 
Фишера вектора θ, как нетрудно проверить, 
совпадают с матрицами, которые даются 
формулами (4) и (7), соответственно.

Предположим, что параметры регрессии 
имеют стохастическую природу и подчиня-
ются многомерному нормальному распре-
делению, т. е.

θ ~ N(Eθ,Vθ).
Тогда для OLS-оценок компонент 

вектора параметров регрессии (3) θ, несмо-
тря на то, что распределение вектора y будет 
уже иным, по-прежнему верны формулы 
(5), (6) или (8), (9), в зависимости от струк-
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туры матрицы Vε а также не изменится вид 
вероятностного распределения вектораθ



 
и информационной матрицы Фишера (см. 
формулы (4), (7)). Однако какой-либо вы-
пуклый функционал от этой матрицы будет 
служить мерой информации относительно 
вектора параметров θ, содержащейся в его 
OLS-оценке. Именно эта информационная 
матрица (как более инвариантная) имеется 
в виду при рассмотрении случая стохасти-
ческих параметров, для которого имеет ме-
сто следующая теорема.

Теорема 1. Количество информации 
I(y, θ), содержащееся в компонентах откли-
ка в модели (3) относительно стохастиче-
ских, нормально распределенных параметров, 
при условии, что F есть матрица полного 
ранга, связано с информационной матрицей 
Фишера M формулой

 (10)

Дока з а т ельс тво . В предположениях 
стохастических параметров регрессии (3) 
имеем следующие равенства:

Vy = FVθF
T + Vε,

Vyθ = FVθ и Vθy = VθF
T.

Используя эти выражения, преобразуем 
формулу (1):

В равенстве (*) мы использовали алге-
браическое тождество
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( )log det .a θ+I MV

det (I + AB) = det (I + BA),
которое очевидно в случае квадратных ма-
триц и обратимости хотя бы одной из двух.

Действительно, пусть матрица A обра-
тима. Тогда, умножая под знаком опреде-
лителя левую часть этого равенства слева 
на A–1 а справа на А, получаем тождество. 
Такое преобразование, именуемое преобра-
зованием подобия, как известно, не меняет 
значения определителя.

Пусть теперь А и В – прямоугольные 
матрицы; А − матрица размерности n × m, 
В − матрица m × n (n > m).

Согласно формулировке теоремы, мы 
вправе предполагать, что А – матрица пол-
ного ранга. Не умаляя общности, будем 
считать, что первые m строк матрицы А 
линейно независимы. Достраиваем прямоу-
гольные матрицы А и В до квадратных раз-
мерности n × n:

А* = (А|T) и (В*)Т = (ВТ|Т),
где блок Т имеет размерность n × (n − m). 
Заполним блок Т по следующему правилу:

если i = j,  j = 1, 2, …, n – m;

остальные элементы Т заполняем нулями.
Тогда для матриц А* и В* требуемое 

тождество выполняется (см. выше). Да-
лее, устремляя δ к нулю, имеем требуемое 
тождество для исходных матриц А и В.

Теорема 1 полностью доказана.
Формула (10) и ее вывод были ранее 

представлены автором данного исследова-
ния в работах [6, 7].

В предположении стохастических пара-
метров регрессии (3), в процессе вывода 
формулы (10), обнаруживается другая фор-
мула, а именно

 
Это равенство очень хорошо раскрывает 

суть SIQ в модели (3) при стохастических 
параметрах.

Традиционная и альтернативная 
формулировки задачи оптимального 

планирования эксперимента
Традиционная формулировка. В пер-

воначальной (и ставшей традиционной) 
формулировке задача OEP в условиях моа-
дели (3) сводится к вычислению множе-

, , ( 0),i m j i m j mt a∗
+ + += = δ δ ≠

( ) 1 1, log det log det .
2 2

y V Va y aI εθ = −

θ

θ

θ

θ
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ства величин [8, 9]:

 
(11)

именуемого планом.
Эти величины интерпретируются как от-

носительные частоты измерения компонент 
отклика (отсюда название – план), анало-
гично закону дискретного распределения 
вероятностей. Нечто подобное имеет место 
в теории матричных игр при использовании 
смешанных стратегий [10], откуда, по-ви-
димому, и заимствована эта идея. В теории 
OEP величины, составляющие план, ис -
пользуются для преобразования информа-
ционной матрицы, которое имеет следую-
щий вид (в рамках указанной теории):

(12)

где P = diag (p1, p2, …, pn).
При этом на план налагается требова-

ние максимизации  некоторого выпуклого 
функционала (критерия) от этой преобра-
зованной матрицы (см. ниже).

Таким образом, в процессе решения за-
дачи осуществляется переход от начальных 
значений pi = 1/n (i = 1,2, …, n) к оптималь-
ным, при которых некоторый критерий от 
преобразованной (см. выше) информаци-
онной матрицы достигает максимума, т. е.

critM(p) = crit FTPF → max.
В качестве критериев (функционалов 

от M(p)) рассматриваются определитель 
(D-критерий), след (А-критерий), мини-
мальное собственное значение матрицы 
M(p) (Е-критерий) и иные выпуклые функ-
ционалы от этой матрицы [8, 9].

Уточняющее замечание. Как нетрудно 
было заметить выше, в OEP-теории под 
информационной матрицей понимается 
не в точности информационная матрица 
Фишера, равная σ–2FTF (см. формулу (4)), 
а пропорциональная матрица FTF [8, 9] или 
FTPF (см. выше), что для задачи максими-
зации функционалов от этой матрицы не 
имеет принципиального значения. С дру-
гой стороны, из регрессионного анализа, 
описанного, например, в монографии [5], 
следует, что переход к матрице FTPF име-
ет смысл лишь тогда, когда используется 
оценка параметров

1 2={ , , ..., },np p pp

1
0; = 1,2, ..., ; 1,

n
i i

i
p i n p

=
≥ =∑

( ) ( ),T→ =M M p F PF

( ) 1
,F PF F PyT T−

=


θ

известная как обобщенная OLS-оценка (см. 
формулу (9)), или, при диагональной струк-
туре P, как взвешенная OLS-оценка, что, 
собственно, мы здесь и имеем. Из теоремы 
же Гаусса – Маркова, доказательство ко-
торой приводится в книге [9], следует, что 
корректность применения такой оценки 
имеет место лишь в случае, когда, во-пер-
вых,Vε ≠ σ2I, а во-вторых, когда матрица P 
обратно пропорциональна матрице Vε т. е.

Однако упоминания об этих условиях в 
теории OEP не обнаруживается [8, 9]. Оста-
ется лишь предполагать, что поспешное от-
брасывание множителей σ2 и σ–2 в формулах 
для θV  и M, а иногда и ε в некоторых ре-
грессионных уравнениях (см. [9]), привели 
к тому, что преобразование (12) оказалось 
не связанным со структурой ковариацион-
ной матрицы погрешностей регрессии (3), 
несмотря на то, что конечной целью явля-
ется именно оценка параметров.

Альтернативная формулировка. Не менее 
практически значимой является следующая 
формулировка.

Будем рассматривать различные соб-
ственные подмножества вида

(cardq означает количество элементов 
множества q).

Пусть yq есть вектор размерности cardq в 
котором содержатся компоненты y только 
с номерами из множества q; пусть Fq есть 
матрица, которая содержит строки только с 
номерами из множества q.

Используя вектор yq, мы также можем 
вычислить OLS-оценку вектора θ, т. е.

 (13)

Тогда ковариационная матрица вектора  

θ  следует выражению

а информационная матрица Фишера −

 (14)

В случае Vε ≠ σ2I формулы (13) и (14) 
изменятся аналогично формулам (4) и (6) 
(см. формулы (7) и (9)). Для фиксированно-
го значения cardq = k (k < n) выберем такое 

1 ( 0).c c−
ε= >P V

{ }1,2,..., n⊂q

( ) 1
.T T

q q q q
−

= F F F y


θ

( )2 1
,T

q qθ
−

= sV F F

2 .T
q q q

−= sM F F
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подмножество q, которое доставляет макси-
мум некоторого выпуклого функционала от 
информационной матрицы Mq.

Такая формулировка оказывается впол-
не актуальной, когда ставится задача эко-
номии средств наблюдения с минимальной 
потерей точности воспроизведения всех 
компонент y. Действительно, при подста-
новке OLS-оценки вектора θ по формуле 
(13) в модель (3) мы заинтересованы в том, 
чтобы все значения отклика воспроизводи-
лись с минимальной потерей точности, что, 
в принципе, и должна обеспечивать мини-
мизация дисперсии OLS-оценки вектора θ.

Сравнение двух формулировок. Покажем, 
что альтернативная формулировка сводит-
ся к традиционной путем наложения соот-
ветствующих ограничений. Действительно, 
пусть pi = 1/k при условии  i ∈q  и pi = 0 при 
условии ,i ∉q что не нарушает основных 
требований к плану (11). Тогда информаци-
онная матрица по традиционной формули-
ровке задачи OEP следует выражению

где Mq определяется формулой (14), т. 
е. является информационной матрицей 
Фишера.

Однако при этом мы приходим к оценке 
параметров, выраженной формулой (13):

Данная оценка не вступает в противоре-
чие с теоремой Гаусса – Маркова.

Очевидно, что использование, например, 
D-критерия для решения поставленной та-
ким образом задачи, возможно лишь при 
k ≥ m, когда

Поэтому при альтернативной формули-
ровке наиболее удобными оказываются та-
кие критерии, как А-критерий, Е-критерий 
(см. выше) и т. п. Однако согласно заме-
чанию Дж. Себера, высказанному в моно-
графии [5], критерии, которые не зависят 
от масштаба величин, выступают пред-
почтительными. Как уже было отмечено 
выше, SIQ от масштаба переменных не 
зависит (см. формулу (2)). С другой сторо-
ны, использование SIQ подразумевает, что 

21( ) = ,T T
q q qk k

s
= =M p F PF F F M

( )
( ) ( )

1

1 11 .

T T

T T T T
q q q q q qk

k

−

− −

= =

= =

F PF F Py

F F F y F F F y



θ

( )det 0.T
q q ≠F F

параметры регрессии имеют стохастиче-
скую природу. Ниже будет показано, что в 
альтернативной формулировке задачи ОЕР, 
SIQ можно использовать и в случае, когда 
параметры регрессии (3) являются постоян-
ными величинами.

Свойства SIQ как критерия ОЕР 
в альтернативной формулировке

Из формул (10) и (14) следует, что SIQ, 
содержащееся в компонентах вектора yq 
относительно компонент θ, имеющих сто-
хастическую природу, выражается как

 (15)

Формула (15) позволяет определить SIQ, 
содержащееся в векторе yq относительно 
вектора параметров регрессии θ, и в случае, 
когда параметры регрессии (3) не облада-
ют стохастической природой, т. е. являются 
постоянными величинами.

Определение. Если в модели (3) пара-
метры есть постоянные величины, то I(yq,θ) 
выражается формулой

(16)

Комментарии.
1. В этом определении мы приравняли 

I(yq,θ) к ( , ),qI y


θ  т. е. свели к случаю, когда 
оба вектора являются стохастическими, как 
того требует формула (1).

2. Если a = 2 (единицей информации в 
двоичной системе счисления является бит), 
то тогда

Далее на подмножествах вида q (см. вы-
ше) определим следующий функционал:

Ф(q) = I(yq,θ).
Тогда имеет место следующая теорема.
Теорема 2. Функционал Ф(q) обладает свой-

ством выпуклости, т. е. выполняется неравен-
ство 

Ф(αp + βq) ≥ αФ(p) + βФ(q),

где α, β ≥ 0; α + β = 1; { }, 1, 2,..., .n⊆p q
Доказ а т ельс тво . Преобразуем фор-

мулу (15) следующим образом:

( ) ( )1, log det .
2q a qI θθ = +y I M V

( ) ( )

( )1

1 log det
2

1 log det
2

q a q

a q

I θ

−
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+

y , I M V =

= I M M .
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(17)

Докажем требуемое теоремой неравен-
ство для функционала Ψ(q): 

 (18)

Пусть, как и предполагается, 
{ }, 1, 2, ..., .n⊆p q  Тогда, согласно опреде-

лению Ψ(q), имеем:

Здесь неравенство (* *) следует из обще-
го неравенства 

общее неравенство выполняется при ука-
занных ограничениях относительно α и 
β в случае симметричных, положительно 
определенных матриц A и В (доказатель-
ство представлено в книге [9]), каковыми 
являются матрицы 1,−

θV  Mq и, следова-
тельно, их сумма.

Таким образом, мы имеем неравенство

Прибавляя к обеим частям этого нера-
венства член
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получаем следующее неравенство:

С учетом формулы (17) имеем требуемое 
неравенство для функционала Ф(q).

Теорема 2 полностью доказана.
Замечание. Из формулы (16) и доказа-

тельства теоремы 2 видно, что функционал 

Ф(q) = I (yq, θ)
обладает свойством выпуклости и в случае 
постоянных параметров регрессии, когда 
количество информации определено фор-
мулой (16).

Возвратимся к случаю стохастических 
параметров регрессии. Здесь имеет место 
следующая, почти очевидная теорема, свя-
зывающая I (yq, θ) с D-критерием (опреде-
лителем от информационной матрицы, см. 
выше). Следует отметить, что теория OEP 
традиционно не рассматривает случая сто-
хастических параметров, однако и не содер-
жит на него прямого запрета.

Теорема 3. При стохастических параме-
трах регрессии, имеющих достаточно боль-
шой масштаб, максимизация SIQ, содер-
жащегося в компонентах отклика относи-
тельно параметров регрессии, эквивалентна 
D-критерию.

Доказательство. Пусть { }, 1, 2, ...,n⊂p q  
и cardp = cardq. Из формулы (17) следует, 
что и здесь есть возможность рассматривать 
функционал Ψ(q), определенный формулой 
(18), вместо функционала

Ф(q) = I (yq, θ).

Вполне очевидно, что при достаточно 
большом масштабе стохастических параме-
тров регрессии, а, соответственно, и мало-
сти элементов матрицы 1,−

θV мы непремен-
но будем иметь эквивалентность следую-
щих неравенств:

что, с учетом монотонности логарифма, и 
означает требуемое.

1 log det ,
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Теорема 3 полностью доказана.
Следует отметить, что для основа-

ния к применению SIQ в альтернативной 
формулировке задачи ОЕР как в случае сто-
хастических, так и в случае постоянных па-
раметров регрессии (3) вполне достаточно 
формул (15), (16) и утверждения теоремы 2.

Если решать задачу OEP в альтернативной 
формулировке для последовательных зна-
чений k (см. выше) от k = 1 до k = n, то 
мы получим последовательность компо-
нент отклика в порядке убывания инфор-
мационного вклада, а также возрастающую 
последовательность значений количества 
информации Ij. Последние удобно пред-
ставлять, исключая зависимость от выбора 
основания логарифма а, в следующем виде:

Ij := (Ij/I(y,θ))100% (j = 1,2, …, n),
где I(y,θ) – полное количество информа-
ции, когда { }1,2, ..., .n=q

Аргументы в пользу целесообразности 
постановки и решения такой задачи даны в 
конце следующего раздела.

Использование регрессии 
на базис главных компонент 

в информационном упорядочивании 
и учет ценности информации 

при наличии пропусков данных 

В большинстве практических задач мы, 
в лучшем случае, имеем лишь выборку на-
блюдений некоторого вектора 

{yj, j = 1,2, …, N}.
Обычно такую выборку представляют в 

виде так называемой выборочной матрицы 
Y размерности n × N. Таким образом, столб-
цы матрицы Y есть реализации случайного 
вектора y. Предположим, что вектор y под-
чиняется многомерному нормальному рас-
пределению с параметрами θy и Vy т. е.

y ~ N (θy, Vy).
Вычислим оценки параметров распреде-

ления

(19)

Далее вычислим ортогональную матрицу 
Q такую, что выполняется равенство

1

1 ,
N

y j
jN =

= ∑ y


θ

1

1 ( )( ) .
1

N
T

y j y j y
jN =

= − −
− ∑V y y

 

θ θ

и 1 2 ... .nλ ≥ λ ≥ ≥ λ
  

Определим вектор размерности m (m < n) 
в виде

где матрица Q(m) содержит только первые m 
столбцов матрицы Q.

Компоненты вектора z обладают свой-
ством взаимной независимости, называют-
ся выборочными главными компонентами 
и интерпретируются как скрытые факторы.

Матрица 

– суть оценка матрицы взаимных ковариа-
ций компонент z.

Слово выборочные обычно опускается, но 
при этом следует помнить, что истинные 
главные компоненты мы бы имели лишь 
при известных параметрах распределения 
θy и Vy.

Наиболее корректный выбор размерно-
сти вектора z (m = dimz) связан с проверкой 
статистической гипотезы

H: λ1 ≥ λ2 ≥…≥ λm ≥ λm + 1 = λm+2=…= λn.
Однако существуют и относительно про-

стые способы определения m [11].
Перейдем к центрированным значениям 

вектора y т. е.

и рассмотрим регрессию 
y = Fz + ε,                (20)

где F = Q(m)
Предположим, что вектор остатков ε об-

ладает теми же свойствами, что и в модели 
(3), т. е. ε ~ N(0, σ2I).

Модель (20) отличается от модели (3) 
прежде всего тем, что параметры регрессии 
в первом случае (в модели (20)), вообще го-
воря, стохастические. Эта модель позволяет, 
как отмечалось выше, решать различные 
практические и исследовательские задачи, 
связанные с информационным упорядо-
чиванием, осуществляя последовательный 
отбор компонент отклика с максимизацией 
SIQ на каждом шаге отбора, т. е.
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или какого-либо из классических критери-
ев, например trMq [12].

Кроме того, модель (20) допускает раз-
личные подходы к определению ценности 
информации при наличии пропусков из-за 
нестабильности источников информации.

Пусть исходная выборочная матрица Y 
содержит пропуски по отдельным компо-
нентам. Построим матрицу N той же раз-
мерности, что и Y (n × N), в которой ка-
ждому пропущенному измерению будет 
соответствовать 0, а наличествующему (не 
пропущенному) − 1. Тогда каждый элемент 
nij (i = 1,2, …, n; j = 1,2, …, N) матрицы N 
равен нулю или единице. Пропуски в ма-
трице Y также заполним нулями. Вычис-
лим средние значения компонент вектора 
y по формуле

и перейдем к центрированной матрице Ỹ, 
где

: ,ij ij iy y y= −
 
если nij ≠ 0,

а значения, которым соответствует nij = 0, 
оставим без изменений, т. е. нулями. 

Алгоритм 1. Теперь, если по каким-ли-
бо причинам исследователь предпочитает 
стабильные источники информации перед 
нестабильными, то оценку ковариационной 
матрицы компонент вектора y следует вы-
числять по формуле 

(21)

При отсутствии пропусков и делите-
ле, равном N – 1, оценка (21) совпадает с 
оценкой (19). После вычисления матрицы 
F = Q(m) и осуществления информацион-
ного упорядочивания компонент вектора 
y, номера компонент отклика, соответству-
ющие нестабильной информации (пропу-
скам), с большой вероятностью окажутся 
в конце этой последовательности (см. вы-
ше, конец предыдущего раздела). Оценки 
отдельных элементов матрицы взаимных 
ковариаций по формуле (21) при наличии 
пропусков подобны оценкам автоковариа-
ций, которые предложили Г. Дженкинс и Д. 
Ваттс в своей известной книге [13]. В этих 
оценках делитель, независимо от величины 
сдвига, а, соответственно, и от числа слага-
емых, равен длине ряда N, что, как показа-
но в работе [13], не приводит к завышению 

1 1
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N N
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1 .T
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оценок длины волны. В нашем случае та-
кой постоянный делитель снизит ценность 
нестабильной информации.

Алгоритм 2. Однако может оказаться так, 
что именно нестабильные источники ин-
формации представляют для исследователя 
наибольшую ценность. В этом случае эле-
менты ковариационной матрицы следует 
оценивать по формуле

(22)

при [NNT]ij ≠ 0 и [Ṽy]ij = 0 в противном слу-
чае.

Здесь [*]ij– оператор взятия элемента 
матрицы из i-й строки и из j-го столбца.

Формула (22) обеспечивает равенство 
делителя количеству ненулевых членов со-
ответствующей суммы. При таком вычис-
лении оценки ковариационной матрицы 
номера компонент отклика с пропусками 
данных могут оказаться и в начале инфор-
мационно-упорядоченной последователь-
ности [14].

Здесь следует напомнить, что вычисле-
ние SIQ связано со смещенным оценивао-
нием и при гауссовском распределении 
имеет геометрическую интерпретацию (см. 
формулу (2)). Поэтому в формуле (19) мож-
но было использовать и делитель, равный 
N, а в модели (20) следует использовать 
смещенную оценку σ2 [11].

Замечание. Единственным серьезным 
критическим замечанием относительно SIQ 
можно считать следующее: SIQ как мера 
количества информации никак не учитыва-
ет субъективную ценность информации для 
потребителя.

Предложенные выше алгоритмы в ка-
кой-то мере решают эту проблему, посколь-
ку их можно использовать и в самом общем 
случае при вычислении SIQ по формуле (1). 
При этом, вычисляя оценки матриц Vξ, Vη, 
и Vξη, мы должны построить и использовать 
соответствующие матрицы наличия данных: 
Nξ и Nη (см. выше). Очевидно, что в случае 
высокой ценности нестабильной информа-
ции (алгоритм 2) при вычислении оценки 
Vξη в качестве делителей (см. формулу (22)) 
следует использовать соответствующие эле-
менты матрицы .T

ξ ηN N  Комбинируя алго-
ритмы 1 и 2, можно реализовывать любые 
субъективные предпочтения относительно 
ценности информации по отдельным ком-
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понентам исследуемых векторов.
Прежде чем перейти к обсуждению и 

подведению итогов, отметим, что исполь-
зование регрессии на базис главных компо-
нент, а также выполнение на основе этой 
регрессии информационного упорядочива-
ния (см. окончание предыдущего раздела), 
позволило автору решить ряд прикладных 
задач. Перечислим некоторые, наиболее 
важные из них:

оптимальное комплексирование данных 
спутниковых и наземных наблюдений [12];

выявление ядра коррупционной структу-
ры [14];

определение зон, связанных с динамиче-
ской неустойчивостью циркуляции атмос-
феры [15];

оптимизация экологического монито-
ринга [16]; 

оптимизация контроля микроэлектрон-
ного производства [17].

Достаточно широкий диапазон приме-
нимости такого подхода к решению при-
кладных задач, несомненно, подтверждает 
практическую значимость данной работы.

Обсуждение основных результатов 
проведенного исследования

Обозревая ситуацию в целом, следует 
прежде всего отдать должное исследовани-
ям О.А. Покровского (см. раздел «Введе-
ние» в настоящей статье и его работy [3]). 
Он обнаружил, что и случай стохастиче-
ских  параметров регрессии, и альтерна-
тивная постановка задачи OEP являются 
актуальными как для исследовательских, 
так и для практических задач. О.А. Покров-
скому принадлежит (как было отмечено во 
введении) приоритет в использовании SIQ 
в задаче оптимизации спутникового зон-
дирования атмосферы (см. также «Введе-
ние» и работу [3]). Однако тема связи SIQ 
с информационной матрицей Фишера (см. 
формулы (10), (15), (16)), равно как и дру-
гие вопросы, рассмотренные в данной ра-
боте, им не разбирались.

Относительно традиционной постанов-
ки задачи теории OEP отметим, что эта 
постановка породила ряд интересных ма-
тематических результатов, связанных с тем, 
что такой подход позволяет подключить к 
решению задачи средства математического 
анализа при переходе к непрерывным пла-
нам. Поэтому теоретически обоснованный 
ответ на уточняющее замечание в разделе 
«Традиционная и альтернативная формули-

ровки задачи оптимального планирования 
эксперимента» настоящей статьи сделал бы 
эти результаты более ценными для практи-
ческих задач.

В альтернативной же формулировке за-
дачи OEP, несмотря на общую простоту и 
прозрачность, остается невыясненным сле-
дующий вопрос. При фиксированном зна-
чении 

очевидно, существует собственное подмно-
жество q, которое дает максимум критерия 
оптимальности

maxcritMq (critMq = trMq, I(yq,*) и т.п.).
Однако нет уверенности, как и строгого 

доказательства, что, решая эту задачу по-
следовательным наращиванием значения k 
от 1 до k∗ (см. окончание раздела «Свойства 
SIQ как критерия ОЕР в альтернативной 
формулировке») с максимизацией выбран-
ного критерия на каждом шаге последова-
тельного отбора, мы придем именно к это-
му значению maxcritMq.

Аналогичная ситуация имеет место в за-
даче построения оптимальной регрессии 
[5]:

когда при фиксированном количестве k* , 
из множества потенциальных регрессоров 
x(card )x k∗>  мы выбираем регрессоры, 
которые обеспечивают максимум значения 
коэффициента детерминации R2.

Здесь задачу также можно решать по-
следовательным отбором регрессоров, 
максимизируя на каждом шаге коэффи-
циент детерминации R2 [5], и точно так 
же остается открытым вопрос о том, при-
дем ли мы таким путем к максимальному 
значению R2.

Достаточно правдоподобным выгля-
дит предположение, что при нормальном 
распределении мы можем рассчитывать 
на положительный ответ. На практике же 
эту проблему в обоих случаях обычно ре-
шают посредством процедуры включения 
и отбрасывания, останавливая процесс 
при обнаружении повторных шагов [5].

Заключение
Проведенное нами исследование позво-

лило получить следующие  результаты.
1. Доказано, что SIQ, содержащееся в 

компонентах отклика относительно стоха-

card = ( ),k k n∗ ∗ <q

0 1 1 2 2 +... ,k ky x x x∗ ∗= β + β + β + β + ε
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стических параметров,
во-первых, непосредственно связано с 

информационной матрицей Фишера;
во-вторых, является выпуклым функци-

оналом на множестве компонент отклика; 
в-третьих, при достаточно большом мас-

штабе параметров эквивалентно использо-
ванию D-критерия в задаче планирования 
эксперимента.

2. Определено SIQ относительно посто-
янных параметров регрессии, где SIQ так-
же является выпуклым функционалом на 
множестве компонент отклика.

3. Проанализировано соотношение тра-
диционной и альтернативной постановок 
задачи планирования эксперимента.

4. Рассмотрено использование регрес-
сии на базис главных компонент в задаче 
информационного упорядочивания дан-
ных.

5. Предложены алгоритмы, учитываю-
щие субъективную ценность информации 
при наличии частичных пропусков данных.

И наконец, отметим, что перечисленные 
выше работы [3, 12, 14 – 17] в полной мере 
демонстрируют целесообразность исполь-
зования модели регрессии со стохастиче-
скими  параметрами при альтернативной 
постановке задачи OEP, а, в частности, 
работы [14 – 17] со всей полнотой демон-
стрируют практическую значимость ре-
зультатов, полученных в настоящей статье.
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