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Статья посвящена вопросам распределения трудовых ресурсов между предприятиями. 
Распределение трудовых ресурсов оптимальным образом является сложной проблемой. 
Решение таких проблем и может быть связано с разработкой новых теоретических и мето-
дологических подходов к построению соответствующей системы. Для ее разработки мож-
но использовать экономико-математические методы моделирования и оптимизации, ко-
торые позволят определить требования к качественным переходным процессам, усовер-
шенствовать законы управления и программную реализацию разработанных моделей. 
Рассматривается теоретико-игровая модель распределения трудовых ресурсов по пред-
приятиям на основе построения компромиссного множества. Каждый работник пред-
ставляется игроком, который оценивает свое назначение некоторым положительным чис-
лом, полезностью для данного игрока от полученного назначения, которая тем больше, 
чем больше игрок удовлетворен полученным назначением. Полезность показывает сте-
пень удовлетворенности интересов игрока. Значения полезностей для игроков представ-
ляются матрицами полезности. Распределение трудовых ресурсов основано на построе-
нии компромиссного номера. В качестве решения задачи предлагается компромиссное 
множество. Представлены алгоритм его построения и его временная оценка. Приведен 
численный пример применения описанного алгоритма построения компромиссного 
множества. Предлагаемая модель может быть использована для выработки стратегии рас-
пределения трудовых ресурсов как по предприятиям в рамках одной отрасли, так и по 
различным отраслям некоторого региона. Применение моделирования позволит надле-
жащим образом сбалансировать затраты, связанные с наймом и увольнением работников. 
Экономико-математическое моделирование управления трудовыми ресурсами позволит 
расширить теоретико-методологическую базу исследования трудовых ресурсов. Пред-
ставление процесса управления трудовыми ресурсами в виде комплекса экономико-
математических моделей позволит оценить существующие закономерности в их исполь-
зовании. Разработанные модели планируется автоматизировать с созданием информаци-
онной системы анализа и прогнозирования распределения трудовых ресурсов. Решение 
задачи оптимального распределения трудовых ресурсов является одним из основных 
направлений в стратегии инновационного развития России. 
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The article is dedicated to distribution of labor resources between enterprises. Allocation of labor 
resources in an optimal way is a difficult problem. Solving such problems may be associated with 
developing new theoretical and methodological approaches to constructing a system for distribution of 
labor resources. Economic and mathematical methods of modeling and optimization can be used to 
develop such systems, which will make it possible to determine the requirements for qualitative 
transition processes, to improve the control laws and the software implementation of the developed 
models. We have considered a game theory model of distribution of labor resources by enterprises based 
on construction of a compromise set. Employees are represented by players who evaluate their 
appointment with a certain positive number (the utility for the player from the assignment received ). It 
is believed that the utility is the greater, the more the player is satisfied with the received appointment. 
The utility shows the degree of satisfaction of the player's interests. Utility values for players are 
represented by utility matrices. The distribution of labor resources is based on construction of a 
compromise number. As a solution to the problem, a compromise set is proposed. The algorithm for 
constructing a compromise set and its time estimate are presented in the paper. A numerical example of 
using the described algorithm for constructing a compromise set is given. The proposed model can be 
used to develop a strategy for distribution of labor resources both by enterprises within the same 
industry, and by different industries of a certain region. Applying the simulation should allow to 
properly balance the costs associated with hiring and firing employees. Economic and mathematical 
modeling of labor resources management expands the theoretical and methodological base for study of 
labor resources. The representation of labor resources management in the form of a system of 
economic and mathematical models allow to evaluate the existing patterns in using them. We plan to 
automate the models we developed and create an information system for analyzing and forecasting the 
distribution of labor resources. Solving the problem of optimal allocation of labor resources is one of 
the main directions in the strategy of innovative development of Russia. 
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Введение. Решение сложных проблем, свя-
занных с управлением трудовыми ресурсами, со-
отнесено с разработкой новых теоретических и 
методологических подходов к построению систе-
мы управления, адекватной их свойствам [8]. Для 
построения такой системы необходимо создание 
соответствующих экономико-математических 
моделей управления и оптимизации, определения 
критериев качества переходных процессов, усо-
вершенствованных законов управления и про-
граммной реализации разработанных моделей.  

Большую роль в развитие теории и методоло-
гии воспроизводства населения, трудовых ресур-
сов, трудового потенциала и человеческого капи-
тала, трудовых мотиваций, а также механизмов 
управления им и в целом по народному хозяй-
ству внесли советские и российские ученые: 
Е.М. Авраамова, Е.А. Антосенков, В.В. Адаман-
чук, Г.И. Бочкарев, Н.А. Волгин Ф.Ф. Глисин, 
Е.Ш. Гонтмахер, Н.А. Горелов, А.Г. Дадашев, 
Г.М. Зущина, Д.Н. Карпухин, В.Г. Костаков, 
Л.А. Костин, А.Г. Коровкин, Т.М. Малева, 



 
 

127 

И.В. Зайцева, И.С. Каменева, DOI: 10.18721/JE.12310

М.С. Маслова, В.И. Марцинкевич, А.А. Мерца-
лов, К.И. Микульский, Л.Е. Минц, Ю.Г. Одегов, 
Н.М. Римашевская, И.В. Соболева, Э.Н. Собо-
лев, М.Я. Сонин, А.И. Тяжев [20].  

Теоретико-методологическая основа исследо-
вания базируется на научных трудах отечествен-
ных и зарубежных специалистов в данной обла-
сти, фундаментальных исследований отечествен-
ных и зарубежных учёных в области теории моде-
лировании социально-экономических процессов 
(С.А. Айвазян, Ю.Н. Гаврилец, А.Г. Гранберг, 
В.Л. Макаров и др.), теории человеческого капита-
ла (Г. Беккер, Т. Шульц, Н.М. Римашевская и др.), 
теории занятости (Дж. Кейнс, А. Пигу, Т.И. За-
славская, Р.П. Колосова, В.Е. Гимпельсон и др.), 
теории трудовых ресурсов и трудового потенциала 
(Б.М. Генкин, М.М. Магомедов, И.С. Маслова, 
А.С. Панкратов, М.И. Скаржинский, И.В. Соболе-
ва, М.С. Токсанбаева, Л.С. Чижова и др.).  

Существуют различные математические моде-
ли, используемые для изучения трудовых ресурсов 
[4, 5]. Здесь рассматривается теоретико-игровая 
модель распределения трудовых ресурсов на ос-
нове построения компромиссного множества.  

Целью исследования является разработка ма-
тематического аппарата для экономико-мате-
матического моделирования распределения тру-
довых ресурсов на основе построения компро-
миссного множества.  

Рассмотрим множество работников S = {s1, …, 
sm}, желающих устроиться на работу, и множество 
предприятий H = {h1, …, hn}, которые предлагают 
рабочие места. Будем полагать, что каждое пред-
приятие hj имеет одну вакантную должность, на 
которую оно желает принять сотрудника, и со-
трудник si может быть принят только на одно 
предприятие [2]. Требуется произвести назначе-
ние работников оптимальным образом. 

В качестве множества H можно рассмотреть 
предприятия, нуждающиеся в работниках, а под S 
понимать множество работников. Решением этой 
задачи является выбор работника для каждого 
предприятия оптимальным образом [19]. 

Методика исследования. Рассмотрим игру 
в нормальной форме [10]: 

   1, , ,m n

i i
I X H




   

где {1, 2, 3, ..., }I m n   – множество игроков; Х – 
множество всех ситуаций в игре, 

Hi : X  R1 – функция выигрыша игрока i. 
Формально назначение работников на рабо-

чие места можно представить подстановкой pk 
вида [4]: 

 
1 2 ...

...
,

k l n

m

h h h

 
  
 

 

где первая строка неизменна и соответствует но-
мерам работников из S, а вторая – игрокам из H. 
Количество таких подстановок |P| = n!. Ситуаци-
ей в игре будем считать подстановку. Таким об-
разом, |X| = |P| = n! [11].  

Пусть каждый игрок оценивает свое назна-
чение некоторым положительным числом. Назо-
вем это число для данного игрока полезностью от 

полученного назначения. Будем считать, что по-
лезность тем больше, чем больше игрок удовле-
творен полученным назначением. Таким обра-
зом, полезность показывает степень удовлетво-
ренности интересов игрока [3, 9]. 

Запишем полезности для игроков из мно-
жеств S и H в матрицы A и B, которые назовем 
матрицами полезности [12]. 

Матрицы  
km n lhA    и  

kn m h lB    (l = 1, …, m, 

k = 1, …, n) (индекс l соответствует номерам игро-
ков из множества S, индекс k соответствует номе-
рам игроков из множества H) имеют вид [13]: 
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Функции выигрыша игроков зададим на мно-
жестве подстановок P следующим образом [14]: 

 
1

1

1 1 2 2

1 1 2 2
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Сформируем матрицу выигрышей  !n m nW    

(строки соответствуют подстановкам, образую-
щим множество ситуаций X, столбцы – номерам 
игроков из множества I) [17]: 

 

1 1 2 1 1

1 2

1 ! 2 ! !

( ) ( ) ... ( )

... ... ...

( ) ( ) ... ( )=

... ... ...

( ) ( ) ... ( )

.

m n

k k m n k

n n m n n

H p H p H p

H p H p H pW

H p H p H p







 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

В качестве решения задачи предлагается ком-
промиссное множество. Напомним его определение. 

Компромиссное множество СН определяется 
следующим образом [7]: 

 
' '

{ : max( ( ))

max( ( .)), }

H i i
i

i i
i

C x X M H x

M H x x X

   

   
 

 Алгоритм построения компромиссного множе-

ства и его временная оценка. Будем говорить, что 
алгоритм принадлежит классу сложности О(f(n)), 
если время его работы T  θ f(n), где θ – констан-
та, зависящая от скорости вычисления ЭВМ. 
В этом случае время T называют временной 
сложностью алгоритма [6]. 

В наших обозначениях , !,I m n X n    

 ! .n m nW    

Алгоритм построения компромиссного мно-
жества состоит из последовательности следую-
щих действий [13]. 

1. Вычислим идеальный вектор M = (М1, …, 
Мm+n), где ( ).maxi i

x X
M H x


  

 1( !( ))T n m n    

2. Для каждой ситуации x  X найдем откло-
нение функции выигрыша i-го игрока Hi(x) от 
компоненты идеального вектора Mi, т. е. для 

,x X   и вычислим Mi – Hi(x). Так делаем для 
всех игроков из множества I. 
 2( ( ) !)T m n n    

3. Для каждой ситуации x  X найдем макси-
мальное отклонение разности Mi – Hi(x) по мно-
жеству игроков I, т. е. вычислим max .( ( ))i i

i I
M H x


  

 3( ( ) !)T m n n    

4. На множестве ситуаций X найдем такую 
точку x*, которая доставляет минимум выраже-
нию max ,( ( ))i i

i I
M H x


  т. е. найдем ситуацию x*: 

*min max( ( )) ( ).i i i i
x X i I

M H x M H x
 

    

 4( !)T n   

Тогда время работы алгоритма построения 
компромиссного множества T  θ n!(m + n + 1), 
т. е. алгоритм принадлежит классу O(n!(m + n + 1)) 
[15].  

Примечание. В случае m > n (m < n) следует ввести 
m – n (n – m) фиктивных игроков из H(S) и положить 
для них функции выигрыша равными нулю [18]. Далее 
применить описанный алгоритм. 

Результаты исследования 

Положим, m = n = 3, S = {s1, s2, s3}, H =  
= {h1, h2, h3}. 

I = {1, 2, 3, 4, 5, 6} – множество игроков, 
причем игроки с номерами 1, 2, 3 соответствуют 
игрокам s1, s2, s3 из множества S, а игроки 4, 5, 6 
соответствуют игрокам h1, h2, h3 из множества Н. 

Матрицы полезности A и B игроков из мно-
жеств S и H соответственно: 

 

76 22 94 94 71 17

33 41 86 , 30 32 18 .

45 13 54 59 85 38

A B

   
   

    
      
   

 

Множество ситуаций в игре P = {p1, …, p6}:  

 

1 4
1 2 3 3 1 2

2 5
2 1 3 1 3 2

3 6
3 2 1 2 3 1

1 2 3 1 2 3
, ,

1 2 3 1 2 3
, ,

1 2 3 1 2 3
, .

p p
h h h h h h

p p
h h h h h h

p p
h h h h h h

   
       
   

   
       
   

   
       
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Функции выигрыша игроков от подстанов-
ки p1: 

 
1 2

3 1

2 3

1 1 1 2 1 2

3 1 3 4 1 1

5 1 2 6 1 3
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( ) 54, ( ) 94,

( ) 32, ( ) 38.
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Функции выигрыша игроков от подстановок 
p2, p3, p4, p5, p6 зададим аналогично.  

Тогда матрица выигрышей W будет следующей: 

 

76 41 54 94 32 38

22 33 54 30 71 38

94 41 45 59 32 17

94 33 13 94 71 18

76 86 13 94 85 18

22 86 45 30 85 1

.

7

W

 
 
 
 
   
 
 
 
 
 

 

Решением задачи будет: 

   5 5 3 5
1 3 2

1 2 3
, 13.,HC p p H p

h h h

 
    

   
Таким образом, наилучшее решение будет для 

ситуации {p5} с соответствующими значениями для 
игроков h1, h2, h3 с функцией выигрыша H3(p5) = 13.  

Разработанный алгоритм запрограммирован на 
ЭВМ. Получено решение также и для m = n = 6. 

Выводы. Предлагаемые модель и алгоритм 
могут быть использованы для выработки страте-
гии распределения трудовых ресурсов как по 
предприятиям в рамках одной отрасли, так и по 
отраслям некоторого региона. Применение мо-
делирования позволит надлежащим образом сба-
лансировать затраты, связанные с наймом и 
увольнением работников [1]. 

Экономико-математическое моделирование 
управления трудовыми ресурсами позволит рас-
ширить теоретико-методологическую базу ис-
следования трудовых ресурсов. Представление 
процесса управления трудовыми ресурсами в ви-
де комплекса экономико-математических моде-
лей позволит оценить существующие законо-
мерности в их использовании [16].  

В перспективе планируется автоматизиро-
вать разработанные модели и создать информа-
ционную систему анализа и прогнозирования 
распределения трудовых ресурсов. 
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