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главных компонент (ГК) в математическом моделировании: априорная оценка 
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Математика

Введение

Анализ, или метод главных компонент 
(далее сокращения для главных компо-
нент – PCs, а для метода – PCA (Principal 
Component Analysis)) представляет собой 
хорошо известный аппарат математической 
статистики. Этот метод был предложен  К. 
Пирсоном в 1901 году [1],  и суть �������PCA���� со-
стоит в следующем. 

Если должным образом повернуть (по-
средством ортогонального преобразования) 
систему координат n-мерного простран-
ства так, чтобы оси координат совпадали с 
главными осями эллипсоида рассеяния, то 
компоненты нормально распределенного 
n-мерного центрированного вектора будут 
некоррелированными и, в силу нормально-
го закона распределения, независимыми. 

В алгебраическом смысле это есть не что 
иное, как приведение ковариационной ма-
трицы к диагональному виду путем ортого-
нального преобразования, а квадратичной 
формы в экспоненте функции плотности 
многомерного нормального распределе- 
ния – к каноническому виду. Хорошо из-
вестное  преобразование Карунена – Лоева 
[2, 3] есть, по сути, именно это преобразо-
вание координат. Переход же к независи-
мым переменным �����������������������PCs�������������������� позволяет, как пра-
вило, существенно сократить размерность 
исследуемой задачи с минимальной поте-
рей информации. 

В связи с этим в литературе PCs нередко 
выводятся как решение оптимизационной 
задачи, хотя все их оптимальные свойства 
достаточно хорошо видны из самого спек-
тра ковариационной матрицы (спектр по-
казывает, какова доля отбрасываемой дис-
персии, см. далее). 

В анализе временных рядов ������� PCA����  из-
вестен как анализ сингулярного спектра  
(������������������������������������������SSA��������������������������������������� – ������������������������������������Singular���������������������������� ���������������������������Spectrum������������������� ������������������Analysis����������), где по-
средством данного метода решается про-
блема избыточности классического спек-
трального анализа [4 – 6]. Особенность 
SSA состоит в том, что размерность вектора 
в этом случае равна N, а размерность ма-
трицы взаимных ковариаций равна N × N  
(N − длина исследуемого временного ряда). 
При этом элементы ковариационной ма-

трицы вычисляются особым способом, ког-
да делитель, независимо от величины сдви-
га, а соответственно и от числа слагаемых, 
равен N. Такие оценки, очевидно, относят-
ся к классу смещенных оценок, но именно 
они не приводят в спектральном анализе к 
искажению (в сторону завышения, как от-
мечают Г. Дженкинс и Д. Ваттс [7]) длины 
волны. Проблема большой размерности ко-
вариационной матрицы в реализации SSA, 
как показано в работе [8], легко решается 
применением итераций фон Мизеса, так 
как все строки ковариационной матрицы 
временного ряда могут быть получены из 
первой строки посредством сдвига, дубли-
рования и перестановки элементов. Соб-
ственные значения и собственные векторы 
ковариационной матрицы получаются по-
следовательностью простых итераций без 
вращения матрицы размерности N × N.  

Альтернативой �����������������������SSA�������������������� является «метод гу-
сеницы» [9], а также метод, предлагаемый 
нами далее в настоящей работе (см. разде-
лы «Проблема относительно малой выбор-
ки» и «Прогноз нестационарных времен-
ных рядов»), где схема прогноза строится 
на основе метода гусеницы.  

Следует отметить, что существует мно-
жество методов, близких к PCA, например, 
в методе независимых компонент (ICA) 
последние могут подчиняться не только 
распределению Гаусса, но распределениям 
Стьюдента, Коши, Дирихле. Отметим, что 
метод независимых компонент известен 
также как анализ указанных компонент 
(ICA – Independent Component Analysis).     

Обобщением ������������������������PCA��������������������� является метод глав-
ных кривых и многообразий. В последнее 
время �������������������������������    PCA����������������������������     широко используется для ви-
зуализации и графического представления 
многомерных данных (рассматривается 
проекция выборки на плоскость первых 
двух главных осей [10, 11]). При этом тре-
бование нормального распределения ис-
ходных данных не возникает. 

Здесь мы имеем большое разнообразие 
достаточно близких по сути методов, таких 
как многомерное шкалирование, нелиней-
ный маппинг, поиск наилучшей проекции, 
а также методы нейросетевых задач, такие 
как метод «узкого горла», самоорганизую-
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щиеся карты Кохонена и т. п. Следует так-
же отметить, что графическое представле-
ние многомерных данных проекцией на 
плоскость первых двух главных осей PCs 
позволяет получить достаточно хорошее 
начальное приближение  разделения вы-
борки в решении задачи классификации в 
работе [12]. 

Цель настоящей работы – расширение 
спектра задач, решаемых на основе метода 
главных компонет. 

В связи с указанной целью в статье рас-
сматриваются задачи анализа структурно-
го подобия, восстановления пропущенных 
данных, а также прогностическая задача не-
стационарных рядов. При этом уточняются 
детали метода главных компонет, непо-
средственно связанные с задачами восста-
новления пропусков и прогноза. Вопросы 
же снижения размерности и визуализации 
многомерных данных относятся в данном 
исследовании к второстепенным.  

Краткое описание математического  
аппарата PCA 

Предполагается, что вектор y имеет раз-
мерность m (dimy = m) и подчиняется мно-
гомерному нормальному распределению,  
т. е. ~ (Ny θу, ).yV  

Пусть P – ортогональная матрица, та-
кая, что 

T
y =P V P  Λ 1 2diag( , , ..., )m= λ λ λ

и 1 2 ... ,mλ ≥ λ ≥ ≥ λ

где Т − символ (оператор) транспонирова-
ния. 

Напомним, что столбцы матрицы P есть 
собственные векторы матрицы ,yV

 
а сово-

купность собственных чисел 1 2{ , , ..., }mλ λ λ
называется спектром этой матрицы. В мате-
матической статистике  столбцы матрицы P 
называются базисом главных компонент, а 
главными компонентами называются ком-
поненты вектора (T −P y θу). В приложени-
ях параметры распределения N(θу, Vу), как 
правило, неизвестны. При наличии выбор-
ки { , 1,2,..., }j j n=y  мы можем вычислить 
несмещенные оценки неизвестных параме-
тров: 
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В этом случае в качестве P берем орто-
гональную матрицу ,P



 которая приводит к 
диагональному виду оценку ,yV



 т. е.


1 2diag( , , ..., )T
y m= Λ = λ λ λP V P

  
  

Λ

и 1 2 ... .mλ ≥ λ ≥ ≥ λ
  

Очевидно, что матрицы yV  и yV


 в прин-
ципе не равны, следовательно, не равны и 
матрицы P и .P



 
Задача снижения размерности, как и 

другие задачи, рассмотренные в данной ра-
боте, непосредственно связана с проверкой 
следующей гипотезы:

1 2 1 2H: ... ... .k k k m+ +λ ≥ λ ≥ ≥ λ ≥ λ = λ = = λ

Принятие этой гипотезы позволяет рас-
сматривать вектор меньшей размерности  

( )( ),T
yk − θP y

 

θ

где матрица ( )kP


 содержит только первые k 
столбцов матрицы .P



Первым известным тестом для провер-
ки гипотезы Н (см. формулу (3)) был тест 
Бартлетта [13, 14] (см., например, моно-
графию [15] или справочник [16]). Однако, 
если первое цитирование теста Бартлетта 
[15] предполагать  безупречным, то во вто-
ром обнаруживаются сразу две неточности 
(знак и множитель).

Действительно, в работе [15] 2χ -стати-
стика для проверки гипотезы Н выражается 
как

1

1

1
( )ln

 ln , 

m

i
i k

m

i
i k

n m k
m kη

= +

= +

  ′γ = − λ −  − 
 

− λ  
 

∑

∏





где 

1 2
2( ) 1 ,

6 ( )
n n k m k

m k
 ′ = − − − + + − 

тогда как в справочном издании [16] эта 
статистика следует выражению 

(1)

(3)

(2)
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1

1
( 1) ( )ln +

 ln .

m

i
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i
i k

n m k
m kη

= +

= +

  
γ = − − λ  − 

 
+ λ  

 

∑

∏





Оба издания указывают одинаковое 
число степеней свободы .η

В работе [15]: 

1
( 2)( 1);

2
m k m kη = − + − −

В работе  [16]:

1
( 1)( ) 1.

2
m k m kη = − + − −

В настоящее время широкую извест-
ность приобрел тест, называемый прави-
лом «сломанной трости»  (англ. Broken stick 
model�������������������������������������, см, например, статью [17]). Соглас-
но этому тесту, следует выбрать максималь-
ное значение k, при котором выполняется 
неравенство 

1 1 ( 1) ...+1
,

tr
k

y

k k m
m

λ + + +
>

V





где tr – след матрицы.
Наиболее простым средством определе-

ния k является визуальный анализ графиче-
ского представления спектра ковариацион-
ной матрицы в порядке убывания. В этом 
случае в качестве k берется значение, кото-
рое предшествует смене относительно бы-
строго убывания собственных значений на 
относительно медленное (плавное), что, в 
сущности, повторяет метод сломанной тро-
сти (на интуитивном, неформализованном 
уровне). Во многих  справочных и учебных 
изданиях предлагается определять k из со-
отношения

1 1

/ 100% %,
k m

i i
i i

K
= =

 
λ λ ≈ 

 
∑ ∑
 

где K – заранее установленный процент об-
щей дисперсии. 

Выбор метода определения k, в конеч-
ном итоге, зависит от характера решаемой 
задачи.  Приступим к изложению резуль-
татов. 

Очевидно, что при снижении размерно-
сти возникает ошибка, дисперсия которой 

должна быть как-то связана с отбрасывае-
мой частью выборочного спектра. Решению 
этой задачи посвящены два следующих раз-
дела статьи. 

Априорная оценка дисперсии погрешности 
регрессии на PCs

Регрессией вектора y на ������������  PCs���������   (на ком-
поненты вектора z) называется связь, вы-
раженная уравнением вида  

y = θy + P(k)z + ε.

Согласно общим принципам классиче-
ского регрессионного анализа, предполага-
ется, что  

ε 2( , ),σ~ 0 iN

где 0 – нулевой вектор, а I – единичная 
матрица соответствующей размерности. 

Предположение (5) означает, что 

E( ) 0,iε =  2var( )iε = σ  ( 1,2,..., )i m=

и cov( , ) 0i jε ε = (i ≠ j),

где E, ���������������������������������var������������������������������ и cov – операторы математиче-
ского ожидания, дисперсии и ковариации, 
соответственно. 

Пусть в описанных выше условиях 
рассматривается некоторая  реализация 
вектора .y  Это может быть одна из тех 
реализаций, которые использовались при 
вычислении оценок параметров ( , ),

 

è vy yθ   
т. е. ,jy  ( 1,2,..., ),j n=  или одна из после-
дующих , ( 1),n l l+ ≥y  что не принципиально. 
Поэтому нижний индекс пока опускаем. В 
практических задачах моделирования вме-
сто уравнения (4) мы имеем регрессионную 
модель вида

( )y k= θ + +y P z
 

θ ε. 

Прежде всего, заметим, что, согласно 
классическому регрессионному анализу, 
уравнение (6) следовало бы называть ре-
грессией на базис PCs, так как сами PCs 
(компоненты вектора z) на этапе приме-
нения построенной модели (6) являются 
определяемыми параметрами. Регрессия 
именно на PCs фигурирует в доказательстве 
следующей теоремы.

Теорема 1. В условиях модели (6), где 
элементы модели вычислены по формулам 

(4)

(5)

(6)
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(1), (2), при верной (принятой) гипотезе Н  
(см. выражение (3)) и предположении (5), 
априорная несмещенная оценка 2σ  выража-
ется как

2

1

1
.

( )( 1)

m

i
i k

n
m k n k = +

−
σ = λ

− − − ∑




Доказ а т ельс тво . В регрессионной 
модели (4), которая связывает три нормаль-
но распределенных центрированных векто-
ра ( −y θу, z и ε), перейдем к ковариациям. 
Тогда имеем следующее равенство:

( ) ( ) ,T
y k z k ε= +V P V P V

где 
2 ,ε = σV I  2 2 2

1 2diag( , , ..., ),z k= σ σ σV  

2= var( ), ( =1,2,..., ).i iz i kσ

Умножим равенство (8) слева на ,TP  а 
справа − на P. В результате имеем:

1 2 1

2 2 2
1 2

2 2 2

diag( , , ..., , , ..., )

diag( , , ..., , 0 ,..., 0)

 diag( , , ..., ),

k k m

k

+λ λ λ λ λ =

= σ σ σ +

+ σ σ σ

 

т. е. 
2 2

2

( 1,2,..., ),  

( 1, 2,..., ).
i i

i

i k

i k k m

λ = σ + σ =

λ = σ = + +

Здесь следует особо отметить, что не 
только равенство (9) справедливо лишь при 
верной гипотезе Н (см. (3)), но и предпо-
ложение (5) в случае большой выборки так-
же возможно лишь при верной гипотезе Н. 
Это непосредственно видно из равенства 
(9), где 2.iλ = σ  Однако эта логика наруша-
ется в случае малой выборки (см. далее). 

Из равенства (9) также следует, что

2

1

1
.

( )

m

i
i km k = +

σ = λ
− ∑

Рассмотрим классическую модель ре-
грессии [18]:

0 1 ,1 2 ,2

1 , 1

...

...  ( =1,2,..., ).
j j j

p j p j

х z z

z j n− −

= β + β + β +

+ β + ε

Для произвольно выбранного значения 
i ( =1,2,..., )i m  подставим в совокупность 
уравнений (11) вместо jх  исходные значения 

, ,i jy  а в качестве ,j lz ( =1,2,..., ; 1)l k k p= −  

подставим значения выборочных ��������PCs�����, вы-
численные по формуле 

, , ,( )1 2 ( ), , ..., ( ) ,T
j j j k j kz z z = − θyy P

 

   θ

где jy  – j-я реализация y в исходной вы-
борке. 

В последнем случае мы оставляем преж-
ние обозначения. Это �������������������PCs���������������� исходной выбор-
ки, но индексы (номера) компоненты и ре-
ализации (l и j)  меняем местами, приводя 
в соответствие стандартам регрессионного 
анализа, т. е. модели (11). В данном кон-
тексте эти значения PCs

,1 ,2 ,{ , , ..., }j j j kz z z
  

считаем известными и модель (11) здесь 
действительно есть регрессия на ���������PCs������. Тог-
да уравнение (11)  будет соответствовать i-й 
строке матричного равенства (6). 

Из условия 

,
1

1
=0

n

l j l
j

z z
n =

= ∑
 

( )=1,2,...,l k

следует, что 

0 = ,xβ


где 
1

1
,

n

j
j

x x
n =

= ∑
 

т. е. 0 ,
1

1
=

n

i j
j

y
n =

β ∑


 (см. выше). 

PCA��������������������������������� обеспечивает минимальность оста-
точной суммы квадратов, как и метод наи-
меньших квадратов (OLS – Ordinary Least 
Squares), следовательно, вектор-строка  
OLS-оценок  

1 2 1( , ,..., )p−β β β
  

совпадает с i-й строкой матрицы ( ),kP


 т. е. 

1 2 1 ( )( , ,..., )=[ ] ,p k i−β β β P


  

где ( )[ ]k iP


 – i-я строка матрицы ( ).kP


 
Это утверждение нетрудно проверить не-

посредственным вычислением. Определим 
следующие матрицы исходных данных:

1 2( , , ..., ),n= − θ − θ − θY y y y
  

θθθ

( ) .T
k=Z P Y


Тогда аналог модели (6) для этих матриц 
можно записать в виде 

( ) + ,k=Y P Z E


где E – (m × n)-матрица всех остатков ре-
грессии.

(7)

(8)

(9)

(10)

(11)
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Соответственно, аналог (11) запишется 
в виде 

( )+ .T T T T
k=Y Z P E


Далее нам нужно проверить равенство  
1

( ) ( ) ,T T T
k

−=P ZZ ZY


которое и означает, что матрица ( ),kP


 а, со-
ответственно, и все ее строки – суть OLS-
оценки. 

Подставляя выражение для матрицы Z 
(см. выше), умножая справа на ( ) ( )

T
k kP P
 

 и 
расставляя дополнительные скобки, имеем 
очевидное тождество:  

( ) ( ) ( )

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ,

T T
k k k

T T T T T
k k k k k

−

=

=

P P P

P YY P P YY P P

  

    

так как ( ) ( ) .T
k k =P P I
 

 
Корректность умножения на ( ) ( )

T
k kP P
 

 
основана на том, что ранг матриц  при этом 
не снижается:

( ) ( ) ( )rank( ) rank .T
k k k k= =P P P
  

Из принятых предположений и равен-
ства (10) следует, что остаточная сумма 
квадратов 2S  регрессионной модели (11) 
выражается как

2

1

1
.

( )

m

i
i k

n
S

m k = +

−
= λ

− ∑


В соответствии с теорией линейной ре-
грессии [18], оценка

2
2

1

1
( )( 1)

m

i
i k

S n
n p m k n k = +

−
σ = = λ

− − − − ∑




является несмещенной (напомним, что  
p = k + 1). 

Теорема 1 доказана.
Отметим, что оценка (7) и краткий на-

бросок доказательства теоремы 1, содер-
жащий основную идею (см. формулу (9)), 
были предложены ранее автором настоящей 
статьи в работе [19]. В ряде задач, касаю-
щихся оценки информативности (см. [20]), 
требуется именно смещенная оценка 2.σ   
В этом случае необходимо брать оценку 

2

1

1
,

( )

m

i
i k

n
m k n = +

−
σ = λ

− ∑




которая непосредственно следует из фор-
мулы (10). К вопросу об использовании 

априорной оценки мы вернемся далее (см. 
раздел «Восстановление пропущенных дан-
ных»). 

Проблема относительно малой выборки

Во многих задачах нередко возникает 
ситуация, когда объем выборки n меньше 
размерности вектора m ( ).n m<  В этом слу-
чае

1 2 ... 0,n n m+ +λ = λ = = λ =
  

что никак не соответствует равенству (9), а, 
следовательно, и (10). Это обстоятельство, 
однако, не исключает возможности провер-
ки гипотезы 

1 1 2 1 2H : ... ...k k k n+ +λ ≥ λ ≥ ≥ λ ≥ λ = λ = = λ

1 1 2 1 2H : ... ...k k k n+ +λ ≥ λ ≥ ≥ λ ≥ λ = λ = = λ  

для дальнейшего рассмотрения модели (6). 
Если считать вектор yθ



θ  и матрицу ( )kP


известными, то для какой-либо из после-
дующих реализаций вектора y, например  
(n + l)-й ( 1),l ≥  несмещенная апостериор-
ная оценка 2σ  в регрессионной модели (6) 
следует выражению

2 2
, ( )

1

1
( [ ] ) ,

m

i n l i k i n l
i

y y
m k + +

=

σ = − −
− ∑ P z






где iy  – i-я компонента априорной оценки 
вектора yθ



θ  ( =1,2,..., ),i m а число оценивае-
мых параметров равно k. 

Если же считать известной лишь матри-
цу ( ),kP



 
то эта оценка будет следующей:

2 2
, ( )

1

1
( [ ] ) ,

1

m

i n l n l k i n l
i

y y
m k + + +

=

σ = − −
− − ∑ P z






2 2
, ( )

1

1
( [ ] ) ,

1

m

i n l n l k i n l
i

y y
m k + + +

=

σ = − −
− − ∑ P z






где ,
1

1
;

m

n l i n l
i

y y
m+ +

=

= ∑  ,i n ly +  – i-я компонента 

вектора .n l+y  
В обоих случаях, отвечающих формулам 

(13) и (14), в этих формулах, как и выше, 

( )[ ]k iP


 – i-я строка матрицы ( ),kP


а

( )( ).T
yn l k n l+ += − θz P y

 

 θ

Однако в выражении (13) вектор yθ


θ
 вычислен по формуле (1) с использова-

нием всех реализаций исходной выборки, 
а в (14) мы заменяем все компоненты yθ



θ  

(12)

(13)

(14)



80

Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки № 11(3) 2018

средним значением по компонентам но-
вой реализации n l+y 1 2( ...= ,m n ly +θ = θ = θ =  
см выше). Однако вектор yθ



θ
 
используется 

при вычислении yV


 и ,P


 что необходимо 
учесть в априорной оценке 2.σ  В связи с 
этим рассмотрим иной метод вычисления 
элементов модели (6). 

Определим иначе матрицу .Y  Пусть 

1 21 2( , , ..., ),nn= − θ − θ − θY y y y
  

θθθ

где компоненты каждого вектора jθ


θ  равны 
между собой и равны среднему по компо-
нентам реализации jy  т. е. 

1 2 ,
1

1
... ,

m

j j mj j i j
i

y y
m =

θ = θ = = θ = = ∑  

( =1,2,..., ).j n

Вычислим оценку yV  по формуле 
1( 1) .T

y n −= −V YY


Далее произведем все перечислен-
ные выше действия: вычислим P



 и 

1 2{ , , ..., };nλ λ λ
  

 проверим гипотезу H1  
(см. (12), n < m) и определим матрицу ( ).kP



 При этом могут несколько измениться не 
только yV



 и ,P


 но и значение k. 
Теорема 2. В условиях модели (6), где эле-

менты модели вычислены по схеме (15), при 
верной (принятой) гипотезе Н1 (см. (12)) и 
предположении (5), априорная оценка 2,σ  
равная 

2

1

1
,

( 1)

n

i
i k

n
m k n = +

−
σ = λ

− − ∑




является несмещенной.
Дока з а т ельс тво . В силу линейно-

сти оператора математического ожидания, 
среднее значение несмещенной оценки 
(14), вычисленное по исходной выборке 
( =1,2,..., )j n  и есть несмещенная априорная 
оценка, равная   

2
( ) ( )

1

1 1
( ) ( )( )

1

n
T T

j jj k k j
jn m k=

σ = − θ × − − θ =
− −∑ y I P P y

   

 θ

2
( ) ( )

1

1 1
( ) ( )( )

1

n
T T

j jj k k j
jn m k=

σ = − θ × − − θ =
− −∑ y I P P y

   

 θ

( ) ( )

1
tr( ( ) )

( 1)
T T

k km k n
= − =

− −
Y I P P Y

 

( )1
tr tr

( 1)
T T

m k n
= − =

− −
Y Y Z Z

1

1
( 1)

n

i
i k

n
m k n = +

−
= λ

− − ∑


(здесь, как и прежде, ( )
T
k=Z P Y


). 
Теорема 2 доказана.  
Заметим, что оценка (16) не требует со-

впадения математических ожиданий оце-
нок средних ( jθ



θ ), а требует лишь совпа-
дения математических ожиданий  оценок 
(14). Это означает, что выражение (16) под-
ходит для случая временных рядов, содер-
жащих тренды. В свою очередь, это может 
быть иным основанием (не только относи-
тельная малость объема выборки) к приме-
нению формул (15) и (16). Сравнивая (7) 
и (16), замечаем также, что в случае малой 
выборки (n < m)  некорректное использова-
ние (7) будет давать завышенное значение 
оценки 2.σ  Смещенным вариантом оценки 
(16) будет оценка 

2

1

1
.

n

i
i k

n
mn = +

−
σ = λ∑





Если принять во внимание тот факт, 
что индекс j в математическом моделиро-
вании нередко соответствует некоторому 
временному отсчету, то при достаточной 
стационарности и несущественном раз-
личии средних значений компонент век-
тора y, вычисленных первым способом  
(см. оценки (1)), можно применять оценку 
(16), не прибегая к описанной выше кор-
рекции модели (6). Возникающие при этом 
ошибки и неточности будут несуществен-
ны. И, наоборот, в нестационарном случае 
следует использовать выше изложенный 
метод оценивания .yV



 При этом подразу-
мевается пересчет yθ



θ  (см. выше) по реали-
зации y, непосредственно фигурирующей в 
модели (6).  

Рассмотренный в этом разделе метод 
оценивания элементов модели (6) наиболее 
эффективен, когда метод гусеницы при-
меняется к прогнозу нестационарных вре-
менных рядов с явно выраженным трендом 
(см. раздел «Прогноз нестационарных вре-
менных рядов»).  

Важное замечание. Прежде чем перей-
ти к рассмотрению следующих вопросов, 
необходимо отметить один очень важный 
для общего понимания момент. В случае 

(15)

(16)
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невырожденного распределения и большо-
го объема выборки мы можем смотреть на 
главные компоненты как на регрессоры, а 
на элементы матрицы ( ),kP



 представляю-
щей собой базис главных компонент, как 
на оцениваемые параметры, что мы ви-
дим в доказательстве теоремы 1. Случай 
же малой выборки (преобладание размер-
ности над объемом), наоборот, приво-
дит нас к необходимости рассматривать 
элементы матрицы ( )kP



как регрессоры, а 
главные компоненты – как оцениваемые 
параметры (теорема 2). При этом следует 
осуществлять центрирование вычитанием 
не среднего значения по реализациям для 
каждой компоненты, а вычитанием средне-
го по компонентам для каждой реализации  
(см. выше). Суть проблемы состоит в том, 
что при малой выборке равенство (9) не 
имеет выборочного аналога, так как выбо-
рочный спектр не полон и логика теоре-
мы 1 рушится. Поэтому приходится менять 
точку зрения (обзора ситуации). 

И, наконец, отметим, что случай прин-
ципиально вырожденного распределения, 
когда выборочный спектр неполон и боль-
шой объем выборки, приводит нас к вычис-
лительной схеме данного раздела и оценке 
(16). 

Оценки минимального риска

При выборе модели (6) для использо-
вания в каких-либо прикладных задачах 
обычно применяется формула: 

( ) , y k= θ +y P z
 

 θ

где ( )(
T
k= −z P y




).yи


θ  
В справочном издании [21] предлагается 

применять  формулу 

( ) ,y k= θ +y P gz
 



 θ

где 1 2diag( , , ..., ). kg g g=g  
При этом значения gi определяются из 

условия минимума квадратичного риска 
2 2E( )i i iR z g z= − 

 ( =1,2,..., ).i k

В этой ситуации компоненты вектора 
gz


 называются оценками минимального 
риска. С учетом того, что 

(1 ) ( ),i i i i i i i iz g z z g g z z− = − − − 

имеем равенство

 2 2 2 2 2( 1) ,i i i ziR z g g= − + σ 

где 2 2E( ) .i i ziz z− = σ 



 
Приравнивая к нулю производную R 2 

по gi, получаем равенство
2 2 2( ) ,i i zi ig z z+ σ =

или 
2 2

1
.

1i
zi i

g
z

=
+ σ 

  

Подставляя вместо iz  оценку минималь-
ного риска ,i ig z



 получаем простое квадрат-
ное уравнение вида

2 2 2 2 20, i i i i zi ig g z− + δ = δ = σ 



со следующей окончательной формулой 
для :ig

21 1
.

2 4i ig = + − δ

В справочном издании [21] авторами 
предлагается следующий алгоритм вычис-
ления величины :ig

если 2 1
;

4iδ ≤

если 2 1
.

4iδ >

21 1
,

2 4
 

0,

i i

i

g

g


= + − δ




 =

Автором настящей статьи в работе [22] 
предложен альтернативный алгоритм:

если 2 1
;

4iδ ≤

если 21
1;

4 i< δ ≤
 

если 2 1.iδ >

2

2

1 1
,  

2 4
1

,     
2
1

,
1

i i

i

i
i

g

g

g


= + − δ




=



= + δ

 

Теорема 3. В предположении, что разли-
чие между величинами 2 2

zi izσ 



 и 2 2
zi izσ   пре-

небрежимо мало, предлагаемый алгоритм 
(21) обеспечивает меньшее значение квадра-
тичного риска R2,  по сравнению с алгорит-

мом (20), для случая 2 1
.

4iδ >

Доказ а т ельс тво . При условии 2 1
4iδ >  

алгоритм (20) дает величину 2 2.iR z=  Если  
21

1,
4 i< δ ≤  подставляем в (18) значение  

1
.

2ig =  Учитывая, что 2 2,zi izσ <  получаем, 

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)
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что 

( )
2

2 2 2 21
< < .

4 2
i

i zi i

z
R z z= + σ 

Если же 2 1,iδ >  то, согласно алгоритму 
(21), значение gi таково, что выполняется 
равенство (19). Подставляя (19) в (18), по-
лучаем, что

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

( + ) 2

2 (1 ) .

i i zi i i i

i i i i i i i i

R g z g z z

g z g z z z g z

= σ − + =

= − + = − <



Теорема 3 доказана.
Полученный в данном разделе резуль-

тат можно отнести к уточнению деталей. 
При исследовании различных многомер-
ных процессов и явлений, в особенности 
природных, не всегда использование PCs 
подчинено задаче снижения размерности, 
а может быть направлено на исследование 
внутренней структуры явления, что показа-
но в следующем разделе данной работы.    

Структурное подобие и однородность

Предположим, что кроме вектора y ис-
следуется и вектор x такой же размерно-
сти:

dim dim .m= =x y

Предположим, что имеется выборка ре-
ализаций этого вектора. Объемы выборок  
реализаций векторов x и y могут быть раз-
личны. Используя формулы (1) для вектора 
x, вычислим оценки параметров распреде-
ления 

xθ


θ  и .xV


 Пусть ортогональная матри-
ца Q



 такова, что выполняется равенство

1 2diag( , , ..., ),T
x m= µ µ µQ V Q

 

  

1 2 ... .mµ ≥ µ ≥ ≥ µ  

В этой ситуации мы имеем два мно-
жества статистических характеристик PCs 
обоих векторов:

1{ , }m
i i i=λ p




 и 1{ , } ,m
i i i=µ q




причем ,iq


 ip


 есть i-е столбцы матриц Q


 и 
,P


 соответственно, т. е. 

1 2( , , ..., ),m=Q q q q


  

1 2( , , ..., ).m=P p p p


  

Оценкой коэффициента структурного 

подобия векторов x и y назовем величину

1= .
tr tr

m
T

i i i i
i

xy

x y

s =

µ λ∑ q p

V V



 





 

Этот коэффициент показывает, на-
сколько структуры колебаний исследуемых 
векторов согласуются в относительных до-
лях дисперсии. В некоторых случаях xys



 це-
лесообразно вычислять по формуле 

( ) ( )
1

( )
= max ,

tr tr

m
T

i i i i
i

xy i
x y

s
ϕ ϕ

=

ϕ

µ λ∑ q p

V V



 





 

где ( )iϕ  есть перестановка индексов, т. е. 
варьируется порядок статистических ха-
рактеристик PCs одного из векторов (здесь  
это x ). 

Необходимость применения формулы 
(25) может возникнуть в случае обнаруже-
ния близких собственных значений хотя бы 
в спектре одного из векторов.  Если верна 
(тестирована) гипотеза

1 2 1 2H : ... ... ,x l l l m+ +µ ≥ µ ≥ ≥ µ ≥ µ = µ = = µ

то можно рассматривать отфильтрованный 
коэффициент структурного подобия в виде

1

1 1

= ,

p
T

i i i i
f i

xy p p

i i
i i

s =

= =

µ λ

µ λ

∑

∑ ∑

q p


 









где min( , ) ,p k l= ,
или относительный коэффициент струк-
турного подобия вида

1= .
tr tr

p
T

i i i i
r i
xy

x y

s =

µ λ∑ q p

V V



 





 

Оценки коэффициентов f
xys


 
и r

xys


 в слу-
чаях, когда соседние собственные значения 
мало различимы, целесообразно находить 
по формулам, аналогичным формуле (25).  

В различных исследованиях коэффици-
ент структурного подобия может использо-
ваться для сравнения метеорологических, 
климатических и океанографических по-
лей, а также для анализа полей экологи-
ческого и медицинского мониторинга об-

(22)

(23)

(24)

(25)
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1 1 2 2

1 2

( , , ..., )

( , , ..., ) ,

T T T T
s m m

T
MX X X

= µ µ µ =

=

X q q q
  

  

где .M m m= ×
Нумерацию подвекторов (субвекторов) 

i iµ q


 ( 1,2,..., )i m=

составного вектора ,sX  при необходимости, 
можно установить в соответствии с форму-
лой (25). Это  может нарушить лишь усло-
вие (23), что не имеет для нас значения. 
Знаки некоторых столбцов матрицы

1 2( , , ..., )m=Q q q q


  

нужно поменять на противоположные так, 
чтобы все произведения T

i iq p
 

 или ( )
T

i iϕq p
 

 
были положительными. Эта смена знаков 
не нарушит равенства (22). Тогда, если все 
эти условия выполнены, из ортогонально-
сти матриц P



 и Q


 следует, что

1

2 2

1 1

= .

M

T i i
s s i

xy T T M M
s s s s

i i
i i

X Y
s

X Y

=

= =

=
∑

∑ ∑

X Y

X X Y Y



Рассмотрим два регрессионных уравне-
ния, связывающие компоненты составных 
векторов sY  и :sX : 

;i i iY X= β + ε ;

0 1 ( =1,2,..., ),i i iY b b X e i M= + +

где предполагается, что остатки (погреш-
ности) кождой из регрессий подчиняются 
нормальному закону распределения, вза-
имно независимы и имеют одинаковую 
дисперсию.

Теорема 4. Если принята (не отвергнута) 
гипотеза H : E( ) 0ε ε =  (или эквивалентная 
гипотеза 0 0H : 0),b =  то, при верной гипо-
тезе H : 0,s xys =  величина 

12

1
,

1

xy
M

xy

s M
t

s
−

−

−







т. е. подчиняется распределению Стьюдента 
с числом степеней свободы М − 1.  

Способы проверки гипотез 0 0H : 0,b =  и 
H :E( ) 0ε ε =  хорошо известны. Поэтому рас-
смотрим простое доказательство, которое 
мало чем отличается от хорошо известного 
для обычного коэффициента корреляции.

ластей и районов. В микроэлектронном 
производстве, когда в каждой ячейке кри-
сталлической пластины производится не-
сколько типов микроэлектронных приборов 
(см., например, работу [23]), коэффициент 
структурного подобия удобен для оценки, 
насколько погрешности изготовления раз-
личных приборов связаны между собой и 
зависит ли эта погрешность от положе-
ния ячейки на кристаллической пластине. 
Такие вопросы могут возникать и в про-
цессе настройки оборудования. В анализе 
временных рядов базой для применения 
коэффициента структурного подобия явля-
ется упомянутый во введении анализ син-
гулярного спектра (SSA). Первые попытки 
построения коэффициента структурного 
подобия были предприняты автором дан-
ной работы именно при анализе временных 
рядов [24]. 

Если в качестве выборки вектора x ис-
пользуется выборка значений того же век-
тора y, а второй набор характеристик PCs 

1{ , }m
i i i=µ q


  вычисляется по оценке корреля-
ционной матрицы ,yR



 
т. е. 

1 2diag( , , ..., ),T
y m= µ µ µQ R Q

 

  

то тогда коэффициент структурного по-
добия, во всех его вариантах, становится 
коэффициентом однородности вектора y.  
В анализе временных рядов его применение 
возможно только в сочетании с методом гу-
сеницы (см. выше), где нормирование мо-
жет оказать влияние на формы собствен-
ных векторов, так как формы собственных 
векторов автоковариационной и автокорре-
ляционной матриц, в принципе, различны. 

Возникает естественный вопрос о воз-
можности проверки гипотезы о равенстве 
коэффициента структурного подобия нулю, 
т. е. H : 0.s xys =  Прежде всего, отметим, что 
на практике мы всегда имеем лишь оцен-
ку ,xys

  а истинное значение xys
 
мы имели 

бы лишь в случае использования в наших 
вычислениях матриц ,yV  ,xV  P  и ,Q  что 
возможно лишь гипотетически. 

Рассмотрим два составных вектора:

1 1 2 2

1 2

( , , ..., )

( , , ..., ) ;

T T T T
s m m

T
MY Y Y

= λ λ λ =

=

Y p p p
  

  

(26)

(27)

(28)
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Доказ а т ельс тво . Из общей теории 
метода наименьших квадратов, предполо-
жения E( ) 0ε =  (см. гипотезу Hε ) и форму-
лы (26) следует, что OLS-оценка параметра 
регрессии (27) имеет вид 

2

11

2 2

1 1

,

MM

ii i
ii

xyM M

i i
i i

YX Y
s

X X

==

= =

β = =
∑∑

∑ ∑




2

2

1

var( ) ,
M

i
i

X
=

σ
β =

∑



где 2 var( ),iσ = ε  а 

1

0.
M

i i
i

X
=

ε =∑
Из равенства (30) следует, что несме-

щенная оценка 2σ  выражается как 

2 2

1

2 2 2

1 1

1
( )

1

1
.

1

M

i i
i

M M

i i
i i

Y X
M

Y X
M

=

= =

σ = − β =
−

 
= − β −  

∑

∑ ∑







Очевидно, что равенство 0xys =  экви-
валентно 0β =  (см. (29)). Следовательно, 
принимая во внимание выражение (31), 
имеем:

2 2

1 1
1

2 2 2

1 1

2

1

1
.

1

M M

i xy i
i i

M M M

i i
i i

xy

xy

X s Y M
t

Y X

s M

s

= =
−

= =

β −
= =

σ
− β

−
=

−

∑ ∑

∑ ∑















Теорема  4 доказана. 
Как было отмечено выше, смена всех 

знаков матрицы Q


 не нарушает формулы 
(22), но меняет знак xys



 и знак (28) на про-
тивоположный. Это вполне соответствует 
симметрии распределения Стьюдента. Не-
трудно заметить, что гипотеза Hs может 
быть проверена и для отфильтрованного 
коэффициента структурного подобия .f

xys  
Различие сводится лишь к тому, что в этом 
случае ,M m p= ×  а из 0f

xys =
 
следует и 

0.r
xys =  Невозможность проверить гипотезу 

Hs
 (гипотеза Hε  отвергнута) не является 

принципиальным препятствием для вычис-
ления .xys



 
В большинстве приложений мы 

скорее заинтересованы в том, чтобы отвер-
гнуть гипотезу H ,s  т. е. установить струк-
турное подобие. Исключение составляет 
случай, когда мы собираемся установить 
неоднородность некоторого поля или вре-
менного ряда вышеуказанным способом. 

Перейдем к рассмотрению задач прак-
тического характера, где непосредственно 
используются результаты разделов «Апри-
орная оценка дисперсии погрешности ре-
грессии на PCs», «Проблема относительно 
малой выборки» и «Оценки минимального 
риска». 

Восстановление пропущенных данных

Рассмотрим ситуацию, когда распре-
деление невырожденное и объем выборки 
достаточно превышает размерность. Для 
уменьшения количества индексов и прочих 
знаков перепишем уравнение (6) в виде 

= + +y y Fz ε,

где ,y= θy


θ ( ).k=F P


 
Пусть n l+y  (l ≥ 1) – какая-либо  очеред-

ная реализация вектора y, которая имеет u 
измерений и v пропусков ( ).m u v= +

Тогда, при соответствующей нумерации, 
имеем следующие разбиения на блоки:  

1 2( , ) ,T T T
n l+ =y y y  1 2( , ) ,T T T=y y y  

1 2( , ) ,T T T=F F F

где блоки 1,y  1y  и 1F  соответствуют изме-
ренным компонентам ,n l+y  а блоки 2,y  2y  
и 2F  – пропущенным данным. 

Вычислим оценку 2y  по формуле
1

2 2 2 1 1 1 1 1+ ( ) ( ),T T−= −y y F g F F F y y


где матрица g  (см. формулу (17)) имеет 
размерность ,k k×  а ее компоненты вы-
числяются по алгоритму (21). 

При этом в алгоритме (21)
2 2 1

1 1 ,[( ) ] ,T
zi i i

−σ = σ F F



где ,[...]i j  – оператор взятия элемента ма-
трицы с указанными номерами строки (i) и 
столбца (j); iz



 – i-я компонента вектора z


 

(29)

(30)

(31)

(32)

(33)
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OLS-оценок:
1

1 1 1 1 1( ) ( )T T−= −z F F F y y


 ( =1,2,..., ).i k

Из-за отсутствующих строк столбцы ма-
трицы 1F  не ортогональны, матрица 1 1

TF F  
не диагональна, а компоненты вектора z



 
зависимы между собой: 

2 1
1 1= ( ) .T

z
−σV F F

Апостериорная оценка 2σ  в этом случае 
имеет вид (см. выражение (13)):  

2
1 1

1
1 1 1 1 1 1

1
( )

 ( ( )  )( ).

T

T T

u k
−

σ = − ×
−

× − −

y y

I F F F F y y



Однако именно в этой ситуации есте-
ственно воспользоваться более надежной 
априорной оценкой (7) как вычисленной 
по выборке существенно большего объема. 
Эта оценка используется во всех следую-
щих формулах данного раздела.

Здесь следует отметить, что 2y


 есть, в 
сущности,  центр условного распределения 

2.y  Действительно, безусловное или апри-
орное распределение 2y  в некотором при-
ближении (при достаточно большом n) есть 

2 2( , ),N y V


 где 2V


 получается из yV


 удале-
нием строк и столбцов, которые не имеют 
отношения к 2.y  Условное или апостери-
орное  распределение y2, также лишь в не-
котором приближении, есть 2

2( , ), N σy I

 что 

непосредственно следует из соотношения 
(5) и уравнений (32) и (33).

Для пропущенных в количестве v ком-
понент вектора y можно указать относи-
тельно точное распределение Стьюдента: 

1
1 1

,
1

1 ( )

i i

T T
i i

y y
t

n

η
−

−

σ + + f g F F gf







где число степеней свободы 1,n kη = − −  
если используется оценка (7) и 1,m kη = − −  
если по какой-либо причине исполь-
зуется оценка (16); if  – i-я строка F 
( = 1, 2,..., ;i u u m+ +  т. е. строка if  отно-
сится к блоку 2).F  

По формуле (34) и выбранному уров-
ню доверия 1 − α  (α  – уровень значимо-
сти) для этих значений получаем границы 
(1 )%− α -х стьюдентовских доверительных 
интервалов: 

/2 1
1 1

1
1 ( ) ,T T

i i iy t
n

α −
η± σ + + f g F F gf


  

где /2t αη  – квантиль распределения Стьюден-
та с учетом двустороннего характера крите-
рия (берется / 2α  в силу симметрии распре-
деления Стьюдента),  ( 1, 2,..., ).i u u m= + +  

Целесообразность применения модели 
(32) и формулы (33) тем выше, чем суще-
ственнее неравенство

1
1 1

1 ,

1
1 ( )

1
1 [ ] ,

T T
i i

n y i i

t
n

t
n

−
η

−

σ + + <

 < + 
 

f g F F gf

V





т. е. чем меньше ширина доверительного 
интервала, построенного по формуле (35), 
по сравнению с соответствующей шири-
ной, где доверительный интервал построен 
по выборочным оценкам параметров рас-
пределения ( ),yV



 т. е. меньше неопреде-
ленность относительно восстанавливаемых 
данных.

Прогноз нестационарных временных рядов

Модель (32) и формула (33) могут ис-
пользоваться для прогноза нестационарных 
временных рядов [25, 26]. Здесь модель (32) 
строится методом гусеницы, когда y есть 
скользящий отрезок (гусеница) временного 
ряда 1{ } ,N

i iy =  а dim m=y  есть длина гусени-
цы. 

При вычислении оценки ковариацион-
ной матрицы выборка строится пошаговым 
сдвигом, т. е. 

1 1 2( , , ..., ) ,T
my y y=y

2 2 3 1( , , ..., ) ,T
my y y +=y

… . . . . . . . . . . . . . .  ,

1 2( , , ..., ) ,T
n N m N m Ny y y− + − +=y

где 1,n N m= − +  N – общая длина времен-
ного ряда. 

Оценку ковариационной матрицы сле-
дует вычислять по алгоритму вычисления 
оценки (15). При определении длины гусе-
ницы окончательное значение (здесь пред-
варительные расчеты будут весьма полез-
ны) m следует брать не меньше, чем период 

(34)

(35)

(36)
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волны, несущей наибольшую долю диспер-
сии, т. е. соответствующей 1.λ



 Стремление 
удовлетворить указанному требованию мо-
жет приводить к ситуации малого объема 
выборки ( ).n m<  В разделе «Проблема от-
носительно малой выборки» было отмече-
но, что применение оценок (15) и (16) мо-
жет быть  обусловлено двумя причинами: 
малый объем выборки или нестационар-
ность.    

Авторы метода гусеницы [9] придержи-
ваются классической схемы вычислений 
оценки ковариационной матрицы (см. раз-
делы «Краткое описание математического 
аппарата PCA» и «Проблема относительно 
малой выборки») и ошибочно определяют 
число степеней свободы по минимально-
му размеру выборочной матрицы исходных 
данных (выбор 1n kη = − −  или 1,m kη = − −  
(см. выше) определяется через min(m, n)).  
В методе гусеницы строки и столбцы ма-
трицы исходных данных имеют одну и ту же 
природу, в связи с чем  двойственность, ко-
торая изложена в конце раздела «Проблема 
относительно малой выборки», становится 
очевиднее. Однако в работе [9] метод гусе-
ницы использовался преимущественно для 
фильтрации временных рядов, и данный 
вопрос о числе степеней свободы не стоял 
столь принципиально, как в случае прогно-
за по рассматриваемой здесь схеме. 

При прогнозировании (в формуле (33)) 

1y  есть вектор последних u значений вре-
менного ряда:

1 1 2( , , ..., ) ,T
N u N u Ny y y− + − +=y

( ,u m< , так как ,m u v= +  см. «Восстанов-
ление пропущенных данных»), а 2y  – век-
тор прогнозируемых значений:

2 1 2( , , ..., ) .T
N N N vy y y+ + +=y

Из вышеизложенного (см. раздел «Про-
блема относительно малой выборки») сле-
дует, что в качестве априорной оценки 

2σ  необходимо использовать оценку (16). 
Подлинный смысл прогнозирования за-
ключается не столько в вычислении значе-
ний 2,y



 сколько в построении достаточно 
узкой доверительной полосы (см. выше) 
для компонент 2.y  При этом в формулах 
(35) и (36) 1,m kη = − −  а вместо 1/n будет 

стоять значение 1/m, если равные между 
собой компоненты (см. раздел «Проблема 
относительно малой выборки») вектора y  
вычислять как среднее по последним m зна-
чениям временного ряда, или 1/u, если вы-
числять среднее по последним u значениям 
(по компонентам), что вполне допустимо. 
В любом случае окончательный выбор па-
раметров схемы прогноза определяется не-
равенством (36).

Заключение

В результате проведенного анализа су-
ществующих методов решения задач на 
основе главных компонет и предлагаемой 
модификации методов, можно сформули-
ровать следующие основные итоги.

1. Получены оценки дисперсии погреш-
ности регрессии на главные компоненты 
для случаев большой и малой (относитель-
но размерности задачи) выборки и доказана 
несмещенность этих оценок. Полученные 
оценки являются важной деталью в схе-
мах восстановления пропущенных данных 
и прогноза нестационарных  рядов, пред-
ложенных автором настоящей работы. При 
этом несмещенность оценок служит непре-
менным условием в построении довери-
тельных интервалов для восстановленных 
или прогнозируемых значений (см. далее). 

2. Теоретически обоснованно уточнены 
ранее известные оценки минимального ри-
ска, которые также использованы в пере-
численных выше практических задачах. 

3. Введен в рассмотрение коэффициент 
структурного подобия и теоретически обо-
снована статистика для проверки гипотезы 
о равенстве этого коэффициента нулю.

4. Предложены схемы восстановления 
пропущенных данных и прогноза неста-
ционарных  рядов. Указаны критерии при-
менимости и доверительные интервалы для 
восстанавливаемых или прогнозируемых 
значений.

В заключение отметим, что в построе-
нии статистических моделей нам приходится 
выбирать, какие элементы модели наделить 
свойством статистической устойчивости и 
включить в модель, а какие нет. От адекват-
ности этого выбора во многом зависит успех 
применения построенных моделей на прак-
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тике, возможно даже в большей степени, чем 
от точности применяемых формул. В настоя-
щей работе предполагается, что базис глав-
ных компонент как раз и является наиболее 
статистически устойчивой частью модели. 

Автор настоящей работы надеется, что 
полученные здесь оценки и представленные 
решения задач найдут практическое приме-
нение в исследованиях широкого спектра 
предметных областей.  
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