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Математическое моделирование патологических изменений в организме 
является  средством получения информации для принятия решений о выборе 
метода лечения. Принято считать, что рост количества клеток опухоли опи-
сывает экспоненциальная модель, а время удвоения простат-специфического 
антигена определяет агрессию роста раковых клеток. В настоящей работе ис-
следованы погрешности в определении времени удвоения антигена в зависи-
мости от ошибок измерений. Показано, что решение о способе лечения может 
меняться при учете ошибок прогноза состояния пациента. Для стратификации 
пациентов по группам рисков предложены пороговые значения,  соответствую-
щие уровню антигена. Результаты представлены в виде таблицы и графиков. 
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Mathematical modeling of pathological changes in the body is the means of 
obtaining information for making decisions about the method of treatment. Numerous 
studies have shown that the exponential model describes the tumor cells growth, and 
the time of antigen doubling determines the aggression of cancer cells growth. The 
present work investigates inaccuracies in determining the antigen doubling time as a 
function of measurement errors. The study showed that the decision on the method of 
treatment could be changed by taking into account errors in the prognosis of patient’s 
condition. For patient’s stratification in groups of high, medium and low risks, various 
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Введение

Одной из наиболее распространен-
ных причин болезни человека с леталь-
ным исходом является раковая опухоль. 
Количество заболеваний населения раком 
непрерывно растет. Ежегодно в мире реги-
стрируется около шести миллионов новых 
случаев появления злокачественных опухо-
лей. Смертность от онкологических заболе-
ваний занимает третье место в мире вслед 
за заболеваниями сердечно-сосудистой и 
дыхательной систем.  

Математическое моделирование про-
цессов развития патологических измене-
ний в состоянии организма служит важным 
инструментом получения информации для 
принятия эффективных решений о выбо-
ре времени и метода лечения. В качестве 
базовых моделей обычно выбирают детер-
минированные и стохастические либо  мо-
дели, основанные на методах нелинейной 
динамики [1 – 11].  Большинство моделей 
использует экспериментальные данные, 
что приводит к необходимости  учитывать 
ошибки в задании параметров задачи. Та-
кой подход есть следствие большого коли-
чества факторов, влияющих на ход течения 
различных заболеваний.

Рак предстательной железы считает-
ся наиболее диагностируемым онколо-
гическим заболеванием у мужчин и вто-
рой (согласно статистическим данным) 
причиной смерти от рака [12]. Уровень 
простат-специфического антигена р (ПСА) 
в сыворотке крови, который измеряется  
в нг/мл, является одним из самых изучен-
ных и широко применяемых маркеров 
ранней диагностики этого рака. Кинетика 
значения маркера может отражать факти-
ческую скорость роста опухоли.

Цель настоящего исследования – про-
анализировать влияние  погрешности изме-
рений антигена р (ПСА) в сыворотке крови 

на результат определения времени удвое-
ния его значения.  

Экспоненциальная модель

Принято считать, что рост количества 
клеток опухоли описывается экспоненци-
альной моделью, а уровень р во многих слу-
чаях линейно зависит от числа этих клеток 
[12]. Время td удвоения величины р (оно в 
этой модели измеряется в месяцах) опреде-
ляет агрессию роста раковых клеток. Этот 
параметр позволяет контролировать ско-
рость течения опухолевого процесса, выби-
рать оптимальный метод терапии и оцени-
вать эффективность проводимого лечения. 
Однако для принятия решения по прогнозу, 
полученному расчетами по неустойчивой 
модели, необходима оценка погрешности, 
поскольку эмпирические данные по своей 
природе всегда содержат ошибку [13].

К экспоненциальной модели приводит 
пропорциональность исследуемого элемен-
та р и его приращения ∆р. В этом случае 
должно выполняться равенство 

dр = kрdt,

и значит 

.ktp Ce= 

Закон экспоненциального роста спра-
ведлив на определенной стадии для по-
пуляций клеток в ткани, в том числе и 
опухолевых [1]. При использовании экс-
поненциальной модели надо понимать, что 
решение дифференциального уравнения (2) 
при k  > 0 неустойчиво по Ляпунову [14], 
т. е. малым изменениям начальных условий 
соответствуют значительные ошибки в ко-
нечных расчетах. Экспоненциальная модель 
широко распространена и допустима при 
возможности корректировки ее параметров 
по результатам наблюдения или при каче-
ственном изучении поведения системы. 

При известных значениях р, например 

(1)

(2)

threshold values corresponding to the antigen level are proposed. The results are 
presented in the form of a table and graphs.

 Key words: mathematical modeling, pathological changes, antigen, simulation error

Citation: V.I. Antonov, E.A. Blagoveshchenskaya, O.A. Bogomolov, V.V. Garbaruk, J.G. Yakovleva, 
The exponential model of the cell growth: A simulation error, St. Petersburg Polytechnical State University 
Journal. Physics and Mathematics. 11 (3) (2018) 90–98. DOI: 10.18721/JPM.11308



92

Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки № 11(3) 2018

р1 и р2, замеренных в разные моменты вре-
мени t1 и t2, коэффициенты решения  диф-
ференциального уравнения (1),  записанно-
го в виде 

ln ,p C kt= +

имеют вид 

2 1 1 2
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t p t p
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Следует отметить, что коэффициент C 
является безразмерной величиной, тогда 
как  коэффициент k измеряется в (мес)–1.

Время td, которое прошло после момен-
та t2 и за которое величина р2  удваивается, 
прогнозируется решением уравнения 

2 22 ;dk tp p e ⋅=

отсюда следует, что должно выполняться 
равенство

2 1

2 1

ln 2 .
ln lnd

t t
t

p p
−

= ⋅
−

Будем далее предполагать, что в зна-
чении величины р может быть допущена 
абсолютная погрешность измерения iр∆
(i = 1, 2), причем   .i iр р∆ ≤ ε ⋅  Тогда значе-
ние  р оценивается величиной 

(1 ) .i i i i i ip p p q p± ∆ = ± ε = ⋅

Здесь qi⋅100%  –  относительная погреш-
ность измерения величины рi  в процентах.  

В случае определения уровней р1 и р2 с 
погрешностями соответственно q1 и q2, вре-
мя td

er удвоения величины р с учетом оши-
бок и относительная погрешность dtδ  про-
гноза времени удвоения рассчитываются по 
формулам 

2 1

2 2
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Известно, что относительная погреш-
ность измерения р меняется, как правило, 
от 2 до 20 % [15]. Погрешности замеров р 
приводят к большим ошибкам при опреде-

лении  td. Следует отметить, что даже при 
больших, но одинаковых относительных 
погрешностях определения уровней р, про-
гноз времени удвоения вычисляется без 
ошибки, т. е. желательно измерять уровень 
р в той же лаборатории на том же оборудо-
вании. 

При малом промежутке времени (t2 – t1) 

между замерами р знаменатель в формулах 
(4), (5) будет близок к нулю, что приведет 
к существенному увеличению ошибки в 
определении прогноза td. Чтобы обеспечить 
заданную относительную погрешность Q 
вычисления времени удвоения, промежу-
ток времени между двумя замерами р дол-
жен удовлетворять неравенству 

2

1
2 1

ln

.
ln 2

q
q

t t
Q

− ≥
⋅

При 5%-ой (например) погрешности 
определения уровня р отношение  q2/q1  мо-
жет меняться от (100 – 5) / (100 + 5) 

 
до 

(100 + 5)/(100 – 5), т. е. примерно от 0,9 до 
1,1, а при 10%-ой  – от 0,82 до 1,22. 

Результаты расчетов и их обсуждение

Из данных таблицы можно оценить, 
например,  границы возможной ошибки 
прогноза td

er при значениях p2/p1  = 1,51 и 
разности 2 1( ) 12t t− =  мес. Вместо значения 
td

 = 20 мес диапазон значений величины td
er 

составляет 17 – 27 мес, т. е. включает зна-
чения, лежащие ниже угрожающего. Сле-
довательно, при учете погрешности модели 
более интенсивное лечение надо начинать 
при td

er = 27 мес.
Из формул (4), (5) и таблицы следует, 

что при меньших значениях отношения  
p2/p1  абсолютная и относительная погреш-
ности определения td увеличиваются. Ма-
лым значениям td

er соответствует большее 
отношение p2/p1, и ошибка определения 
времени удвоения уменьшается. 

Для стратификации пациентов в соот-
ветствии с уровнями ПСА td по группам 
высокого, среднего и низкого рисков [12] 
предложены различные пороговые значе-
ния р. Для дальнейших расчетов обозначим 
эти значения, разделяющие указанные ри-

(5)

(6)

(3)

(4)
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ски, рtop и рlow. При р < рlow ведется профи-
лактическое наблюдение за пациентом. При 
р > рtop применяются чрезвычайные методы 
лечения. Промежуток [рlow; рtop] принято на-
зывать серой зоной [15], так как в пределах 
этих значений могут приниматься различ-
ные решения о дальнейшем лечении. Про-
гноз вхождения величины р в серую или 
опасную зоны дает возможность вычислить 
рекомендуемое время для следующего из-
мерения р. Если модель изменения р соот-
ветствует экспоненциальной с параметрами 
(3), то значение р, равное рb, будет достиг-
нуто в момент времени tb, для которого вы-
полняется равенство

1

2 1

2
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ln
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t t

b t
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t
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Для вычисления прогноза tb с учетом по-
грешности определения р, надо в формулу 
(7) вместо р1 и р2 подставить q1р1 и q2р2: 

2 2
2 2

2 2 2 1
1

ln( / )
( ) .

ln
–    ( ) 

( / )
er b

bt t
p q p

q p q
t t

p
= − ⋅

На рис. 1, a показано, сколь быстро при 
большом темпе роста ПСА (при р2 = 3 нг/мл,  
td  =  6  мес, рlow =  4 нг/мл, рtop  =  10 нг/мл  
и (t2 –  t1) = 6 мес) достигается значение р 
в серой зоне и осуществляется переход в 
опасную область. В этом случае 

2

ln(10 / 3)
6 10, 4.

ln 2bt t− = ⋅ ≈  (мес).

(7)

Таблица

Прогнозируемые величины td
er – времени удвоения значения  

ракового маркера p в зависимости от погрешностей q его измерения  
при разных параметрах 

q2/ q1

td
er, мес

p2 = 1,51 нг/мл,
td  = 20 мес

p2 = 1,46 нг/мл,
td  = 22 мес

p2 = 1,56 нг/мл, 
td  = 19 мес

0,90 27 30 25
0,92 25 28 23
0,94 24 26 22
0,96 22 25 21
0,98 21 23 20
1,00 20 22 19
1,02 19 21 18
1,04 18 20 17
1,06 18 19 17
1,08 17 18 16
1,10 17 18 15

Обозначения : q1, q2, %, – погрешности измеренных значений маркера 
p1 и p2, полученных в моменты времени t1 и t2; td – прогнозируемая величи-
на времени удвоения без учета погрешностей измерения.

Примечания . 1. Расчеты td
er выполнены по формуле (5), в предпо-

ложении, что начальное значение маркера p1 одинаково и составляет   
1 нг/мл; разность t2 – t1 = 12 мес.
2. Значения td

er = 20 мес  выделены жирным шрифтом как предельные, 
ниже которых темп роста раковых клеток признается угрожающим.
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Это означает, что следующее измерение 
р следует назначить примерно через 10 мес, 
так как при измерении через 12 мес уровень 
р будет находиться в опасной зоне. Учет по-
грешности  определения р может изменить 
этот интервал на месяц. При назначении 
даты измерения р надо учесть, что через 2,5 
мес, возможно, значение р окажется в се-
рой зоне.

Рис. 1, b иллюстрирует прохождение се-
рой зоны при том же значении р2 и величи-
не td  = 20 мес. В этом случае необходимо 
учесть возможность достижения нижней 
границы серой зоны, и следующее измере-
ние р следует назначить через 8 мес. При 
учете погрешности р этот интервал можно 
менять от 7 до 11 мес.

Появление третьего измерения р3, про-
веденного в момент t3, дает возможность 
уточнить значения коэффициентов (3) в 
случае соответствия экспоненциальной 
модели полученным экспериментальным 
данным. Адекватность модели можно про-
верить несколькими способами. 

Если 
3 2 2 1

3 2 2 1

p p p p
t t t t
− −

≈
− −

(или р3  +  р1  ≈  2р2, при условии, что из-
мерения проводились через равные про-
межутки времени), то р растет линейно и 
от экспоненциальной модели следует от-
казаться. Это означает, что рост р вызван 
не увеличением размера опухоли, а други-
ми причинами. Дата анализа р подбира-

лась по условию достижения граничного 
значения рb. Если полученное значение р3 
мало отличается от прогнозируемого, то 
экспоненциальная модель подобрана пра-
вильно. Тогда при неизменных параметрах 
модели и отсутствии ошибок  в замерах р 
время удвоения постоянно и результаты 
расчетов td   должны быть одинаковы при 
выборе любых двух замеров, проведенных 
в разное время. Экспоненциальная модель 
адекватна при условии примерного равен-
ства величины 
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ln lnd

t t
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т. е. при 

3 2 2 1

3 2 2 1

ln ln ln lnp p p p
t t t t
− −

≈
− −

(или р3  ⋅ р1 ≈ р2
2, если измерения проводи-

лись через равные промежутки времени). 
Далее можно подобрать коэффициенты 

экспоненты, наименее отклоняющейся от 
заданных трех точек (t1; р1), (t2; р2), (t3; р3) и 
оценить величины невязок с эксперимен-
тальными точками. 

В этом случае имеем несовместную си-
стему из трех уравнений с двумя неизвест-
ными: 

Рис. 1. Кинетика роста значений ракового маркера р при разных значениях  
параметра td, мес: 5,61 (1), 6,00 (2), 6,49 (3) (a) и 17 (4), 20 (5) и 27 (6) (b);  

рtop, рlow – границы серой зоны; опасная зона – область р > рtop; р2 = 3 нг/мл; 
t2 – t1 = 6 мес

a) b)
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Коэффициенты С и k, примерно удовлет-
воряющие всем уравнениям системы, можно 
найти методом наименьших квадратов: 
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
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 −

Если принята экспоненциальная модель 
с коэффициентами (9), то уточненное вре-
мя удвоения р вычисляется по формуле 

21 32 31
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τ τ τ
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τ = −

Погрешность вычисления td при этом 
определяется по формуле 
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Формулы (10) и (11) совпадают с фор-
мулами (4) и (5), если обследования прово-
дились через равные промежутки времени, 
т. е. при 3 2 2 1( ) ( ).t t t t− = − :

3 1
31

3

1

ln 2 ;
ln

d

t t
t

p
p

−
=

3

1
31

3

1

ln
.

ln
d

q
q

t
p
p

δ =

В этом случае погрешность не зависит 
от погрешности среднего замера. 

Заключение

Ряд важных решений об эффекте ме-
тода лечения пациента принимается после 
анализа кинетики роста раковых клеток 
[16, 17], установленной на основании экс-
поненциальной модели. При прогнозе бу-
дущего состояния больного должны быть 
учтены суммарные ошибки модели, кото-
рые, как показано в работе, больше по-
грешности измерений характеристик его 
состояния. 

Получены формулы для расчета отно-
сительной погрешности модели и указаны 
возможности снижения влияния этой по-
грешности на возможности прогнозирова-
ния по экспоненциальной модели. 

Показано, что решение о способе ле-
чения больного может меняться при учете 
возможных ошибок прогноза его состоя-
ния.   

Предложен метод расчета временного 
интервала между оценками состояния па-
циента, необходимыми для уточнения па-
раметров модели, характеризующих его бо-
лезнь. 

Наличие дополнительной информации 
о состоянии объекта позволяет оценить 
адекватность модели несколькими предло-
женными способами. 

Полученные в настоящем исследовании 
результаты могут быть полезны не только в 
медицине, так как применение экспонен-
циальной модели эффективно и на неко-
торых этапах анализа роста потребления, 
капитала, населения и т. п. [18].

(11)

(9)

(10)

(8)
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