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В наиболее распространенных газораз-
рядных лазерах (ГРЛ), таких, например, как 
гелий-неоновый (He-Ne), гелий-кадми�-
евый (He-Cd), в качестве активной среды 
используется положительный столб (ПС) 
тлеющего разряда постоянного тока низкого 
давления в цилиндрических трубках. Обыч-
но активный элемент лазера помещается 
в оптический резонатор типа плоскость – 
сфера. Форма каустики в таком резонато-
ре заметно отличается от цилиндрической. 
Поэтому часть возбужденных атомов, обра-
зующихся в «цилиндрическом» разряде, не 
участвует в формировании «эффективного» 
коэффициента усиления среды, определяю-
щего выходную мощность лазера. С целью 
повышения эффективности использования 
активной среды, повышения ее активного 
модового объема, еще в 1969 году возник-
ла идея использовать в качестве активного 
элемента газовых лазеров конические труб-
ки [1, 2]. Жизнеспособность идеи, подкре-
пленная расчетами усиления [3], была под-
тверждена экспериментально [4].

В основу проведенных расчетов «геоме-
трической» части коэффициента усиления 
k была положена формула

где k0 – ненасыщенный коэффициент уси-
ления среды на оси трубки, fS – функция 
распределения усиления по сечению стол-
ба, S – площадь его поперечного сечения.

Предполагалось, что функция fS подобна 
распределению концентрации возбужден-
ных атомов в разряде [5, 6]. Такая запись 
предполагает независимость величин k0, fS 
и S от продольной координаты столба z. В 
случае разряда в конической трубке, это 
предположение является как минимум со-
мнительным, поскольку с изменением ра-
диуса разрядного канала изменяются пло-
щадь S и такие важные характеристики ПС, 
определяющие инверсию населенностей, 
как электронные концентрация и темпера-
тура.

Ранее [7], изучалась реакция параметров 
положительного столба на резкое (скачко-
образное) изменение радиуса разрядной 
трубки. Однако сведения о работах, посвя-
щенных исследованию этого вопроса для 
трубок с «плавно меняющимся» радиусом 
разрядного канала, особенно в ГРЛ, в ли-
тературе практически отсутствуют. Настоя-
щая работа посвящена рассмотрению этого 
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вопроса.
Рассмотрим ПС разряда постоянного 

тока длиной l в моноатомном газе. Дав-
ление напуска газа p не превышает 10 мм 
рт. ст., разрядный ток I лежит в интервале 
10 – 100 мА. Радиус разрядного канала R 
является гладкой функцией координаты z 
(0 ≤ z ≤ l):

|dR/dz| << 1.

Ось z направлена вдоль оси разрядной 
трубки:

R = R(z) = R0 fR(z),
где R0 – значение радиуса канала R в точке 
z = 0; fR(z = 0) = 1;

1 мм ≤ R0 ≤ 5 мм.

Считаем, что при таких разрядных усло-
виях рассматриваемый положительный 
столб представляет собой трехкомпонент-
ную плазму, состоящую из нейтральных 
атомов одного сорта, однозарядных поло-
жительных ионов и электронов. Концентра-
ции этих частиц обозначим соответственно 
как na, ni, ne, а их массы – ma, mi, me; при 
этом ma = mi.

Считаем, что длина свободного пробе-
га ионов λi много меньше радиуса трубки: 
λi  << R. Поэтому рассмотрение процессов в 
разряде можно вести в рамках диффузион-
ной теории ПС Шоттки.

Предполагаем, что в данных разрядных 
условиях плазма столба квазинейтральна, 
т. е. ne ≈ ni = n, и слабо ионизована:

νee, νei, νii << νea, νia,

т. е. частоты столкновений заряженных ча-
стиц друг с другом νee, νei, νii много меньше 
частот электрон-атомных (νea) и ион-атом-
ных (νia) столкновений.

При таком предположении маловероят-
ны такие объемные процессы, как ступен-
чатая ионизация, объемная рекомбинация 
и прилипание электронов.

Далее, считаем распределения электро-
нов, ионов и нейтральных атомов по энер-
гиям максвелловским, с температурами 
Tα ≡ Te, Ti, Ta, соответственно. При этом 
принимается, что

температуры частиц соотносятся как 
Te  >> Ti  ≈ Ta;

температура электронов однородна по 
сечению столба, но является функцией ко-
ординаты z: Te = const (r, θ), Te = Te (z);

температура ионов распределена одно-
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родно как по сечению столба, так и по про-
дольной координате: Ti = const (r, θ, z).

Распределения давления газа в столбе, 
равного давлению напуска p, температуры 
газа, а следовательно, и концентрации ней-
тральных частиц na = p/kTa, также будем 
считать однородными как по сечению стол-
ба, так и по его длине: Ta, na = const (r, θ, z).

Концентрации заряженных частиц ази-
мутально однородны, но являются функци-
ями радиальной и продольной координат:

ne = const(θ), ne = ne(r,z),
ni = const(θ), ni = ni(r,z).

Электрическое поле E также азимуталь-
но однородно и является функцией ради-
альной и продольной координат:

E = const (θ), E = E(r,z).
Считаем, что основным механизмом 

«рождения» заряженных частиц является 
прямая ионизация электронным ударом из 
основного состояния атомов. Частота ио-
низации νi = na 0i eσ ν , где 0i eσ ν  – про-
изведение σ0i νe, усредненное по функции 
распределения электронов fe(νe); σ0i – сече-
ние данного ионизационного процесса; ve – 
скорость электрона.

Считаем, что основным механизмом 
«гибели» заряженных частиц является их 
диффузионный уход на стенки разрядной 
трубки.

Плотность тока j = j (r, z) равна разности 
плотностей потоков ионов Γi = ni ui и элек-
тронов Γe = ne ue :

j = e(Гi − Гe) = e (niui – neue) = en(ui – ue). (1)

Величина разрядного тока I определя-
ется z-ой компонентой плотности тока jz, 
связанной с дрейфом заряженных частиц в 
поле Ez (продольный градиент потенциала 
в столбе), зависящим от продольной коор-
динаты:

Ez(z) = E0z
fEz

(z),

где E0z
 = Ez(z = 0); fEz

 (z = 0) =1.
Считаем, что вся энергия поступает в ПС 

от электронов, ускоренных в этом электри-
ческом поле Ez.

Ставится следующая задача:
получить относительно простые выраже-

ния, связывающие внешние, легко контроли-
руемые параметры столба – разрядный ток 
I, радиус разрядного канала R(z) и давление 
напуска газа p – с его основными «внутрен-
ними» характеристиками – концентрацией 

заряженных частиц ne(z), электронной тем-
пературой Te (z) и напряженностью «продоль-
ного» электрического поля Ez(z).

Для решения задачи, следуя методам, 
развитым в работах [7, 8, 12], используем 
следующие уравнения.

Уравнения движения заряженных ча-
стиц, которые с учетом условия

νee, νei, νii << νea, νia

и пренебрежения термосилой имеют вид

для электронов;

для ионов.
Здесь μea, μia – приведенные массы элек-

тронов и ионов, соответственно.
Уравнения баланса заряженных частиц:

для электронов;

для ионов.
Уравнение баланса энергии электронов:

IEz = Pv +Pw,

где IEz – мощность, затрачиваемая про-
дольным электрическим полем на нагрев 
электронов и поддержание всего энергети-
ческого баланса в столбе; Pv – мощность, 
теряемая электронами в упругих столкно-
вениях с атомами (нагрев газа); Pw – мощ-
ность, уносимая ионами на стенку.

Мощность, теряемая электронами в 
неупругих столкновениях с атомами, в 
уравнении баланса не учитывается.

Рассмотрим подробнее эти уравнения.
Для разряда постоянного тока, с учетом 

сделанных предположений о квазиней-
тральности плазмы и независимости тем-
пературы ионов от координат, выражения 
для направленных скоростей электронов и 
ионов запишутся следующим образом:

(2)
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(3)

Здесь be = e/μeaνea, bi = e/μiaνia – коэффи-
циенты подвижности электронов и ионов; 
De = kTe /μeaνea = be kTe/e, Di = kTi / μiaνia = bi kTi  / I 
– коэффициенты диффузии электронов и 
ионов соответственно; νea – частота упругих 
электрон-атомных столкновений, равная

где ea evσ  – произведение σeaνe, усреднен-
ное по функции распределения электронов 
fe(νe); σea – сечение упругих электрон-атом-
ных столкновений, νe – скорость электро-
нов.

В общем случае, выражение ea evσ  так-
же является функцией продольной коорди-
наты z, поскольку Te = Te (z). Мы же будем 
считать, что

что в первом приближении верно, во вся-
ком случае, для разряда в гелии, поскольку 
в диапазоне изменения энергии электро-
нов, характерном для данных разрядных 
условий, величина

σeavea ≈ const(Te). [11]

Частота упругих ион-атомных столкно-
вений имеет вид

где величину ia iavσ  в случае слабоионизо-
ванной плазмы можно представить как

Тогда плотность тока в плазме ПС запи-
шется как

(4)

Отсюда получаем выражение для элек-
трического поля E:

Иными словами, электрическое поле E 
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в плазме столба определяется двумя слага-
емыми. Первое из них – это электрическое 
поле «проводимости» Econ, т. е. «внешнее» 
поле, обусловливающее протекание тока j в 
среде, проводимость которой σ:

Второе слагаемое – поле «объемного за-
ряда» Esc:
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Тогда выражение для плотности тока 
можно записать как
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ратуры, равны нулю.
Это означает следующее.
Во-первых, в рассматриваемом разряде 

превалирует режим амбиполярной диффу-
зии. Действительно, используя получен-
ные выражения для диффузионных пото-
ков заряженных частиц, получаем:

где

– соответствующие коэффициенты амби-
полярной диффузии.

Учитывая, что De >> Di, be >> bi, Te >> Ti, 
получаем:

Во-вторых, плотность тока в плазме 
ПС, равная сумме j = jcon + jsc, в рассматри-
ваемом случае будет определяться только 
плотностью тока проводимости:

Плотность тока jcon можно представить в 
виде суммы

Поскольку продольная компонента 
плотности тока проводимости jconz  есть 
составляющая плотности тока, связанная 
с дрейфом электронов вдоль оси стол-
ба в продольном электрическом поле 

( )E E ,con zz
z=  регистрируемый разрядный 

ток I можно записать как

(5)

где Rz – значение радиуса R в точке с ко-
ординатой z.

Рассмотрим теперь уравнения баланса 
заряженных частиц:
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В стационарном режиме для сохранения 
квазинейтральности плазмы должно вы-
полняться условие:

Генерационные члены in
t

δ
δ

и
 

en
t

δ
δ  

уравне-

ний в нашем случае (отсутствие объемной 
рекомбинации и ступенчатой ионизации) 
определяются только процессом прямой 
ионизации атома электронным ударом с ча-
стотой ионизации νi:

Поскольку процессы ионизации в объ-
еме и рекомбинации на стенках трубки 
приводят к одновременному рождению или 
гибели ион-электронной пары, что выража-
ется как

получаем следующие равенства: 

Тогда, с учетом сделанных предположе-
ний о квазинейтральности плазмы и незави-
симости подвижностей электронов и ионов, 
а также температуры ионов от координат, 
используем выражения (2), (3) для направ-
ленных скоростей электронов и ионов, и 
путем простых преобразований, исключая 
E и учитывая, что ,u ue i in n n∇ = ∇ = ν  по-
лучим следующее уравнение:

А поскольку n = const(θ), na = const(r,θ,z), 
Te = const(r,θ) и независимость от ради-
альной координаты концентрации ато-
мов и электронной температуры обусла-
вливает независимость от координаты r 
коэффициента диффузии электронов и 
частоты ионизации, это уравнение можно 

.e in n
t t

∂ ∂
=

∂ ∂

0 .
ii a en vν = σ

,e i
i

n n n n
t t t

δ δ δ
= = = ν

δ δ δ

( ) ( )

0.

i i e i e e i

e
i e

e

e e
i e e

e e

n b b b D b D n

Tb D n
T

T Tb D D n
T T

ν + + + ∆ +

 ∇
+ ∇ + 

 
  ∇ ∇

+ ∇ ⋅ + ∇ =  
   



Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки. 12 (4) 2019

102

представить как

Далее, поскольку be >> bi, Te >> Ti и

получаем такое уравнение:

После его преобразований имеем:

Расписываем это уравнение, и оно при-
обретает такой вид:

(6)

Теперь введем безразмерную концентра-
цию

где n0 = n(0,0) – значение концентрации 
заряженных частиц на оси разряда (r = 0) 
в точке z = 0; fnr

(r) = const(z) – функция 
только радиуса, fnz

(z) = const (r) – функция 
только продольной координаты с гранич-
ными условиями:
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Значение концентрации n(0, z) на оси 
(r = 0) в точке z будет равно:

и выражение для n(r, z) запишется как

Тогда уравнение (6) преобразуется к сле-
дующему виду:

откуда

или в другой записи получаем систему урав-
нений вида
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Первое уравнение, в случае, если 
λ = const(r) – это уравнение Бесселя нуле-
вого порядка. Решение его известно:

Тогда, в силу граничного условия 
fn r

(Rz) = 0, получаем ( )0 0,zJ R λ =  если

Второе уравнение, с учетом полученно-
го выражения для λ, после преобразований 
принимает вид

(7)

Поскольку основным механизмом гибе-
ли заряженных частиц в разряде является 
их диффузионный уход на стенку трубки, 
естественно предположить, что устойчи-
вость разряда будет иметь место лишь при 
определенном соотношении частоты иони-
зации νi, определяющей время рождения τi 
заряженных частиц на единице длины раз-
ряда – τi = 1/νi, и коэффициента амбипо-
лярной диффузии Da, определяющего вре-
мя диффузионного ухода частиц из разряда 
на стенку трубки радиуса Rz:

Концентрацию частиц на стенке мы по-
лагаем равной нулю, и поскольку распреде-
ление концентрации электронов по радиусу 
является функцией Бесселя нулевого по-
рядка, первый корень которого достигает-
ся при значении аргумента 2,405, то можно 
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или                           (8)

 Иными словами, мы получили «клас-
сическую» взаимосвязь между частотой ио-
низации и коэффициентом амбиполярной 
диффузии для «шоттковского» положитель-
ного столба разряда постоянного тока в ци-
линдрическом разрядном канале [7, 10] с 
заменой радиуса R0 на Rz = R0fR(z).

Тогда уравнение (7) запишется как

Его можно привести к виду:

Учитывая, что fnz
(z = 0)=1, получаем сле-

дующее выражение:

Как мы показали выше (см. формулу 
(5)), регистрируемый разрядный ток I будет 
определяться только дрейфовыми потоками 
заряженных частиц во внешнем электриче-
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Id: 
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получаем:

Среднее по сечению разряда значение 
концентрации электронов выражается как

Вернемся к выражению (8). Мы получи-
ли, что в случае «диффузионного» разряда 
в трубке с переменным радиусом частота 
ионизации атомов νi(z) записывается следу-
ющим образом:

Поскольку мы предположили с само-
го начала, что у нас в разряде имеет ме-
сто только «прямая» ионизация, то часто-
та ионизации νi атомов (их концентрация 
обозначена как na) электронным ударом из 
основного состояния записывается как

где 0 ei
vσ  – константа скорости реакции 

ионизации, т. е. произведение σ0i νe, усред-
ненное по функции распределения элек-
тронов по энергиям.

В случае максвелловского распределения 
электронов по энергиям, целесообразно ап-
проксимировать зависимость сечения пря-
мой ионизации σ0i 

(εe) от энергии электро-
нов εe такой прямой:

σ0i = Ci (εe – εi),

( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
0

0

2 2
0 0

0 2
0 0

2

1,36

0,737

0 737

1 .

z

z

z e n z

nz

R e z E

e z

nz
R Ez

I R eb n f z E z

n f z

I
R f z eb E f z

In
R eb E

f z
f z f z

= ⇒

⇒ =

= ⇒

⇒ = ⇒

⇒ =

,

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

0
0

0

2 2
0 0

0 43

0,317 .

,= = =

=

∫
∫

R z

e
z nR z z

e R z Ez

rn dr
n z n f z

rdr

I
eb R f z E f z

2 2
2,405 2,405 .e

i a i i
z z

kTD b
R e R

   
ν = ⇒ ν =   

   

0 ,i a ei
n vν = σ

которая при εe  ≥ εi характеризуется кон-
стантой Ci.

При такой аппроксимации получаем сле-
дующее выражение для частоты ионизации:

откуда

В итоге получаем известную формулу [7, 
10], связывающую kTe в ПС диффузионного 
цилиндрического разряда с концентрацией 
ионизуемых атомов и радиусом разрядного 
канала с заменой R на Rz(z) = R0fR(z):

Теперь обратимся к определению поля 
Еz(z). С этой целью воспользуемся уравне-
нием баланса энергии на единицу длины 
столба, как это делали известные россий-
ские физики в своих классических работах 
[7, 12]:

IEz = Pv + Pw,

где IEz – мощность, затрачиваемая про-
дольным электрическим полем, создава-
емым внешним источником на ускорение 
(«нагрев») электронов в столбе. Как уже 
отмечалось выше, Pv – мощность, которая 
связана с энергией, приобретаемой элек-
тронами, и тратится ими в упругих стол-
кновениях с атомами (нагрев газа); Pw – 
мощность, уносимая ионами на стенку.

Выражения для Pv и Pw можно записать 
в виде [7, 12]:
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где χea – коэффициент передачи энергии в 
упругих электрон-атомных столкновениях, 
χea = 2me/ma; jiw – ток ионов на стенку труб-
ки; Ui – потенциал ионизации атома; Uw – 
пристеночный скачок потенциала.

Тогда мощность, теряемая электронами 
в упругих столкновениях, выразится как

Выражение для величины пристеночно-
го скачка потенциала Uw определим из ус-
ловия равенства потоков электронов Гeg и 
ионов Гig на границе плазма – стенка труб-
ки [7, 8].

В предположении, что коэффициент 
отражения электронов и ионов от стенки 
трубки пренебрежимо мал и направленная 
скорость ионов в слое определяется амби-
полярным полем, а скорость электронов – 
их хаотической скоростью, получаем:

Здесь neg, nig – концентрации электронов 
и ионов на границе слоя. Из данного урав-
нения следует, что

Стеночный ток ионов можно записать, в 
соответствии с выражениями, приведенны-
ми в работах [7, 8]:
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Тогда мощность, уносимая ионами на 
стенку, запишется как

или

А весь баланс энергий принимает следу-
ющий вид:

Отсюда получаем:

Подведем основные итоги проведенного 
исследования.
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положительном столбе разряда постоянно-
го тока при типичных для ГРЛ разрядных 
условиях в трубках переменного диаметра, 
нами получены уравнения для концентра-
ции электронов (как функции продольной 
и поперечной координат), электронной 
температуры и проекции электрическо-

го поля, связывающие их с зависимостью 
радиуса разрядного канала от продольной 
координаты. Полученная система уравне-
ний дает решение поставленной задачи. В 
работе представлены относительно простые 
выражения, связывающие внешние, легко 
контролируемые параметры столба.
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