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ПРЯМОЕ ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 
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Представлены результаты прямого численного моделирования турбулентной конвек-
ции в подогреваемом снизу цилиндрическом контейнере с высотой, равной диаметру. 
Расчеты проведены для двух сред: воды (Pr = 6,4) и ртути (Pr = 0,025), при числах Рэлея 
108 и 106 соответственно. Ось контейнера наклонена на небольшой угол по отношению 
к вектору гравитационного ускорения с целью подавления возможных азимутальных пе-
ремещений глобального вихря, развивающегося в контейнере. Анализируется структу-
ра осредненного конвективного движения, симметричного относительно центрального 
вертикального сечения. Выявлены особенности вихревого течения в угловых областях, 
присущие двум рассмотренным случаям. Получены представительные профили всех не-
нулевых составляющих тензора рейнольдсовых напряжений и вектора турбулентного 
теплового потока в центральном сечении.
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Results of direct numerical simulation of the turbulent convection in a bottom-heated cy-
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calculations were performed for two media: mercury (Pr = 0.025) and water (Pr = 6.4) at 
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Введение

Постоянный интерес к исследованию 
свободной конвекции объясняется ее ши-
роким распространением в природе и тех-
нике. Одной из наиболее привлекательных 
модельных задач в этой области является 
рэлей-бенаровская конвекция жидкости в 
вертикально ориентированном круговом 
цилиндрическом контейнере.

В результате многочисленных экспе-
риментальных и численных исследований 
было установлено, что характерной осо-
бенностью свободноконвективного тече-
ния в подогреваемом снизу цилиндриче-
ском контейнере является наличие круп-
номасштабной циркуляции (КМЦ) (см., 
например, обзорную. работу [1]). Если 
высота контейнера равна или близка к его 
диаметру, КМЦ представляет собой круп-
номасштабный вихрь, охватывающий всю 
область конвективного движения [1 – 5]. 
При строго вертикальном положении оси 
контейнера и осесимметричных гранич-
ных условиях, в задаче нет выделенного 
(преимущественного) азимутального по-
ложения, и естественно предполагать, что 
глобальный вихрь время от времени может 
перемещаться в азимутальном направле-
нии. Экспериментальные исследования 
подтверждают это: в большинстве работ, 
посвященных изучению рэлей-бенаров-
ской конвекции в круговом цилиндриче-
ском контейнере, наблюдались медленные 
(сверхнизкочастотные) изменения ориента-
ции КМЦ, имеющие нерегулярный харак-
тер (см., например, статьи [3 – 9]). Чаще 
всего экспериментально исследуют жид-
кие металлы [3, 4, 9] и воду [5 – 8]. Ази-
мутальное поведение КМЦ в каждом кон-
кретном случае определяется, очевидно, 
весьма малыми, трудно контролируемыми 
отклонениями от осевой симметрии, кото-
рые характерны для лабораторной модели. 
Указанная особенность КМЦ проявляется 
также в целом ряде численных экспери-
ментов, связанных с исследованиями пере-
ходных и турбулентных режимов рэлей-бе-
наровской конвекции в цилиндрических 
емкостях при числах Прандтля (Pr), харак-
терных для жидких металлов [10 – 13], во-
ды [11] и воздуха [14 – 16].

Случайные смены азимутальной ориен-

тации КМЦ – не единственная особенность 
глобальной вихревой структуры данного ви-
да. Было установлено, что КМЦ присущи 
еще два вида осцилляций: «плескания» и 
«скручивания» (в англоязычной терминоло-
гии – sloshing and torsional oscillations). Кро-
ме того, КМЦ может исчезать на относи-
тельно короткий промежуток времени и 
возрождаться с существенно иной ориен-
тацией (cessation). Данные особенности 
КМЦ изучались экспериментально в ряде 
работ [16 – 20]. Осцилляции «плескания» и 
«скручивания» воспроизводятся и в числен-
ных решениях (см., например, недавнюю 
работу [21] и ссылки в ней).

Азимутальная неустойчивость КМЦ 
затрудняет процесс получения статисти-
ческих характеристик турбулентной кон-
векции в подогреваемых снизу цилиндри-
ческих контейнерах, в том числе осред-
ненных трехмерных полей физических 
величин, характеризующих относительно 
мелкомасштабную «фоновую» турбулент-
ность. «Фиксация» КМЦ в некотором ази-
мутальном положении может достигаться 
посредством введения стабилизирующего 
внешнего фактора, не приводящего, вместе 
с тем, к существенному изменению интен-
сивности и структуры течения. В качестве 
такого фактора может выступать неболь-
шой наклон контейнера. Данный подход 
многократно использовался в эксперимен-
тальных исследованиях, проведенных при 
разных значениях числа Рэлея (Ra) для 
сред с Pr = 0,025 [3, 4], 0,7 – 0,8 [17, 18] и 
Pr = 4 – 6 [17, 19, 20, 22 – 24]. В расчетной 
работе [25] численно исследовалось 
влияние слабого наклона контейнера, за-
полненного средой с Pr = 0,025, а также 
неоднородного нагрева горизонтальной 
стенки и структуры вычислительной сетки 
в центральной зоне.

Среди используемых сегодня числен-
ных подходов к описанию турбулентных 
свободноконвективных течений в относи-
тельно простых по геометрии областях, 
наиболее востребованным является ме-
тод прямого численного моделирова-
ния (Direct Numerical Simulation (DNS)), 
предполагающий разрешение всех состав-
ляющих турбулентного движения (см., 
например, работы [26 – 34], выполненные 
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для сред с различными числами Прандтля: 
Pr = 0,005 [30], 0,02 [26, 30], 0,1 – 1,0 [26, 
27, 29, 32 – 34] и 6,4 [28, 31]). Отметим 
также недавнюю работу [32], в которой 
представляются результаты DNS-модели-
рования турбулентной рэлей-бенаровской 
конвекции при Pr = 1, Ra = 108 в областях 
различной геометрической конфигурации 
(в том числе цилиндрической), с акцентом 
на кросс-верификацию различных про-
граммных пакетов в части предсказания 
интегральной теплоотдачи.

Настоящая работа посвящена прямому 
численному моделированию турбулентной 
конвекции в подогреваемом снизу, слегка 
наклоненном цилиндрическом контейне-
ре, имеющем высоту, равную диаметру. 
Представлены результаты, полученные для 
значений числа Рэлея Ra = 106 при значе-
нии числа Прандтля Pr = 0,025 и Ra = 108 
при значении Pr = 6,4.

Постановка задачи
В приближении Буссинеска рассматри-

вается турбулентная конвекция жидкости 
с постоянными физическими свойствами 
в подогреваемом снизу круговом цилин-
дрическом контейнере с единичным от-
ношением диаметра цилиндра к его высо-
те (Г = D/H = 1). Контейнер наклонен на 
небольшой угол, φ = 2º, по отношению 
к вектору ускорения свободного падения 
(рис. 1, a).

Нестационарное движение жидкости 
описывается приведенной ниже системой 
уравнений (1) – (3), включающей урав-
нение неразрывности, уравнения Навье – 
Стокса и конвективно-диффузионное урав-
нение переноса тепла:

(1)0,V∇⋅ =

(2)

(3)

Здесь V = (Vx, Vy, Vz) – вектор скорости в 
системе координат x´y´z; t – время; p, T, ρ 
– давление, температура и плотность жид-
кости; β, ν, χ – коэффициенты ее объемно-
го расширения, кинематической вязкости и 
температуропроводности; g – вектор уско-
рения свободного падения, направленный 
в противоположную сторону от оси y´ и со-
ставляющий с ней угол в 2º; T0 – темпера-
тура жидкости в условиях гидростатическо-
го равновесия.

Решение системы (1) – (3) проводится 
в системе координат x´y´z, ось y´ которой 
совпадает с осью контейнера (см. рис. 1, a).

На всех границах задаются условия их 
непроницаемости и прилипания. На гори-
зонтальных стенках задаются постоянные 
температуры; полагается, что верхняя стен-
ка имеет температуру (Tc) меньшую, чем 
нижняя (Th). Боковая стенка полагается 
адиабатической.

Безразмерными определяющими пара-
метрами задачи являются число Прандтля 
Pr = ν/χ и число Рэлея, связь между кото-
рыми выражается как

Ra = Pr∙(VbH/ν)
2,

где Vb – характерная (масштабная) скорость 

( )

( ) 2
0

1 ,

t

p T T

∂ + ⋅∇ =
∂

= − ∇ +β − +ν∇
ρ

V V V

g V

( ) 2 .T T T
t

∂ + ⋅∇ = χ∇
∂

V

Рис. 1. Геометрия расчетной области в случае наклоненной емкости (a), а также структура 
сетки в центральных горизонтальном (b) и вертикальном (c) сечениях
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течения (скорость плавучести),

Vb = (gβΔTH)0,5

(ΔT – характерный перепад температуры, 
разность между температурами горячей (Th) 
и холодной (Tc) стенок),

ΔT = Th – Tc.
Введем также число Грасгофа 

Gr = Ra/ Pr, квадратный корень из которо-
го можно рассматривать как аналог числа 
Рейнольдса в задачах свободной конвек-
ции.

Представленные далее расчеты прове-
дены при значениях пар чисел Pr = 0,025, 
Ra = 106 и Pr = 6,4, Ra = 108. Числа Грасго-
фа для этих двух вариантов – величины од-
ного порядка и составляют соответственно 
4,0·107 и 1,6·107.

Вычислительные аспекты
Расчеты выполнялись с использованием 

одной из последних версий конечно-объ-
емного программного кода собственной 
разработки SINF/Flag-S (реализованные в 
коде вычислительные алгоритмы опериру-
ют неструктурированными сетками). При-
менялся метод дробных шагов, авторский 
вариант которого представлен в работе [35]. 
Продвижение по времени осуществлялось 
по схеме Кранка – Николсон со вторым 
порядком точности. Для аппроксимации 
конвективных и диффузионных членов 
в уравнениях сохранения использовалась 
центрально-разностная схема. Расчетная 
сетка, состояла примерно из 1,5·107 гек-
сагональных элементов; структура сетки в 
горизонтальном и вертикальном сечениях 
иллюстрируется на рис. 1, b, c. Сетка сгу-
щена к стенкам, при этом величина пер-
вой пристенной ячейки составляла около 
10–4H. Характерной особенностью расчет-
ной сетки являлось наличие центральной 
«неструктурированной» (асимметричной) 
области диаметром примерно 0,8D (см. рис. 
1, b).

«Конечно-объемные» расчеты кон-
векции Рэлея – Бенара на данной сетке 
можно трактовать как прямое численное 
моделирование турбулентности, если ло-
кальный размер ячейки достаточно мал по 
сравнению с размером наименьших вихрей 
в данной области. Хорошо известно, что 
в тех случаях, когда температурные слои 
толще скоростных (Pr < 1), наименьшим 
масштабом турбулентного течения является 

колмогоровский масштаб

δK = (ν
3/ε)0,25,

где ε – скорость диссипации кинетической 
энергии турбулентных пульсаций,

(Vi´ – пульсация i-ой компоненты скоро-
сти, xj – декартовы координаты).

В случае, когда число Прандтля Pr > 1, 
наименьшим масштабом является масштаб 
Бэтчелора:

δB = δK/Pr0,5.

Соответственно, для оценки качества 
расчетов следует сопоставить характерный 
размер сеточных элементов с тем или иным 
наименьшим масштабом турбулентности.

Расчеты стартовали с нулевого поля 
скорости и однородного поля температу-
ры, значение которой полагалось равным 
(Th + Tc)/2. Временной шаг не превышал 
одной тысячной от характерного времени 
tb = H/Vb, что обеспечивало значения ло-
кального числа Куранта меньше единицы. 
Осреднение расчетных полей по времени 
начиналось после прохождения переход-
ного процесса, длящегося около 200tb. Вы-
борки для осреднения составляли 3000tb в 
случае конвекции ртути и 4000tb в расчетах 
для воды.

Результаты расчетов и их обсуждение
Далее при описании результатов 

расчетов, под величинами V и T подразуме-
ваются скорость и температурная разность 
T – Tc, отнесенные к соответствующему 
масштабу (Vb и ΔT), а под (x´, y´, z) – коор-
динаты, отнесенные к высоте контейнера.

Оценка качества сеточного разрешения 
проводилась после проведения расчетов, 
с помощью накопленной статистики для 
поля скорости диссипации кинетической 
энергии турбулентных пульсаций. Факти-
чески анализировались поля рассчитанных 
(по приведенным выше соотношениям) 
наименьших масштабов турбулентности δK

 

и δB, отнесенных к кубическому корню из 
объема расчетной ячейки (V1/3). Было уста-
новлено, что практически во всей области 
течения отношения δK/V1/3 и δB/V1/3 прини-
мали значения, превосходящие единицу. 
Исключение составлял небольшой участок 
вблизи боковой стенки, в среднем по вы-

i i

j j

V' V'
x x

∂ ∂
ε = ν ⋅

∂ ∂
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соте слое, а также область расположения 
угловых вихрей, где наименьшие значе-
ния отношений δK/V1/3 и δB/V1/3 составляли 
0,6 – 0,7.

Результаты для ртути. Рис. 2, a иллю-
стрирует мгновенную картину конвекции 
ртути в подогреваемом снизу цилиндриче-
ском контейнере, где отчетливо выражена 
крупномасштабная циркуляция. На рис. 2, 
b,с приведено распределение осредненной 
вертикальной компоненты скорости в цен-
тральном сечении, перпендикулярном оси 
контейнера; здесь и далее под «вертикаль-
ной компонентой скорости» подразумевает-
ся составляющая скорости вдоль оси слегка 
наклоненного контейнера. Видно, что дан-

Рис. 2. Распределения мгновенной (a) и осредненной (b, c) вертикальной компоненты скорости 
в подогреваемом снизу цилиндрическом контейнере (ЦК) при Pr=0,025: a – изоповерхности 
компоненты, |Vy| = 0,14; b – распределение в центральном сечении, перпендикулярном оси 

ЦК, y´ = 0,5; c – распределение вдоль линии, лежащей в плоскости
(x´ O y´) ЦК на высоте y´ = 0,5.

Синие структуры соответствуют нисходящему течению, красные – восходящему

ное распределение обладает двойной сим-
метрией, как этого и следовало ожидать для 
случая КМЦ, «зафиксированной» в опреде-
ленном азимутальном положении.

Особый интерес представляет выявление 
характерных особенностей конвективного 
движения в центральном вертикальном се-
чении контейнера, совпадающем со сред-
ним сечением КМЦ (см. рис. 2); оно же – 
плоскость наклона оси контейнера x´ O y´.

На рис. 3 показана вихревая структура 
течения и поле температуры в этом сече-
нии. Примечательно, что помимо КМЦ в 
картине течения присутствует ряд меньших 
вихрей, располагающихся в углах емкости. 
При этом область, занимаемая дополни-

а) b) c)

Рис. 3. Поле осредненной температуры в центральном вертикальном сечении контейнера 
(совпадающем со средним сечением КМЦ) с наложенными векторами осредненной скорости 

при Pr = 0,025: b – вся область конвекции, a, c – области с угловыми вихрями



19

Математическое моделирование физических процессов

тельными вихрями в углах A и C (см. рис. 3, 
a), существенно больше, чем в углах B и D 
(см. рис. 3, c); отличается и интенсивность 
вихрей: в углах A и C она существенно вы-
ше. В поле температуры отчетливо выра-
жены градиентные слои у изотермических 
стенок.

В результате проведенных расчетов 
были получены также трехмерные поля 
всех составляющих тензора рейнольдсовых 
напряжений и вектора турбулентного те-
плового потока. Эти данные могут быть ин-
тересны, в частности, для дополнительной 
оценки возможностей различных моделей 
турбулентности второго порядка (моделей 
рейнольдсовых напряжений), которые при-
меняются для расчетов конвективных тече-
ний на основе осредненных по Рейнольдсу 
уравнений Навье – Стокса. В настоящей 
работе представляются данные, относя-
щиеся к центральному вертикальному се-
чению контейнера. В этом сечении две из 
шести компонент тензора рейнольдсовых 
напряжений, а также одна из трех составля-
ющих турбулентного теплового потока рав-
ны нулю вследствие статистической симме-
трии конвекции.

На рис. 4 распределения составляю-
щих тензора рейнольдсовых напряжений 
и вектора турбулентного теплового пото-
ка даются вдоль диагоналей центрального 
вертикального сечения (используется со-
ответствующая координата, обозначаемая 

как '0 'x yd ). В силу симметрии осредненного 
течения, распределения даются только для 
половины диагонали. Более того, приводи-
мые распределения получены посредством 
осреднения по двум половинам каждой из 
диагоналей (очевидно, этот прием эффек-
тивно увеличивает исходную выборку для 
получения статистики). На рис. 4 видно, 
что в малой угловой области (условно, при 

'0 ' 0,02x yd < ), где практически отсутству-
ет какое-либо движение среды, почти все 
приведенные корреляции близки к нулю, 
за исключением рейнольдсова напряжения, 
обусловленного пульсациями компоненты 
скорости, нормальной к рассматриваемо-
му сечению (см. рис. 4, с). При '0 ' 0,02x yd >  
все корреляции нарастают по модулю в той 
или иной степени, а при дальнейшем уве-
личении расстояния от угла их изменение 
носит существенно немонотонный харак-
тер. В целом это согласуется с картиной 
векторного поля скорости, приведенной 
на рис. 3: здесь за зоной «углового покоя» 
следует область сосуществования двух вих-
ревых структур, наличие и взаимодействие 
которых и обуславливает немонотонное по-
ведение профилей, приведенных на рис. 4. 
В зависимости от выбора диагонали (AC 
или BD), протяженности участков немо-
нотонности несколько отличаются. После 
прохождения зон, занятых угловыми вих-
рями ( '0 ' 0,15 0,20x yd > − ), следует область, 
охваченная КМЦ, в пределах которой кор-

Рис. 4. Распределения нормированных компонент тензора рейнольдсовых напряжений и 
вектора турбулентного теплового потока вдоль диагоналей AC (черная кривая) и BD (красная 
кривая) центрального сечения контейнера в случае конвекции ртути (см. рис. 3), координата 

'0 'x yd  = 0 в точках A и B, соответственно
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реляции изменяются относительно плавно.
Полученное в результате настоящих 

расчетов интегральное значение числа Нус-
сельта для конвекции ртути, при значении 
числа Рэлея Ra = 106, составило Nu = 5,64, 
что хорошо согласуется с результатами 
предыдущих исследований, выполненных 
в рамках неявного LES (ILES) подхода: 
Nu = 5,70 [25], Nu = 5,58 [35], а также с 
результатами DNS расчетов, Nu = 5,43 [30].

Результаты для воды. Аналогичный на-
бор иллюстраций и графиков приводится 
на рис. 5 – 7 для конвекции воды (Pr = 6,4) 
при значении числа Рэлея Ra = 108.

По распределениям осредненной верти-
кальной скорости и температуры (рис. 5) 
можно заключить, что и в этом случае полу-
ченное решение симметрично относительно 
среднего сечения КМЦ (центрального вер-
тикального сечения). В случае длительных 

выборок, симметрию статистических ха-
рактеристик течения можно достичь лишь 
в случае КМЦ, «зафиксированной» в опре-
деленном азимутальном положении. Сопо-
ставление расчетных данных, приведенных 
на рис. 2 и 5, позволяет заключить, что 
максимальные значения нормированной 
вертикальной скорости в случае конвек-
ции воды оказываются примерно в пять раз 
меньше, чем для конвекции ртути.

На рис. 6 представлена структура кон-
вективного движения воды в центральном 
вертикальном сечении. Как и в рассмотрен-
ной выше картине для конвекции ртути 
(см. рис. 3), крупномасштабная циркуля-
ция воды дополняется угловыми вихревы-
ми структурами. Однако, в отличие от кон-
векции ртути, в данном случае наблюдается 
только один выраженный угловой вихрь в 
каждом из углов A и C, а в углах B и D 

Рис. 5. Распределения мгновенной (a) и осредненной (b, c) вертикальной компоненты скорости 
в подогреваемом снизу цилиндрическом контейнере при Pr = 6,4. 

Представленные иллюстрации аналогичны приведенным на рис. 2 для ртути

Рис. 6. Поле осредненной температуры в центральном вертикальном сечении контейнера с 
наложенными векторами осредненной скорости при Pr = 6,4. 

Представленные иллюстрации аналогичны приведенным на рис. 3 для ртути

а) b) c)
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сколько-нибудь интенсивные вихри вооб-
ще отсутствуют; здесь наблюдается резкий 
поворот потока, сопровождаемый образо-
ванием малой области очень медленного 
движения («углового покоя»). Ранее эти 
особенности конвекции воды в цилиндри-
ческом контейнере отмечались в работе 
[15]. В поле температуры у изотермических 
стенок формируются, как и ожидалось, вы-
сокоградиентные слои.

На рис. 7 приводятся распределения не-
нулевых составляющих тензора рейнольд-
совых напряжений и вектора турбулент-
ного теплового потока вдоль диагоналей 
центрального вертикального сечения. В 
отличие от случая конвекции ртути, корре-
ляции, приведенные для Pr = 6,4, в целом 
изменяются более плавно, что обусловле-
но, очевидно, неразвитостью угловых вих-
ревых структур в случае конвекции жидко-
сти с большим числом Прандтля. Однако 
и в этом случае на приведенных профи-
лях корреляций просматриваются участки, 
на которых проявляется влияние угловых 
вихрей. Отметим также, что, по сравне-
нию с предыдущим случаем (см. рис. 4), 
общий уровень нормированных корреля-
ций, характеризующих интенсивность тур-
булентного переноса, при конвекции воды 
на порядок-полтора меньше, чем в случае 
жидкости с малым числом Прандтля.

Полученное в результате расчетов ин-
тегральное значение числа Нуссельта для 

Рис. 7. Распределения нормированных компонент тензора рейнольдсовых напряжений и 
вектора турбулентного теплового потока вдоль диагоналей AC (черная кривая) и BD (красная 

кривая) центрального вертикального сечения контейнера в случае конвекции воды 
(см. рис. 6), координата '0 'x yd  = 0 в точках A и B, соответственно

конвекции воды, при значении числа Рэ-
лея Ra = 108, составило Nu = 33,0, что с 
точностью до трех значащих цифр совпа-
дает с результатами предыдущих расчетов 
[28], выполненных по методу DNS.

Заключение
Методом прямого численного модели-

рования накоплен большой объем стати-
стических данных для существенно трех-
мерной турбулентной конвекции в по-
догреваемом снизу, слегка наклоненном 
цилиндрическом контейнере, с высотой, 
равной диаметру. Расчеты проведены для 
числа Рэлея, составляющего Ra = 106 при 
значении числа Прандтля Pr = 0,025, и для 
Ra = 108 при значении Pr = 6,4.

Установлено, что наклон оси контей-
нера на 2º относительно вектора гравита-
ции обеспечивает надежную «фиксацию» 
глобального вихря (КМЦ) в определенном 
азимутальном положении.

Картина осредненного течения в цен-
тральном вертикальном сечении контей-
нера, совпадающем со средним сечением 
КМЦ, характеризуется сочетанием КМЦ с 
угловыми вихревыми структурами, наибо-
лее ярко выраженными в случае конвек-
ции среды с малым числом Прандтля.

Рассчитаны трехмерные поля всех со-
ставляющих тензора рейнольдсовых 
напряжений и вектора турбулентного те-
плового потока. Эти данные могут быть 
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использованы, в частности, для дополни-
тельной оценки возможностей различных 
моделей турбулентности второго порядка 
(моделей рейнольдсовых напряжений), ко-
торые применяются для расчетов конвек-
тивных течений на основе осредненных по 
Рейнольдсу уравнений Навье – Стокса.

Полученные значения интегрально-
го числа Нуссельта хорошо согласуются с 
данными, приводимыми в литературе для 

случая контейнера с вертикальной осью.

Работа выполнена при поддержке РФФИ 
(грант «Вихреразрешающее численное моде-
лирование турбулентной свободной конвек-
ции в условиях сопряженного теплообмена» 
№17-08-01543).

Расчетные данные получены с использова-
нием вычислительных ресурсов суперкомпью-
терного центра СПбПУ (www.scc.spbstu.ru).
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