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В статье представлен разработанный авторами метод определения класса распределения, 

к которому принадлежит выбранный случайный вектор с медицинскими показателями в 
качестве компонент. Метод основан на статистическом критерии значимости. Решается 
задача об оптимальном выборе уровня значимости, при котором вероятность ошибки 
идентификации вектора минимальна. Для этого используется априорная информация 
о принадлежности компонент вектора к определенному классу распределения, в 
котором учитывается статистическая зависимость между медицинскими показателями. 
Разработанная математическая модель состояния пациента должна служить поддержкой 
принятию решения о выборе дальнейшей тактики лечения. 
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In the paper, the authors present a method for determining the distribution class to which a 

selected random vector with medical parameters as components belongs. The method is based 
on the statistical significance test. The optimal selection problem for the significance level 
where the probability of the vector identification error is minimal has been solved. In order 
to tackle the problem, the authors used the prior information on belonging the vector compo-
nents to the definite distribution class in which the statistical relationship between the medical 
parameters was taken into account. The developed mathematical model of patient condition 
should serve as support of decision-making on further treatment tactics.
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Введение

Целью данной статьи является создание 
вероятностной прогностической модели 
для медицинского исхода заболевания па-
циентов, перенесших операцию радикаль-
ной простэктомии. Модель должна отве-
чать на вопрос, вероятен ли рецидив опу-
холевого процесса. Для этого на основе 
нескольких медицинских показателей соз-
дается база данных для групп пациентов, 
у которых не было рецидива опухолевого 
процесса и у которых он имел место. Эти 
показатели внутри каждой группы варьи-
руются от пациента к пациенту и запол-
няют некоторую область в пространстве 
показателей с той или иной плотностью, 
разной для двух упомянутых групп. Си-
стема показателей объединяется в вектор, 
который рассматривается как реализация 
некого случайного вектора с законом рас-
пределения, выведенным из наблюдаемых 
данных. Этот случайный вектор обобщает 
экспериментальную информацию и отно-
сится ко всей группе в целом. Далее воз-
никает задача определения (с достаточной 
степенью надежности), реализацией ка-
кого из двух рассматриваемых случайных 
векторов является вектор с показателями 
данного конкретного пациента, или, ина-
че говоря, к какой из двух групп, скорее 
всего, принадлежит пациент.

В данной работе эта задача решается на 
основе критерия значимости [1]. Одно из 
двух распределений рассматривается как 
нулевая гипотеза, а другое – как альтерна-
тивная гипотеза. Если случайный вектор 
попадает в так называемую допустимую 
область, принимается нулевая гипотеза. В 
противном случае считается, что справед-
лива альтернативная гипотеза. Атрибуция 
вектора (принадлежность некоторому ве-
роятностному распределению) с помощью 
данного алгоритма может быть ошибочна 
в двух случаях: либо ошибочно отклоня-
ется основная гипотеза (статистическая 
ошибка первого рода), либо, наоборот, 
основная гипотеза ошибочно принимает-
ся (статистическая ошибка второго рода). 

Выбором допустимой области можно до-
биться любого значения (между 0 и 1) ве-
роятности ошибки первого рода. Однако 
изменение вероятности ошибки первого 
рода влечет за собой и изменение вероят-
ности ошибки второго рода. Расширение 
допустимой области, очевидно, уменьша-
ет вероятность ошибки первого рода и 
увеличивает вероятность ошибки второго 
рода.

Таким образом, представляется есте-
ственным шагом так выбрать допустимую 
область, чтобы при заданном уровне зна-
чимости, т. е. вероятности ошибки пер-
вого рода, минимизировать вероятность 
ошибки второго рода [2, 3].

Задача оптимального выбора допусти-
мой области в указанном выше смысле 
решена путем введения критерия Нейма-
на – Пирсона [3]. Однако этот критерий 
применяется в рамках более общей трак-
товки критерия значимости, когда в не-
го вводится элемент рандомизации. В ре-
зультате ответ на вопрос, принимается ли 
основная гипотеза или она отклоняется, 
носит вероятностный характер.

С практической точки зрения наиболее 
важна итоговая ошибка атрибуции векто-
ра по закону распределения. Эта характе-
ристика складывается из двух источников: 
ошибок первого и второго рода. Если из-
вестны априорные вероятности гипотез о 
законе распределения, то можно мини-
мизировать вероятность итоговой ошибки 
оптимальным выбором уровня значимо-
сти. Указанная выше задача оптимизации 
решается в данной работе.

Во втором разделе статьи описывается 
вероятностная модель, в рамках которой 
строится оптимизированный критерий 
атрибуции случайного вектора по зако-
ну распределения. В третьем разделе этот 
критерий рассматривается в качестве при-
мера практического применения к меди-
цинским исследованиям. И, наконец, в 
последнем разделе обсуждаются получен-
ные результаты и возможные пути разви-
тия изложенного метода.
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Вероятностная модель
В этой модели нами рассматриваются 

трехмерные случайные векторы, имеющие 
распределение A или B: W(A) и W(B). Две 
первые составляющие вектора – непре-
рывные случайные величины, а последняя 
компонента принимает только значения 0 
или 1. Величины ( ) ( ),A A

i im σ , (i = 1, 2, 3) – 
соответственно математические ожидания 
и стандартные отклонения составляющих 
вектора W(A). Для W(B) обозначения анало-
гичны.

Пусть [ ]( )A
im n  – условное математи-

ческое ожидание W(A), (i = 1, 2), когда 
( )

3 .AW n=  Такие же обозначения введем 
для условных стандартных отклонений и 
ковариации непрерывных составляющих. 
Распределение дискретной составляющей 
задается величиной

 { }3 .np P W n= =
Условные и безусловные характеристики 

непрерывных компонент связаны соотно-
шениями

Задача, решаемая в данной работе, – 
наиболее достоверно определить, к какому 
из распределений (А или В) относится дан-
ный вектор W. Для этого применяется кри-
терий значимости.

Назовем множество

(1)

допустимой областью.
Для каждого из двух значений величины 

W3 предусмотрен свой интервал допустимых 
значений W1 и W2. В формуле (1) и далее мы 
используем символы 


 и 


 для операций 
объединения и пересечения множеств, сим-
вол ∧ – для конъюнкции условий.

Ситуацию, когда вектор имеет распре-
деление A, принимаем за нулевую гипотезу 
H0. Если же вектор распределен по вариан-
ту B, реализуется альтернативная гипотеза 
H1. Согласно критерию значимости, если
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то в этом и только в этом случае гипотеза 
H0 принимается.

Ошибка первого рода (ошибочное от-
клонение нулевой гипотезы) происходит с 
вероятностью

Вероятность ошибки второго рода (оши-
бочное принятие нулевой гипотезы) равна

С практической точки зрения целесоо-
бразно так выбрать допустимую область (1), 
чтобы при заданной, близкой к нулю, веро-
ятности P1 добиться минимального значе-
ния P2. Математически задача формулиру-
ется следующим образом:

Поэтому

(2)

где arg min(f) обозначает функцию, дающую 
в качестве результата значения аргументов 
функции f(x) в точке минимума последней.

Запишем выражения для вероятностей 
ошибок первого и второго рода:

(3)

где F(C)(x,y)[n] (С = A или С = В) – услов-
ная функция распределения вектора (W1, 
W2).
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При принятии решения, к какому клас-
су, A или B, относится данный случайный 
вектор, важно знать вероятность ошибоч-
ной атрибуции вектора. Эту вероятность 
можно определить, если известна априор-
ная вероятность PA принадлежности векто-
ра к классу A.

Пусть Perr– вероятность ошибочной 
атрибуции. Тогда

(4)

Пусть (0)
2 1( )P P  – вероятность ошибки 

второго рода, вычисленная по оптимизиро-
ванному алгоритму при уровне значимости 
P1. Естественно так задать P1, чтобы вели-
чина (4) принимала минимальное значение 

(0)
errP , т. е.

(5)

Пример применения алгоритма атрибуции 
к данным медицинских исследований

Изложенный выше алгоритм атрибуции 
случайного вектора был применен к дан-
ным, относящимся к онкоурологическим 
пациентам, перенесшим операцию по уда-
лению опухоли. Рак предстательной желе-
зы считается наиболее диагностируемым 
онкологическим заболеванием у мужчин и 
второй (согласно статистическим данным) 
причиной смерти от рака [4]. Тесно корре-
лирует с объемом новообразования уровень 
простатспецифического антигена р (ПСА) в 
сыворотке крови [5, 6], который измеряется 
в нг/мл. Скорость роста опухолевого пора-

1 2(1 ) .err A AP P P P P= + −

1

(0) (0)
1 1 2 1

[0,1]

(0) (0) (0) (0)
1 2 1

(1 ) ( ) ;arg min

(1 ) ( ).

A A
P

err A A

P P P P P P

P P P P P P
∈

 = ⋅ + − ⋅ 

= ⋅ + − ⋅

жения характеризует время удвоения ПСА 
[7, 8].

Исходно имелось две группы больных с 
различным исходом операции радикальной 
простэктомии. Каждый пациент характе-
ризовался индивидуальными значениями 
факторов – предоперационных и послео-
перационных показателей [9 – 12]. Массив 
пациентов разбивали на две группы: у 33 
объектов исследования был зарегистриро-
ван рецидив опухоли, у 37 – рецидив от-
сутствовал. Прогнозирование дальнейшего 
способа лечения после операции является 
важной задачей, поскольку влияет на ко-
нечный результат радикальной простэкто-
мии [9, 13 – 15].

Всего нами было отобрано три фактора:
W1 – исходное значение ПСА, нг/мл;
W2 – время удвоения ПСА, мес;
W3 – хирургический край опухоли, т. е. 

наличие опухолевых клеток в линии резек-
ции. Принимали W3 = 0, если этих клеток 
нет, и W3 = 1 в противном случае.

В группу A были включены больные, не 
имевшие рецидивов в течение определен-
ного периода времени, а в группу B – боль-
ные с рецидивами. В табл. 1 приведено ко-
личество пациентов в группах.

Величины W1 и W2 в группе B имеют за-
метную корреляцию. В табл. 1 приведены 
оценки коэффициентов корреляции при 
W3 = 0 и 1.

В табл. 2 приведены главные характери-
стики распределений A и B.

Поясним, как строилась двумерная ус-
ловная (т.е. при фиксированном значении 
W3) функция распределения случайного 

Таблица  1
Объем данных и результаты анализа заболеваемости по группам пациентов

Группа 
пациентов

Количество 
пациентов

Коэффициент 
корреляции 

W1 и W2

Ложные атрибуции 
(количество и 

итоговая ошибка)

W3 = 0 W3 =  1 W3 = 0 W3 = 1 W3 = 0 W3 = 1 Относительная 
ошибка

A (без рецидива) 37 3 0,0058 0,0430 12 0 0,30

B (с рецидивом) 33 5 –0,2000 –0,3600 6 1 0,18

Обозначения : W1 – исходное значение ПСА, нг/мл; W2 – время удвоения ПСА, мес; W3 – хирурги-
ческий край опухоли; принимали W3 = 0, если патологических клеток нет, и W3 = 1 в противном случае.
Примечание . Коэффициент корреляции W1 и W2 находили по формуле 

covXY
XY

X Y

R =
σ σ
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Таблица  2
Характеристики условных распределений непрерывных 

составляющих случайного вектора W1 , W2

W3 pn 
(А) pn 

(В) mi 
(А) mi 

(В) σi 
(А) σi 

(В)

0 0,925 0,868 12,2; 2200 17,4; 998 10,6; 2410 11,0; 2000
1 0,075 0,132 8,33; 1000 30,9; 265 1,48;558 20,7; 152

Итоговое 
значение – – 11,9; 2110 19,2; 901 10,3; 2350 13,5; 1870

Обозначения : pn – распределения дискретной составляющей; mi – математическое ожи-
дание; σi – среднеквадратическое отклонение; верхние индексы указывают на принадлеж-
ность данных к группам пациентов А и В. Два значения соответствуют составляющим W1 

и W2.

вектора W1, W2, требующаяся для вычисле-
ния вероятностей ошибок первого и второ-
го рода (3).

Пусть
(6)

– упорядоченные по возрастанию условные 
выборки непрерывных компонент W1 и W2, 
соответственно. Далее, пусть точки

(7)

представляют опытные данные. Введем 
обозначения

(8)

Для построения функции распределения 
разобьем прямоугольник

(9)

на N2 прямоугольников вида

(10)

Далее выделим из всех прямоуголь-
ников (10) такие, которые содержат 
экспериментальные точки (7), и объединим 
их в множество Se:

(11)
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Будем считать, что внутри каждого из 
N прямоугольников (11) случайный век-
тор W1, W2, распределен равномерно и ве-
роятность попадания случайного вектора в 
каждый из них одинакова и равна 1/N. Эта 
вероятность для всех прочих прямоугольни-
ков  равна нулю. Тогда плотность распреде-
ления имеет вид

(12)

где 1 1; .i i i k k k− −∆ξ = ξ − ξ ∆η = η −η
В соответствии с формулой (12) услов-

ная функция распределения является неод-
нородной кусочно-билинейной функцией:

(13)

где параметры получаются из условия не-
прерывности F (х, у) и граничных условий

с помощью рекуррентных соотношений

(14)
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Рис. 1. Вероятность ошибки второго рода как 
функция вероятности ошибки первого рода

Рис. 2. Оптимальный уровень значимости как 
функция априорной вероятности

Рис. 3. Минимизированная ошибка атрибуции

(14)

причем 1, ,1 1, ,1 0.k i k ia a b c= = = =
На рис. 1 приведена зависимость вероят-

ности ошибки второго рода при оптималь-
ном выборе допустимой области (1) соглас-
но формуле (2). На рис. 2 приведена зави-
симость оптимального уровня значимости 
при заданной априорной информации о 
принадлежности больного к группе А, а на 
рис. 3 дана вероятность итоговой ошибки 
атрибуции пациента (см. формулу (5)).

Мы применили алгоритм атрибуции к 
данным групп А и В. В табл. 1 (столбцы 
справа) приведено количество ошибок при 
определении группы, в которую входит па-
циент. Мы приняли, что априорная вероят-
ность PA = 0,5, так как количество пациен-
тов в обеих группах примерно одинаково. 
Отметим также, что в этом случае ошибка 
атрибуции близка к максимальному значе-
нию 0,25, как видно из графика на рис. 3. 
Данные табл. 1 (ложные атрибуции) пока-
зывают, что фактическая итоговая ошибка 
атрибуции близка к этой оценке.

Заключение
Пример применения предложенного 

критерия значимости показывает возмож-
ность его использования на практике, в 
частности в медицине при прогнозирова-
нии осложнений. Ясно, что вероятность 
ошибки определения класса, к которому 
относится данный объект, будет снижаться 
при увеличении числа пациентов с извест-
ным диагнозом.

Отметим, что построенный в данной 
работе алгоритм является оптимальным 
только в классе критериев со связной допу-
стимой областью (см. формулу (1)). Одна-
ко в случае распределения более сложной 
формы, например, при мультимодальной 
плотности распределения, выбор несвяз-
ной допустимой области мог бы дать более 
мощный критерий.

Включение в критерий большего коли-
чества непрерывных переменных повысило 
бы надежность алгоритма. Однако расши-
рение числа переменных вместе с тем ус-
ложнило бы нахождение оптимальной до-
пустимой области.
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