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ОПЕРАЦИЯ ДРОБНОГО ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ 
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Применяется алгебра неограниченных операторов дифференцирования t, действующая 
над кольцом дифференцируемых функций. Аналитическое представление дробной 
степени оператора t используется для построения резольвент трех предельных задач для 
уравнения Фурье. Периодические решения предельных задач Фурье в алгебре операторов 
дифференцирования совпадают с классическими решениями. Расширение t+2 – непрерывный 
спектр преобразования Фурье, позволяет получить точные решения трех предельных задач для 
области любой размерности d > 1.
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Математическая физика

Введение

Классическая теория теплоустойчиво‑
сти стеновых конструкций [1] использует 
аппарат теории рядов Фурье и, в известном 

смысле, порождается этим аппаратом. Это 
обстоятельство не случайно, поскольку автор 
указанной работы Г.А. Селиверстов являлся 
специалистам по теории рядов Фурье. Аппа‑
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и его обращение

Тогда задача Коши

имеет следующее решение [3]:

или в символическом виде

содержащие целые степени оператора диф‑
ференцирования 

t
.

Простые выражения для мер носителей δ
x,y

Использование операторных норм дробных 
степеней операторов 

t
 позволяет получить 

простые выражения для мер носителей 
x,y

.
Предварительные сведения. Операция 

дробного дифференцирования связана с ре‑
шением задачи Коши для обыкновенного 
дифференциального уравнения произволь‑
ного целого положительного (натурального) 
порядка s > 0.

Пусть

При s нецелом формула (2) допускает рас‑
ширение:

(1)

( ) ( ) ( )exp ,tf t s s f t+ = ∂

( ) ( ) ( )exp ,tf t s f t s= − ∂ +

(2)

(2а)( ) ( ).s
tx t y t−= ∂

ление ряда Тейлора (сдвига) для функций 
f(t), аналитических на полупрямой t > 0,  
f  С∞(0,∞):

(2б)( ) ( ): 1 !,s sΓ = − 0s > .

Если s = σ + iρ, σ > 0, то формула (2б) при‑
нимает вид

( ) ( ) ( ) ( )1

0

1 ,
1 !

t
sx t t y d

s
−= − τ τ τ

− ∫

( ) ( ) ( ) ( )1

0

1 ,
t

ss
t y t t y d

s
−−∂ = − τ τ τ

Γ ∫

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )1

0

1 cos ln sin ln .
t

i
t y t t t i t y d

i
σ−− σ+ ρ∂ = − τ ρ − τ + ρ − τ τ τ

Γ σ+ ρ ∫
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )1

0

1 cos ln sin ln .
t

i
t y t t t i t y d

i
σ−− σ+ ρ∂ = − τ ρ − τ + ρ − τ τ τ

Γ σ+ ρ ∫

рат тригонометрических рядов достаточен, 
если предельные распределения температур 
внешних источников принадлежат L

p
 (p > 1) 

на множестве значений времени t. На таком 
множестве разложения Фурье сходятся почти 
везде. Но в приложениях приведенное усло‑
вие избыточно. Как правило, распределение 
температуры источников в лучшем случае 
непрерывно, однако, согласно утверждению 
Е. Титчмарша [2], «ничего подобного для 
сходимости разложений Фурье почти всюду, 
доказать не удалось» [2, с. 420–421]. Аппарат 
Фурье‑разложений становится неудобным в 
смешанной предельной задаче, особенно ес‑
ли внешний источник тепла зависит от пара‑
метра t (времени).

Настоящее исследование посвящено спо‑
собам решения предельных задач для урав‑
нения Фурье в виде равенств, содержащих 
функции от дифференциальных операторов 
и сравнению полученных распределений с 
известными точными решениями.

Актуальность данной работы связана с не‑
обходимостью решения задач теплоустойчи‑
вости строительных ограждений.

Ключевые подходы к решению задач

В данной работе сформулированы и обо‑
снованы следующие утверждения.

1. Решение второй и третьей предельных 
задач для уравнения Фурье достигается из 
решения первой предельной задачи обраще‑
нием оператора дифференцирования.

2. Меры носителей распределения пер‑
вообразной x(t,s), δ

x
 и производной перво‑

образной y:=–x/s, δ
y
 в предельной задаче 

первого рода удовлетворяют неравенству  
δ

y
/δ

x
 ≥ 1.

3. Увеличение размерности области не 
увеличивает меры носителей распределения.

Вследствие утверждения 3 термическое со‑
противление полупространства не превышает 
термического сопротивления полуплоскости; 
в свою очередь термическое сопротивление 
полуплоскости не превышает термического 
сопротивления полупрямой. 

В качестве вспомогательного приема бу‑
дет использоваться следующее представ‑

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
1, .s loct x R y x R∈ ⊂ ∈ ⊆D C J L

( ), 0 0,s r
t tx y x∂ = ∂ =

0(1) 1, : /tr s d dt= − ∂ =
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Пусть s = 1/2. Тогда, в силу выражения 
(2б), получаем формулу Абеля: 

и для всякого n > 0:

С помощью полученной формулы (2в) 
можно рассчитать производные от степеней 
t, например,

1/21 2 / ,t t π−∂ = 1/21 1/ ,t tπ∂ =

3
1/2 4 ,

3t
tt
π

−∂ = 1/2 2 ,t
tt
π

∂ =

π π

π π

Ясно, что при любом 0 < s < 1 ядро операто‑
ра 

t
-s, N(

t
–s) содержит только один элемент:  

у = 0.
Коммутация. По определению, справед‑

ливо следующее выражение:

( )
( )

1/2 1/2 1
,

3 / 2
n n

t

n
t t

n
− + Γ +

∂ =
Γ +

( ) ( )
( )

1/2 1/2 1/ 2 1
.

3 / 2
n n

t

n n
t t

n
− + Γ +

∂ =
Γ +

или

(3)

(3а)( ) ( )1/2 1/2 0,t t t t y t− −∂ ∂ − ∂ ∂ =

1/2 1 1/2 1/2 1/2, .t t t t t t t t
− − − −∂ = ∂ ∂ ∂ ∂ = ∂ ∂ ∂

Отсюда следует, что в коммутационном 
случае оператор 

t
 и его дробные степени са‑

моподобны (автомодельны).
Если в задаче Коши (1)

– примитивный период и ищется периоди‑
ческое решение такое, что

то условие периодичности можно заменить 
однородным условием [3]: 

и тогда решение периодической задачи Коши 
принимает вид

t > 0( ) ( )0 0, 0,y t t y t t± − = ∀ >

( ) ( )0 0, 0,x t t x t t± − = ∀ >

( ) 0,r
t x∂ −∞ = 0(1) 1,r s= −

(2г)

Пусть s = 1/2, и тогда предыдущая формула 
принимает вид

( )1/2 2

0

2 .t x y t z dz
π

∞
−∂ = −∫

Таким образом, в периодической предель‑
ной задаче коммутант равен нулю и дробная  
степень оператора 

t
 перестановочна со свой 

обратной степенью.
Соотношения (2) – (2г) известны как ра‑

венства Абеля – Лиувилля [13]. Приложе‑
ния к различным задачам механики имеют‑
ся в работе Капуто (к сожалению, авторам 
данной статьи она недоступна; эта книга 
цитируется во многих более поздних рабо‑

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )1

0

1 cos ln sin ln .
t

i
t y t t t i t y d

i
σ−− σ+ ρ∂ = − τ ρ − τ + ρ − τ τ τ

Γ σ+ ρ ∫
Если у(0) = 0, то оператор 

t
 коммутирует 

со своей отрицательной дробной степенью, 
например – 1/2:

( ) ( ) ( )1/2 2

0 0

1 2 .
t t

t

y
y t d y t z dz

t
− τ

∂ = τ = −
π − τ π∫ ∫

( ) ( ) ( )1/2 2

0 0

1 2 .
t t

t

y
y t d y t z dz

t
− τ

∂ = τ = −
π − τ π∫ ∫

(2в)

или в симметрическом виде: 

( ) ( )1/2

0

1 t

t

y tdy t d
dt

− τ
∂ = τ =

π τ∫

( ) ( )
0

0 1 t
ty y t

d
t

∂ − τ
= + τ =

π π τ∫
( ) ( )( )1/20

,t t

y
y t

t
−= + ∂ ∂

π

( ) ( ) ( )1/2 1/2 0
.t t t t

y
y t

t
− −∂ ∂ − ∂ ∂ =

π

( ) ( ) ( ) ( )11 t
ss

t x t t y d
s

−−

−∞

∂ = − τ τ τ =
Γ ∫

( ) ( )1

0

1 .s y t d
s

∞
−ω −ω ω

Γ ∫=
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( ) ( )1/

0

1
1

st
s s

t x y t z dz
s

−∂ = −
Γ + ∫

для апериодической задачи и вид

то условие Коши на все производные имеет 
вид (по Ляпунову):

– для периодической задачи. 
Действительно, если

( ) ( )1/

0

1
1

s s
t x y t z dz

s

∞
−∂ = −

Γ + ∫

( ) ( )1 0, 0,y t y t t± − = ∀ >

( ) 0.s
t x∂ −∞ =

Расширение 2. Рассмотрим уравнение, за‑
висящее от параметра :

Очевидно, что ядро N(
t
–) оператора 


t 
–  состоит из экспонент x(t) = exp(t). 

Поэтому решение уравнения есть

Уравнение 

имеет решение

Для сходимости интегралов достаточно 
выполнения следующего условия для веще‑
ственной части числа : Re < 0.

Аналогично, периодическое решение име‑
ет вид 

для апериодической задачи и вид

Расширение 3. Для произвольного n > 0 
формулы обращения дробных степеней опе‑
ратора имеют вид

Очевидно, что

Пусть n = 1/2; тогда

Интегральное представление решения 
однородной задачи Коши имеет вид

Здесь ядро состоит из функций 

где P
s
(t) – полином степени s. 

Продолжим решение однородной задачи 
Коши на дробные значения n:

– для периодической задачи, причем Re < 0.
Систематическое изложение этого расши‑

тах, например в [5 – 17], где имеются даль‑
нейшие ссылки). 

Расширение 1. При любом s > 0 обраще‑
ние оператора дробного дифференцирова‑
ния имеет вид

( ) ( ) ( ).t x t y t∂ −λ =

( ) ( ) ( )n
t x t y t∂ −λ =

( ) ( ) ( ) ( ) ,n
tx t y t z−= ∂ −λ +

( ) ( )( ).n
tz ∈ ∂ −λN

( ) ( )1 , .tx y z z−= ∂ −λ + ∈ ∂ −λtN

( ) ( ) ( )2 ... .n
t t t∂ −λ ⊂ ∂ −λ ⊂ ⊂ ∂ −λN N N

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1

0

1 exp .
1 !

t
nx t t t y d

n
−= − τ λ − τ τ τ

− ∫

( ) ( ) ( ) ( )1 exp ,n
n tP t t z t− λ = ⊂ ∂ −λN

.

( ) ( ) ( )n
åx t y t−= ∂ −λ =

( ) ( ) ( )( ) ( )1

0

1 exp
t

nt t y d
n

−= − τ λ − τ τ τ
Γ ∫

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1/2

0

exp1
t

t
x t y t y d

t

τ
− λ − τ

= ∂ −λ = τ τ =
π − τ∫

( ) ( )2 2

0

2 exp .
t

z y t z dz= λ −
π ∫

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1/2 2 2

0

2 exp .tx t y t z y t z dz
∞

−= ∂ −λ = λ −
π ∫

( ) ( ) ( ) ( )1/ 1/

0

1 exp
1

nt
n nx t z y t z dz

n
= λ −
Γ + ∫

( ) ( ) ( ) ( )1/ 1/

0

1 exp
1

n nx t z y t z dz
n

∞

= λ −
Γ + ∫
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рения имеется в монографии [13], но триви‑
альная замена              , по-видимому, авторами 
не использовалась. Эта замена удобна тем, 
что позволяет представить оператор дробно‑
го дифференцирования в виде интеграла ве‑
роятностей. Действительно, в формуле (2г) 
подынтегральную функцию можно разло‑
жить в ряд Тэйлора:

t z=

( ) ( ) ( )2 2exp ,tx t z z x t− = − ∂

откуда получается, что        и, в силу ра‑
венства (5), решение предельной задачи (4) 
имеет вид

Верификация решения (6). Шаг 1. Класси‑
ческое решение предельной задачи (4) имеет 
следующий вид:

(6)

(7)

( ) ( ) ( )1/2
0, exp .tx t s s x t= − ∂

1/2 ,α = ∂t

Функцию                         разложим в ряд Тей‑

лора по степеням          :

2

0 24
sx t
z

 
− 

 2

24
s
z

( )
22

0 02 2exp .
4 4

tssx t x t
z z

   ∂
− = −  

   

(7а)

Тогда решение (7) принимает вид [4]:

Но, как известно из учебного курса анализа 
бесконечно малых, разработанного Ш.‑Ж. 
Валле‑Пуссеном[3],

Поэтому, если нижний предел в интеграле 
(7а) равен нулю, то формула (7а) совпадает с 
формулой (6). Таким образом, формула (7а) 
принимает следующий вид:

и тогда сразу же получается левая часть фор‑
мулы (2г).

В работах Дж. Нэша и Н.О. Кейпера, 
используемых в монографии М.М. Громо‑
ва [18], сформулирован так называемый 
h-принцип: дифференциальные операторы 
R, связывающие частные производные, рас‑
сматриваются как алгебраические соотно‑
шения для частных производных.

Обоснование h-принципа содержит книга 
[18], где имеется библиография публикаций, 
доведенная до 1990 г. Пространства Соболева 
функций, имеющих (обобщенные) произво‑
дные дробного порядка, изучены Л.Н. Сло‑
бодецким в цикле работ [19, 20], развиваю‑
щих ранние идеи И.Я. Бакельмана [21] по 
геометрической теории уравнений.

Анализ предельных задач Фурье 
для полупрямой s > 0

Первая предельная задача. Рассмотрим 
первую предельную задачу в неограничен‑
ной области t > 0, s > 0:

(4)

Найдем формальное решение этой пре‑
дельной задачи методом разделения пере‑
менных.

Пусть

( ) ( )
2

02 , ,0 .x x x t x t
t s
∂ ∂

= =
∂ ∂

(5)
(7б)

причем параметр α > 0, что гарантирует убы‑
вание x(t,s), равномерное по t. В этом случае 
подстановка равенства (5) в уравнение зада‑
чи (4) приводит к условию

( ) ( ) ( )1/2
0, exp tx t s s x t= − ∂ −

( )
2 2

2
02

0

2 exp .
4

s
t

tsz dz x t
z

 ∂
− − − ⋅ 

π  
∫

1
2

s
t
<<Следовательно, при значениях                          фор‑

мулы (7б) и (6) дают близкие результаты.

( ) ( ) ( )0, exp ,x t s s x t= − α

( )( ) ( )2
0exp 0,ts x t− α ∂ −α =

( ) ( )
2

2
0 2

2

2, exp .
4s

t

sx t s x t z dz
z

∞  
= − − π  

∫

( ) ( )( )
2

2
02

2

2, exp .
4

t

s
t

sx t s z dz x t
z

∞  ∂
= − − π  

∫

( ) ( )2 2

0

2 exp / exp 2 .u u du
∞

− −α = − α
π ∫
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(7в)( ) ( )
2

2
0 2

0

2, exp ,
4
sx t s x t z dz
zπ

∞  
= − − 

 
∫π

и тогда решения (7в) и (6) тождественны. 
Чтобы это показать, достаточно разложить 
подынтегральную функцию в решении (7в) в 
ряд Тейлора, и тогда получим:

Пусть s = 0. В силу выражения (8),

что и доказывает такую тождественность.
Итак, формула (6) и следствия из нее 

справедливы для периодического по параме‑
тру t предельного значения x(t,0) = x

0
(t), т.е. 

для решения квазистационарной предельной 
задачи теплопроводности.

Вторая предельная задача. Из формулы 
(6) вытекает, что взятая с обратным знаком 

производная              вычисляется сле‑

дующим образом:

( ), xy t s
s
∂

= −
∂

(8)

(9)

( ) ( ) ( )1/2 1/2
0, exp .t ty t s s x t= ∂ − ∂

( ) ( ) ( )1/2
0 0,0 : ,ty t y t x t= = ∂

( ) ( )1/2
0 0 ,tx t y t−= ∂

и решение второй предельной задачи, в силу 
решения (6), имеет вид

( ) ( ) ( )1/2 1/2
0, exp .t tx t s s y t−= − ∂ ∂

Третья предельная задача. Указанная зада‑
ча для уравнения Фурье формулируется сле‑
дующим образом:

( ) ( )
2

2
02

0

2, exp
4

tsx t s z dz x t
zπ

∞  ∂
= − − ⋅ = 

 
∫

( ) ( )1/2
0exp ,ts x t= − ∂

π

(10)( )0
0

0,e
s

x x x
s

β
=

∂  + − = ∂ 
β

где x
e
 – потенциал внешнего источника,  – 

коэффициент переноса.
Тогда равенство (10) принимает вид

( ) ( )0 ,t ex t xβ β∂ + =β β

Итак, если предельные параметры y
0
, x

e
, 

 – периодические функции времени, то ре‑
шения (9) и (11) совпадают с классическими 
решениями.

Мера носителей распределений  
для полупрямой s > 0

Носитель распределения x(t,s), supp(x(t,s)) 
определяем как множество значений коор‑
динаты s, на котором сосредоточено распре‑
деление x(t,s). Для непрерывной плотности 
распределения x(t,s), носитель определим 
как толщину x-слоя, отнесенную к предель‑
ному значению плотности, x

0
(t):

откуда следует, что

(11)

( ) ( ) ( )1
0 ,t ex t xβ β−= ∂ +

( ) ( ) ( ) ( )( )11/2, exp .t t ex t s s xβ β−= − ∂ ∂ +

ββ

ββ

( ) ( )
0 0

1: , .x t x t s ds
x

δ
∞

= ∫δ

В силу решения (6), толщина x-слоя вы‑
разится как

Аналогично, толщина y-слоя выразится 
как

В случае периодического распределения 
x

0
(t) указанная толщина следует выражению

( ) ( )
( )

1/2
0

0

.t
x

x t
t

x t
δ

−∂
=δ

( )
( )

( )2
0

00

2 .x t x t z dz
x t

δ
π

∞

= −∫δ
π

( ) ( ) ( ) ( )
( )

0
1/2

0 00

1: ,y
t

x t
t y t s ds

y t x t
δ

∞

= = =
∂∫δ

Шаг 2. Если x
0
(t) – периодическая функ‑

ция времени, т.е.

x0(t ± t0) = x0(t),

где t
0
 < 0 – примитивный период, то вместо ре‑

шений (7), (7а) и (7б) получим решение вида
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причем точкой обозначена производная по 
всему аргументу            

Лемма 1. Отношение толщин слоев («форм- 
параметр»), которое выражается формулой

имеет значение не менее единицы для всякого 
ограниченного распределения x

0
(t).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Действительно, 
приведенное выражение можно записать в 
виде

2.t z−

( )

( )
0

.
2

0

,
2

x t

x t z dz

π
∞=

−∫

π

2
0

1/2 1/2
0 0

/y x
t t

x
x x

δ δ −= =
∂ ⋅∂

( ) ( )
122

0 2
0

0

,
2

x t d x t z dz
dt

π
−

∞  
 = −    

∫

δ δ

π

Здесь для оценки интегралов использовано 
неравенство Коши.

В качестве иллюстрации справедливости 
доказанной леммы приведем пример, позво‑
ляющий непосредственно подсчитать длины 
носителей. Для прямой (луча) s > 0 распреде‑
ление x(t,s) имеет вид

( )
1 2

0
21

0

/ 1.
2 2

t
y x

t

x

x

π πδ δ
−

−

∂
= ≥ >

∂

ππδ δ

( ), erfc ,
2

sx t s
t

 =  
 

причем 

Тогда получим следующие формулы:

( ) ( ) ( )0,0 : 1 0, 0.x t x t x s− = =

( )
21, : exp ,

4
x sy t s
s ttπ

 ∂
= − = − ∂  π

/ / 2.y xδ δ π= πδδ

,y tδ π= πδ

2 ,x
tδ
π

=
π

δ

Лемма 1 доказана.
Лемма 2. Пусть

где a, m – положительные постоянные, и

Тогда отношение длин носителей функции 
f(x) и ее дериватива –f’'(x) = (x) (соответ-
ственно ,

f
) составит значение не менее еди-

ницы:

( ) ( ) ( ) ( )
0

: exp , 0 exp ,m m

x

f x at dt f at dt
∞ ∞

= − = −∫ ∫

Д о к а з а т е л ь с т в о. Действительно, 
справедливы следующие формулы:

и остается привести интегралы к эйлеров‑
скому виду.

Лемма 2 доказана.
Результат леммы 2 можно переписать ина‑

че, если использовать формулу удвоения для 
функции (z) [2, 3]:

( )

( )

( )

( )

( )

0

0

0
2

0

0

exp
,

exp ,

exp ,

exp
,

exp

m

f
m

m

m

m

t at dt

at dt

at dt

at dt

t at dt

∞

∞

∞

ϕ

∞

∞

−
δ =

−

δ = −

 
− 

 =
−

∫

∫

∫

∫

∫
H

( ) ( ) ( ) ( )' : exp , 0 1.mf x x ax f− = ϕ = − − =

( )( )
( )

2
1/1: / 1.
2 /f

m
m mϕ

Γ
= δ δ = ≥

Γ
H

( )
( )2/ 1

1/
.

2 1/ 1/ 2m

m
m m−

Γπ
=

Γ +
H

( ) ( )0
1,0 : ,y t y t
t

= =
π



Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки. 13 (2) 2020

48

Пусть m = 1, тогда H = 1; если m = 2, то  
H = /2. Легко доказать, используя асимпто‑
тику Г-функции, что                .

Итак, для целых убывающих распреде‑
лений порядка m > 1 мера (длина) носителя 
распределения не превосходит меры носите‑
ля дериватива распределения.

В задачах теплопроводности стеновых 
ограждений величина  представляет собой 
отношение полного сопротивления к актив‑
ному для одномерной теплопроводной сре‑
ды (полупрямой s > 0) [22].

Предельные задачи Фурье 
для полуплоскости s > 0, |u| < ∞

Пусть

D(x) = (t,s,u: t > 0, s > 0, |u| < ∞),

t,ω = t + ω2,

где u – вторая координата.
Выполняется уравнение Фурье

и предельное условие первого рода

определяем как

Уравнение (11) можно получить из урав‑
нения (4) путем замены оператора 

t
 опера‑

тором

где ω – спектральное число.
Предельное условие первого рода ставит‑

ся как

где верхним значком ^ обозначено преобразо‑
вание Фурье функции x(t,s,u) по аргументу u.

Преобразование Фурье функции x(t,s,u) 
удовлетворяет уравнению в частных произ‑
водных:

Интегральное по аргументу u преобразо‑
вание

(13)

2
,s u

x x
t
∂

= ∇
∂

( ) ( )0,0, , .x t u x t u=

x(t,s,u), ( )
^ ^

,x x t s=

(12)

( ) ( )
^ ^

0,0 .x t x t=

Тогда, по аналогии с решением (6), получаем:

(6а)

Далее, решение второй предельной задачи 
имеет вид

Наконец, решение третьей предельной за‑
дачи следует выражению

В итоге формулы (6а), (9а) и (11а) совпа‑
дают с точными решениями периодических 
предельных задач и получаются из решений 
одномерных задач заменой оператора 

t
 опе‑

ратором 
t,.

Обобщение анализа. Уравнение Фурье 
относительно координат s, u

1
, …, u

d–1
 для слу‑

чая d > 1 имеет следующий вид:

( ) ( ) ( )0

^ ^
1/2
,, exp .tx t s s x tω= − ∂

(11а)

2 21

2 2
1

,
d

i i

x x x
t s u

−

=

∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂∑

В результате (d – 1)-кратного применения 
преобразования Фурье уравнение записыва‑
ется как 

(9а)

( )
^

^

0

0

: .
s

xy t
s

=

 ∂ = −
 ∂
 

( ) ( )
^

1/2
,, exp tx t s s ω= − ∂ ×

1^ ^

, .t ex
−

ω

    ∂ +β β         
×

( ) ( ) ( )
^ ^

1/2 1/2
, , 0, exp ,t tx t s s y t−
ω ω= − ∂ ∂

^
2^

2
2 .xx

t s
∂ ∂ +ω = ∂ ∂ 

( ) ( ) ( )
^

, : , , exp ,x t s x t s v i v dv
∞

−∞

= ω∫

^
2^

2
2 ,xx

t s
∂ ∂ +Ω = ∂ ∂ 

1
2 2

1
: .

d

i
i

−

=

Ω = ω∑

m→∞
→ ∞H
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(6б)

В привычных обозначениях решение первой 
предельной задачи имеет вид

где для (d – 1)-кратного преобразования Фу‑
рье введено обозначение

( ) ( )
^ ^

1/2
, 0, exp ,tx t s s xΩ= − ∂

Обратное преобразование Фурье следует 
представить как

.
1

1
exp

d

i i
i

i v
−

=

 
× ω 

 
∑

×

Если x0(t, 0, u1, …, ud–1) – периодическая 
функция аргумента t, то формула (6б) совпа‑
дает с точным решением первой предельной 
задачи Фурье. Формулы (9а) и (11а) также со‑
храняют силу при замене нижнего индекса ω 
на индекс Ω.

Возвратимся к задаче теплопроводности, 
упомянутой в конце раздела «Мера носите‑
лей распределений для полупрямой s > 0». 
Можно доказать, что с увеличением размер‑
ности бесконечной области, занятой скаляр‑
ной теплопроводной средой, ее термическое 
сопротивление не возрастает с увеличением 
размерности области d > 1. 

Действительно, для любого значения d > 1

2

1 1
.

s
ss

t i t t
i d

−
−−

≤ ≤ −

∂ + ω ≤ ∂ ≤ ∂∑

( )
( )

^

0 1 1 1
1, ,...,

2d dx t − −ω ω = ×
π

( )
1

1 1 0 1 1
10 0

... ,0, ,...,
d

d d i i
i

dv dv x t v v exp i v
∞ ∞ −

− −
=

 
× × ω 

 
∑∫ ∫

Выводы

Применение алгебры неограниченных 
операторов дифференцирования и прове‑
денный анализ результатов позволили сфор‑
мулировать следующие заключения.

1.  Неограниченный оператор дробного 
дифференцирования над кольцом непрерыв‑
ных функций допускает обращение (оно из‑
вестно как формула Абеля – Лиувилля). Об‑
ратный оператор ограничен на функциях из 
множества L

1
(0,t), где t ≤ ∞. Решение второй 

и третьей предельных задач Фурье получает‑
ся как результат обращения дифференциаль‑
ного оператора первой предельной задачи.

2.  В квазистационарной (периодической) 
предельной задаче оператор 

t
 коммутирует 

с любой дробной обратной степенью. В апе‑
риодических задачах коммутации степеней 
оператора нет.

3.  Для целых убывающих распределений 
порядка m > 1, мера (длина) носителя распре‑
деления x(t,s) не превосходит меры носителя 
дериватива распределения y(t,s) = x/s. Дру‑
гими словами, толщина пограничного слоя 
потока тепла (убывающего распределения по‑
рядка m – 1) должна быть не менее толщины 
температурного пограничного слоя.

4.  Увеличение размерности области D(x) 
определения искомой функции x(t,s) не уве‑
личивает меры носителей supp(x) и supp(y), 
при этом y = ||x||, (||x|| – евклидова норма 
скалярной функции x(t,s)). Мера носителя 
распределения не превосходит меры носите‑
ля его производной для любых целых убыва‑
ющих распределений порядка m > 1. Поэтому 
термическое сопротивление области D(x) с 
увеличением ее размерности не возрастает: 
вектор y теплового потока получает дополни‑
тельную компоненту (дополнительную сте‑
пень свободы).

( )0 1 1 1 1
0 0

,0, ,..., ...d dx t u u d d
∞ ∞

− −= ω ω ×∫ ∫

( )
1^

0 1 1
1

, ,..., exp .
d

d i i
i

x t i u
−

−
=

 
ω ω − ω 

 
∑
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