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Данная работа продолжает изучение свойств взаимно-однородных функций (ВОФ), 
которые являются обобщением функций, однородных по Эйлеру; ВОФ могут использоваться 
при синтезе электрических и магнитных полей электронно- и ионно-оптических систем со 
специальными свойствами. Рассматривается цепочка функций, соответствующая кратным 
вещественным собственным значениям матрицы базовых функциональных уравнений 
для ВОФ. Выведены функциональные соотношения, характеризующие такие функции, а 
также общие формулы для функций, являющихся решениями полученных функциональных 
соотношений. Показано, что полученный класс функций представляет собой уточнение 
присоединенных однородных функций Гельфанда. Исследованы типичные дифференциальные 
и интегральные свойства полученного класса функций, а для дифференцируемых функций 
доказано обобщение теоремы Эйлера (критерий Эйлера).

Ключевые слова: функциональное уравнение, однородная функция, присоединенная 
однородная функция, взаимно-однородные функции

Ссылка при цитировании: Бердников А.С., Соловьев К.В., Краснова Н.К. Цепочки 
фундаментальных взаимно-однородных функций с общим вещественным собственным 
числом // Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки. 2020.  
Т. 13. № 2. С. 53–71. DOI: 10.18721/JPM.13205

Статья открытого доступа, распространяемая по лицензии CC BY-NC 4.0 (https://creative-
commons.org/licenses/by-nc/4.0/)

CHAINS OF FUNDAMENTAL MUTUALLY HOMOGENEOUS 
FUNCTIONS WITH A COMMON REAL EIGENVALUE
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This work continues our studies in properties of the mutually homogeneous functions (MHF) 
being a generalization of Euler homogeneous functions.  MHF can be used in the synthesis of elec-
tric and magnetic fields for electron systems and ion-optical ones with special properties. A chain of 
functions corresponding to multiple real eigenvalues of the matrix of basic functional relations for 
MHF has been considered. Functional relations answering such functions were derived. General for-
mulas for the solutions of the obtained functional relations were derived. The obtained functions were 
shown to be a refinement of the associated homogeneous functions introduced by Gel’fand. Typical 
differential and integral properties of the obtained functions were investigated, and a generalization 
of the Euler theorem was proved (Euler criterion) for differentiable functions.
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Введение

Данная статья продолжает серию работ 
[1 – 4], посвященных исследованию свойств 
однородных гармонических функций и их 
использованию при синтезе электрических и 
магнитных полей для электронно- и ионно- 
-оптических систем со специальными свой-
ствами [5 – 8]. Она является прямым про-
должением публикации [9] и в значитель-
ной степени опирается на приводимые в ней 
результаты. 

Функция f(x
1
, x

2
, …, x

n
) называется одно-

родной по Эйлеру со степенью однородно-
сти, равной p, если при любых вещественных 
значениях λ выполняется тождество

     f(λx1, λx2, …, λxn) = λp f(x1, x2, … , xn).

Основные свойства и теоремы о функци-
ях, однородных по Эйлеру, описываются в 
книге [10]. В частности, любая однородная 
функция степени p может быть представлена 
в виде 

f(x1, x2, …, xn) = 
= x1

p h(x2/x1, x3/x1, …, xn/x1),

где h(t
2
, t

3
, …, t

n
) – некоторая функция (n – 1) 

переменных, а любая функция вида (2) будет 
однородной функцией степени p. 

Функция f(x
1
, x

2
, …, x

n
) называется поло-

жительно однородной по Эйлеру степени p, 
если тождество (1) выполняется при любых 
положительных вещественных значениях λ, 
а при отрицательных вещественных значе-
ниях λ его справедливость не гарантируется 
(например, функция     ). Ограниче-
ние λ > 0, в частности, позволяет без опасе-
ний работать c произвольными веществен-
ными степенями однородности в формуле 
(1): для произвольной вещественной степени 
p требуются определенные усилия, чтобы до-
определить степенную функцию λp при отри-

цательных значениях λ так, чтобы сохранить 
условие 

λ1
pλ2

p = (λ1λ2)
p.

Положительно однородную функцию f(x
1
, 

x
2
, …, x

n
) степени p можно представить в сле-

дующем виде:

при x1 > 0    f(x1, x2,…, xn) = 
= x1

p h(x2/x1, x3/x1, …, xn/x1);

при x1 < 0    f(x1, x2, …, xn) =
= (–x1)

p g(x2/x1, x3/x1, …, xn/x1),

где h(t
2
, t

3
, …, t

n
) и g(t

2
, t

3
, …, t

n
) будут функци-

ями от (n – 1) переменных, не зависящими 
друг от друга (в общем случае). 

Формулы (3) и (4) получаются из соотно-
шения (1) при подстановке в него значений 
λ = +1/x

1
 при x

1
 > 0, и –1/x

1
 при x

1
 < 0, если 

функции h(t
2
, t

3
, …, t

n
) и g(t

2
, t

3
, …, t

n
) опреде-

лить как

h(t2, t3, …, tn) = f(+1, t2, t3, …, tn),

g(t2, t3, …, tn) = f(–1, –t2, –t3, …, –tn).

При x
1
 = 0 функция f(0, x

2
, x

3
, …, x

n
) бу-

дет положительно однородной по Эйлеру 
степени p от меньшего числа переменных, 
поэтому к ней, в свою очередь, можно при-
менить параметризацию вида (3), (4). Рекур-
сивный процесс конструирования полной 
параметризации для положительно одно-
родной функции f(x

1
, x

2
, …, x

n
) завершается, 

когда исчерпывается набор переменных x
1
, 

x
2
, …, x

n
.

Рассмотрим функции вида

при x1 > 0:    fp,k(x1, x2,…, xn) = 
= (1/k!) x1

p (q ln x1)
k ×

× h(x2/x1, x3/x1, …, xn/x1), 
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при x1 < 0:    fp,k(x1, x2,…, xn) = 
= (1/k!) (–x1)

p (q ln (–x1))
k ×

× g(x2/x1, x3/x1, …, xn/x1), 

где p, q – вещественные константы; k – це-
лочисленный индекс (k = 0, 1, 2, …); h(t

2
, t

3
, 

…, t
n
), g(t

2
, t

3
, …, t

n
) – некоторые функции от 

(n – 1) переменных; значения переменной x
1 

удовлетворяют условию x
1
 ≠ 0. 

Если даны функциональные соотноше-
ния

fi(λx1, λx2, …, λxn) = 
= Σaij(λ) fj(x1, x2, …, xn),

где i, j = 1, 2, …, k, а функции a
ij
(λ) заранее 

неизвестны, то в частном случае, когда все 
собственные числа матрицы ||a

ij
(λ)|| будут ве-

щественными числами p, равными друг другу 
(см. статью [9]), функции вида (5), (6) могут 
претендовать на роль возможных решений 
для функциональных уравнений вида (7).

С помощью прямой подстановки можно 
убедиться, что для λ > 0 функции (5), (6) под-
чиняются функциональным соотношениям

где a
j
(λ) = (1/j!) λp (q ln λ) j. 

Задачами данной работы являются, 
во-первых, вывод общих формул для функ-
ций, удовлетворяющих функциональным 
уравнениям (8) при условии, что функции 
a

j
(λ) имеют вид

aj(λ) = (1/j!) λp (q ln λ) j,

а во-вторых, – доказательство некоторых 
важных теорем о полученном классе веще-
ственных функций многих переменных.

Связь функций вида (5)  
с присоединенными однородными  

функциями Гельфанда

Функции вида (5) и (6), удовлетворяю-
щие функциональным соотношениям вида 

(8), представляют собой уточнение присое-
диненных однородных функций Гельфанда, 
как они определены в работах [11, 12]. Одна-
ко в указанных публикациях ошибочно пред-
полагается, что система функциональных 
соотношений (8) представляет собой двух- 
диагональную матрицу с заранее неизвест-
ными функциями a(λ) для главной диаго-
нали и b(λ) для вспомогательной диагонали. 
К сожалению, эта незначительная ошибка 
в формальном определении, не влияющая 
на остальные фундаментальные результаты, 
полученные в работах [11, 12], в дальней-
шем была некритично растиражирована в 
последующих публикациях других авторов 
[13 – 20]. Только в работах [21, 22] удается 
обнаружить указание на эту неточность, но 
и здесь имеется пробел в рассуждениях, за-
ключающийся в пропуске множителя 1/k! в 
соответствующих формулах. Этот недоста-
ток отсутствует в более ранних формулах, 
приведенных в монографии [23]. Кроме то-
го, в публикациях [21 – 23] после проверки 
требуемых функциональных соотношений 
для рассматриваемых функций (т. е. после 
получения частного решения) анализ формы 
общего решения для полученных функцио-
нальных уравнений не выполнен.

Легко показать, что по крайней мере для 
дифференцируемых функций1 у двухдиаго-
нальной системы функциональных урав-
нений вида (8) невырожденные решения, 
отличные от тождественного нуля, могут 
иметься только при a(λ) = λp и b(λ) = λp(q ln λ), 
причем эти решения (если они существуют) 
обязаны иметь вид линейных комбинаций с 
постоянными коэффициентами, составлен-
ных из функций вида (7) [21]. К сожалению, 
уже при k = 3 функции (7) перестают удов-
летворять системе двухдиагональных соот-
ношений (8) и можно показать, что у этих 
функциональных соотношений при k ≥ 3 ре-
шения отсутствуют в принципе [21]. 

1 На самом деле для такого вывода достаточно 
требования, чтобы каждая из функций a(λ) и b(λ) была 
непрерывной хотя бы в одной точке λ > 0. Строгое 
доказательство этого утверждения несложно, но 
выходит за рамки основной темы данной работы.

(6)

(7)

(8)
( ), 1 2, , ,p k nf x x xλ λ λ =

( ) ( ), 1 2
0,

, , , ,k j p j n
j k

a f x x x−
=

= λ∑ 
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Одной из целей данной работы являет-
ся возвращение математической строгости 
присоединенным однородным функциям 
Гельфанда, а также исследование некоторых 
интересных свойств полученных функций. 

Следует подчеркнуть, что при этом рас-
сматривается достаточно узкий подкласс 
функций, максимально приближенный к 
присоединенным однородным функциям 
Гельфанда. Общее решение функциональ-
ных уравнений (8) с заранее неизвестными 
функциями a

j
(λ) гораздо шире и планируется 

как тема отдельной публикации.

Общие формулы

Чтобы не смешивать рассматриваемые 
нами конструкции с присоединенными од-
нородными функциями в смысле определе-
ний Гельфанда [11, 12], добавим следующее 
определение.

Определение. Полубесконечная цепочка 
функций f

p,k
(x

1
, x

2
, …, x

n
), где k = 0, 1, 2, …, а 

функции f
p,k

(x
1
, x

2
, …, x

n
) при всех λ > 0 удовлет-

воряют функциональным соотношениям

fp,k(λx1, λx2,…, λxn) = 
 = Σj=0,k (1/(k–j)!) λp (q ln λ)k–j × 

× fp,j(x1, x2,…, xn), 

называется фундаментальными присоединен-
ными однородными функциями степени p и по-
рядка k.

Если изменить порядок суммирования, то 
соотношения (9) можно записать в эквива-
лентном виде как

fp,k(λx1, λx2,…, λxn) =
= Σj=0,k (1/j!) λp (q ln λ) j ×

× fp,k–j(x1, x2,…, xn).

Параметр q отвечает за нормировку фун-
даментальных присоединенных однородных 
функций и не влияет на их остальные свой-
ства. После подстановки 

fp,j(x1, x2, …, xn) = 
= qj Fp,j(x1, x2, …, xn)

(9)

(10)

(11)

параметр q сокращается в функциональных 
соотношениях (9), а функции F

p,j
(x

1
, x

2
, …, x

n
) 

приобретают смысл нормированных фунда-
ментальных присоединенных однородных 
функций, соответствующих выбору q = 1. 

Требуется найти формулы общего вида 
для функций, удовлетворяющих функцио-
нальным соотношениям (9), аналогичные 
формулам (3) и (4). Ответ дается следующей 
теоремой. 

Теорема 1. Цепочка фундаментальных при-
соединенных однородных функций f

p,k
(x

1
, x

2
, …, 

x
n
) степени p и порядка k, которая при λ > 0 

подчиняется функциональным соотношениям 
(9), при x

1
 ≠ 0 может быть взаимно-однознач-

ным образом представлена в следующем виде:

при x1 > 0    fp,k(x1, x2,…, xn) =
 = Σj=0,k (1/(k–j)!) x1

p (q ln x1)
k–j × 

 × hj(x2/x1, x3/x1, …, xn/x1);

при x1 < 0    fp,k(x1, x2,…, xn) =
 = Σj=0,k (1/(k–j)!) (–x1)

p (q ln (–x1))
k–j × 

× gj(x2/x1, x3/x1, …, xn/x1),

где g
j
(t

2
, t

3
, …, t

n
), h

j
(t

2
, t

3
, …, t

n
) – вещественные 

функции от (n – 1) переменных, которые вза-
имно-однозначным образом связаны с функция-
ми f

p,k
(x

1
, x

2
, …, x

n
). 

Справедливо также обратное утвержде-
ние: цепочка функций, заданная формулами 
(10) и (11), подчиняется при x

1
 ≠ 0 функцио-

нальным соотношениям (9) при произвольном 
выборе функций g

j
(t

2
, t

3
, …, t

n
) и h

j
(t

2
, t

3
, …, t

n
).

При x
1
 = 0 и x

2
 ≠ 0 процесс конструирова-

ния параметризации для фундаментальных 
присоединенных однородных функций f

p,k
(0, 

x
2
, x

3
, …, x

n
) степени p и порядка k, осущест-

вляется по аналогии с формулами (10), (11). 
Процедура конструирования полной пара-
метризации функций f

p,k
(x

1
, x

2
, …, x

n
) повто-

ряется рекурсивным образом, пока не будет 
исчерпан набор переменных x

1
, x

2
, …, x

n
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Ограничимся рас-
смотрением случая x

1
 > 0, так как случай x

1
 < 0  

получается из него после подстановки x
1
 = –x

1
,  

при которой соотношения (9) сохраняются в 
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(12)

(13)

неизменном виде.
При k = 0 соотношения (9) превращаются 

в соотношение однородности (1), а функция 
f

p,0
(x

1
, x

2
, …, x

n
) оказывается положительно 

однородной функцией степени p, которая 
определена при x

1
 > 0. Следовательно, фор-

мула (10) при k = 0 будет верна, так как со-
впадает с формулой (3) для положительно 
однородных функций, а функция h

0
(t

2
, t

3
, …, 

t
n
) взаимно-однозначным образом определя-

ется по имеющейся функции f
p,0

(x
1
, x

2
,…, x

n
). 

Привлечем метод математической индук-
ции. 

Пусть формулы (10) доказаны для всех 
значений k, удовлетворяющих неравенству  
0 ≤ k < m. Запишем функцию f

p,m
(x

1
, x

2
, …, x

n
) 

при x
1
 > 0 в виде 

fp,m(x1, x2,…, xn) = x1
p H(x1, x2,…, xn) +

+ Σj=0,m–1 (1/(m–j)!) x1
p (q ln x1)

m–j ×
× hj(x2/x1, x3/x1, …, xn/x1), 

где функции h
j
(t

2
, t

3
, …, t

n
) для j = 0, 1, m – 1 

были уже определены на предыдущих шагах 
доказательства. Требуется определить, какой 
должна быть функция H(x

1
, x

2
, …, x

n
), имею-

щая смысл при при x
1
 > 0, чтобы при λ > 0 

было выполнено тождество

fp,m(λx1, λx2, …, λxn) –
 – λp fp,m(x1, x2, …, xn) – 

– Σk=0,m–1 (1/(m–k)!) λp (q ln λ)m–k ×
× fp,k(x1, x2, …, xn) = 0. 

После упрощения выражения (13) с учетом 
того, что функции f

p,k
(x

1
, x

2
, …, x

n
) при 0 ≤ k < m  

можно заменить на соотношения (10), полу-
чим условие:

при λ > 0, x1 > 0 
H(λx1, λx2, …, λxn) = H(x1, x2, …, xn).

Следовательно, функция H(x
1
, x

2
, …, x

n
) 

должна быть положительно однородной 
функцией нулевой степени, определенной 
при x

1 
> 0. Это условие является и необходи-

мым, и достаточным для выполнения равен-

ства (13), поскольку все алгебраические пре-
образования при упрощении выражения (13) 
обратимы.

В соответствии с формулой (3), при x
1
 > 0 

функцию H(x
1
, x

2
, …, x

n
) можно представить 

в виде

H(x1, x2, …, xn) =
= hm(x2/x1, x3/x1, …, xn/x1),

где h
m
(t

2
, t

3
, …, t

n
) – некоторая новая функция 

от (n – 1) переменных. 
После этого при подстановке в равенство 

(12) значения x
1
 = 1 получим условие

fp,m(1, x2, …, xn) = hm(x2, x3, …, xn),

откуда следует взаимно-однозначная связь 
между функциями f

p,m
 и h

m
.

Таким образом, формула (10) при x
1
 > 0  

будет справедлива в том числе и при k = m. 
Теорема 1 доказана.
Имеются и другие способы представить 

цепочку присоединенных однородных функ-
ций в параметризованной форме. Один из 
таких способов, обеспечивающий констру-
ирование параметризаций наиболее общего 
вида, может быть сформулирован в виде сле-
дующей теоремы.

Теорема 2. Пусть ω
p
(x

1
, x

2
, …, x

n
) – по-

ложительно однородная функция степени p, 
ψ

q
(x

1
, x

2
, …, x

n
) – положительно однородная 

функция степени q ≠ 0, а ψ
2
(x

1
, x

2
, …, x

n
), ψ

3
(x

1
, 

x
2
, …, x

n
),  …, ψ

n
(x

1
, x

2
, …, x

n
), – положительно 

однородные функции нулевой степени. 
Пусть в каждой точке области Ω эти 

функции определены. Дополнительно пусть в 
области Ω функция ω

p
 не обращается в нуль, 

функция ψ
q 

является строго положительной, 
функции ψ

2
, ψ

3
, …, ψ

n
 являются функционально 

независимыми.
Тогда фундаментальные присоединенные 

однородные функции f
p,k

(x
1
, x

2
, …, x

n
), кото-

рые при λ > 0 подчиняются функциональным 
соотношениям (9), могут быть в области Ω 
взаимно-однозначным образом представлены в 
виде
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fp,k(x) =
= Σj=0,k (1/(k–j)!) ωp(x) (ln ψq(x))k–j ×

          × hj(ψ2(x), ψ3(x), …, ψn(x)), 

где x = (x
1
, x

2
,…, x

n
), а h

j
(t

2
, t

3
, …, t

n
) будут не-

которыми вещественными функциями от  
(n – 1) переменных. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. При k = 0 функция 
f

p,0
(x

1
, x

2
, …, x

n
) будет положительно однород-

ной функцией степени p, а функция 

fp,0(x1, x2, …, xn)/ωp(x1, x2, …, xn)

будет корректно определенной, положитель-
но однородной функцией нулевой степени. 
Она может быть представлена в виде h

0
(ψ

2
, 

ψ
3
, …, ψ

n
), будучи функционально зависима 

от функционально независимых функций ψ
2
, 

ψ
3
, …, ψ

n
. Действительно, если бы нашлась 

такая положительно однородная функция 
ψ(x

1
, x

2
, …, x

n
) нулевой степени, которая бы 

образовывала с функциями

ψ2(x1, x2, …, xn), 
ψ3(x1, x2, …, xn), …, ψn(x1, x2, …, xn)

функционально независимый набор, то сво-
бодные переменные x

1
, x

2
, …, x

n
 можно было 

бы выразить через функционально незави-
симые положительно однородные функции 
ψ, ψ

2
, …, ψ

n
 нулевой степени, и тогда любая 

функция от переменных x
1
, x

2
, …, x

n
 должна 

была бы быть положительно однородной 
функцией нулевой степени. Этого не может 
быть, поэтому соответствующая функция 
h

0
(ψ

2
, ψ

3
, …, ψ

n
) обязана существовать, и тем 

самым при k = 0 формула (14) выполнена. 
Дальнейшее доказательство по индукции 
почти дословно повторяет доказательство  
теоремы 1. 

Теорема 2 доказана.
При использовании формул (14) все про-

странство Rn разбивается на непересекающи-
еся области Ω

s
 конического вида2, для каждой 

из которых выбранные функции ω
p
(x

1
, x

2
, …, 

2 Область Ω называется гиперконусом, если из условия 
x ϵ Ω следует, что для любых точек λx при произвольных 
значениях λ > 0 также выполнено условие λx ϵ Ω.

x
n
) и ψ

q
(x

1
, x

2
, …, x

n
) не обращаются в нуль3, а 

функции

ψ2(x1, x2, …, xn), 
ψ3(x1, x2, …, xn), …, ψn(x1, x2, …, xn)

образуют функционально независимый на-
бор положительно однородных функций 
нулевой степени. Для каждой из областей 
Ω

s
 при конструировании параметризации 

(14) используется, вообще говоря, свой соб-
ственный набор функций h

j
(t

2
, t

3
, …, t

n
), ни-

как не связанный с функциями h
j
(t

2
, t

3
, …, t

n
), 

используемых для других областей. Границы 
между коническими областями представляют 
собой конические поверхности меньшей раз-
мерности, вдоль которых рассматриваемые 
функции f

p,k
(x

1
, x

2
, …, x

n
) ведут себя как фун-

даментальные присоединенные однородные 
функции меньшей размерности, и для них 
параметризация строится по аналогичной 
схеме.

Важно отметить, что в результате у пара-
метризации фундаментальных присоеди-
ненных однородных функций f

p,k
(x

1
, x

2
, …, x

n
) 

происходит разбиение на несколько незави-
симых ветвей, причем такое разбиение зави-
сит от выбранных вспомогательных функций 
ω

p
(x

1
, x

2
, …, x

n
) и ψ

q
(x

1
, x

2
, …, x

n
) и, в меньшей 

степени, функций 

ψ2(x1, x2, …, xn), 
ψ2(x1, x2, …, xn), …, ψn(x1, x2, …, xn),

а не отражает внутреннюю структуру параме-
тризуемой цепочки функций.

Можно обойтись без разбиения простран-
ства Rn на несколько независимых ветвей, 
как это вытекает из следующей теоремы.

Теорема 3. Цепочка фундаментальных 
присоединенных однородных функций f

p,k
(x

1
, x

2
, 

…, x
n
), которая при λ > 0 подчиняется функ-

циональным соотношениям (9), может быть 
взаимно-однозначным образом представлена в 
виде

3 Если функция ψ
q
 в рассматриваемой области 

отрицательна, она заменяется на – ψ
q
.

(14)
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fp,k(x) = Σj=0,k (1/(k–j)!) rp (q ln r)k–j ×
× hj(x1/r, x2/r, …, xn/r), 

где x = (x
1
, x

2
, …, x

n
),          ,  

а h
j
(t

1
, t

2
, …, t

n
) будут произвольными веще-

ственными функциями, заданными на поверх-
ности единичной гиперсферы

t1
2 + t2

2 + … + tn
2 = 1,

взаимно-однозначным образом связанными с 
функциями f

p,k
(x

1
, x

2
, …, x

n
). 

Д о к а з а т е л ь с т в о. При k = 0 спра-
ведливость формулы (15) для положительно 
однородной функции f

p,0
(x

1
, x

2
, …, x

n
) получа-

ется после подстановки в соотношение од-
нородности (1) значения λ = 1/r и использо-
вания функции h

0
(t

1
, t

2
, …, t

n
) = f

p,0
(t

1
, t

2
, …, t

n
)  

(напомним, что каждая из функций h
j
(t

1
,  

t
2
, …, t

n
) определена лишь для поверхности 

единичной гиперсферы t
1

2 + t
2

2 + … + t
n

2 = 1).  
Дальнейшее доказательство по индукции 
почти дословно повторяет доказательство 
теоремы 1. 

Теорема 3 доказана.
Из соотношений (9) следует, что линей-

ная комбинация с постоянными коэффи-
циентами, составленная из нескольких це-
почек фундаментальных присоединенных 
однородных функций степени p и порядка 
k, снова будет цепочкой фундаментальных 
присоединенных однородных функций сте-
пени p и порядка k. Кроме того, если f

p,k
(x

1
, x

2
, 

…, x
n
) – это цепочка фундаментальных при-

соединенных однородных функций степени 
p и порядка k, то новая цепочка функций

gp,k(x1, x2, …, xn) = fp,k–1(x1, x2, …, xn)

со сдвигом индекса, дополненная начальным 
нулем g

p,0
(x

1
, x

2
, …, x

n
) = 0, также будет цепоч-

кой фундаментальных присоединенных од-
нородных функций степени p и порядка k. 

Формулы (10), (11) (а также (14) или (15)) 
иллюстрируют справедливость гипотезы 
Гельфанда, согласно которой любые цепоч-
ки присоединенных однородных функций 
степени p и порядка k получаются из глав-

ных цепочек с ненулевым первым членом с 
помощью сдвига индекса k и последующего 
суммирования. При этом все члены главной 
цепочки функций восстанавливаются одно-
значным образом по ее первому члену сооб-
разно с некоторым правилом, точная фор-
мулировка которого отражает предпочтения 
исследователя и, вообще говоря, может быть 
различной для одной и той же начальной 
функции. В случае доказанных выше теорем, 
соответствующие цепочки фундаментальных 
присоединенных однородных функций име-
ют вид

а) для формул (10), (11):

при x1 > 0    f (j)
p,k (x) =

= (x1
p / k!) (q ln x1)

k ×
× hj(x2/x1, x3/x1, …, xn/x1);

при x1 < 0    f (j)
p,k (x) =

= ((–x1) 
p /k!) (q ln (–x1))

k ×
× gj(x2/x1, x3/x1, …, xn/x1);

б) для формул (14):

f (j)
p,k(x) = ωp(x) /k! (ln ψq(x))k ×

× hj(ψ2(x), ψ3(x), …, ψn(x));

в) для формул (15):

f (j)
p,k(x) =

= (rp / k!) (q ln r)k hj(x1/r, x2/r, …, xn/r).

Замечание. Как следует из формул (14), по 
сути фундаментальные присоединенные од-
нородные функции – это линейные комби-
нации цепочек функций вида 

(1/k!) Rp(x1, x2, …, xn) ×
× (ln Sq(x1, x2, …, xn))

k,

где R
p
(x

1
, x

2
, …, x

n
) – это произвольные поло-

жительно однородные функции степени p, 
а S

q
(x

1
, x

2
, …, x

n
) – фиксированные положи-

тельно однородные функции степени q, для 
которых используется также сдвиг индекса 
k и дополнение сдвинутых цепочек началь-
ными нулями. 

Ситуация не изменится и никаких новых 

(15)

2 2 2
1 2 nr x x x= + + +



Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки. 13 (2) 2020

60

функций не удастся получить, если потре-
бовать, чтобы функции S

q
(x

1
, x

2
, …, x

n
) были 

произвольными положительно однородны-
ми функциями степени q. 

В частности, такой подход позволяет за-
писывать фундаментальные присоединен-
ные однородные функции в более изящном 
виде, не используя искусственным образом 
выделенные переменные x

1
. Изменение вы-

бора функции S
q
(x

1
, x

2
, …, x

n
) делает текущие 

главные цепочки вторичными, перемещая 
на место главных цепочек те, которые пре-
жде были вторичными. В силу этого по-
нятие главных цепочек фундаментальных 
присоединенных однородных функций яв-
ляется весьма условным и зависит от выбора 
параметризации фундаментальных присое-
диненных однородных функций.

Дифференцирование и интегрирование 
присоединенных однородных функций 

Если однородная по Эйлеру функция 
f(x

1
, x

2
, …, x

n
) степени p дифференцируема, 

то ее частные производные по переменным 
x

1
, x

2
,…, x

n
 будут однородными функциями 

степени (p – 1) [10]. Аналогичное утвержде-
ние справедливо для присоединенных одно-
родных функций. Сформулируем и докажем 
следующую теорему.

Теорема 4 (о дифференцировании). Если 
f

p,k
(x

1
, x

2
, …, x

n
) – это цепочка фундаменталь-

ных присоединенных однородных функций сте-
пени p и порядка k, а функции f

p,k
(x

1
, x

2
, …, x

n
) 

являются дифференцируемыми, то их первые 
частные производные f

p,k
/x

i
 по переменным 

x
1
, x

2
, …, x

n 
будут образовывать цепочки фун-

даментальных присоединенных однородных 
функций степени (p – 1) и порядка k.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение те-
оремы следует из почленного дифференци-
рования правой и левой части формул (9) по 
переменной x

i 
.

Теорема 4 доказана.
Аналогичное утверждение справедливо 

для операции интегрирования. 
Теорема 5 (об интегрировании). Если 

f
p,k

(x
1
, x

2
, …, x

n
) – это цепочка фундаменталь-

ных присоединенных однородных функций сте-

( ), 1 2 1 1
0

, , , , , , ,
ix

p k i i nf x x x t x x dt− += ∫  

( ), 1 2, , ,p k nF x x x =

пени p и порядка k, то интегралы вида

(если они существуют) образуют цепочку 
фундаментальных присоединенных однород-
ных функций степени (p + 1) и порядка k. 

Существенно, что начальной точкой ин-
тегрирования является нуль.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Оно следует из 
почленного интегрирования по переменной t 
на интервале t  [0, x

i
] соотношения (8) после 

подстановки в него x
i
  t с учетом равенства

Теорема 5 доказана.
Возможно также рассмотрение интегралов 

где функции g
k
(x

1
, x

2
, …, x

i–1
, x

i+1
, …, x

n
) вы-

бираются так, чтобы получившиеся функции 
f

p,k
(x

1
, x

2
, …, x

n
) образовывали цепочку фун-

даментальных присоединенных однородных 
функций степени (p + 1) и порядка k. Можно 
показать, что такие функции g

k
 действитель-

но существуют и могут быть выражены через 
функции f

p,k
(x

1
, x

2
, …, x

n
) однозначным обра-

зом с точностью до аддитивных членов в ви-
де фундаментальных присоединенных одно-
родных функций степени (p + 1) и порядка k, 
которые зависят от переменных x

1
, x

2
, …, x

i–1
, 

x
i+1

, …, x
n
. Доказательство этого утверждения 

приводится в следующем разделе.
Теорема 6 (о дробном дифференцирова-

нии). Если f
p,k

(x
1
, x

2
, …, x

n
) – это цепочка фун-

даментальных присоединенных однородных 
функций степени p и порядка k, то их дробные 
производные F

p,k
(x

1
, x

2
, …, x

n
) порядка α(0, 1) 

(диффероинтегралы порядка α Римана – Лиу-
вилля [24 – 26]), имеющие вид 

( ), 1 2 1 1
0

, , , , , , ,
ix

p k i i nf x x x t x x dt− +λ λ λ λ λ λ =∫  

( ), 1 2 1 1
0

1 , , , , , , , .
ix

p k i i nf x x x x x d
λ

− += λ λ λ τ λ λ τ
λ ∫  

( ), 1 2 1 1, , , , , , ,
i

k

x

p k i i n
a

f x x x t x x dt− += +∫  

( )1 2 1 1, , , , , , ,k i i ng x x x x x− ++  

( ), 1 2, , ,p k nF x x x =

( ) ( )1
, 1 2 1 1

0

1 , , , , , ,
ix

m
i p k i i nm x f x x x x x d

λ
−α−

− +−α= λ − τ λ λ λ τ λ λ τ
λ ∫  
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( )1 2 1 1, , , , , ,i i nf x x x t x x dt− + 

( ) ( ) ( )1
1 2 1 2 1 1

0

, , , , , , , , ,
ix

m
n i i i nL f x x x x t f x x x t x x dt−α−

− += −   ∫  ×

,×

( ), 1 2, , ,p k nF x x x =

×

( ) ( ) ( )
1 1

1 1 1

11

1 1 , 1 2 1
0 0

, ,
n n

n n n

xx
k kk k kk
n n p k n nx t x t f t t t dt dt

µ −µ −

− − λ λ λ =∫ ∫   

образуют цепочку фундаментальных присое-
диненных однородных функций степени (p – α) 
и порядка k (если такие интегралы существу-
ют, в частности, если m – α > 0). 

Существенно, что начальной точкой ин-
тегрирования является нуль.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Оно следует из 
почленного применения к соотношению (8) 
линейного оператора-свертки L[f]: 

где необходимо также учитывать равенство

На выходе получается цепочка фунда-
ментальных присоединенных однородных 
функций степени (m + p – α) порядка k, ко-
торая после m-кратного дифференцирова-
ния по переменной x

i
 становится цепочкой 

фундаментальных присоединенных одно-
родных функций степени (p – α) порядка k. 

Теорема 6 доказана.
Теорема 7 (о свертке с обобщенным 

ядром Абеля). Если f
p,k

(x
1
, x

2
, …, x

n
) – это 

цепочка фундаментальных присоединенных 
однородных функций степени p и порядка k, 
то при условии существования соответству-
ющих интегралов их свертка с обобщенным 
ядром Абеля, имеющая вид 

( ) ( )1
, 1 2 1 1

0

1 , , , , , ,
ix

m
i p k i i nm x f x x x x x d

λ
−α−

− +−α= λ − τ λ λ λ τ λ λ τ
λ ∫  ×

( ) ( )1
, 1 2 1 1

0

, , , , , ,
ix

m
i p k i i nx t f x x x t x x dt−α−

− +− λ λ λ λ λ λ =∫  ×

( ) ( )1
, 1 2 1 1

0

, , , , , ,
ix

m
i p k i i nx t f x x x t x x dt−α−

− +− λ λ λ λ λ λ =∫  ×

.( ) ( )1
, 1 2 1 1

0

1 , , , , , ,
ix

m
i p k i i nm x f x x x x x d

λ
−α−

− +−α= λ − τ λ λ λ τ λ λ τ
λ ∫  ×

( ) ( ) ( )
1 1

1 1 1

11

1 1 , 1 2 1
0 0

, ,
n n

n n n

xx
k kk k kk
n n p k n nx t x t f t t t dt dt

µ −µ −

− − λ λ λ =∫ ∫   

(16)

( )( ) ( )( ) ( )
11

1 1 1

1

11

1 1 , 1 2 1
0 0

1 , , ,
nn

n n n

n

xx
k k kk k k

n n p k n nx x f d d
µ −µ −λλ

µµ= λ − τ λ − τ τ τ τ τ τ
λ λ ∫ ∫   



×

.( )( ) ( )
1

, 1 2 1, , ,
n

n n n
k k k

n n p k n nx f d d
µ −

λ − τ τ τ τ τ τ ×

где μ
i
 > 0, образует цепочку фундаменталь-

ных присоединенных однородных функций 
степени p + μ

1
 + μ

2
 +… + μ

n
 и порядка k. Для 

частичной свертки по переменным x
1
, x

2
, …, 

x
m
 результатом будет цепочка фундамен-

тальных присоединенных однородных функ-
ций степени p + μ

1
 + μ2 +… + μ

m
 и порядка k.  

Существенно, что начальной точкой инте-
грирования является нуль.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Оно следует из 
почленного применения к соотношению (8) 
свертки с обобщеным ядром Абеля с учетом 
равенства

Теорема 7 доказана.

Критерий Эйлера

Напомним читателям теорему Эйлера об 
однородных функциях [10]:

Теорема Эйлера (критерий Эйлера для 
однородных функций). Если функция f(x

1
, x

2
, 

…, x
n
) является непрерывно дифференцируе-

мой в любой точке пространства Rn, то для 
того, чтобы она была однородной по Эйлеру 
степени p, необходимо и достаточно, чтобы 
в любой точке пространства Rn выполнялось 
условие

x1 f/x1 + x2 f/x2 + … +
 + xn f/xn = pf.

Соотношение (13) получается при диф-
ференцировании тождества

( ), 1 2, , ,p k nF x x x =

( ), 1 2 1 1, , , , , , ,p k i i nf x x x t x x dt− + 

( ) ( ) ( )1
, 1 2 1 1

0

1 , , , , , , , ,
ixm

m
i p k i i nm

i

d x t f x x x t x x dt
m dx

−α−
− += −

Γ −α ∫  ×

× ,

( ) ( ) ( )
1 1

1 1 1

11

1 1 , 1 2 1
0 0

, , ,
n n

n n n

xx
k kk k kk
n n p k n nx t x t f t t t dt dt

µ −µ −

− −∫ ∫   = ×

× fp,k (t1, t2 ..., tn) dt1 ...dtn,

×

×
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f(λx1, λx2, …, λxn) = λp f(x1, x2, …, xn)

для однородной функции степени p по па-
раметру λ в точке λ = 1, поэтому его необ-
ходимость очевидна. Однако тот факт, что 
условие (16) будет не только необходимым, 
но еще и достаточным, чтобы всюду диф-
ференцируемая функция f(x

1
, x

2
,…, x

n
) бы-

ла однородной по Эйлеру и имела степень 
однородности p, является глубоко нетриви-
альным. Доказательство этой теоремы мож-
но найти, например, в монографии [10].

Критерий Эйлера (16) работает также и 
для непрерывно дифференцируемых поло-
жительно однородных функций степени p. 
Единственное отличие состоит в том, что в 
этом случае функция f(x

1
, x

2
,…, x

n
) может не 

иметь производной в точке x
1
 = x

2
 = … = x

n
 = 0  

и, соответственно, условие (16) может нару-
шаться в этой точке.

Теорема 8 (обобщение критерия Эйлера). 
Для того, чтобы всюду непрерывно дифферен-
цируемые функции f

p,k
(x

1
, x

2
 ,…, x

n
) образовыва-

ли цепочку фундаментальных присоединенных 
однородных функций степени p и порядка k, не-
обходимо и достаточно, чтобы во всех точках 
пространства Rn, за исключением, возможно, 
точки x

1
 = x

2
 = … = x

n
 = 0, были выполнены ра-

венства

x1 fp,k/x1 + x2 fp,k/x2 + … +
+ xn fp,k/xn = p fp,k + q fp,k–1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость 
соотношения (17) следует из дифферен-
цирования соотношения (9) как сложной 
функции по λ в точке λ = 1 (непрерывная 
дифференцируемость требуется здесь для 
того, чтобы соотношение (9) можно было 
безопасно дифференцировать как сложную 
функцию). Остается доказать достаточность 
соотношения (17). 

При k = 0 достаточность критерия (17) 
следует из теоремы Эйлера для однородных 
функций. Далее применяем метод матема-
тической индукции.

Пусть утверждение доказано для всех зна-
чений индекса k из интервала 0 ≤ k ≤ m – 1.  

Рассмотрим функцию

Φm(λ) = fp,m(λx1, λx2, …, λxn)/λ
p – 

– Σk=0,m fp,m–k(x1, x2, …, xn) (q ln λ)k/k!

где суммирование выполняется по индексу  
1 ≤ k ≤ m. 

С точностью до замены индекса сумми-
рования это выражение совпадает с тожде-
ством (9), правую и левую части которого 
разделили на λp. Производная функции 
Φ

m
(λ) по параметру λ приводится к виду 

dΦm(λ)/dλ = (1/λp+1) [λx1 ∂fp,m(λx)/∂x1 + 
+ λx2 ∂fp,m(λx)/∂x2 + … +

+ λxn ∂fp,m(λx)/∂xn – 
– pfp,m(λx) – qfp,m–1(λx) +

+ q fp,m–1(λx) – q Σk=1,m fp,m–k(x) λp ×
× (q ln λ)k–1/(k – 1)!] = 0,

поскольку соотношение (17) для функции 
f

p,m
(x

1
, x

2
, …, x

n
) выполняется в том числе и 

в точке (λx
1
, λx

2
, …, λx

n
), а функция f

p,m–1
(x

1
, 

x
2
, …, x

n
) удовлетворяет условию (9) соглас-

но индуктивному предположению. Поэтому 
Φ

m
(λ) = const и, в частности, Φ

m
(λ) = Φ

m
(1).

Однако, как легко убедиться, условие 
Φ

m
(λ) = Φ

m
(1) означает, что для функции 

f
p,m

(x
1
, x

2
, …, x

n
) выполняется соотношение 

(9). Следовательно, если при k ≥ 0 во всех 
точках пространства Rn, кроме, может быть, 
начала координат, выполнено условие (17), 
то при k ≥ 0 выполнено соотношение (9). 

Теорема 8 доказана.
Замечание. Чтобы обеспечить условие 

Φ
m
(λ) = Φ

m
(1) = const, производная Φ'

m
(λ) 

должна существовать и обращаться в нуль в 
каждой точке отрезка, соединяющего точки 
(λx

1
, λx

2
, …, λx

n
) и (x

1
, x

2
, …, x

n
). Если равен-

ство (14) нарушается хотя бы в одной проме-
жуточной точке, или хотя бы производная 
Φ'

m
(λ) терпит разрыв в одной промежуточ-

ной точке, то функция Φ
m
(λ) может распа-

даться на кусочно-постоянные ступеньки. 
Именно поэтому нарушение непрерывной 
дифференцируемости функций в нуле обе-
спечивает лишь положительную однород-

(17)

( ) ( )
1

1

, 1 2 3 , 1 2 3, , , , , ,
k

k k

a x

p k p k
a a

q f t x x dt f t x x dt
−

− −

 
+  

 
∫ ∫ 
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( ) ( )
1

, 1 2 , 2 3, , , , , , ,
k

x

p k n p k n
a

F x x x f t x x x dt= +∫ 

( )2 3, , ,k ng x x x+ 

ность по Эйлеру для функции f(x
1
, x

2
, …, x

n
), 

а не однородность по Эйлеру общего вида.
Теорема 9 (об интегрировании фунда-

ментальных присоединенных однородных 
функций). Если f

p,k
(x

1
, x

2
, …, x

n
) – это це-

почка фундаментальных присоединенных од-
нородных функций степени p и порядка k, то 
существуют такие функции g

k
(x

2
, x

3
, …, x

n
), 

для которых функции

образуют цепочку фундаментальных присое-
диненных однородных функций степени p + 1 
и порядка k. 

Естественно, что вместо координаты x
1
 

может использоваться любая координата x
i
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно тео-
реме 6, необходимо и достаточно, чтобы 
для функций F

p,k
(x

1
, x

2
, …, x

n
) выполнялись 

соотношения (17). Это приводит к уравне-
нию

( )1 , 1 20 , , ,p k nx f x x x= +

( ) ( )
1 1

,
, 2 31 , , ,

k k

x x
p k

p k
a a

f
t dt p f t x x dt

t
∂

− + −
∂∫ ∫ 

( ) ( )
1

1

, 1 2 3 , 1 2 3, , , , , ,
k

k k

a x

p k p k
a a

q f t x x dt f t x x dt
−

− −

 
+  

 
∫ ∫ –

( ) ( )
1

1

, 1 2 3 , 1 2 3, , , , , ,
k

k k

a x

p k p k
a a

q f t x x dt f t x x dt
−

− −

 
+  

 
∫ ∫  2 3

2 3

k kg gx x
x x

∂ ∂
+ + +

∂ ∂

( ) ( )2 31 , , ,k
n k n

n

gx p g x x x
x
∂

+ − + −
∂

 

( )1 2 3, , ,k nqg x x x−− =

( )
1

,
1 , 1 2 ,, , ,

k

x
p k

p k n p k
a

f
x f x x x t f dt

t
∂ 

= − + − ∂ 
∫

( )
1

, 1 2 3, , , ,
k

k

a

p k n
a

q f t x x x dt
−

−− +∫ 

( ) ( )2 31 , , ,k np g x x x− + −

( )1 2 3, , ,k nqg x x x−− =

( ) 11 k kp g qg −− + − −

( )
1

, 1 2 3, , , ,
k

k

a

p k n
a

q f t x x x dt
−

−− +∫ 

( ), 2 3, , , .k p k k na f a x x x+ 

В полученном уравнении отсутствует пе-
ременная x

1
. Кроме того, функция g

k–1
(x

2
, x

3
, 

…, x
n
) уже известна. Остается найти решение 

уравнения

x2 gk/x2 + x3 gk/x3 + … +
+ xn gk/xn – (p + 1)gk = Gk(x2, x3, …, xn),

где функция G
k
(x

2
, x

3
, …, x

n
) уже известна на 

k-м шаге интегрирования:

Это решение удобно искать с помощью 
подстановки 

gk(x2, x3, …, xn) =
= x2

p+1 hk(x2, x3/x2, x4/x2, …, xn/x2).

Тогда уравнение (18) приобретает вид

x2
p+2hk(x2, t3, t4, …, tn)/x2 = 
= Gk(x2, t3x2, t4x2, …, tnx2).

Частное решение этого уравнения нахо-
дится после переноса множителя x

2
p+2 в пра-

вую часть и интегрирования результата по 

( ) ( )2 3 1 2 3, , , , , ,k n k nG x x x qg x x x−= + 

( )
1

, 1 2 3, , , ,
k

k

a

p k n
a

q f t x x x dt
−

−+ −∫ 

( ), 2 3, , , , .k p k k na f a x x x− 

(18)

–

1
, , ,

2
2k

x
p k p k p k

n
na

f f f
t x x dt

t x x
∂ ∂ ∂ 

+ + + + − ∂ ∂ ∂ 
∫ 

2
2

k k
n

n

g gx x
x x

∂ ∂
+ + + −

∂ ∂


2 3
2 3

k k k
n

n

g g gx x x
x x x

∂ ∂ ∂
= + + + −

∂ ∂ ∂
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переменной x
2
 при «замороженных» пере-

менных t
3
, t

4
, …, t

n
. Кроме того, к полученно-

му частному решению неоднородного урав-
нения (18) необходимо прибавить общее 
решение однородного решения уравнения 
(18) с нулевой правой частью, т. е. однород-
ную по Эйлеру функцию степени (p + 1), за-
висящую от переменных x

2
, x

3
, …, x

n
. 

Теорема 9 доказана.
В результате удалось не только доказать 

существование требуемой функции g
k
(x

2
, 

x
3
, …, x

n
), но и определить ее явный вид в 

квадратурах. Окончательное решение будет 
представлять собой сумму частного случая 
цепочки функций g

k
(x

2
, x

3
, …, x

n
), рекур-

рентным образом выраженных в квадра-
турах через функции f

p,k
(a

k
, x

2
, x

3
, …, x

n
), и 

произвольной цепочки фундаментальных 
присоединенных однородных функций сте-
пени (p + 1) порядка k по переменным x

2
, x

3
, 

…, x
n
, которую можно задать в явном виде с 

помощью формул (10), (11), (14) либо (15).
Задача. Пусть непрерывно дифференциру-

емые функции g
k
(x

1
, x

2
, …, x

n
) во всех точках 

пространства Rn, за исключением, возможно, 
точки x

1
 = x

2
 = … = x

n
 = 0, удовлетворяют ра-

венствам

x1 gk/x1 + x2 gk/x2 + … +
+ xn gk/xn = pk gk + qk gk–1,

где p
k
, q

k
 – заданные константы, а функции 

g
k
(x

1
, x

2
, …, x

n
) с отрицательными индексами 

считаются равными нулю. Что можно ска-
зать о виде функций g

k
(x

1
, x

2
, …, x

n
)?

В случае, когда при k p
k
 = p = const и  

q
k
 = q = const, критерий Эйлера (17) сразу 

дает ответ: функции g
k
(x

1
, x

2
, …, x

n
) являются 

фундаментальными присоединенными од-
нородными функциями f

p,k
(x

1
, x

2
, …, x

n
) сте-

пени p и порядка k. В общем случае потре-
буются дополнительные вычисления. После 
подстановки

gk(x1, x2, …, xn) = 
= hk(ln x1, x2/x1, x3/x1, …, xn/x1).

цепочка условий (19) сводится к системе 

обыкновенных линейных дифференциаль-
ных уравнений с постоянными коэффици-
ентами и двухдиагональной матрицей ко-
эффициентов, где t = ln x

1
 будет свободной 

переменной, а переменные t
2
 = x

2
/x

1
, t

3
 = 

= x
3
/x

1
, …, t

n
 = x

n
/x

1 
«заморожены».

После решения полученной системы 
дифференциальных уравнений и обратно-
го перехода к переменным x

1
, x

2
, …, x

n
 бу-

дет получен общий вид функций g
k
(x

1
, x

2
, 

…, x
n
). При этом необходимо будет учесть, 

что свободные константы, полученные при 
интегрировании системы обыкновенных 
линейных дифференциальных уравнений с 
постоянными коэффициентами, на самом 
деле будут произвольными функциями, за-
висящими от временно «замороженных» пе-
ременных t

2
 = x

2
/x

1
, t

3
 = x

3
/x

1
, …, t

n
 = x

n
/x

1
. В 

зависимости от того, чему равны константы 
p

k
 и сколько среди них окажутся равными 

друг другу, структура решения может быть 
достаточно сложной.

В частном случае пусть имеется цепочка 
соотношений (19), где все значения p

k
 равны 

одному и тому же числу p, а q
k
 ≠ 0. Тогда, со-

гласно условию (17), функции g
k
(x

1
, x

2
, …, x

n
), 

масштабированные в c
k
 раз, окажутся фунда-

ментальными присоединенными однород-
ными функциями f

p,k
(x

1
, x

2
, …, x

n
), которые 

описываются формулами общего вида (10) и 
(11) (либо (14), либо (15)), если выполняются 
соотношения c

k
q

k
/c

k
–1 = q (где значение па-

раметра q ≠ 0 выбирается произвольным об-
разом). Другими словами, масштабирующие 
коэффициенты c

k
 следует выбирать в соответ-

ствии с рекуррентным правилом c
k
 = qc

k–1
/q

k
, 

где c
0
 = 1, а результат с точностью до множи-

телей будет совпадать с некоторой цепочкой 
фундаментальных присоединенных однород-
ных функций f

p,k
(x

1
, x

2
, …, x

n
) степени p и поряд-

ка k.

Дифференцирование  
по степени однородности

В работах [11, 12] рассматривается инте-
ресный прием, позволяющий генерировать 
новые фундаментальные присоединенные 
однородные функции. А именно, пусть f

p
(x

1
, 

(19)
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x
2
, …, x

n
) – это однопараметрическое семей-

ство функций, однородных по Эйлеру со сте-
пенью однородности, равной p, где p – это 
континуально меняющийся параметр. 

При многократном дифференцировании 
по параметру p соотношения однородности

fp(λx1, λx2, …, λxn) = λp fp(x1, x2, …, xn)

получаем, что функции

fp,k(x1, x2, …, xn) =
= (1/k!) ∂kfp(x1, x2, …, xn )/∂pk

удовлетворяют функциональным соотно-
шениям (9), т. е. являются частным случаем 
фундаментальных присоединенных одно-
родных функций. 

Однородную функцию f
p
(x

1
, x

2
, …, x

n
) 

можно представить с помощью формул (3) 
и (4):

при x1 > 0   fp(x1, x2, …, xn) =
= x1

p hp(x2/x1, x3/x1, …, xn/x1);

при x1 < 0   fp(x1, x2, …, xn) =
= (–x1)

p gp(x2/x1, x3/x1, …, xn/x1),

где h
p
(t

2
, t

3
, …, t

n
), g

p
(t

2
, t

3
, …, t

n
) будут функци-

ями от (n – 1) переменных, не зависящими 
друг от друга.

Эти функции определяются однознач-
ным образом по заданной функции f

p
(x

1
, x

2
, 

…, x
n
) в соответствии с формулами

hp(t2, t3, …, tn = fp(+1, t2, t3, …, tn),
gp(t2, t3, …, tn) = fp(–1, –t2, –t3, …, –tn),

и тоже зависят от континуального параме-
тра p. 

При многократном дифференцировании 
выражений (20), (21) по параметру p полу-
чаются универсальные формулы (10), (11) 
для фундаментальных присоединенных од-
нородных функций, если определить новые 
функции h

j
(x

1
, x

2
, …, x

n
) и g

j
(x

1
, x

2
, …, x

n
) как

hj(t2, t3, …, tn) = (1/j!) ∂jhp(t2, t3, …, tn)/∂pj,
gj(t2, t3, …, tn) = (1/j!) ∂jgp(t2, t3, …, tn)/∂pj.

Аналогичным образом формулы (15) по-
лучаются при дифференцировании по пара-
метру p однородной функции f

p
(x

1
, x

2
, …, x

n
), 

записанной в виде

f
p
(x

1
, x

2
, …, x

n
) = rp h

p
(x

1
/r, x

2
/r, …, x

n
/r),

где r =          , а h
p
(t

1
, t

2
, …, t

n
) будет 

вещественной функцией, заданной на по-
верхности единичной гиперсферы 

t1
2 + t2

2 +…+ tn
2 = 1

и связанной с функцией f
p
(x

1
, x

2
, …, x

n
) соот-

ношением

hp(t1, t2, …, tn) = fp(t1, t2, …, tn), 

где t
1

2 + t
2

2 +…+ t
n

2 = 1.
Из получаемых в результате формул 

следует, что процесс дифференцирования 
функций, однородных по Эйлеру со степе-
нью однородности, равной p, по континуаль-
но меняющемуся параметру p, вообще гово-
ря, не приводит к потере возможных цепочек 
фундаментальных присоединенных одно-
родных функций. 

Важно, что если функции f
p
(x

1
, x

2
, …, x

n
) 

являются гармоническими (или удовлет-
воряют какому-либо другому линейному 
дифференциальному уравнению в частных 
производных с постоянными коэффици-
ентами), то гармоническими будут и все 
фундаментальные присоединенные одно-
родные функции, которые получаются при 
дифференцировании исходной функции 
f

p
(x

1
, x

2
, …, x

n
) по параметру p.

Заключение

В процессе анализа взаимно-однородных 
функций, которые соответствуют матрице 
функциональных уравнений с одинаковы-
ми вещественными собственными числа-
ми, был получен уточненный класс присо-

(20)

(21)

2 2 2
1 2 nx x x+ + +
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единенных однородных функций Гельфанда 
[11, 12]. Определения и теоремы, сформу-
лированные в процессе проведения иссле-
дования, позволяют корректным образом 
определить этот важный класс функций и 
более подробно исследовать его свойства. В 
частности, теорема 2 о представлении фун-
даментальных присоединенных однород-
ных функций позволяет без опаски рассма-
тривать обобщения вида

fp,k(x1, x2, …, xn) = 
= (1/k!) Rp(x1, x2, …, xn) ×

× (ln Sq(x1, x2, …, xn))
k

и утверждать, что такие функции тожде-
ственно совпадают с рассматриваемым 
классом функций, полностью сохраняя все 
их свойства и не порождая при этом прин-
ципиально новых математических объектов.

Построенные математические конструк-
ции могут иметь не только теоретическое, 
но и прикладное значение. Свойство одно-
родности по Эйлеру для скалярных потен-
циалов электрических и магнитных полей  
[5 – 8] позволяет синтезировать эффективно 
работающие электронно- и ионно-оптиче-

ские системы, представленные, например, в 
серии работ А. Хёршида [27 – 43]. 

Имеется определенная надежда, что с 
помощью полученных функциональных 
конструкций, обобщающих соотношение 
однородности Эйлера, возможен перенос 
принципа подобия траекторий Ю.К. Голи-
кова [5 – 8] на более широкие классы элек-
трических и магнитных полей.

Вычисления, представленные в данной рабо-
те, выполнялись с помощью программы Wolfram 

Mathematica [44].
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