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Данная работа продолжает изучение свойств взаимно-однородных функций (ВОФ), 
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Введение

Данная статья продолжает серию работ 
[1 – 4], посвященных исследованию свойств 
однородных гармонических функций и их 
использованию при синтезе электрических 
и магнитных полей для электронно- и ион-
но-оптических систем со специальными 
свойствами [5 – 8]. Конструируемая в статье 
система фундаментальных взаимно-одно-
родных функций может использоваться для 
переноса принципа подобия траекторий 
Ю.К. Голикова на новые классы электри-
ческих и магнитных полей и тем самым по-
служить основой для синтеза разнообразных 
электронно- и ионно-оптических систем, 
представленных, например, в серии работ  
А. Хёршида [9 – 25]. 

Данная публикация является прямым 
продолжением публикаций [26, 27] и в зна-
чительной степени опирается на полученные 
в них результаты.

Рассмотрим функции вида

f(c)
p,k(x) = x1

p((q ln x1)
k/k!) ×

     × h(x2/x1, x3/x1, …, xn/x1) cos(ω ln x1),

f(s)
p,k (x) = x1

p((q ln x1)
k/k!) ×

     × h(x2/x1, x3/x1, …, xn/x1) sin(ω ln x1),

где x = (x
1
, x

2
, …, x

n
); p, q, ω – вещественные 

константы; k – целочисленный индекс (k = 
0, 1, 2, …); h(t

2
, t

3
, …, t

n
) – некоторая функция 

от (n – 1) переменных; значения переменной 
x

1 
удовлетворяют условию x

1
 > 0. 

Фактически функции (1), (2) представляют 
собой вещественную и мнимую части для 
цепочек фундаментальных взаимно-одно-
родных функций с общим вещественным 
собственным числом из работы [27] в случае, 
когда степень однородности p (кратное веще-
ственное собственное число матрицы взаим-
но-однородных функциональных уравнений) 
заменяется комплексным числом p + iω. По-

скольку, вообще говоря, порождающая функ-
ция h(t

2
, t

3
, …, t

n
) в этом случае также должна 

рассматриваться как комплекснозначная 
функция

h(t2, t3, …, tn) + ig(t2, t3, …, tn),

с формальной точки зрения, формулы (1), (2) 
следует записывать в виде

f(c)
p,k(x) = x1

p((q ln x1)
k/k!) ×

× h(x2/x1, x3/x1, …, xn/x1) cos(ω ln x1) –
– x1

p((q ln x1)
k/k!) ×

× g(x2/x1, x3/x1, …, xn/x1) sin(ω ln x1);

f(s)
p,k (x) = x1

p((q ln x1)
k/k!) ×

× h(x2/x1, x3/x1, …, xn/x1) sin(ω ln x1) +
+ x1

p((q ln x1)
k/k!) ×

× g(x2/x1, x3/x1, …, xn/x1) cos(ω ln x1),

где выражения (1), (2) являются частным 
случаем, соответствующие выбору g(t

2
, t

3
, …, 

t
n
) = 0. 

В силу этого, свойства цепочек фунда-
ментальных взаимно-однородных функций 
с общей парой комплексно-сопряженных 
собственных чисел весьма близко напоми-
нают свойства цепочек фундаментальных 
взаимно-однородных функций с общим ве-
щественным собственным числом, рассмо-
тренных в статье [27].

Если даны функциональные соотноше-
ния

fi(λx) = Σaij(λ) fi(x),

где i, j = 1, 2, …, k, а функции a
ij
(λ) заранее 

неизвестны, то в частном случае, когда все 
собственные числа матрицы ||a

ij
(λ)|| будут па-

рами комплексно-сопряженных чисел p ± iω,  
равными друг другу, функции вида (1), (2) 
можно рассматривать как решения функци-
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ональных соотношений (3) [26].
С помощью прямой подстановки можно 

убедиться, что функции (1), (2) подчиняются 
функциональным соотношениям

f(c)
p,k(λx) = Σj=0,k ak–j(λ) f(c)

p,j(x) –
– Σj=0,k bk–j(λ) f(s)

p,j(x);

f(s)
p,k(λx) = Σj=0,k bk–j(λ) f(c)

p,j(x) +
+ Σj=0,k ak–j(λ) f(s)

p,j(x),

где функции a
j
(λ) и b

j
(λ) определены как

aj(λ) = (1/j)! λp(q ln λ)j cos(ω ln λ),

bj(λ) = (1/j)! λp(q ln λ)j sin(ω ln λ).

Если ввести в рассмотрение невырожден-
ные линейные комбинации функций f(c)

p,k
(x) 

и f(s)
p,k

(x), которые можно записать как

g(c)
p,k(x) = αk f

(c)
p,k(x) – βk f

(s)
p,k(x);

g(s)
p,k(x) = γk f

(c)
p,k(x) + δk f

(s)
p,k(x);

αk
2 + βk

2 ≠ 0, γk
2 + δk

2 ≠ 0, 

αk δk + βk γk ≠ 0,

то новые функции g(c)
p,k

(x) и g(s)
p,k

(x) можно 
будет привести к виду

g(c)
p,k(x) = Ck x1

p((q ln x1)
k/k!) ×

× h(x2/x1, x3/x1, …, xn/x1) cos(ω ln x1+ φk);

g(s)
p,k(x) = Sk x1

p((q ln x1)
k/k!) ×

× h(x2/x1, x3/x1, …, xn/x1) sin(ω ln x1 + ψk);

Ck =     , Sk =     ;

φk = arctg(βk/αk), ψk = arctg(γk/ δk),

Ck ≠ 0, Sk ≠ 0, φk ≠ ψk ± π/2.

Из условий (4), (5) следует, что функции  
g(c)

p,k
(x) и g(s)

p,k
(x) будут подчиняться функ-

циональным соотношениям 

(4)

(5)

(6)

(7)

2 2
k kα +β 2 2

k kγ + δ

g(c)
p,k(λx) = Σj=0,k ckj(λ) g(c)

p,k(x) +
+ Σj=0,k dkj(λ) g(s)

p,k(x);

g(s)
p,k(λx) = Σj=0,k ekj(λ) g(c)

p,k(x) +
+ Σj=0,k skj(λ) g(s)

p,k(x),

где функции c
k,j

(λ), d
k,j

(λ), e
k,j

(λ) и s
k,j

(λ) опре-
делены как

( ) ( )
( ) ( ),

ln
! cos

k jp
k j

k j
j j

C C
c

k j

−λ λ
λ = ×

− ϕ −ψ

( )( )cos ln ,k j× ω λ + ϕ −ψ

( ) ( )
( ) ( ),

ln
! cos

k jp
k j

k j
j j

C S
d

k j

−λ λ
λ = − ×

− ϕ −ψ

( )( )sin ln ,k j× ω λ + ϕ −ϕ

( ) ( )
( ) ( ),

ln
! cos

k jp
k j

k j
j j

S C
e

k j

−λ λ
λ = ×

− ϕ −ψ

( )( )sin ln ,k j× ω λ + ψ −ψ

( ) ( )
( ) ( ),

ln
! cos

k jp
k j

k j
j j

S S
s

k j

−λ λ
λ = ×

− ϕ −ψ

( )( )cos ln .k j× ω λ + ψ −ϕ

Когда линейное преобразование удовлет-
воряет условиям 

при k φk = ψk = φ, Ck = Sk = C,

новые функции g(c)
p,k

(x) и g(s)
p,k

(x) будут под-
чиняться функциональным соотношениям 
(4), (5) с функциями (6), (7).

Целями данной работы являются, 
во-первых, вывод общих формул для функ-
ций f(c)

p,k
(x) и f(s)

p,k
(x), удовлетворяющих функ-

циональным уравнениям (4), (5) с функциями 
(6), (7), а во-вторых, доказательство неко-
торых важных теорем о полученном классе  
взаимно-однородных функций.

Вспомогательные формулы для функций,  
которые являются положительно  

однородными по Эйлеру

Функция f(x) называется положительно 
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однородной по Эйлеру со степенью однород-
ности, равной p [28], если при λ > 0 выпол-
няется условие

f(λx) = λp f(x).

Для положительно однородных функций 
могут быть получены универсальные форму-
лы, позволяющие представлять их в удобном 
для практических приложений унифициро-
ванном виде. Типичными примерами явля-
ются следующие выражения, которые будут 
полезны в дальнейшем.

1.  При подстановке в условие (8) значе-
ний

λ = +1/x1   и   –1/x1

после перестановки местами правой и левой 
частей полученного равенства получаем сле-
дующую формулу:
при x

1
 > 0 

f(x) = x1
p h(x2/x1, x3/x1, …, xn/x1);

при x
1
 < 0 

       f(x) = (–x1)
p g(x2/x1, x3/x1, …, xn/x1),

где h(t
2
, t

3
, …, t

n
) и g(t

2
, t

3
, …, t

n
) будут произ-

вольными функциями от (n – 1) перемен-
ных, вообще говоря, не зависящими друг от 
друга и связанными с функцией f(x) соотно-
шениями

h(t2, t3, …, tn) = f(+1, t2, t3, …, tn),

g(t2, t3, …, tn) = f(–1, –t2, –t3, …, –tn).

В формулы (9), (10) не вписывается случай  
x

1
 = 0. Однако функция f(0, x

2
, x

3
, …, x

n
) также 

является положительно однородной, но при 
этом зависит от меньшего числа независи-
мых переменных. Поэтому по факту полу-
чается целая иерархия формул вида (9), (10), 
соответствующая последовательно сокраща-
ющемуся списку независимых переменных 
x

k+1
, x

k+2
, …, x

n
.

(8)

(9)

(10)

(11)

(12)

2 2 2
1 2 nr x x x= + + +

2.  При подстановке в условие (8) значе-

ния λ = 1/r, где                                       , полу-
чаем формулу

f(x) = rp s(x1/r, x2/r, …, xn/r),

где s(t
1
, t

2
, …, t

n
) будет произвольной функци-

ей от n переменных, заданной на единичной 
гиперсфере

t1
2 + t2

2 + … + tn
2 = 1,

которая связана с функцией f(x) соотноше-
нием

s(t1, t2, …, tn) = f(t1, t2, …, tn).

3.  В области Ω есть не имеющие сингу-
лярных точек как фиксированная положи-
тельно однородная функция ψ

p
(x) степени p, 

не обращающаяся в этой области в нуль, так 
и фиксированные, положительно однород-
ные функции нулевой степени ψ

2
(x), ψ

3
(x), 

…, ψ
n
(x), которые функционально независи-

мы. В этой области Ω получаем формулу

    f(x) = ψp(x) χ(ψ2 (x), ψ3(x), …, ψn(x));

где χ(t
2
, t

3
, …, t

n
) будет произвольной функци-

ей от (n – 1) переменных.
В результате формулы (9) – (11) оказыва-

ются частными случаями формулы (12).
Действительно, функция ψ(x) = f(x)/ψ

p
(x) 

определена в области Ω корректно и, как лег-
ко убедиться, является положительно одно-
родной функцией нулевой степени. 

Функция ψ(x) не может быть функцио-
нально не зависимой от функций 

ψ2(x), ψ3(x), …, ψn(x):

иначе переменные x
1
, x

2
, …, x

n
 можно было бы 

выразить через функции

ψ(x), ψ2(x), …, ψn(x),

которые являются положительно однород-
ными нулевой степени, и тогда любая функ-



Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки. 13 (2) 2020

76

ция от переменных x
1
, x

2
, …, x

n
 была бы по-

ложительно однородной функцией нулевой 
степени, что лишено смысла.

Следовательно, эту функцию можно 
представить в виде

ψ(x) =  χ(ψ2(x), ψ3(x), …, ψn(x)).

После этого для функции f(x) получается 
выражение (12).

С другой стороны, если функция f(x) име-
ет вид (12), то она является положительно 
однородной по Эйлеру, со степенью одно-
родности, равной p.

Замечание. При фиксированном выборе 
положительно однородных функций

ψp(x) и ψ2(x), ψ3(x), …, ψn(x)

все пространство Rn разбивается на непере-
секающиеся области Ω

s
 конической формы1, 

в которых функция ψ
p
(x) не обращается в 

нуль, функции

ψ2(x), ψ3(x), …, ψn(x)

образуют функционально независимый на-
бор функций, при этом перечисленные функ-
ции не имеют сингулярных точек.

Для каждой из областей Ω
s
, при кон-

струировании параметризации (12) исполь-
зуется, вообще говоря, своя собственная 
функция χ

s
(t

2
, t

3
, …, t

n
), никак не связанная 

с функциями χ
s
(t

2
, t

3
, …, t

n
), используемыми 

для других областей. Кроме того, границы 
между областями Ω

s 
представляют собой ко-

нические поверхности меньшей размерно-
сти, вдоль которых функция f(x) снова ведет 
себя как однородная функция степени p, 
зависящая от меньшего числа независимых 
переменных. Для них, в свою очередь, при-
ходится конструировать отдельный способ 
параметризации, зависящий от меньшего 
числа независимых переменных и с участи-

1  Термин «конический» означает, что когда точка (x
1
, 

x
2
, …, x

n
) принадлежит некоторому геометрическому 

объекту, то ему принадлежат также и все точки вида 
(λx

1
, λx

2
, …, λx

n
), соответствующие произвольным 

значениям λ > 0.

ем нового набора фиксированных функций. 
В результате параметризация положительно 
однородных функций распадается на не-
сколько независимых ветвей, причем такое 
разбиение зависит от выбранных вспомога-
тельных функций

ψp(x), ψ2(x), ψ3(x), …, ψn(x)

и не отражает внутреннюю структуру поло-
жительно однородных функций, параметри-
зуемых с их помощью.

Прямая проверка показывает, что функ-
ции, заданные с помощью формул (9) – (12), 
действительно удовлетворяют соотношению 
однородности (8) при любом выборе функ-
ций, участвующих в параметризации.

Общие формулы для фундаментальных  
взаимно-однородных функций

Определение. Полубесконечная цепочка пар 
функций f(c)

p,k
 (x) и f(s)

p,k
 (x) где индекс k = 0, 1, 2, 

…, а сами эти функции при всех λ > 0 удовлет-
воряют функциональным соотношениям

f(c)
p,k(λx) =

= Σj=0,k λ
p((q ln λ)k–j/(k – j)!) ×

 × f(c)
p,j(x) cos(ω ln λ) – 

– Σj=0,k λ
p((q ln λ)k–j/(k – j)!) ×

 × f(s)
p,j(x) sin(ω ln λ);

f(s)
p,k(λx) =

= Σj=0,k λ
p((q ln λ)k–j/(k – j)!) ×

 × f(c)
p,j(x) sin(ω ln λ) + 

+ Σj=0,k λ
p((q ln λ)k–j/(k– j)!) ×

× f(s)
p,j(x) cos(ω ln λ), 

называется фундаментальными взаимно- 
однородными функциями степени p и порядка k 
с фактором связи ω. 

Условия (13), (14) можно записать в экви-
валентном виде, изменив порядок суммиро-
вания:

f(c)
p,k(λx) =

= Σj=0,k λ
p((q ln λ)j/j!) ×

(13)

(14)
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 × f(c)
p,k–j(x) cos(ω ln λ) – 

– Σj=0,k λ
p((q ln λ)j/j!) ×

× f(s)
p,k–j (x) sin(ω ln λ);

f(s)
p,k(λx) =

= Σj=0,k λ
p((q ln λ)j/j!) ×

× f(c)
p,k–j (x) sin(ω ln λ) + 

+ Σj=0,k λ
p((q ln λ)j/j!) ×

× f(s)
p,k–j (x) cos(ω ln λ). 

При ω = 0 соотношения (13), (14) для 
функций f(c)

p,k
 (x) и f(s)

p,k
 (x) расцепляются и 

становятся не зависимыми друг от друга. В 
этом случае цепочка функций f(c)

p,k
(x) и це-

почка функций f(s)
p,k

(x) оказываются не за-
висящими друг от друга цепочками фунда-
ментальных присоединенных однородных 
функций степени p и порядка k, которые 
были подробно рассмотрены в статье [27].

Параметр q отвечает за нормировку фун-
даментальных взаимно-однородных функ-
ций и не влияет на их остальные свойства. 
После подстановки 

f(c)
p,k (x) = qj F(c)

p,j(x),

f(s)
p,k (x) = qj F(s)

p,j(x)

параметр q исчезает из функциональных со-
отношений (13), (14), а функции F(c)

p,j
(x) и  

F(s)
p,j

(x) приобретают смысл нормирован-
ных фундаментальных взаимно-однородных 
функций, соответствующих выбору q = 1. 

Для фундаментальных взаимно-однород-
ных функций нулевого порядка получаем 
функциональные соотношения

f(c)
p,0(λx) = λp f(c)

p,0(x) cos(ω ln λ) – 
 – λp f(s)

p,0(x) sin(ω ln λ);

f(s)
p,0(λx) = λp f(c)

p,0(x) sin(ω ln λ) +
+ λp f(s)

p,0(x) cos(ω ln λ).

Лемма 1. Фундаментальные взаимно- 
однородные функции f(c)

p,0
 (x) и f(s)

p,0
 (x) нулевого 

порядка, удовлетворяющие при λ > 0 функци-

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

ональным соотношениям (17) и (18), при x
1
 > 0 

могут быть представлены в виде

f(c)
p,0(x) =

= x1
p h(c)(x2/x1, x3/x1, …, xn/x1) ×

 × cos(ω ln x1) – 
– x1

p h(s)(x2/x1, x3/x1, …, xn/x1) ×
× sin(ω ln x1);

f(s)
p,0(x) =

= x1
p h(c)(x2/x1, x3/x1, …, xn/x1) ×

 × sin(ω ln x1) + 
+ x1

p h(s)(x2/x1, x3/x1, …, xn/x1) ×
× cos(ω ln x1),

где функции h(c)(t
2
, t

3
, …, t

n
) и h(s)(t

2
, t

3
, …, t

n
) бу-

дут произвольными вещественными от (n – 1) 
переменных, которые взаимно-однозначным 
образом связаны с функциями f(c)

p,0
 (x) и f(s)

p,0
 (x), 

а при x
1
 < 0 могут быть представлены в виде

f(c)
p,0(x) = (–x1)

p ×
× g(c)(x2/x1, x3/x1, …, xn/x1) ×

× cos(ω ln (–x1)) – 
– (–x1)

p g(s)(x2/x1, x3/x1, …, xn/x1) ×
× sin(ω ln (–x1));

f(s)
p,0(x) = (–x1)

p ×
× g(c)(x2/x1, x3/x1, …, xn/x1) ×

× sin(ω ln (–x1)) +
+ (–x1)

p g(s)(x2/x1, x3/x1, …, xn/x1) ×
× cos(ω ln (–x1)),

где g(c)(t
2
, t

3
, …, t

n
) и g(s)(t

2
, t

3
, …, t

n
) будут про-

извольными вещественными функциями от  
(n – 1) переменных, которые взаимно-одно-
значным образом связаны с функциями f(c)

p,0
(x) 

и f(s)
p,0

(x) и выбираются независимо от функ-
ций h(c)(t

2
, t

3
, …, t

n
) и h(s)(t

2
, t

3
, …, t

n
), использо-

ванных при x
1
 > 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Подставим в соотноше-
ния (17) и (18) значение λ = 1/x

1
, предполагая, 

что x
1
 > 0. В результате получим следующие 

(15)
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линейные уравнения для функций f(c)
p,0

 (x) и  
f(s)

p,0
 (x):

x1
p f(c)

p,0(1, x2/x1, x3/x1, …, xn/x1) =
= f(c)

p,0(x) cos(ω ln x1) +
+ f(s)

p,0(x) sin(ω ln λ);

x1
p f(s)

p,0(1, x2/x1, x3/x1, …, xn/x1) =
 = f(c)

p,0(x) sin(ω ln x1) +
 + f(s)p,0(x) cos(ω ln λ).

Добавим обозначения:

h(c)(t2, t3, …, tn) = f(c)
p,0(1, t2, t3, …, tn),

h(s)(t2, t3, …, tn) = f(s)
p,0(1, t2, t3, …, tn).

После этого из полученной системы ли-
нейных уравнений получаются формулы 
(19), (20).

Соответственно, в случае x
1
 < 0, после 

подстановки λ = –1/x
1
 в формулы (17) и (18), 

на выходе получаются формулы (21), (22), 
где функции g(c)(t

2
, t

3
, … , t

n
) и g(s)(t

2
, t

3
, …, t

n
), 

вообще говоря, не зависящие от функций  
h(c)(t

2
, t

3
, …, t

n
) и h(s)(t

2
, t

3
, …, t

n
), используемых 

в формулах (19), (20), задаются соотношени-
ями

g(c)(t2, t3, …, tn) = f(c)
p,0(–1, –t2, t3, …, –tn),

g(s)(t2, t3, …, tn) = f(s)
p,0(–1, –t2, …, –tn).

Лемма 1 доказана.
При x

1
 = 0 и x

2
 ≠ 0 задача о параметриза-

ции функций f(c)
p,0

(x) и f(s)
p,0

(x), которые бу-
дут подчиняться функциональным соотно-
шениям (17) и (18), но зависят от меньшего 
числа независимых переменных, решается с 
помощью формул, аналогичным формулам 
(19), (20), (21), (22). Процесс повторяется, 
пока не будет исчерпан список переменных 
x

1
, x

2
, …, x

n
.

Лемма 2. Фундаментальные взаимно- 
однородные функции f(c)

p,0
(x) и f(s)

p,0
(x) нулевого 

порядка, удовлетворяющие при λ > 0 функ-

циональным соотношениям (17) и (18), могут 
быть представлены в виде

f(c)
p,0(x) = rp ×

     × h(c)(x1/r, x2/r, …, xn/r) cos(ω ln r) – 
     – rp h(s)(x1/r, x2/r, …, xn/r) sin(ω ln r);

f(s)
p,0(x) = rp ×

     × h(c)(x1/r, x2/r, …, xn/r) sin(ω ln r) + 
     + rp h(s)(x1/r, x2/r, …, xn/r) cos(ω ln r),

где               , а h(c)(t
1
, t

2
, …, t

n
) и h(s)(t

1
, 

t
2
, …, t

n
) будут произвольными вещественны-

ми функциями от n переменных, заданными на 
единичной гиперсфере

t1
2 + t2

2 + … + tn
2 = 1,

которые взаимно-однозначным образом связа-
ны с функциями f(c)

p,0
(x) и f(s)

p,0
(x).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассуждения ана-
логичны доказательству леммы 1, за исклю-
чением выбора множителя λ > 0 как λ = 1/r. 
Функции

h(c)(t1, t2, …, tn) и h(s)(t1, t2, …, tn),

заданные на единичной гиперсфере

t1
2 + t2

2 + … + tn
2 = 1,

определяются как

h(c)(t1, t2, …, tn) = f(c)
p,0(t1, t2, …, tn),

h(s)(t1, t2, …, tn) = f(s)
p,0(t1, t2, …, tn).

Лемма 2 доказана.
Лемма 3. Пусть S

p
(x) – это положительно 

однородная функция степени p, Sω(x) – поло-
жительно однородная функция степени ω ≠ 0, 
а ψ

2
(x), ψ

3
(x), …, ψ

n
(x) – положительно одно-

родные функции нулевой степени. 
Пусть в области Ω эти функции не имеют 

сингулярных точек, функция S
p
 не обращается 

в нуль, функция Sω строго больше нуля, функ-
ции ψ

2
, ψ

3
, …, ψ

n
 являются функционально не-

зависимыми. 

2 2
1 nr x x= + +

(23)

(24)
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Тогда фундаментальные взаимно-однород-
ные функции f(c)

p,0
(x) и f(s)

p,0
(x) нулевого порядка, 

удовлетворяющие при λ > 0 функциональным 
соотношениям (17) и (18), могут быть в обла-
сти Ω представлены в виде

f(c)
p,0(x) = Sp(x) ×

× h(c)(ψ2(x), ψ3(x), …, ψn(x)) ×
× cos(ω ln Sω(x)) – Sp(x) × 

× h(s)(ψ2(x), ψ3(x), …, ψn(x)) ×
× sin(ω ln Sω(x));

f(s)
p,0(x) = Sp(x) ×

× h(c)(ψ2(x), ψ3(x), …, ψn(x)) ×
× sin(ω ln Sω(x)) + Sp(x) × 

× h(s)(ψ2(x), ψ3(x), …, ψn(x)) ×
× cos(ω ln Sω(x)),

где h(c)(t
2
, t

3
, …, t

n
) и h(s)(t

2
, t

3
, …, t

n
) будут про-

извольными вещественными функциями от 
(n – 1) переменных, взаимно-однозначным 
образом связанными с функциями f(c)

p,0
(x) и  

f(s)
p,0

(x). 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Функции

g(c)(x) = f(c)
p,0(x)/Sp(x),

g(s)(x) = f(s)
p,0(x)/Sp(x)

представляют собой фундаментальные вза-
имно-однородные функции нулевого по-
рядка и нулевой степени, удовлетворяющие 
соотношениям

g(c)(λx) = g(c)(x) cos(ω ln λ) –
– g(s)(x) sin(ω ln λ),

g(s)(λx) = g(c)(x) sin(ω ln λ) +
+ g(s)(x) cos(ω ln λ).

Подставим в это соотношение значение  
λ = Sω(x)1/ω, которое в рассматриваемой об-
ласти определено корректно и удовлетворяет 
условию λ > 0.

Функции

g(c)(x1/Sω(x)1/ω, x2/Sω(x)1/ω, …, xn/Sω(x)1/ω),

g(s)(x1/Sω(x)1/ω, x2/Sω(x)1/ω, …, xn/Sω(x)1/ω)

будут однородными по Эйлеру нулевой сте-
пени, поэтому их можно записать как

h(c)(ψ2(x), ψ3(x), …,ψn(x))

и, соответственно,

h(s)(ψ2(x), ψ3(x), …, ψn(x))

(см. формулу (12)).
После этого из соотношений

h(c)(ψ2(x), ψ3(x), …, ψn(x)) = 
= g(c)(x) cos(ln Sω(x)) +
+ g(s)(x) sin(ln Sω(x));

h(s)(ψ2(x), ψ3(x), …, ψn(x)) =
 = g(c)(x) sin(ln Sω(x)) +
+ g(s)(x) cos(ln Sω(x))

можно выразить функции g(c)(x) и g(s)(x).
В результате для функций f(c)

p,0
(x) и f(s)

p,0
(x) 

получаются формулы (25), (26). 
Лемма 3 доказана.
Лемма 4. Фундаментальные взаимно- 

однородные функции f(c)
p,0

(x) и f(s)
p,0

(x) нулевого 
порядка, удовлетворяющие при λ > 0 функ-
циональным соотношениям (17) и (18), могут 
быть представлены в виде

f(c)
p,0(x) = Rp(x) cos(ln |Φω(x)|);

f(s)
p,0(x) = Rp(x) sin(ln |Φω(x)|),

где R
p
(x) будет произвольной положительно 

однородной функцией степени p, а Φω(x) будет 
произвольной положительно однородной функ-
цией степени ω, которые взаимно-однознач-
ным образом связаны с функциями f(c)

p,0
(x) и  

f(s)
p,0

(x).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользуемся лем-

мой 3, где Ω = Rn и выбраны положительно 
однородные функции

(27)

(28)

(25)

(26)
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Sp(x) = rp, Sω(x) = rω,

ψ2(x) = x2/r, ψ3(x) = x3/r, …,

        ψn(x) = xn/r, r =       ,

которые удовлетворяют условиям леммы во 
всем пространстве Rn, за исключением нача-
ла координат.

Функции h(c)(ψ
2
, ψ

3
, …, ψ

n
) и h(s)(t

2
, t

3
, …, t

n
), 

входящие в формулы (25), (26), можно пред-
ставить в виде

h(c)(ψ2, ψ3, …, ψn) = 
= H(ψ2, ψ3, …, ψn) cos(G(ψ2, ψ3, …,ψn));

h(s)(ψ2, ψ3, …, ψn) =
= H(ψ2, ψ3, …, ψn) sin(G(ψ2, ψ3, …, ψn)),

где H(ψ
2
, ψ

3
, …, ψ

n
) и G(ψ

2
, ψ

3
, …, ψ

n
) – произ-

вольные функции от (n – 1) переменных.
В соответствии с формулой (12), произ-

вольную положительно однородную функ-
цию R

p
(x) степени p можно представить в 

виде

Rp(x) = Sp(x) ×

× H(ψ2(x), ψ3(x), …, ψn(x)),

а произвольную положительно однородную 
функцию Φω(x) степени ω можно предста-
вить в виде

Φω(x) = ±Sω(x) ×

× exp(G(ψ2(x), ψ3(x), …, ψn(x))),

где G(x) = ln(|Φω(x)|/Sω(x)) будет положитель-
но однородной функцией нулевой степени, 
а знак выбирается в соответствии со знаком 
функции Φω(x). Здесь следует учесть, что 
положительно однородная функция Φω(x) 
сохраняет один и тот же знак во всех точках 
вида λx. 

После указанных подстановок формулы 
(25), (26) приобретают вид (27), (28). 

Лемма 4 доказана.

2 2 2
1 2 nx x x+ + +

Теорема. Цепочка фундаментальных вза-
имно-однородных функций f(c)

p,k
(x) и f(s)

p,k
(x), 

которая при λ > 0 подчиняется функциональ-
ным соотношениям (13) и (14), во всех точках, 
в которых функция S

q
(x) не равна нулю, может 

быть представлена в виде

f(c)
p,k(x) = Σj=0,k ((ln |Sq(x)|)k–j/(k–j)!) ×

× Rp
(j)(x) cos(ln Q(j)

ω(x));

f(s)
p,k(x) = Σj=0,k ((ln |Sq(x)|)k–j/(k–j)!) ×

× Rp
(j)(x) sin(ln Q(j)

ω(x)),

где R
p

(j)(x) – произвольные однородные функции 
степени p; Qω

(j)(x) – это произвольные одно-
родные функции степени ω ≠ 0, принимающие 
положительные значения; S

q
(x) – фиксирован-

ная не равная нулю ни в одной точке однородная 
функция степени q ≠ 0. 

Между функциями f(c)
p,k

(x), f(s)
p,k

(x) и функ-
циями R

p
(j)(x), Qω

(j)(x) при фиксированной 
функции S

q
(x) устанавливается взаимно- 

однозначная связь. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. При k = 0 справедли-

вость формул (29), (30) устанавливается лем-
мой 4 и формулами (27), (28). С помощью ме-
тода индукции принимаем следующее: пусть 
условия (29), (30) выполнено при k = 0, 1, ...,  
m – 1. Сделаем подстановку

f(c)
p,m(x) = gc(x) + Σk=1,m((ln |Sq(x)|)k/k!) ×

× Rp
(m–k)(x) cos(ln Q(m–k)

ω(x));

f(s)
p,m(x) = gs(x) + Σk=1,m((ln |Sq(x)|)k/k!) ×

× Rp
(m–k)(x) sin(ln Q(m–k)

ω(x)),

где g
c
(x) и g

s
(x) будут пока что произвольны-

ми функциями, а функции R
p

(j)(x) и Qω
(j)(x) 

получены на предыдущих шагах доказатель-
ства. 

Подставим эти выражения вместе с фор-
мулами (29), (30) для k = 0, 1, ..., m – 1 в урав-
нения (13), (14) для k = m, которые можно 
теперь записать в виде

0 = f(c)
p,m(λx) – λp cos(ω ln λ) (f(c)

p,m(x) +
+ Σk=1,m((q ln λ)k/k!) f(c)

p,m–k(x)) +

(29)

(30)
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+ λp sin(ω ln λ) (f(s)
p,m(x) +

+ Σk=1,m((q ln λ)k/k!) f(s)
p,m–k(x));

0 = f(s)
p,m(λx) – λp sin(ω ln λ) (f(c)

p,m(x) +
+ Σk=1,m ((q ln λ)k/k!) f(c)

p,m–k(x)) –
– λp cos(ω ln λ) (f(s)

p,m(x) +
+ Σk=1,m ((q ln λ)k/k!) f(s)

p,m–k(x)).

Требуется найти такие функции g
c
(x) и 

g
s
(x), для которых эти уравнения были бы 

выполнены. После довольно трудоемкого 
упрощения уравнения приобретают следую-
щий вид:

gc(λx) = gc(x) λp cos(ω ln λ) – 
– gs(x) λp sin(ω ln λ);

gs(λx) = gc(x) λp sin(ω ln λ) +
+ gs(x) λp cos(ω ln λ).

В соответствии с леммой 4, существуют 
такие функции R

p
(m)(x) и Qω

(m)(x), удовлетво-
ряющие условиям теоремы, что справедливы 
равенства

gc(x) = Rp
(m)(x) cos(ln Qω

(m)(x));

gs(x) = Rp
(m)(x) sin(ln Qω

(m)(x)).

Следовательно, формула (21) справедлива 
также при k = m, а значит, и при любых k = 
0, 1, 2, …

Теорема доказана.
Примечание. Множество точек, для кото-

рых S
q
(x) = 0, образует коническую поверх-

ность меньшей размерности, вдоль которой 
функции f(c)

p,k
(x) и f(s)

p,k
(x) снова оказываются 

фундаментальными взаимно-однородными 
функциями, но уже от меньшего числа неза-
висимых переменных. Поэтому для границ, 
разделяющих конические области S

q
(x) ≠ 0, 

снова применима параметризация вида (29), 
(30), но уже с другими функциями S

q
 и с уча-

стием меньшего числа переменных, и т. д.
Следствие 1. Цепочка фундаментальных 

присоединенных однородных функций f(c)
p,k

(x) и 
f(s)

p,k
(x), которая при λ > 0 подчиняется функ-

циональным соотношениям (13) и (14), при  
x

1 
> 0 может быть представлена в виде

f(c)
p,k(x) = Σj=0,k x1

p((q ln x1)
k–j/(k – j)!) ×

× h(c)
j(x2/x1, x3/x1, …, xn/x1) cos(ω ln x1) –
– Σj=0,k x1

p((q ln x1)
k–j/(k – j)!) × 

   × h(s)
j(x2/x1, x3/x1, …, xn/x1) sin(ω ln x1);

f(s)
p,k(x) = Σj=0,k x1

p((q ln x1)
k–j/(k – j)!) ×

× h(c)
j(x2/x1, x3/x1, …, xn/x1) sin(ω ln x1) + 
+ Σj=0,k x1

p((q ln x1)
k–j/(k – j)!) ×

   × h(s)
j(x2/x1, x3/x1, …, xn/x1) cos(ω ln x1),

где h
j
(c)(t

2
, t

3
, …, t

n
) и h

j
(s)(t

2
, t

3
, …, t

n
) будут произ-

вольными вещественными функциями от (n – 1)  
переменных, взаимно-однозначным образом свя-
занными с функциями f(c)

p,k
(x) и f(s)

p,k
(x). 

Из формул (31), (32) путем замены x
1
 → –x

1 

получаются формулы для случая x
1
 < 0:

f(c)
p,k(x) = Σj=0,k (–x1)

p((q ln(–x1))
k–j/(k – j)!) 

 g(c)
j(x2/x1, x3/x1, …, xn/x1) cos(ω ln(–x1)) –

– Σj=0,k (–x1)
p((q ln(–x1))

k–j/(k – j)!) 
       g(s)

j(x2/x1, x3/x1, …, xn/x1) sin(ω ln(–x1));

f(s)
p,k(x) = Σj=0,k (–x1)

p((q ln(–x1))
k–j/(k – j)!) 

 g(c)
j(x2/x1, x3/x1, …, xn/x1) sin(ω ln(–x1)) +

+ Σj=0,k (–x1)
p((q ln(–x1))

k–j/(k – j)!) 
       g(s)

j(x2/x1, x3/x1, …, xn/x1) cos(ω ln(–x1)),

где g
j
(c)(t

2
, t

3
, …, t

n
) и g

j
(s)(t

2
, t

3
, …, t

n
) будут произ-

вольными вещественными функциями от (n – 1) 
переменных, взаимно-однозначным образом свя-
занными с функциями f(c)

p,k
(x) и f(s)

p,k
(x), причем 

функции g
j
(c)(t

2
, t

3
, …, t

n
) и g

j
(s)(t

2
, t

3
, …, t

n
) выбира-

ются не зависимо от функций h
j
(c)(t

2
, t

3
, …, t

n
) и 

h
j
(s)(t

2
, t

3
, …, t

n
), используемых в случае x

1
 > 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Ограничимся до-
казательством следствия 1 для условия x

1
 > 0, 

так как случай x
1
 < 0 получается из выкладок 

для случая x
1
 > 0 после замены x

1
 = –x

1
, при 

которой соотношения (29), (30) сохраняются 
в неизменном виде. Применим доказанную 
теорему с функцией S

q
(x) = x

1
q, где функции 

R
p

(j)(x) и Qω
(j)(x) будут представлены в области 

x
1
 > 0 в соответствии с формулами (9) в виде

(31)

(32)

(33)

(34)
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Rp
(j)(x) = x1

p Hj(x2/x1, x3/x1, …, xn/x1),

Qω
(j)(x) = x1

ω Gj(x2/x1, x3/x1, …, xn/x1).

После подстановки и преобразования 
формул (29), (30) для новых функций

hj
(c)(t2, t3, …, tn) = 

= Hj(t2, t3, …, tn) cos(ln Gj(t2, t3, …, tn));

hj
(s)(t2, t3, …, tn) =

= Hj(t2, t3, …, tn) sin(ln Gj(t2, t3, …, tn))

получаются формулы (31), (32). 
Поскольку функции

Hj(t2, t3, …, tn) и Gj(t2, t3, …, tn)

являются произвольными, то функции 

hj
(c)(t2, t3, …, tn), hj

(s)(t2, t3, …, tn)

 – тоже произвольные. 
Следствие 1 доказано.
Примечание к следствию 1. При x

1
 = 0 и x

2
 ≠ 0  

задача о параметризации функций f(c)
p,k

(x) и  
f(s)

p,k
(x), которые будут подчиняться функ-

циональным соотношениям (13) и (14), но 
зависят от меньшего числа независимых 
переменных, решается с помощью формул, 
аналогичных формулам (31), (32), (33), (34). 
Процесс рекурсивно повторяется, пока не 
будет исчерпан список не равных нулю пере-
менных x

1
, x

2
, …, x

n
.

Следствие 2. Цепочка фундаментальных 
взаимно-однородных функций f(c)

p,k
(x) и f(s)

p,k
(x), 

которая при λ > 0 подчиняется функциональ-
ным соотношениям (13) и (14), может быть 
представлена в виде 

f(c)
p,k(x) = Σj=0,k r

p((q ln r)k–j/(k – j)!) ×
× h(c)

j(x1/r, x2/r, …, xn/r)cos(ω ln r) –
– Σj=0,k r

p((q ln r)k–j/(k – j)!) ×
     × h(s)

j(x1/r, x2/r, …, xn/r)sin(ω ln r);

f(s)
p,k(x) = Σj=0,k r

p((q ln r)k–j/(k – j)!) ×
× h(c)

j(x1/r, x2/r, …, xn/r)sin(ω ln r) +

+ Σj=0,k r
p((q ln r)k–j/(k – j)!) ×

     × h(s)
j(x1/r, x2/r, …, xn/r)cos(ω ln r),

где r = |x| =                , а

hj
(c)(t1, t2, …, tn) и hj

(s)(t1, t2, …, tn)

будут произвольными вещественными функ-
циями, которые задаются на поверхности ги-
персферы единичного радиуса

t1
2 + t2

2 + …+ tn
2 = 1

и которые взаимно-однозначным образом свя-
заны с функциями f(c)

p,k
(x) и f(s)

p,k
(x). 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Используется схе-
ма доказательства следствия 2, где S

q
(x) = rq, 

а для функций R
p

(j)(x) и Qω
(j)(x) применяются 

формулы (11).
Следствие 2 из теоремы доказано.
Следствие 3. Пусть ψ

p
(x) – положительно 

однородная функция степени p, ψ
q
(x) – положи-

тельно однородная функция степени q ≠ 0, ψω(x) 
– положительно однородная функция степени  
ω ≠ 0, а ψ

2
(x), ψ

3
(x), …, ψ

n
(x) – это положи-

тельно однородные функции нулевой степени. 
Пусть в области Ω эти функции не имеют 

сингулярных точек или точек разрыва, функ-
ция ψ

p
 не обращается в нуль, функции ψ

q
 и ψω 

являются строго положительными2, функции 
ψ

2
, ψ

3
, …, ψ

n
 – функционально независимы. 

Тогда фундаментальные взаимно-однород-
ные функции f(c)

p,k
(x) и f(s)

p,k
(x), которые при  

λ > 0 подчиняются функциональным соотно-
шениям (13) и (14), в области Ω могут быть 
представлены взаимно-однозначным образом в 
виде

f(c)
p,k(x) = Σj=0,k ψp(x) (ln ψq(x))k–j/(k – j)! ×

× h(c)
j(ψ2(x), ψ3(x), …, ψn(x))cos(ln ψω(x)) –

     – Σj=0,k ψp(x) (ln ψq(x))k–j/(k – j)! ×
× h(s)

j(ψ2(x), ψ3(x), …, ψn(x))sin(ln ψω(x));

f(s)
p,k(x) = Σj=0,k ψp(x) (ln ψq(x))k–j/(k – j)! ×

× h(c)
j(ψ2(x), ψ3(x), …, ψn(x))sin(ln ψω(x)) + 

2  Для функций с отрицательными значениями можно 
использовать их модули.

(35)

(36)

2 2 2
1 2 nx x x+ + +

(37)
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(38)          + Σj=0,k ψp(x) (ln ψq(x))k–j/(k – j)! ×
× h(s)

j(ψ2(x), ψ3(x), …, ψn(x))cos(ln ψω(x)) ,

где h
j
(c)(t

2
, t

3
,…, t

n
) и h

j
(s)(t

2
, t

3
, …, t

n
) будут про-

извольными вещественными функциями от  
(n – 1) переменных, взаимно-однозначным обра-
зом связанными с функциями f(c)

p,k
(x) и f(s)

p,k
(x).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Используется схема 
доказательства следствия 1, где S

q
(x) = ψ

q
(x), 

а для функций R
p

(j)(x) и Qω
(j)(x) применяются 

формулы (12).
Следствие 3 из теоремы доказано.
Примечание к следствию 3. При использо-

вании формул (37), (38) все пространство Rn 
разбивается на непересекающиеся области Ω

s
 

конического вида, в которых функции ψ
p
(x), 

ψ
q
(x) и ψω(x), выбранные фиксированным 

образом, не обращаются в нуль, функции 

ψ2(x), ψ3(x), …, ψn(x)

образуют функционально независимый на-
бор функций, а также в которых перечислен-
ные функции не имеют сингулярных точек 
и точек разрыва. Для каждой из областей Ω

s
 

при конструировании параметризации (37), 
(38) используется, вообще говоря, свой соб-
ственный набор функций

hj
(c)(t2, t3, …, tn) и hj

(s)(t2, t3, …, tn),

никак не связанный с функциями

hj
(c)(t2, t3, …, tn) и hj

(s)(t2, t3, …, tn),

которые используются для других областей. 
В результате параметризация фундамен-

тальных взаимно-однородных функций  
f(c)

p,k
(x) и f(s)

p,k
(x) разбивается на несколько 

независимых ветвей, причем такое разбие-
ние зависит от выбранных вспомогательных 
функций ψ

p
(x), ψ

q
(x) и ψω(x) и, в меньшей 

степени, функций

ψ2(x), ψ3(x), …, ψn(x),

и в силу этого не отражает внутреннюю струк-
туру параметризуемой цепочки функций.

Линейная комбинация функций с посто-
янными коэффициентами, составленная из 
нескольких цепочек фундаментальных вза-
имно-однородных функций степени p, снова 
будет цепочкой фундаментальных взаимно- 
однородных функций степени p. Кроме того, 
если f(c)

p,k
(x) и f(s)

p,k
(x) – это цепочка фунда-

ментальных взаимно-однородных функций 
степени p, то новая цепочка функций

g(c)
p,k(x) = f(c)

p,k–1(x) и g(s)
p,k(x) = f(s)

p,k–1(x),

полученная с помощью сдвига индекса k → 
k – 1 и дополненная начальными нулями  
g(c)

p,0
(x) = 0 и g(s)

p,0
(x) = 0, также будет цепоч-

кой фундаментальных взаимно-однород-
ных функций степени p. 

Полученные формулы (29) – (38) иллю-
стрируют справедливость гипотезы Гельфан-
да, согласно которой цепочки общего вида 
получаются из главных цепочек с ненулевым 
первым членом с помощью линейной ком-
бинации с постоянными коэффициентами, 
составленной из главных и дочерних цепо-
чек, которые получаются из главных цепочек 
с помощью сдвига индекса k и дополнения 
цепочки начальными нулевыми элементами. 
При этом все члены главной цепочки функ-
ций, в отличие от составных цепочек, вос-
станавливаются однозначным образом по ее 
первому члену в соответствии с некоторым 
правилом. 

Точная формулировка этого правила от-
ражает субъективные предпочтения иссле-
дователя и может варьироваться в широких 
пределах. Вообще говоря, понятие главной 
цепочки является в достаточной степени не-
четким, поскольку при изменении способа 
параметризации функций прежние главные 
цепочки будут становиться составными, и 
наоборот, некоторые составные цепочки бу-
дут приобретать статус главных. 

Как следует из формул (21), фундамен-
тальные присоединенные однородные функ-
ции есть по сути линейные комбинации с по-
стоянными коэффициентами, порождаемые 
главными цепочками функций, имеющих 
вид 
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(1/k!) (ln |Sq(x)|)k Rp(x) cos(ln |Sω(x)|),
(1/k!) (ln |Sq(x)|)k Rp(x) sin(ln |Sω(x)|),

где R
p
(x) – произвольные, положительно од-

нородные функции степени p, Sω(x) – произ-
вольные, положительно однородные функ-
ции степени ω, а S

q
(x) – это фиксированные, 

положительно однородные функции сте-
пени q. Ситуация не изменится и никаких 
новых функций не удастся получить, если 
разрешить, чтобы функции S

q
(x) были про-

извольными, положительно однородными 
функциями степени q (хотя при таком под-
ходе различать главные и составные цепочки 
становится совсем уж проблематичным).

Предварительные выводы

В процессе анализа взаимно-однородных 
функций, которые соответствуют матрице 
функциональных уравнений с одинаковы-
ми вещественными собственными числами, 
был получен класс функций, представля-
ющий собой обобщение присоединенных 
однородных функций Гельфанда [29, 30]. 
Определения и теоремы, сформулирован-
ные в процессе проведения исследования, 
позволяют корректным образом определить 
этот важный класс функций и более подроб-
но исследовать его свойства. В частности, 
теорема о представлении фундаментальных 
взаимно-однородных функций позволяет 
без опаски ввести функции вида

f(c)
p,k(x) = (1/k!) ×

× (ln Sq(x))k Rp(x) cos(ln Φω(x));

f(s)
p,k(x) = (1/k!) × 

× (ln Sq(x))k Rp(x) sin(ln Φω(x)),

а также их линейные комбинации с постоян-
ными коэффициентами (возможно, с пред-

варительным сдвигом индекса k и дополне-
нием цепочки функций начальными нуля-
ми), 
где R

p
(x) – это положительно однородная по 

Эйлеру функция степени p; S
q
(x) – положи-

тельно однородная по Эйлеру функция сте-
пени q, принимающая положительные зна-
чения; Φω(x) – положительно однородная по 
Эйлеру функция степени ω, принимающая 
положительные значения. 

Такие функции тождественно совпадают 
с рассматриваемым классом фундаменталь-
ных взаимно-однородных функций, полно-
стью сохраняя все их свойства и не порож-
дая при этом принципиально новых мате-
матических объектов.

Дальнейшее исследование дифферен-
циальных и интегральных свойств цепо-
чек фундаментальных взаимно-однород-
ных функций как нового функционального 
класса функций вещественного переменно-
го будет продолжено в последующих публи-
кациях.

Вычисления, представленные в данной рабо-
те, выполнялись с помощью программы Wolfram 

Mathematica [31].
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