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Работа посвящена определению эффективных упругих свойств металлов с микроструктурой, 
характерной для водородной деградации. С целью определения эффективных модулей Юнга 
решается задача гомогенизации по схеме Максвелла в терминах тензоров вклада. Микротрещины, 
возникающие по границам зерен, моделируются сплюснутыми сфероидами, поры – сферами. 
Рассматривается три варианта ориентации осей симметрии сфероидов в материале: произвольная, 
преимущественная ориентация с параметром рассеяния, произвольная ориентация в одной 
плоскости. Исследуются зависимости эффективных модулей Юнга от пористости материала и 
от соотношения длин полуосей сфероидов.
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Введение

Растворенный в металлах водород мо-
жет приводить к деградации механических 
свойств и преждевременному разрушению 
металлических изделий. Влияние водорода 
на свойства и характер разрушения материала 
во многом зависит как от внешних факторов, 
так и от особенностей внутренней структуры 
и характеристик материала, а потому явление 
водородной деградации, под которым пони-
мается вся совокупность отрицательного вли-
яния водорода, остается актуальной пробле-
мой материаловедения и требует тщательного 
и разностороннего изучения [1, 2].

Множество работ посвящено исследова-
нию влияния водорода на изменение микро-
структуры материала [3 – 9]. Считается, что 
водород диффундирует сквозь кристалличе-
скую решетку металла и взаимодействует с 
дефектами структуры, такими как дислока-
ции, поры, вакансии и т. п., в результате чего 
инициируется развитие микротрещин. Де-
фекты образуются в процессе изготовления 
деталей и, как правило, располагаются по 
границам зерен или по границам включений 
в сплавах (дефекты внутри зерен также име-
ют место, но в меньшем количестве). В ко-
нечном итоге, при отсутствии больших вну-
тренних и внешних напряжений, под дей-
ствием водорода образуются микротрещины, 
развивающиеся по границам зерен [3 – 5, 9], 
или блистеры, приводящие к вспучиванию 
поверхности [7, 9]. При этом микротрещины 
могут наблюдаться также в местах тройного 
стыка зерен [4, 5, 8, 9]. Зачастую можно ви-
деть, что микротрещины имеют преимуще-
ственное направление развития – параллель-
но направлению прокатки [3, 7]. 

В ряде работ [10 – 12] исследовалась диф-
фузия водорода по границам зерен. Опре-
делялся эффективный коэффициент диф-
фузии в композитном материале, одна фаза 
которого представляла собой границы зерен 
с высоким коэффициентом диффузии, а дру-
гая – сами зерна с низким коэффициентом 
диффузии. При этом изменение микрострук-
туры под действием водорода не моделиро-

валось. Связная задача переноса водорода и 
изменения дефектности материала решалась, 
например, в работе [13], с использованием 
феноменологических подходов. Влияние во-
дорода на материал учитывалось в рамках 
теории накопления повреждений. Ряд работ 
посвящен исследованию деградации упругих 
свойств материала под влиянием водорода 
[9, 14, 15]. Водородная деградация низко- 
углеродистых сталей изучалась в работе [9] на 
различных масштабных уровнях. Было обна-
ружено, что длительное насыщение водоро-
дом приводит к снижению объемного модуля 
упругости. Анализ микроструктуры показал, 
что причиной подобного изменения может 
быть деформация зерен, образование ми-
кротрещин и блистеров. В работе [14] пока-
зано, что длительное наводораживание может 
приводить к снижению до 15% модуля Юнга 
сплава на основе гамма-алюминида титана. 
В работе [15] проводились эксперименты с 
тремя различными типами высокопрочных 
сталей. Насыщение сталей водородом во всех 
случаях приводило к деградации механиче-
ских свойств и изменению микроструктуры. 

Обобщая вышеизложенные сведения, от-
метим, что аналитические модели водород-
ной деградации, как правило, направлены 
на учет диффузии водорода, являющейся, 
как считается, основным процессом, при-
водящим к изменению микроструктуры и 
деградации механических свойств. При этом 
меньший акцент делается на описании де-
градации упругих свойств в результате само-
го изменения микроструктуры. 

Цель данной работы – определить эф-
фективные упругие модули материала, ми-
кроструктура которого предполагается уже 
сформированной в результате водородной 
деградации. 

В связи с этим решается задача гомоге-
низации, позволяющая оценить вклад не-
однородностей в конкретное свойство. Ис-
следуется влияние на эффективные модули 
Юнга материала как возможной формы и 
ориентации в нем микротрещин, так и его 
пористости. 
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В данной работе исследуется влияние 
микротрещин, близких по форме к монето-
образным, а также пор на эффективные свой-
ства материала, в предположении, что пер-
вые учитывают растрескивание между двумя 
соседними зернами, а вторые – влияние тех 
пор, которые не слились в микротрещины, и 
пустот в местах тройного стыка зерен. В статье 
[16] отмечается, что умеренная неровность 
границы плоской трещины или отклонение 
от округлой формы не оказывает существен-
ного влияния на упругие свойства материала, 
а потому подобная неоднородность может 
моделироваться как эллиптическая. В рамках 
настоящей работы микротрещины модели-
ровались сплюснутыми сфероидами, а поры 
– сферами. При этом были рассмотрены три 
варианта ориентации неоднородностей в ма-
териале. 

В первом случае считалось, что микротре-
щины имеют случайное (изотропное) распре-
деление в объеме. Такая картина характерна 
для металлических изделий, слабо деформи-
рованных в процессе производства.

Во втором случае предполагалось, что 
микротрещины имеют преимущественную 
ориентацию (например, при прокатке и сло-
истой структуре материала). Принималось 
во внимание, что при этом микротрещины 
могут отклоняться от преимущественного 
направления. 

В третьем случае для полноты картины 
был рассмотрен вариант, когда оси симме-
трии сфероидальных микротрещин имеют 
произвольную ориентацию в некоторой пло-
скости. Подобная ситуация наблюдается, 
например, при сжатии материала и отсут-
ствии развития трещин в плоскости нагру-
жения. 

Тензор вклада сфероидальной  
микротрещины в податливость

Для описания вклада отдельной неодно-
родности в конкретное свойство, в рамках 
метода гомогенизации используются тензо-
ры вклада [17].

Рассмотрим однородный упругий мате-
риал (матрицу) с тензором податливости S0. 
Выделим из него представительный объем V, 
содержащий изолированную неоднородность 
объемом V

1
 с тензором податливости S1. Объем 

V, с одной стороны, должен быть достаточно 
большим, чтобы отображать характерную ми-
кроструктуру, а с другой – достаточно малым 
по сравнению с объемом материала, чтобы 
можно было пренебречь изменениями полей 
на макроуровне. Вопрос корректного выбора 
представительного объема в микромеханике 
обсуждается, например, в монографии [17]. 
Для оценки эффективных упругих свойств 
материала необходимо определить тензор 
вклада неоднородности в податливость – тен-
зор четвертого ранга H, описывающий допол-
нительную деформацию Δε, возникающую в 
объеме V ввиду присутствия неоднородности:

где σ
0
 – определяемое граничными услови-

ями поле напряжений, которое было бы в 
представительном объеме в отсутствие неод-
нородности. 

Тензор вклада эллипсоидальной неодно-
родности в податливость может быть выра-
жен через тензоры податливости матрицы и 
неоднородности, характеризующие свойства 
материала, и через второй тензор Хилла Q, от-
ражающий влияние формы неоднородности:

Тензор четвертого ранга Q связан с пер-
вым тензором Хилла P соотношением

где C0 – тензор жесткости матрицы. 
В свою очередь, тензор четвертого ранга 

P выражается через производные функции 
Грина для перемещений G как

(1)

(2)

(3)

( )
111 0 .
−− = − +  

H S S Q

Q = C0 – C0 : P : C0,

( )
( )( )1 1,2 3,4

,
S

V

dV
 

′ ′= ∇ − ∇  
 
∫P G x x

1
0H : ,V

V
∆ =ε σH
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где     означает симметрию по переста-
новке индексов в первой и второй паре.

Поры и микротрещины характеризуются 
нулевыми упругими модулями. Тогда S1 → ∞,  
а выражение (2) сводится к H = Q–1. Для сфе-
роидальной микротрещины, находящейся в 
изотропной матрице, тензоры H и Q являют-
ся трансверсально-изотропными (ось симме-
трии сонаправлена с осью симметрии неод-
нородности) и могут быть представлены как 
линейные комбинации элементов тензорного 
базиса T

1
, T

2
, …, T

6
 [18]:

Элементы базиса имеют следующий вид:

где θ = I – nn (I – единичный тензор второго 
ранга) – проектор на плоскость, ортогональ-
ную орту оси симметрии n.

Введенный базис позволяет предста-
вить трансверсально-изотропный тензор  
B = ∑b

i
T

i 
(суммирование по повторяющему-

ся индексу от 1 до 6) и обратный к нему в од-
ном базисе [17]:

где

где I – единичный тензор второго ранга,

– единичный тензор четвертого ранга.
Тензоры II и J можно представить в тран-

сверсально-изотропном базисе следующим 
образом [17]:

Для сферической неоднородности γ = 1,  
g = 1, f

0
 = 1/3, f

1
 = 1/15. Тензор вклада сфе-

рической поры в податливость H
p
 является 

изотропным и может быть представлен в сле-
дующем виде:

где Δ = 2(b
1
b

6
 – b

3
b

4
). 

Таким образом, определение тензоров Q 
и H для поры или микротрещины сводится 
к определению компонент тензора Q, ко-
торые в случае сфероидального включения 
вычисляются следующим образом [19]:

где μ0, ν0 – модуль сдвига и коэффициент 
Пуассона матрицы, соответственно.

Параметры f
0
 и f

1
 зависят от соотношения 

длин полуосей сфероида γ = a
3
/a (a

3
 – полу-

ось вращения) следующим образом:

6 6

1 1
,  .k k k k

k k
h q

= =

= =∑ ∑H T Q T (4)

(6)
,

(8)

×

×

(9)

(7)

1 6 3
1 2 3

2

1
2
b b

b
− = + − −

∆ ∆
B T T T

4 1
4 5 6

5

4 2 ,b b
b

− + +
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T T T

( )0
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0

2 2ìq = 2μ 1 κ κ ,

( ) 0 12ê 1 2ê ,f f− +  
0

3 4 2ìq q= = ,2μ 2κ 1− + 2κ

[ ]0
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[ ] ( )0 0
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2 1ã
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−
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1 22

1 2ã 3ã ,
4 1ã
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4
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2 2
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2
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Эффективные свойства металлов  
со сфероидальными микротрещинами  

и порами

Эффективные свойства гетерогенных 
материалов могут определяться с помощью 
различных методов, исторический обзор ко-
торых можно найти, например, в книге [20], 
а анализ современного состояния пробле-
мы – в монографии [17]. Все аналитические 
методы представляют собой приближенное 
решение, тогда как точное решение можно 
получить только численно для конкретных 
материалов с известной микроструктурой. 
К наиболее известным аналитическим мето-
дам относятся следующие:

приближение без учета взаимодействия 
между неоднородностями, 

метод эффективной среды, 
дифференциальная схема, 
метод эффективного поля (к которому 

можно отнести схемы Мори – Танака и Ка-
науна – Левина), 

схема Максвелла. 
Перечисленные методы различаются спо-

собом учета взаимовлияния множественных 
неоднородностей и имеют границы приме-
нимости, определяемые симметрией мате-
риала, формой и ориентацией включений. 
Схема Максвелла представляется оптималь-
ной при описании вклада неоднородностей, 
различных по форме и ориентации [21]. 

Найдем эффективный тензор податливо-
сти по схеме Максвелла в терминах тензоров 
вклада [21]:

(10)

11
0 1 ,eff

i i
i

V
V

−−

Ω
Ω

   = + −  
   

∑S S H Q

где QΩ – второй тензор Хилла, определен-
ный для гомогенизированной области Ω, со-
держащей изолированные неоднородности 
и обладающей искомыми эффективными 
свойствами. 

В отсутствие QΩ эффективный тензор по-
датливости совпадает со значением, опреде-
ленным без учета взаимодействия неодно-
родностей. 

Определим суммарный вклад изолирован-
ных неоднородностей в податливость. Если 
неоднородности имеют одинаковую форму 
и размер, а также ориентированы различ-
ным образом, то их суммарный вклад можно 
определить как произведение осредненной 
величины вклада на объемную долю неодно-
родностей [17]. Для сферических включений 
осредненное значение тензора вклада со-
впадает с тензором вклада отдельной сфери-
ческой поры H

p
 в силу симметрии. В случае 

присутствия в материале сфероидальных ми-
кротрещин и сферических пор их суммарный 
вклад будет определяться как

(11)

где φ
mc

, φ
p
 – объемные доли сплюснутых сфе-

роидов и сфер соответственно,    – осред-
ненное значение суммарного тензора вклада 
микротрещин в податливость.

Для определения     достаточно осред-
нить элементы тензорного базиса, т. е. 

1 ö ö ,i i mc mc p p
i

V
V

= +∑ H H Hφ φ

( )

6

1
.mc kmc k

k
h

=

=∑H T

mcH

mcH

При наличии преимущественного на-
правления m, оси симметрии сфероидальных 
микротрещин n имеют тенденцию совпадать 
с m с некоторым отклонением, задаваемым 
параметром рассеяния λ.

Введем функцию плотности распределе-
ния ориентации осей симметрии сфероидов 
по полусфере (0 ≤ θ ≤ π/2) согласно [22]:

(12)2( ) ( )2ëè ëð 2
ë

1ø è ë 1 ë .
2ð

e e− − = + + Ψλ θ 2π λ2 λθ λπλ

При λ = 0 микротрещины имеют произ-
вольную ориентацию в представительном 
объеме и материал ведет себя изотропно, при 
λ → ∞ оси симметрии микротрещин направле-
ны строго вдоль преимущественного направ-
ления и материал является трансверсально- 
изотропным с осью симметрии, совпадающей 
с m. Для осреднения элементов тензорного 
базиса проинтегрируем их по поверхности по-
лусферы единичного радиуса         :1/2Ω
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(13)

При произвольной ориентации осей сим-
метрии сфероидов n в некоторой плоскости, 
ортогональной m, материал является тран-
сверсально-изотропным, а его ось симме-
трии сонаправлена с m. Для осреднения эле-
ментов тензорного базиса проинтегрируем 
их по единичной окружности l

1
, лежащей в 

ортогональной m плоскости:

1/2

1/2
1 .

2ði id
Ω

= Ω∫T T




2π

(14)

(15)

(16)

(18)

(17)

1

1
1 .

2ði i
l

dl= ∫T T
2π

Осредненные значения элементов тран-
сверсально-изотропного базиса представле-
ны в Приложении. 

Вопрос выбора формы гомогенизирован-
ной области Ω, используемой в схеме Мак-
свелла для учета взаимодействия неоднород-
ностей, детально обсуждается в статье [22]. 

В случае сфероидальных неоднородно-
стей данная область также является сферо-
идом с соотношением длин полуосей, выра-
женным как 

где Keff, μeff – эффективные величины 
коэффициента объемного сжатия и модуля 
сдвига соответственно. 

Полученные зависимости модулей Keff/K0,  
μeff/μ0 от пористости материала φ для сфери-
ческой поры (γ = 1) и сфероидальной ми-
кротрещины (при γ = 0,1) представлены на 
рис. 1, а. Видно, что пористость материала 
при наличии в нем сферических неоднород-
ностей теоретически может достигать 100 
% (при этом материал исчезает). В случае 
микротрещин, имеющих форму сплюсну-
тых сфероидов, упругие модули стремятся 

где Q
ijkl

, P
ijkl

 – компоненты тензоров Хилла Q 
и P соответственно.

В общем случае форма гомогенизирован-
ной области зависит от концентрации, ори-
ентации и формы неоднородностей. При 
изотропном распределении неоднородно-
стей по ориентации, форма является сфери-
ческой; в ином случае, при наличии в мате-
риале одинаковых по размерам сферических 
пор и одинаковых по размерам и форме 
сфероидальных микротрещин, необходимо 
определить величину

Результаты и их обсуждение

В данной работе были определены эф-
фективные упругие свойства стали с моду-
лем сдвига μ0 = 80 ГПа и коэффициентом 
Пуассона ν0 = 0,3. Модуль Юнга стали E0 
следует выражению

При произвольном распределении неод-
нородностей по ориентациям материал бу-
дет изотропным, т.е.

1 ö ö ,i i mc mc p p
i

V
V

= +∑ Q Q Q

( )

6

1
.mc kmc k

k
q

=

=∑Q T

φ φ

      можно вычислить следующим 
образом:

После нахождения компонент эффектив-
ного тензора податливости   можно най-
ти эффективные модули Юнга. Примем для 
определенности, что ось симметрии матери-
ала совпадает с направлением e

3
 декартового 

базиса (e
1
, e

2
, e

3
). 

Тогда эффективные модули Юнга тран-
сверсально-изотропного материала 
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к нулю при достижении значений пори-
стости, меньшей 100 % (около 26 % при  
γ = 0,1). Отрицательные значения модулей 
упругости при больших концентрациях не-
однородностей свидетельствуют о том, что 
для данного материала задача гомогениза-
ции не может быть решена корректно.

Таким образом, допустимая пористость 
материала определяется соотношением длин 
полуосей микротрещин. Для учета такой 
корреляции можно ввести в модель плот-
ность трещин

ρ = (4/3)πa3N/V

(N – количество микротрещин) [17], связан-
ную с пористостью φ соотношением φ = ργ.

Зависимости модулей Keff/K0 и μeff/μ0 от 
плотности трещин представлены на рис. 1, b.

Для возможного объяснения ограничен-
ности допустимого значения пористости, 
была исследована зависимость эффективно-
го модуля сдвига     от пористости при 
различных значениях параметра рассеяния 
λ. Рассмотрены сфероидальные микротре-
щины с γ = 0,10 и 0,05. Результаты расчетов 
представлены на рис. 2.

Согласно представленным результатам, 
при одном и том же значении соотноше-
ния длин полуосей сфероида γ пористость 
материала теоретически может достигать 
100 % при наличии в нем параллельно ори-
ентированных микротрещин (λ → ∞), тогда 

Рис. 1. Зависимости модулей Keff/K0 (сплошные линии) и μeff/μ0  
(пунктирные линии) от пористости материала (a) и плотности трещин (b).

Поры моделируются сферами (1, 2), микротрещины моделируются сфероидами  
с соотношением длин полуосей γ = 0,1 (3, 4)

как при отклонении микротрещин от пре-
имущественного направления допустимая 
пористость уменьшается и становится ми-
нимальной при изотропном распределении 
(λ = 0). При сравнении рис. 2, a и b также 
видно, что для сфероидов с большим зна-
чением γ допустимая пористость выше. По 
всей видимости, при достижении некото-
рого значения пористости, обусловленного 
как степенью отклонения сфероидальных 
микротрещин от преимущественной ори-
ентации, так и степенью их сплюснутости, 
множественные узкие микротрещины не 
могут рассматриваться как изолированные. 
Поскольку это делается при использовании 
самосогласованных схем (к которым отно-
сится в том числе и метод Максвелла), то, 
следовательно, возникает необходимость 
учета взаимовлияния неоднородностей бо-
лее точными методами. 

В данной работе была определена зависи-
мость эффективных модулей Юнга           от 
пористости материала φ для трех вариантов 
распределения неоднородностей по ориен-
тациям: 

изотропное распределение (I), 
наличие преимущественного направле-

ния с параметром рассеяния λ (II), 
произвольное распределение осей симме-

трии неоднородностей в некоторой плоскости 
(III). 

Предполагалось, что в материале имеется 
два типа неоднородностей: микротрещины, 

0
12ì ìeffμ μ

0eff
iiE E
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Рис. 2. Зависимости эффективного модуля сдвига               от пористости материала  
при соотношении длин полуосей сфероидов γ = 0,10 (a) и γ = 0,05 (b).

Параметр рассеяния λ = 0 (пунктирные линии), λ = 10 (сплошные линии) и λ→∞ (точечные линии)

0
12ì ìeffμ μ

имеющие форму сплюснутых сфероидов с  
γ = 0,1, и сферические поры. 

Было принято, что значения суммарной 
пористости φ всех неоднородностей лежат в 
пределах от 0 до 10 %. 

Был рассмотрен материал со следующи-
ми типами микроструктуры: 

присутствуют только сплюснутые сферо-
иды (φ

mc
 = φ, φ

p
 = 0); 

суммарный объем сплюснутых сферои-
дов относится к суммарному объему пор как 
2 : 1 (φ

mc
 = 2φ/3, φ

p
 = φ/3); 

суммарный объем сплюснутых сфероидов 
равен суммарному объему пор (φ

mc
 = φ/2 = φ

p
); 

присутствуют только поры (φ
mc

 = 0, φ
p
 = φ). 

Результаты расчетов, учитывающих 
представленные условия, приведены на рис. 
3. Как и следовало ожидать, во всех случа-
ях увеличение пористости приводит к сни-
жению упругих модулей. Видно, что при 
изотропном распределении (рис. 3, а) поры 
оказывают меньшее влияние на значение 
модуля Юнга, чем микротрещины при том 
же значении φ. Например, если φ = 0,10, то 
значение модуля        ≈ 0,82 при φ

mc
 = 0, 

φ
p
 = φ и       ≈ 0,58 при φ

mc
 = φ, φ

p
 = 0.

При наличии преимущественного на-
правления ориентации микротрещин в ма-
териале (рис. 3, b, c) модуль Юнга в направ-
лении оси симметрии материала уменьша-
ется сильнее, чем модуль Юнга в плоскости 
изотропии. Узкие микротрещины оказыва-

0eff
iiE E

0eff
iiE E

ют больший, по сравнению с порами, вклад 
в величину    и меньший – в     . Наобо-
рот, при распределении осей симметрии ми-
кротрещин в плоскости изотропии (рис. 3,  
d, e) модуль Юнга в направлении оси сим-
метрии материала уменьшается в меньшей 
степени, по сравнению с модулем Юнга в 
плоскости изотропии. Узкие микротрещи-
ны оказывают больший, по сравнению с 
порами, вклад в величину    и меньший –  
в  .

Далее, нами изучалась зависимость 
эффективных модулей Юнга       от 
соотношения длин полуосей микротрещин 
γ. Увеличение параметра γ от 0 до 1 описы-
вает изменение формы сфероида от диско-
образной до сферической. Как показано 
выше, в случае узких микротрещин общая 
пористость не может быть произвольной, а 
потому концентрация трещин была приня-
та постоянной и, таким образом, общая по-
ристость варьировалась за счет изменения 
значений γ. 

Было принято, что плотность трещин ρ =  
= 0,1; в этом случае при значении γ = 0,1 общая 
пористость материала составляет 1 %, что дает 
наилучшее приближение к экспериментальным 
данным. 

Расчетные результаты для рассмотрен-
ных в работе случаев распределения неод-
нородностей по ориентациям представлены 
на рис. 4. Видно (см. рис. 4, а, b), что при 

33
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effE
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Рис. 3. Зависимости модулей  /E0 от пористости материала при различных  
вариантах распределения неоднородностей по ориентациям

 (γ = 0,1): I (а), II (при λ = 10) (b, c) и III (d, e) (см. пояснения в тексте). 
Рассмотрены следующие типы микроструктуры: φ

mc
 = φ, φ

p
 = 0 (1); 

φ
mc

 = 2φ/3, φ
p
 = φ/3 (2); φ

mc
 = φ/2 = φ

p
 (3); φ

mc
 = 0, φ

p
 = φ (4) 

eff
iiE

λ > 0 наличие сплюснутых сфероидов при-
водит к более существенному снижению 
модуля Юнга в направлении оси симме-
трии и менее существенному – в плоскости 
изотропии. Например, значения модулей 
составляют   /E

0
 ≈ 0,86,   /E

0
 ≈ 0,92 при  

λ = 10, γ = 0,5. В случае произвольного рас-
пределения осей симметрии микротрещин 
по ориентациям в некоторой плоскости (см. 
рис. 4, с) модуль Юнга в плоскости изотро-
пии материала оказывается более чувстви-
тельным к уменьшению соотношения длин 
полуосей сфероидов γ, чем модуль Юнга в 

направлении оси симметрии. Например, 
получено, что    /E

0
 ≈ 0,89,    /E

0
 ≈ 0,92 

при γ = 0,5. Для всех вариантов распреде-
ления неоднородностей по ориентациям 
наблюдается снижение модулей Юнга при 
увеличении γ, поскольку общая пористость 
материала линейно зависит от параметра γ.

Отдельно был рассмотрен случай пре-
имущественной ориентации сфероидов и 
исследована зависимость эффективных 
свойств материала от параметра рассеяния 
λ, где взяты значения параметров γ = 0,1,  
φ = 0,01. Результаты расчетов представ-
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effE

11
effE

33
effE

33
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Рис. 4. Зависимости модулей      /E0 от параметра γ при различном распределении неоднородностей  
по ориентациям (плотность трещин ρ = 0,1): I, II (a, b) и III (c) (см. пояснения в тексте);

a, b – параметр рассеяния λ = 0 (пунктирные линии), λ = 10 (сплошные линии) и λ→∞ (точечные линии);  
c – приведены модули       /E

0
 (пунктирная линия) и       /E

0
 (сплошная линия)11

effE 33
effE

eff
iiE

лены на рис. 5. При значении λ = 0 ма-
териал является изотропным и характе-
ризуется эффективным модулем Юнга 
  /E

0
 ≈ 0,95. Из представленных на рис. 5 

графиков видно, что при большем откло-
нении осей симметрии неоднородностей 

eff
iiE

Рис. 5. Зависимости модулей       /E
0
  

(пунктирная линия) и       /E
0
 (сплошная линия)  

от параметра рассеяния;  
приняты значения параметров γ = 0,1, φ = 0,01

11
effE

33
effE

от преимущественного направления (при 
уменьшении λ) наблюдается более суще-
ственное изменение значений эффектив-
ных модулей. При этом характер изменения 
модулей Юнга в направлении оси симме-
трии и в плоскости изотропии различен: 
модуль Юнга в направлении оси симметрии 
материала снижается при выравнивании 
неоднородностей (λ → ∞), тогда как модуль 
Юнга в плоскости изотропии снижается, 
наоборот, при увеличении разброса по ори-
ентациям (λ → 0).

Заключение

В работе представлен анализ измене-
ния эффективных модулей Юнга металлов 
с микроструктурой, характерной для этих 
материалов, подверженных водородной де-
градации, а именно: при наличии в них ми-
кротрещин, возникающих между соседними 
зернами, и пор. Микротрещины моделиро-
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вались сплюснутыми сфероидами, а поры – 
сферами. Задача гомогенизации решалась с 
помощью схемы Максвелла в терминах тен-
зоров вклада. Исследовались зависимости 
эффективных упругих свойств от пористо-
сти материала, степени сплюснутости сфе-
роидов и распределения неоднородностей 
по ориентациям. Показано, что эффектив-
ные модули Юнга существенно зависят от 
соотношения длин полуосей сфероидаль-
ных микротрещин и пористости материала. 
В зависимости от ориентации микротрещин 
в материале эффективные модули Юнга 
в разных направлениях могут меняться в 
большей или меньшей степени, что говорит 
о важности учета структуры металлических 
изделий (например, слоистости металла) 
и, следовательно, метода их изготовления 
(например, наличия прокатки) при опре-
делении характеристик материалов, насы-
щаемых водородом. Более того, в зависи-
мости от ориентации микротрещин они 
могут оказывать больший или меньший, по 
сравнению с порами, вклад при одной и той 
же концентрации микротрещин и пор. По-
мимо этого показано, что при решении за-
дачи гомогенизации необходимо учитывать 
корреляцию между пористостью материала 
и формой микротрещин.

Приложение

Осредненные значения элементов 
трансверсально-изотропного базиса

При изотропном распределении неодно-
родностей по ориентациям осредненные зна-
чения элементов трансверсально-изотроп-
ного базиса имеют следующий вид [16]:

( )1 1 2 3 4 5 6
1 7 2 6 4 8 ,

15
 = + + + + + T T T T T T T

( )2 1 2 3 4 5 6
1 6 2 12 4 ,

15
 = + − + + + T T T T T T T

( )3 4 1 2 3 4 5 6
1 3 2 4 4 2 ,

15
 = = − + + − + T T T T T T T T

( )3 4 1 2 3 4 5 6
1 3 2 4 4 2 ,

15
 = = − + + − + T T T T T T T T

( )5 1 2 3 4 5 6
1 6 2 12 4 ,

30
 = + − + + + T T T T T T T

( )6 1 2 3 4 5 6
1 2 4 3 .

15
= + + + + +  T T T T T T T

При наличии преимущественной ори-
ентации осей симметрии неоднородностей 
вдоль оси m с параметром рассеяния λ, 
осредненные значения элементов трансвер-
сально-изотропного базиса выражаются как

( ) ( )( ) ( )3 1 3 1 3 2g g gλ λ λ= − − +T T T

( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 4 3 1 4 4g g g gλ λ λ λ+ − + − −T T

( ) ( ) ( )( )4 5 2 5 64 ,g g gλ λ λ− + −T T

λ

λ

λ λ λ

λ λ λ

λ λ

( ) ( ) ( )3 3
2 1 1 21 2

2 2
g g

g
λ λ

λ
 

= + − + + 
 

T T T

( ) ( ) ( )( )( )1 2 4 3 4
1 1
2

g g gλ λ λ+ + + − + +T T

( ) ( ) ( )( )4 1 2 52 1g g gλ λ λ+ − − + +T

( ) ( )( )5 2 6
1 2 1 ,
2

g gλ λ+ − + T

λ

λ λ

λ

λ λ

λ λ

λ

λ λ

( ) ( )( ) ( )1 1 3 1 3 21 2g g gλ λ λ= − + + +T T T

( ) ( ) ( )( )( )1 2 4 3 41 g g gλ λ λ+ − − + + +T T

( ) ( ) ( )( )4 5 2 5 64 1 2 ,g g gλ λ λ+ + − +T T

λ

λ

λ λλ

λ λ

λ λ

( ) ( )1
5 3 12

g
g

λ
λ

 
= − + 
 

T T

( ) ( )( ) ( )( )1 3 2 4 3 4g g gλ λ λ+ − − + +T T T

( ) ( ) ( )( )1 2 4 54g g gλ λ λ+ + − +T

( ) ( )( )2 5 6 ,g gλ λ+ − T

λ

λ λλ
λ λλ

λ λ

λ

( ) ( )( ) ( )4 1 3 1 3 2g g gλ λ λ= − − +T T T

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 4 3 2 4 4g g g gλ λ λ λ+ − + − −T T

( ) ( ) ( )( )4 5 2 5 64 ,g g gλ λ λ− + −T T

λ
λ λλλ

λ λλ

λ λ

( )( )6 3 1 2g λ= + +T T T
( )( ) ( )4 3 4 5 5 64 .g gλ λ+ + + +T T T T

λ
λ λ
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Здесь 

( ) ( )
( )

22

1 2

18 3
,

6 9

e
g

πλ

λ λ
λ

λ

−
− +

=
+

λ
λ

λ λ
πλ

( )
( )

( )

22

2 2

3 3
,

3 9

e
g

πλ

λ λ
λ

λ

− 
+ + 

 =
+

λ
λ

λ λ
πλ

( ) ( )( )3 2 2

30
9 25

g λ
λ λ

= −
+ +

( )
( )( )

4 2

2
2 2

7 178 435
,

60 9 25
e

πλ λ λ
λ

λ λ
− + +

−
+ +

λ
λ

λ
λ λ

λ λ

λ
πλ

( ) ( )
( )( )

2

4 2 2

3 5

9 25
g

λ
λ

λ λ

+
= +

+ +

( )
( )( )

4 2

2
2 2

19 30
,

15 9 25
e

πλ λ λ
λ

λ λ
− + +

+
+ +

λ

λ
λ

λ λ

λ

λ

λ λ
πλ

( ) ( )
( )( )

4 2

5 2 2

22 45

9 25
g

λ λ
λ

λ λ

+ +
= +

+ +
λ

λ

λ λ

λ

( )
( )( )

4 2

2
2 2

34 105
.

5 9 25
e

πλ λ λ
λ

λ λ
− + +

+
+ +

λ

λ λ
λ

λπλ

При произвольной ориентации осей сим-
метрии неоднородностей в ортогональной 
оси m плоскости, осредненные значения 
элементов трансверсально-изотропного ба-
зиса выражаются следующим образом [16]:

( )1 1 2 3 4 6
1 2 4 ,
4
 = + + + + T T T T T T

( )2 1 2 3 4 5 6
1 2 8 4 ,
8
 = + − + + + T T T T T T T

[ ]3 1 2 4
1 2 ,
4

= − +T T T T

[ ]4 1 2 3
1 2 ,  
4

= − +T T T T

[ ]5 2 5
1 2 ,
4

= +T T T

[ ]6 1 2
1 .
4

= +T T T
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