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Методом быстрых разложений решается в общем виде задача диффузии в теле прямоуголь-
ной формы с граничными условиями 1-го рода и внутренним источником вещества, завися-
щим от координат точек прямоугольника. Получено точное решение, содержащее свободные 
параметры, изменяя которые можно получить множество новых точных решений. В качестве 
примера показаны точные решения задачи с постоянным внутренним источником. Из анали-
за точных решений следует, что распределения концентрации и диффузионных потоков бу-
дут симметричны относительно плоскости y = b/2 при условии равенства нулю концентрации 
вещества в углах прямоугольной области. Изучение перепада диффузионных потоков вдоль 
координатных осей показало, что на перепад несимметричных потоков влияет постоянный 
внутренний источник и не влияет концентрация вещества в углах области.
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THE DIFFUSION PROBLEM IN A RECTANGULAR CONTAINER 
WITH AN INTERNAL SOURCE: EXACT SOLUTIONS OBTAINED 

BY THE FAST EXPANSION METHOD
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The diffusion problem in a rectangular-shaped body with the Derichlet’s boundary conditions and 
an internal substance source depending on the rectangle points’ coordinates has been solved generally 
by the fast expansion method (FEM). The exact solution containing free parameters was obtained, 
and by changing them one could get many new exact solutions. Exact solutions to the problem with a 
constant internal source were shown as an example. From our analysis of the exact solutions it follows 
that the concentration and diffusion fluxes distributions should be symmetrical relative to the plane  
y = b/2, provided that the substance concentration in the corners of the rectangular area is equal to zero. 
An investigation into the difference in the diffusion fluxes along the coordinate axes showed that the 
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Введение

Для решения плоских задач диффузии 
применяются различные методы, например 
метод коллокации и наименьших квадратов 
повышенной точности. В статье [1] для при-
ближенного и однозначного задания гра-
ницы области по ее дискретным данным, в 
прямоугольной системе координат строится 
параметрический двойной сплайн, в каче-
стве компонент которого взяты два куби-
ческих сплайна. Численно-аналитическое 
представление решения двумерных и трех-
мерных краевых задач получено в работе [2] 
с помощью интегральных преобразований 
Фурье – Лапласа. В статье [3] изложен метод 
построения точных решений уравнений не-
линейной диффузии в одномерном коорди-
натном пространстве на основе использова-
ния специального принципа суперпозиции. 
Для решения задач диффузии в сплошных 
средах в статье [4] предложен приближенный 
самосогласованный метод решения систе-
мы функциональных уравнений, получен-
ных на основе спектрального разложения 
корреляции Эйлера несущей среды. Методы 
конечных разностей используются в работах  
[5 – 8]. В статьях [9 – 11] применяются ква-
дратурные методы, а в [12, 13] используется 
метод, основанный на использовании вей-
влетов Хаара.

В данной работе методом быстрых раз-
ложений [14] получены некоторые точные 
решения задачи о диффузии в теле прямо-
угольной формы с граничными условиями 
первого рода и внутренним источником ве-
щества, зависящим от координат точек пря-
моугольника.

Постановка задачи

Рассмотрим задачу диффузии, когда тело 
имеет прямоугольную форму Ω. Для неиз-
вестной концентрации C(x, y) явление диф-
фузии можно описать с помощью диффе-
ренциального уравнения второго порядка в 
частных производных по переменным x, y с 
заданным внутренним источником вещества 
F(x, y) (уравнение Пуассона):

constant internal source affected the difference in the nonsymmetrical fluxes, and the concentration of 
the substance in the area corners had no effect.
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Граничные условия зададим в виде

Решение задачи о распределении концен-
трации вещества C(x, y) будем представлять 
простейшей зависимостью из теории бы-
стрых разложений [14 – 16] при помощи по-
линомов, имеющих вид
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Вывод предполагаемого точного решения 
C(x, y) запишем конечным выражением, ко-
торое используется для быстрого разложения 
[14 – 16], т. е. состоящим из полиномиальной 
и конечной тригонометрической частей:

где

Вид выражения (3) привлекателен тем, 
что подобной формой можно с высокой точ-
ностью аппроксимировать широкий класс 
гладких функций из пространства Соболева 
– Лиувилля, заданных в граничных условиях 
и в качестве внутреннего источника, имею-
щих практическое значение. 

Функции, входящие в граничные условия 
(2), и внутренний источник F(x, y) концен-
трации вещества, запишем конечными сум-
мами по аналогии с зависимостью (3):

В равенствах (4) и (5) коэффициенты f
i,j

 и 
F

i,j
 считаем известными величинами. Коэф-

фициенты A
i,j

 из выражения (3) считаем пока 
неизвестными. Их надо найти при помощи 
точного выполнения граничных условий (2) 
и дифференциального уравнения (1).

Решение (3) краевой задачи (1), (2) долж-
но удовлетворять условиям согласований 
граничных условий (2) и дифференциально-
го уравнения (1) в угловых точках:

Условия (6) следуют из независимости ве-
личины концентрации C(x, y) от направле-
ния подхода к углам прямоугольной области. 

Таким образом, приходим к следующей 
задаче: 

Требуется найти такое решение уравнения 
(1) с заданным внутренним источником в ви-
де (5), которое должно точно удовлетворять 
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граничным условиям (2) и условиям согласова-
ний (6). 

Решение задачи

Вначале подставим предполагаемое точ-
ное решение задачи в форме (3) в граничные 
условия (2):
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Далее подставим C(x, y) из выражения (3) 

в дифференциальное уравнение (1):

Уравнение (8) должно выполняться при 
любых
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(9)

(10)

В равенствах (7) и (8) линейно независи-
мыми являются следующие функции:

Функциональную систему (7), (8) сведем 
к системе линейных алгебраических уравне-
ний путем приравнивания коэффициентов в 
равенствах (7) и (8) слева и справа перед ли-
нейно независимыми функциями (9), учиты-
вая следующие равенства [14, 15]:

Полученная система линейных алгебраи-
ческих уравнений будет переопределенной, 
но благодаря выполнению условий согла-
сований (6) данная система имеет решение. 
Из анализа алгебраической системы следует, 
что условия согласований (6) выполняются 
автоматически, так как все алгебраические 
соотношения, получаемые из (6), входят в 
систему линейных алгебраических уравне-
ний.  Для нахождения неизвестных A

i,j
 необ-

ходимо решить 36 алгебраических уравне-
ний, а остальные уравнения мы используем 
для составления соотношений между коэф-
фициентами

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 2 3 4

1 2 3 4

, , , ,

, , , ,

sin , sin ,

sin 2 , sin 2 .

P x P x P x P x

P y P y P y P y
x y
a b
x y
a b

π π

π π

( )1 6, 1 6 .i jF i j= ÷ = ÷

( ), 1 4, 1 6i jf i j= ÷ = ÷

и
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решение задачи. 
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(13)

(16)

(17)

(18)
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(20)

Следовательно, решение (10) имеет место, 
когда выполнены условия (11) – (13).

Пример построения точных
 решений и их анализ

Пусть в прямоугольной емкости действу-
ет постоянный внутренний источник. Этот 
вариант внутреннего источника можно по-
лучить из выражений (5) и условия (12) при 
выполнении равенств
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1 2

3 4

5 6

,

0.

F y F y

F y F y

F y F y

=

= =

= = =

(14)

(15)

Условие F
1
 (y) = F

2
 (y) в равенствах (14) оз-

начает равенство коэффициентов 

Таким образом, при выполнении равенств 
(14) – (16) имеем постоянный внутренний 
источник

Запишем граничные условия, которые 
будут выполняться для источника (17). Для 
этого, с учетом равенств (15) перепишем ра-
венства (12) в виде

Пусть в формулах (4) только коэффици-
енты, входящие в равенства (18), могут быть 
отличны от нуля. Для этого случая возможны 
несколько вариантов граничных условий, со-
ответствующих разным комбинациям значе-
ний коэффициентов в равенствах (18). Пусть

Тогда, если учесть значения коэффициен-
тов из равенств (19), то граничные условия 
(2) примут вид

Подставляя в выражения (10) коэффици-
енты из равенств (16) и (19), получим:

с одновременным равенством нулю осталь-
ных коэффициентов: 

После упрощений точное решение урав-
нения (1), соответствующее условиям (20), 
с постоянным внутренним источником (17) 
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(21)

принимает вид

По формуле (21) можно вычислить кон-
центрацию вещества C(x, y) в любой точке 
прямоугольной области. Из этой формулы 
следует, что в углах прямоугольной области 
C(x, y) = 0. Распределение C(x, y) для случая

Q = 4, a = 1 м, b = 2 м

представлено на рис. 1,а. Видно, что ука-
занное распределение, рассчитанное по 
формуле (21), имеет плоскость симметрии, 
проходящую в сечении y = b/2. Наибольшее 
значение концентрации C(x, y) = 2 находит-
ся в точке (a; b/2); наименьшее – C(x, y) = 0  
расположено в углах области и на границе  
x = 0 (это также следует из граничных усло-
вий (20)). Максимальная разность концен-
траций находится между точками кривой, 
полученной сечением поверхности C(x, y) 
плоскостью y = b/2, и составляет

ΔC(x, y) = C(a; b/2) – C(0; b/2) = 2.

( ) ( )2

2 3

,
2

.
2 6 3

Q xC x y y by
a

x x axQ
a

= − − −

 
− − − 

 

Теперь рассмотрим случай, когда наряду 
с постоянным внутренним источником (17) 
будут задаваться концентрации вещества в 
углах области.

Граничные условия запишем так, чтобы 
выполнялись равенства (19) и чтобы коэф-
фициенты f

i,j
, входящие в условия (11), были 

не равны нулю. Введем обозначения

f1,1 = f2,1 = C1, f2,2 = f3,1 = C3,

f3,2 = f4,2 = C4, f1,2 = f4,1 = C2.

С учетом формул (19) и (23) граничные ус-
ловия запишем в виде

Рис. 1. Распределение концентрации вещества C(x, y),
 построенное с применением формул (21) (a) и (25) (b)
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Используя равенства (19) и (23), по фор-
мулам (10) найдем

где D – коэффициент диффузии.
Подставляя в эти формулы точное реше-

ние (21), будем иметь:

При подстановке решения (25) в формулы 
(27) получим:

Диффузионные потоки вещества, пока-
занные на рис. 2, построены по формулам 
(28) и (29) при использовании данных (22). 
Коэффициент диффузии в расчетах был ра-
вен D = 4·10–6 м2/с.

Приведенные данные на рис. 2 позволяют 
заключить, что при диффузии под действием 
только внутреннего источника Q диффузи-
онный поток вещества qx(x, y) имеет такую же 
плоскость симметрии, как и соответствую-
щее ему распределение концентрации C(x, y);  
т. е. плоскость симметрии проходит в сече-
нии y = b/2.

При отношении b/a = 1 – 4 виды распре-
деления концентрации вещества C(x, y) и 

Следовательно, точное решение уравне-
ния диффузии (1) с постоянным внутренним 
источником (17), соответствующее гранич-
ным условиям (24), принимает форму

Распределение концентрации C(x, y) для 
частных значений параметров

Вычислим диффузионные потоки веще-
ства по следующим формулам [17]:

показано на рис. 1,b. Видно, что распределе-
ние C(x, y), вычисленное по формуле (25), не 
имеет плоскостей симметрии. Наибольшее 
значение концентрации C(x, y) = 4,5 нахо-
дится в точке (a; b/2), а наименьшее, C(x, y) =  
= 1, – в точке (0; 0).

Подставляя в решение (25) значения x =  
= a/2 и y = b/2, вычислим значение концен-
трации в центре области:
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диффузионного потока q
x
(x, y) в прямоуголь-

ной области качественно будут похожи на 
распределения, приведенные на рис. 1 и 2.  
Если длина какой-либо из сторон (a или b) 
прямоугольника будет больше другой в де-
сять и более раз, то такая разница приведет 
к качественному изменению распределе-
ний концентрации вещества C(x, y) и диф-
фузионного потока q

x
(x, y), по сравнению с 

распределениями, приведенными на рис. 1  
и 2,а.

Например, если в данных (26) изменить 
только значение переменной у с двух до де-
сяти метров, то графики C(x, y) и q

x
(x, y), 

построенные по формулам (25) и (28), будут 
иметь вид, показанный на рис. 3.

Если же в данных (26) изменить только 
значение переменной х (например, взять де-
сять метров вместо одного), то распределе-
ния C(x, y) и q

x
(x, y), построенные по форму-

лам (25) и (28), примут вид, показанный на 
рис. 4.

Рис. 2. Графическое представление диффузионных потоков вещества q(x, y),
построенное по формулам (28) (a) и (29) (b); D = 4·10–6 м2/с

Рис. 3. Распределения концентрации вещества C(x, y) (a)  
и диффузионных потоков вещества q(x, y) (b) при значении b/a = 10
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Рис. 4. Распределения концентрации вещества C(x, y) (a)  
и диффузионных потоков вещества q(x, y) (b) при значении b/a = 1/5 

На рис. 3,а и 4,а видно, что концентрации 
вещества в углах области малы, по сравнению 
с максимальной концентрацией, и теперь 
вид распределения C(x, y), построенного по 
формуле (24) (см. рис. 3,а), качественно схо-
ден с видом распределения C(x, y), построен-
ного по формуле (21) (см. рис. 1,а).

Анализ данных, представленных на рис. 2,  
3,b и 4,b, позволяет сделать вывод, что пред-
ставляет интерес исследование перепада 
диффузионных потоков вдоль координатных 
осей. На рис. 2,а видно, что перепад потока 
между границами x = 0 и x = a в любых сече-
ниях

то есть постоянная величина; она определя-
ется по формуле

Равенства (32) и (33) справедливы как 
для симметричных диффузионных потоков  
q

x
(x, y), q

y
(x, y), рассчитанных по формулам 

(28) и (29), так и для несимметричных, рас-
считанных по формулам (30), (31). Таким об-
разом, из равенств (32) и (33) следует, что на 
перепады ∆q

x
 и ∆q

y
 несимметричных потоков 

q
x
(x, y) и q

y
(x, y) влияет постоянный внутрен-

ний источник, но не влияют концентрации 
вещества в углах области.

Заключение

Приведенные примеры показывают, что 
метод быстрых разложений позволяет полу-
чать не только приближенные решения [18 – 
20], но и точные. С помощью аналитического 
решения уравнения диффузии, найденного в 
данной статье, можно получать его точные 
решения для различных граничных условий, 
причем не только для постоянного внутрен-
него источника, но и для переменного. Под-
бор коэффициентов граничных условий (2) 
и внутреннего источника (5) следует вести с 
учетом формул (11) – (13). 

Из анализа полученных точных решений 
следует, что при равенстве нулю концентра-

На рис. 2,b видно, что наибольшее значе-
ние диффузионный поток q

y
(x, y) принимает 

в сечении x = a. Перепад потока q
y
(x, y) при  

x = a между границами y = 0 и y = b опреде-
лим по формуле

( )const 0 ,y y b= ≤ ≤

( )

( )

const

const

0,

, .
2

x x y

x y

q q y

DQaq a y

=

=

∆ = −

− = −
(32)

(33)( ) ( ),0 , .y y yq q a q a b DQb∆ = − = −
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ций вещества в углах прямоугольной обла-
сти распределения концентрации C(x, y) и 
диффузионных потоков вещества q

x
(x, y), 

q
y
(x, y) будут симметричны относительно 

плоскости y = b/2. Если же концентрации 
в углах не равны нулю, то распределения  
C(x, y), q

x
(x, y), q

y
(x, y) не обладают подобной 

симметрией.
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