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ЭФФЕКТИВНЫЙ МОДОВЫЙ ОБЪЕМ И ОЦЕНКА МОЩНОСТИ 
ВЫХОДНОГО ИЗЛУЧЕНИЯ ГЕЛИЙ-НЕОНОВОГО ЛАЗЕРА
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В статье на примере He-Ne лазера рассмотрена связь генерируемой мощности с модовым объ-
емом основной моды резонатора типа плоскость – сфера. Предложен метод оценки мощности 
излучения газоразрядного лазера с произвольной формой поперечного сечения активного эле-
мента, в основе которого лежит величина объема генерирующей моды. Показано, что результаты 
расчетов генерируемой мощности, проводимых на основе эффективного модового объема, учи-
тывающего поперечное распределение инверсии населенностей активной среды, находятся в 
лучшем согласии с экспериментальными данными и результатами оценок, использующих другие 
методики.
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Введение

Широкое применение гелий-неонового 
лазера в настоящее время в метрологии (эта-
лоны времени, частоты и длины), спектро-
скопии, промышленных и исследователь-
ских задачах (лазерные интерферометры), 
обусловленное высочайшей когерентностью 
его излучения, делает крайне актуальной за-
дачу поиска резервов повышения мощности 
излучения таких объектов. Исследования [1, 
2] показывают, что изменение геометрии по-
перечного сечения разрядной трубки может 
привести к росту как коэффициента усиле-
ния, так и выходной мощности лазера. 

В данном исследовании нами предложен и 
реализован метод оценки мощности газоразряд-
ных лазеров, основанный на понятии эффек-
тивного модового объема генерирующей моды; 
предложенный метод учитывает поперечное 
распределение инверсии в активном элементе с 
произвольным поперечным сечением. 

В данной работе мы ограничиваемся рас-
смотрением модового объема основной моды 
резонатора типа плоскость – сфера и цилин-
дрической геометрией лазерного активного 
элемента с различным поперечным распре-
делением инверсии населенности. С этой 
целью используется понятие конфокального 
резонатора. Однако предварительный анализ 
применимости нашего метода для оценки 
уровня генерируемой мощности показал хо-
рошие результаты и для других сечений.

Основные теоретические предпосылки

Напомним основные результаты, полу-
ченные в классических работах [3 – 7]. Для 
оптического резонатора с радиусами кривиз-
ны зеркал R

1
 и R

2
 и расстоянием между зер-

калами d радиус кривизны соответствующего 
эквивалентного конфокального резонатора 
R

e
 находится по формуле

Re = {4S (R1 – S)}1/2,

где S = d (R
2
 – d)/(R

1
 + R

2
 – 2d). 

Для резонатора плоскость – сфера (R
1
 = ∞, 

R
2
 = R) отсюда получим следующее выражение:

Re = 2{d (R – d)}1/2,

где R – радиус кривизны сферического зер-
кала.

В конфокальном резонаторе модуль элек-
трического поля |E

00
| основной гауссовой мо-

ды TEM
00

 в цилиндрических координатах (r, 
z, φ) имеет вид:

00 0 2

2

2

2
1

exp ,
(1 )e

E E

kr
R

= ×
+ ξ

 
× − + ξ 

(1)

где ξ = 2z/R
e
, k = 2π/λ, а координата z отсчи-

тывается от перемычки гауссового пучка (для 
резонатора плоскость – сфера она будет у 
плоского зеркала); E

0
 – значение |E

00
| при ξ =  

= 1 и r = 0. 
Поперечный размер генерируемой мо-

ды (радиус пучка wz в точке с координатой 
z) определяется значением координаты r до 
боковой поверхности модового объема, где 
напряженность электрического поля меньше 
таковой на оси, в данном поперечном сече-
нии, в e раз:

2
2 2

0
21 , z

e

zw w
R

  
 = +  
   

где

Соответственно, радиус пучка на плоском 
зеркале w

1
 выражается как 

а на сферическом w2 он будет в {R/(R – d)}1/2 

раз больше.
Энергетической характеристикой основ-

ной моды принято считать модовый объем 
(MV) резонатора [6]:

2
0 = = .

2
e eR Rw

k
λ
π

( ){ }1 2
0 2 2 ,e ew R R= λ π = λ π
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2

0 0 0

MV ,
zwd

d dzrdr
π

= ϕ∫ ∫ ∫ (2)

где wz – радиус пучка;

Из формул (1) и для wz следует, что значе-
ния интенсивностей поля на оси у плоского 
и сферического зеркал не одинаковы, а раз-
личаются в {R/(R – d)}1/2 раз, и соответствен-
но так же отличаются интенсивности на бо-
ковых границах модового объема у зеркал. 

Мощность выходного излучения лазера 
определяется уровнем взаимодействия ак-
тивного вещества в модовом объеме с по-
лем, т. е. зависит как от распределения поля 
в модовом объеме генерирующей моды, так 
и от распределения в нем инверсии насе-
ленностей активной среды ∆N. В первом 
приближении теории возмущений мощность 
индуцированного излучения можно считать 
пропорциональной произведению E2∆N. 

Одной из первых работ, где было обра-
щено внимание на связь мощности излуче-
ния с распределением поля в генерирующей 
моде, была статья [8]. В ней был введен эф-
фективный модовый объем, обозначенный 
как EMV и ограниченный линиями равной 
интенсивности, соответствующей значению 
интенсивности поля на границе MV, находя-
щейся на сферическом зеркале. 

Из формулы (1) и условия              
можно получить уравнение границы модово-
го объема EMV. Это фигура вращения с сече-
нием в виде круга радиуса σ, зависящим от z:

21 4 .
 

= + 
 

z e
e

w R z
k R

2 2 2
0 /E E e=

2 2
2 2 ln 2 ln .

2 e
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σ = + − 

 

Тогда выражение для EMV примет вид:
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(3)

Хотя в работе [8] и считалось возможным 
влияние распределения инверсии населенно-
стей активной среды на величину модового 
объема, но в самом определении модового объ-
ема EMV это распределение не учитывалось. 

В связи с вышеизложенным, в данной 
работе мы предлагаем новую величину для 
оценки выходной мощности излучения лазе-
ра, вводя новый эффективный модовый объ-
ем, учитывающий оба указанных факта. 

Понятие нового эффективного  
модового объема

Определим новый эффективный модо-
вый объем (NMV) как тело, ограниченное 
поверхностью, где величина |E|2∆N спадает в 
e2 раз, по сравнению с величиной E

0
2∆N

0
 (∆N

0 

– инверсия населенностей на оси). 
Иными словами, значение E

0
2∆N

0
 – это 

значение величины |E|2∆N на оси на расстоя-
нии R

e
/2 от перемычки гауссового пучка, т. е. 

для полуконфокального резонатора это зна-
чение величины |E|2∆N на оси у сферического 
зеркала. 

Таким образом, для цилиндрической раз-
рядной трубки с осевой симметрией инвер-
сии населенностей, эффективный модовый 
объем NMV является фигурой вращения, ко-
торая имеет сечение в виде круга радиуса ρ, 
зависящее от z:

(4)
2

0 0 0

NMV ;
d

d dz rdr
ρπ

= ϕ∫ ∫ ∫



Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки. 13 (4) 2020

122

при этом радиус ρ должен быть таким, что

с однородным граничным условием

где ε – соответствующий коэффициент про-
порциональности. 

При этом определение мощности состоит 
из следующих этапов: 

расчет инверсии населенностей активной 
среды ∆N путем решения уравнений (5), (6) 
(например, методом, предложенным в статье 
[15]); 

нахождение границы эффективного мо-
дового объема NMV;

непосредственное интегрирование по 
формуле (7).

Проверим возможности предложенного 
метода оценки мощности излучения на при-
мере лазера с цилиндрической формой ак-

где Γ – граница поперечного сечения актив-
ного элемента.

В статье [15] нами предложен метод на-
хождения приближенного решения уравне-
ний (5), (6) для произвольной формы грани-
цы Γ, обладающий небольшой вычислитель-
ной сложностью.

Суть предлагаемого метода оценки выход-
ной мощности излучения лазера заключается 
в том, что эта мощность для лазера с произ-
вольной геометрией поперечного сечения 
активного элемента также следует оценивать 
с помощью фазового объема NMV по следу-
ющей формуле:

Пример оценки  
выходной мощности лазера

Рассмотрим для примера алгоритм оцен- 
ки выходной мощности излучения гелий- 
неонового лазера. При оптимальном соотно-
шении компонентов смеси и оптимальных 
разрядных условиях [9], разряд такого лазера 
можно считать диффузионным. Концентра-
ция электронов n

e
 в таком разряде удовлет-

воряет следующему диффузионному уравне-
нию (однородное уравнение Гельмгольца):

( ) ( ) 2 2 2
0 0, , .N z E z N E e∆ ρ ρ = ∆

2

2

1 1

0,

e e e e
a

e e

n n n n
D

n n

∆ + = ∆ + =
τ Λ

= ∆ + λ =

где D
a
 – коэффициент амбиполярной диф-

фузии, τ – время диффузионного ухода. 
Распределение инверсии населенностей 

∆N в гелий-неоновом лазере можно считать 
(в первом приближении) подобным распре-
делению электронов в активной среде. В ука-
занных средах цилиндрической геометрии, 
радиальное распределение концентрации 
электронов, а следовательно, и инверсной 
заселенности ∆N гелий-неоновой смеси, по-
лучаемое как решение диффузионного урав-
нения, имеет следующий вид [10 – 14]:

( )( )0
0 0 1 ,N N J r a∆ = ∆ µ

где a – радиус трубки; r – расстояние до оси; 
J

0
 – функция Бесселя нулевого порядка; μ

1
(0) 

– первый корень функции J
0
, μ

1
(0) = 2,4048. 

В первом приближении и для нецилин-
дрической геометрии активного элемента, 
распределение инверсии населенностей ∆N 
в рассматриваемом лазере можно полагать 
подобным распределению электронов в диф-

фузионном разряде. Следовательно, можно 
приближенно считать, что и в этом случае 
распределение инверсии населенностей ак-
тивной среды ∆N для лазера удовлетворяет 
однородному уравнению Гельмгольца

(5)( ) 2 0N N∆ ∆ + λ ∆ =

0,N Γ∆ = (6)

(7)2

NMV

,P E NdV= ε ∆∫∫∫
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тивного элемента.
Для цилиндрической трубки несложно 

получить, с учетом явного вида ∆N, что мо-
довый объем NMV основной моды конфо-
кального резонатора есть фигура вращения, 
которая имеет сечение, зависящее от z, в ви-
де круга радиуса ρ, такого, что

Зависимости функций ρ(z), σ(z) и w(z) при 
R = 1,1 и 2,0 м приведены на рис. 1. Зависи-
мости NMV, EMV и MV для разных значений 
R приведены на рис. 2, где по оси ординат 
отложен относительный модовый объем η, 
равный отношению фазовых объемов NMV, 
EMV и MV к полному объему трубки V =  
= πa2d. Видно, что объемы NMV и EMV в 
целом (при R > 0,8 м) несколько превыша-
ют величину MV и составляют единицы про-
центов от полного объема V.

Как отмечалось в статье [8], для оценки 
мощности излучения лазера с помощью мо-
дового объема MV, и при этом с частичным 
учетом инверсии населенности, можно ис-
пользовать формулу

Уравнение (8) можно решить численно и 
найти соответствующую функцию ρ(z). 

Для дальнейших расчетов возьмем следу-
ющие параметры лазерной трубки, типичной 
для гелий-неонового лазера:

а = 2 мм, d = 55 см, λ = 0,6328 мкм, 
R изменяется от 0,6 до 4,0 м.

Функцию Бесселя представим в виде

( ){
( )( )}

2

2 2 0
0 1

2 ln 2 ln

2 ln 0.

e

r p

w k R

r w J r a
=

+ − −

− + µ =
(8)

( ) 2 4
0 1 4 64.J x x x≈ − +

2
2

MV
0 0 0

.
d w

P E Nd dzrdr
π

= ε ∆ ϕ∫ ∫ ∫

Рис. 1. Зависимости радиусов кругового сечения 
разрядной трубки σ (кривая 1), границы  

модового объема EMV ρ (2) и пучка излучения  
w (3) гелий-неонового лазера от координаты  

z для значений кривизны зеркала R, м:  
1,1 (a) и 2,0 (b);  

значения параметров лазерной трубки: а = 2 мм,  
d = 55 см, λ = 0,6328 мкм

Рис. 2. Зависимости относительных модовых  
объемов η

i
 = EMV/V (1), NMV/V (2), MV/V (3)  

от кривизны зеркала R.  
Значения параметров лазерной трубки:  

а = 2 мм, d = 55 см, λ = 0,6328 мкм

a)

b)
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Полагая, что

Сравнение предлагаемого  
метода с традиционными

Величину (10) целесообразно сравнить с 
оценкой выходной мощности лазера при ис-
пользовании фазового объема EMV и всего 
объема трубки V:

и используя разложение функции Бесселя в 
виде

получаем:

( )( )0
0 0 1N N J r a∆ = ∆ µ

( ) 2 4
0 1 4 64,J x x x≈ − +

При использовании предлагаемого в дан-
ной работе расчетного метода и понятия фа-
зового объема NMV, выражение для мощно-
сти излучения лазера запишется следующим 
образом:
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( ) ( )

( )

2 2
0 0

MV

0 2
21
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d d Rd R
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µ
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Результаты вычислений представленных 
величин приведены на рис. 3.

Видно, что оценки мощности лазера, по-
лученные при помощи величин NMV и EMV, 
при распределении инверсии населенности, 
заданной функцией Бесселя, оказываются 
примерно одинаковыми. На рис. 3,b показан 
участок зависимостей P

EMV
/α и P

NMV
/α от R в 

a)

Рис. 3. Сравнение зависимостей  
нормализованных величин выходной мощности  

P
V
/α (1), P

EMV
/α (2), P

NMV
/α (3) и P

MV
/α (4)  

гелий-неонового лазера от кривизны зеркала R,  
рассчитанных по формулам (9) – (12) (a); отдель-

но приведены данные расчета  
по формулам (10), (11) (b) – этот график  
увеличен для различения кривых 2 и 3; 

  2
0 04 E N kα = π ∆ ε

большем масштабе, в окрестности значений 
R, соответствующих полуконфокальному ре-
зонатору.

Одной из причин введения эффективного 
модового объема в работе [8] было расхожде-
ние экспериментальных данных с расчетной 
оценкой мощности, при использовании ве-
личины MV, по формуле (9); оказалось, что 
экспериментальные значения превышали 
расчетные примерно на 10 %.

Результаты, приведенные на рис. 3, по-
казывают, что оценки мощности лазера с 
помощью NMV и EMV уже дают хорошее со-
гласие с экспериментом. 

Влияние различных факторов  
на мощность лазера

В экспериментах, описанных в статьях  
[16 – 19], наблюдалась связь между ради-
альным распределением инверсии населен-
ностей ∆N и выходной мощностью лазера: 
изменение ∆N может менять мощность на 
величину порядка 10 %. 

Радиальное распределение инверсии. 
Оценим влияние радиального распределения 
инверсии с помощью предлагаемого метода, 
рассчитывая значения мощностей без учета 
указанного распределения. Для получения 
таких значений следует в формулах (9) – (12) 
формально положить μ

1
(0) = 0. Результаты та-

ких вычислений приведены на рис. 4. Видно, 
что как с учетом радиального распределения 
инверсии населенностей, так и без его учета, 
оценка мощности с помощью величин NMV 
и EMV дает несколько бóльшие различия, 
чем с помощью MV, что лучше согласуется с 
экспериментами. Тот результат, при котором 
максимальное отличие экспериментальных 
данных от расчетных получалось несколько 
бóльшим, объясняется выбранным способом 
оценки, а именно: если μ

1
(0) = 0, то значение 

∆N остается постоянным по сечению; тогда 
как в эксперименте на оси может получаться 
и локальный минимум ∆N [13], обусловлен-
ный определенным соотношением парци-
альных давлений гелия и неона. Очевидно, 
что наличие минимума даст большее разли-
чие в величине мощности, по сравнению с 

b)

P
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Рис. 4. Сравнение зависимостей,  
аналогичных приведенным на рис. 3,  
но рассчитанных при условии μ

1
(0) = 0

оптимальным соотношением, когда величи-
на ∆N описывается функцией Бесселя.

С другой стороны, мощность выходного 
излучения гелий-неонового лазера с цилин-
дрической трубкой можно оценивать по из-
вестной методике [20, 21], дающей отличное 
согласие с экспериментом. В соответствии с 
этой методикой, мощность излучения опи-
сывается следующей формулой:

где p,m – параметры моды (для основной га-
уссовой моды p = m = 0), с = 2πN (N – пара-
метр Френеля).

Параметр Френеля для эквивалентного 
конфокального резонатора следует выраже-
нию

где a
i
 – апертура резонатора; i, k – индексы 

половин резонатора, i, k = 1, 2; g
i
 – параметр 

конфигурации резонатора, g
i
 = 1 – d/R

i
.

Сравнение мощностей, рассчитанных по 
формулам (10) и (13), представлено на рис. 5. 
Для наглядности значения P

NMV
/α и P нор-

мированы, с тем чтобы они совпадали для 
полуконфокального резонатора (d = 2 м, R =  
= 4 м) (введен соответствующий нормиро-
вочный множитель γ). Видно, что оценива-
ние мощности лазера с помощью величины 
NMV дает очень хорошее согласие с расче-
том по формуле (13).

Случай высокой мощности лазера. Со-
всем другой вид зависимости должен полу-
читься в случае высокой мощности лазера, 
когда возможны нелинейные эффекты. В 
этом случае предлагается оценивать мощ-
ность лазера Pnl по следующей формуле [27]:

где Aw
0
 – коэффициент насыщения, Aw

0
 =  

= 30 Вт/см2 [20, 21]; G
m
 – суммарный нена-

сыщенный коэффициент усиления в центре 
доплеровски уширенного контура усиления 
атомов неона, G

m
 = 3∙10–4l/(2r

0
) [20 – 22]; r

0
, 

l – радиус капилляра и длина активной части 
капилляра; a

s
 – суммарный коэффициент 

потерь; w
1
 – радиус пучка на выходном зер-

кале, w
1
 = {λR

e 
/(2π)}1/2. 

Опишем на примере лазера ЛГН-222 вкла-
ды в суммарный коэффициент a

s
 [23]: 

a
1
 – потери на поглощение в каждом окне 

Брюстера параллельно расположенных ак-
тивных элементов;

a
2
 – потери при отражении от зеркал ре-

зонатора,

( )

( )

21 2
0

2 2 2
1 0 1

1

1 exp 2 ,

m s mP Aw G a G

w r w

 = − × 
 ×π − − 

(13)

a
3
 – дифракционные потери, 

a
4
 – прочие неучтенные потери. 

Перечисленные вклады в суммарный 
коэффициент a

s
 для лазера ЛГН-222 (r

0
 =  

= 1,5 мм, l = 2 м) можно оценить, используя 
значения, приведенные в работе [23]: 

a1 = 3∙10–3, a2 = 6∙10–3, a4 = 2∙10–3.

Для оценки дифракционных потерь a3 це-
лесообразно использовать асимптотическое 
представление обобщенных радиальных 
функций [24, 25] или эмпирическую коррек-
цию [26]:

( )
( )

2 1
22 4 4,52

,
! !

p m
c

pm

c
e

p p m

+ +

−π −
α =

+

( ){ } ( )1 22 1 ,i i i i k kN a g g g g d= − λ
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Рис. 5. Сравнение зависимостей мощности  
гелий-неонового лазера, рассчитанных  
по традиционной методике, – P/γ (1),  

с полученной по предлагаемой методике – 
P

NMV
/α (2), от кривизны зеркала R  

(см. формулы (10) и (13)); значения параметров  
лазерной трубки: а = 1,5 мм,  

d = 2 м, λ = 0,6328 мкм

где P
0
 – константа.

Найдем выражения для случаев высокой 
мощности, используя величины MV, NMV, 
EMV и полный объем V.

Соответственно получим:

где P
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Далее,

где P
NMV

 описывается формулой (8), а знаме-
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Аналогично,
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И наконец,
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∫

∫
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где P
V
 описывается формулой (10), а знаме-

натель F
1V
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∫

Результаты расчетов по формулам (15) – 
(18) приведены на рис. 6                        .

Соотношения между Pnl
MV

/β, Pnl
NMV

/β, 
Pnl

V
/β качественно примерно соответствуют 

таковым между P
MV

, P
NMV 

и P
V
, хотя зависи-

Рис. 6. Сравнение зависимостей  
нормализованной высокой мощности  

гелий-неонового лазера, рассчитанных  
по разным методикам, от кривизны зеркала R  

(см. формулы (15) – (18)): Pnl
V
/β (1), Pnl

EMV
/β (2),  

Pnl
NMV

/β (3), Pnl
MV

/β (4); .  
Параметры лазерной трубки: а = 2 мм,  

d = 55 см, λ = 0,6328 мкм

2
0 0/P Eβ =

мости от величины R ведут себя иначе. Ана-
логично проведенным выше оценкам (см. 
рис. 4), интересно оценить влияние радиаль-
ного распределения инверсии, анализируя 
значения мощностей без учета радиального 
распределения инверсии населенностей (по-
ложив μ

1
(0) = 0). Результаты соответствующих 

расчетов приведены на рис. 7. Видно, что 
полученные соотношения качественно при-
мерно такие же.

Анализ полученных результатов позволяет 
утверждать, что применение величины мо-
дового объема NMV при расчетах мощности 

Рис. 7. Сравнение зависимостей,  
аналогичных приведенным на рис. 6,  
но рассчитанных при условии μ

1
(0) = 0

( )

( )

( )

( )(
( ))

( )

( )(
( )))

22
00 0

1EMV

2 2

2
0

0 2
2 2 21

2 2

2 2

0 4
4 4 2 2 41

4 2

2 2

84

1 exp 4
8

4
128

exp 4

4 8
4096

exp 4 .

d

E d R dE NF
k k

w
dz

w

w w
a w

w

w w w
a w

w

−π ∆
= ×

 − − σ
× −



µ
− − + σ ×

× − σ +

µ
+ − + σ + σ ×

× − σ

∫

( )2
0 0/P Eβ =

R

R



129

Физическая оптика

излучения гелий-неонового лазера приво-
дит к лучшему согласию с эксперименталь-
ными данными, по сравнению с расчетны-
ми результатами, где применяется обычный 
модовый объем MV. Значения, полученные 
на основе  модовых объемов NMV и EMV с 
учетом распределения инверсии населенно-
сти, на основе заданной функцией Бесселя 
(т. е. для цилиндрической разрядной трубки 
гелий-неонового лазера) примерно одина-
ковы, однако могут заметно различаться для 
других геометрий разрядной трубки. Разли-
чие обусловлено тем, что EMV – это всегда 
фигура вращения (что следует из определения 
EMV и формулы (1)), тогда как инверсия на-
селенности при произвольной геометрии раз-
рядного канала не обладает аксиальной сим-
метрией, и, соответственно, модовый объем 
NMV тоже лишен указанной симметрии.

Заключение

Таким образом, нами предложен метод 
оценки мощности излучения He-Ne лазера 
с произвольной формой поперечного сече-
ния активного элемента, который проверен 

для случая цилиндрической геометрии и да-
ет хорошее согласие с экспериментальными 
данными. 

В настоящее время исследуются различ-
ные поперечные сечения активного элемен-
та He-Ne лазера в поисках оптимального по 
выходной мощности. Предварительные рас-
четы мощности гелий-неонового лазера с ис-
пользованием NMV для разрядных трубок с 
прямоугольным и эллиптическим сечениями 
показали, что полученные результаты хоро-
шо согласуются как с экспериментальными 
данными, так и с расчетными результатами 
по коэффициентам усиления лазеров, об-
ладающих такой геометрией [15]. Модовый 
объем NMV для этих поперечных сечений 
(в виде прямоугольника и эллипса) должен 
иметь эллиптическое сечение. При этом 
получение формул, аналогичных (13), для 
указанных поперечных сечений вызывает 
большие затруднения; если же использовать 
предложенный нами модовый объем NMV, 
то появляется возможность оценить значе-
ния выходной мощности гелий-неонового 
лазера вычислительно несложным методом.
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