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МИКРОСТРУКТУРНАЯ МОДЕЛЬ СЕГНЕТОЭЛЕКТРОУПРУГОГО 
МАТЕРИАЛА С УЧЕТОМ ЭВОЛЮЦИИ ДЕФЕКТОВ

А.С. Семенов

Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого, 
Санкт-Петербург, Российская Федерация

Для описания гистерезисного поведения сегнетоэлектриков/сегнетоэластиков в условиях 
сложного многоосного комбинированного электрического и/или механического нагружения 
предложена термодинамически согласованная микроструктурная модель сегнетоэлектро- 
упругого материала с учетом наличия и эволюции полярных точечных дефектов. Модель также 
учитывает многофазный состав, анизотропию свойств, доменную структуру и диссипативный 
характер движения доменных стенок. Предложена линейная теория эволюции заряженных то-
чечных дефектов на основе выбора свободной энергии дефектов в виде квадратичной формы 
вектора поляризации и тензора деформации дефектов, уравнения эволюции которых получе-
ны на основе диссипативного неравенства. Установлена зависимость величины смещения пе-
тель гистерезиса от параметров свободной энергии дефектов. Сравнение результатов расчетов 
c экспериментальными кривыми диэлектрического, механического и электромеханического 
гистерезисов для легированных акцепторными добавками поликристаллической пьезокерами-
ки PZT PIC-151, поликристаллического BaTiO

3
, монокристаллических PMN-PZT и KTS пока-

зало хорошее совпадение.
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A MICROSTRUCTURAL MODEL  
OF FERROELECTRОELASTIC MATERIAL  

WITH TAKING INTO ACCOUNT THE DEFECTS’ EVOLUTION

A.S. Semenov

Peter the Great St. Petersburg Polytechnic University, 
St. Petersburg, Russian Federation

For the description of the hysteresis behavior of ferroelectrics/ferroelastics under multiaxial 
combined electrical and/or mechanical loading, a thermodynamically consistent microstructural 
model of ferroelectroelastic material is proposed taking into account the presence and evolution 
of polar point defects. The model also takes into account multiphase composition, anisotropy of 
properties, domain structure, and dissipative motion of domain walls. The linear theory of the charged 
point defects evolution is proposed based on the free energy of defects in the quadratic form of the 
polarization vector and strain tensor of defects. The dependence of the hysteresis loop shift (due to 
internal field bias) on parameters of the free energy of defects is shown. Comparison of computation 
results with experimental curves of dielectric, mechanical, and electromechanical hysteresis for 
polycrystalline piezoelectric PZT PIC-151, BaTiO

3
, single-crystal PMN-PZT and KTS doped with 

acceptor additives, showed a good agreement.
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Введение

Сегнетопьезокерамические (сегнетоэлек-
троупругие) материалы [1 – 3] являются наи-
более ярким примером активных (смарт-) 
материалов и находят широкое практическое 
применение в качестве рабочих элементов 
топливных инжекторов, нанопозиционеров, 
микромоторов, приводов сканирующих тун-
нельных микроскопов, гасителей вибраций, 
пьезотрансформаторов, элементов памяти 
и др. Для оценки точности позиционирова-
ния, прочности и долговечности рассматри-
ваемых устройств возникает необходимость 
разработки уточненных моделей сегнето- 
электроупругого материала [2, 4 – 12].

Точечные дефекты кристаллической ре-
шетки оказывают значительное влияние на 
процессы формирования и движения домен-
ных границ, размеры и форму гистерезисных 
кривых, время переключения, диэлектриче-
ские, пьезоэлектрические и механические 
свойства [1, 3, 13 – 16], что подтверждается 
многочисленными экспериментами, выпол-
ненными на титанате бария BaTiO

3
 [15, 17, 

18], PZT [19 – 21], PLZT [22], PMS-PZT [23], 
PMN-PZT [24], BNT–BT [25], KNN [26], 
TGS [1, 13], KTS [27]. Однако в современных 
моделях сегнетоэлектроупругого материала 
не проводится непосредственный учет нали-
чия дефектов и их эволюции.

Точечные дефекты также оказывают су-
щественное влияние на процессы деграда-
ции электромеханических свойств [16], воз-
никающие либо в результате циклического 
электрического и/или механического воз-
действия (усталость), либо с течением време-
ни при отсутствии внешней механической и 
электрической нагрузки (старение). Основ-
ные механизмы усталости и старения имеют 
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аналогичный характер и непосредственно 
связаны с наличием и эволюцией точечных 
дефектов.

Дефекты кристаллической решетки могут 
быть как собственными, так и созданными 
искусственно в процессе выращивания кри-
сталла с помощью введения акцепторных или 
донорных легирующих примесей, а также 
путем воздействия на кристалл высокоэнер-
гетическими частицами (включая облучение 
рентгеновскими и гамма-лучами, нейтрона-
ми и электронами) [13]. Наличие простран-
ственно упорядоченных полярных дефектов 
заданной концентрации позволяет создать в 
кристалле внутреннее смещающее электри-
ческое поле, способствующее сохранению 
устойчивого монодоменного состояния [13], 
достичь больших изменений деформации 
при малом изменении электрического поля 
[28]. Таким образом открывается возмож-
ность целенаправленного изменения элек-
тромеханических свойств сегнетоэлектро- 
упругих материалов путем контролируемого 
создания дефектов структуры, представляю-
щего один из способов доменной инженерии 
как разновидности технологического инжи-
ниринга.

В связи с этим представляют значитель-
ный интерес экспериментальные и теорети-
ческие исследования влияния дефектов на 
процессы переключения и движение домен-
ных стенок.

Целью данной работы является разра-
ботка и верификация термодинамически 
согласованной микроструктурной модели 
сегнетоэлектроупругого материала с учетом 
эволюции полярных точечных дефектов, по-
зволяющей описать гистерезисное поведе-
ние моно- и поликристаллических сегнето-
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электроупругих материалов в условиях про-
извольных программ сложного многоосного 
комбинированного электрического и/или 
механического нагружения.

В работе [11] нами рассматривался учет 
неизменяющихся точечных дефектов в рам-
ках микроструктурной модели. В данном 
исследовании представлено дальнейшее раз-
витие этого подхода, связанное с учетом воз-
можности изменения ориентации и концен-
трации точечных дипольных дефектов и его 
влияние на процессы переключения.

Модель без учета дефектов

Склерономная микроструктурная модель 
c учетом диссипативного характера движе-
ния доменных стенок для монокристалла 
была первоначально предложена в статье [5] 
на основе аналогии с моделью пластичности 
кристаллов и получила дальнейшее разви-
тие в работах [6 – 12]. Модель имеет строгое 
термодинамическое обоснование и экспери-
ментальное подтверждение [5, 7 – 10].

Формулировка определяющих уравнений 
ограничена инфинитезимальным изотерми-
ческим случаем. Предполагается, что тензор 
деформации ε и вектор электрической ин-
дукции D допускают декомпозицию в виде 
суммы линейных (обратимых) (εl, Dl) и оста-
точных (аналог пластических) (εr, Pr) состав-
ляющих:

Для обратимых составляющих справедли-
вы линейные соотношения, соответствую-
щие линейному пьезоэлектрическому мате-
риалу:

Эти соотношения допускают следующую 
обращенную форму:

.l r= +D D P (2)

где 4SE – тензор модулей упругой податливо-
сти кристаллита при постоянном электри-
ческом поле (4-го ранга), 3d – тензор пье-
зоэлектрических модулей кристаллита (3-го 
ранга), κσ – тензор модулей диэлектрической 
проницаемости кристаллита при постоян-
ных напряжениях (2-го ранга). Тензоры 4CD,  
3hT, βε определяются на основе тензоров 4SE, 
3dT, κσ путем инверсии блочной матрицы.

Процессы необратимого деформирования 
и спонтанной поляризации пьезокерамики 
связаны с возможностью скачкообразного 
перемещения нецентрально-симметричных 
атомов кристаллической решетки. В тетраго-
нальном кристалле реализуется N = 6 ориен-
таций спонтанной поляризации       (вдоль 
положительных и отрицательных направле-
ний трех кристаллографических осей), соот-
ветствующих шести возможным вариантам 
доменов и

M = N (N – 1) = 30

системам переключения.
В ромбоэдрическом монокристалле реа-

лизуется N = 8 ориентаций спонтанной поля-
ризации       (вдоль направлений четырех 
главных диагоналей кристаллической ячей-
ки), соответствующих 8 возможным вариан-
там доменов и 56 системам переключения. В 
орторомбическом монокристалле реализует-
ся N = 12 ориентаций спонтанной поляри-
зации       (вдоль диагоналей граней крис- 
таллической ячейки), соответствующих 12 
возможным вариантам доменов и 132 систе-
мам переключения. Тензор остаточной де-
формации и вектор остаточной поляризации 
кристаллита могут быть записаны в этом слу-
чае как сумма вкладов отдельных доменов:

где cI – объемная доля (концентрация) I-го 
домена в монокристалле, удовлетворяющая 
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а             – единичный вектор направ-
ления поляризации домена. 

Задание тензоров    ,    и    , в соответ-
ствии с равенствами (9), потребует определе-
ния 6 констант материала:

В рамках модели трансверсально- 
изотропного материала [10], с нормалью к 
плоскости изотропии, определяемой на-
правлением поляризации p, выражения для 
линейных модулей    ,    и    могут быть 
записаны в следующем виде [29]:

Для задания    ,    и    , в соответствии 
с формулами (10), требуется знание 10 кон-
стант материала:

Скорость изменения концентрации I-го 
домена монокристалла выражается через 
суммирование по всем системам переключе-
ния изменений объемной доли I-го домена 
вследствие притока      при переключении 
доменов из J в I и вследствие оттока      при 
переключении из I в J:

ограничениям

В выражениях (5), (6) тильды используют-
ся для переменных, определяемых на уровне 
домена. Тензоры    и векторы    являются 
постоянными и определяются значениями 
спонтанной деформации и поляризации, a 
также геометрией элементарной ячейки.

Модули монокристалла 4SE, 3d и κσ вычис-
ляются на основе модулей отдельных доме-
нов    ,    и    с помощью соотношений, 
аналогичных (5) и (6):

Структура тензоров    ,    и    опреде-
ляется типом кристаллической решетки. В 
рамках получившего широкое распростра-
нение на практике упрощенного подхода [5,  
6, 9] с использованием изотропного прибли-
жения для тензора упругой податливости      
и тензора модулей диэлектрической про-
ницаемости   , тензоры, характеризующие 
линейное поведение домена пьезоэлектри-
ческого материала, могут быть представлены 
в виде:

где использованы символы прямого и непря-
мого диадного умножения
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Как следствие соотношений (5) и (11), 
скорости остаточных деформаций можно 
представить в следующем виде:

Отсюда следует представление для тензо-
ра скорости остаточной деформации и ана-
логично получаемое выражение для вектора 
скорости поляризации:

где тензоры и векторы

определяются константами, характеризу-
ющими кристаллическую решетку;      и 
     – нормированные тензор и вектор  
Шмидта;    и    – спонтанная деформация 
и поляризация.

Аналогичным образом на основе урав-
нений (8) и (11) определяются скорости из-
менения упругих, пьезоэлектрических и ди- 
электрических модулей:
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Уравнения для вычисления кинематиче-
ских переменных     , играющих фунда-
ментальную роль при описании процессов 
переключения, вводятся из условия априор-
ного удовлетворения термодинамическим 
ограничениям.

Ограничиваясь при разложении в ряд 
свободной энергии (термодинамического 
потенциала Гельмгольца) членами не выше 
второго порядка малости, приходим к выра-
жению для свободной энергии в виде квадра-
тичной формы по обратимым составляющим 
тензора деформации εl и вектора электриче-
ской индукции Dl:

Предполагается, что свободная энергия 
есть функция тензора обратимых деформа-
ций εl, вектора обратимого электрического 
смещения Dl, а также ряда внутренних пере-
менных состояния cI (от них зависят модули  
4CD, 3h, βε): ψ(εl, Dl, cI).

Подстановка выражения свободной энер-
гии (16) в диссипативное неравенство

приводит к соотношению

Следствием независимости изменения    
и    при рассмотрении линейного неравен-
ства (18), являются следующие соотношения:

J Ic →
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Равенства (19) и (20) приводят к опреде-
ляющим уравнениям (4). Доказательство 

возможности замены суммы            ско-

ростями изменения упругих, пьезоэлектри-
ческих и диэлектрических модулей при пе-
реключении рассмотрено в работе [11].

Подстановка выражений (13) – (15) в со-
отношение (21) приводит к выражению

где движущая сила GJ→I, сопряженная с cJ→I, 
определяется следующим равенством:

Одним из возможных способов удовлет-
ворить условие неотрицательности диссипа-
ции (22) является выбор уравнения эволю-
ции cJ→I в виде

где GJ→I > 0, BJ→I > 0, n > 0, m > 0, C
0
 > 0 – 

константы материала, определяющие форму 
гистерезисных кривых.

Введение последнего сомножителя  
(cJ /C

0
)m в уравнение (24) позволяет опи-

,l

∂ψ
=
∂

E
D

(20)

1

N

I
I I

c
c=

∂ψ
−

∂∑ 

1 1
0,

N N
J I J I

I J
J I

G c→ →

= =
≠

δ = ≥∑∑  (22)

сать эффект насыщения и удовлетворить 
ограничениям (7), так как при исчерпании 
концентрации донора, т. е. при cJ → 0, ско-
рость переключения падает, т. е.         , 
чем обеспечивается выполнение условия  
cJ ≥ 0. Параметр BJ→I характеризует вязкость 
материала (в общем случае для каждой  
системы переключения свою).

Уравнение эволюции (24) соответствует 
реономной модели без порога переключения, 
представляющей собой аналог нелинейной 
вязкоупругой модели. Однако при больших 
значениях n она позволяет описать склеро-
номное поведение с порогом переключения.

Модель с учетом дефектов

В рамках данной работы, базирующей-
ся на микромеханически мотивированном 
феноменологическом описании [11], пред-
полагается, что для описания электромеха-
нического состояния реального кристаллита 
дополнительно вводятся две внутренние пе-
ременные: вектор поляризации дефектов Pd и 
тензор деформации дефектов εd. Они служат 
дополнительными аргументами свободной 
энергии и уравнений эволюции внутренних 
переменных. Поляризация кристаллита Pd и 
его деформация εd, возникающие вследствие 
появления точечных дефектов, вычисляются 
на основе осреднения в пределах представи-
тельного объема кристалла VRVC:

Изменение дипольного момента    при 
образовании дефекта определяется выраже-
нием (см. работу [1]):

где    – собственный дипольный момент 
дефекта в положении, отличном от центра 
инверсии;     – смещение зарядов    в окру-
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жающей решетке вследствие появления де-
фекта. 

Распределения полей электрического по-
тенциала и вектора поляризации неподвиж-
ного диполя, необходимые для вычисления 
вектора Pd по формуле (25), определяются 
равенствами:

где r – радиус-вектор, берущий начало из 
точки расположения дефекта; r – его длина; 
1 – единичный тензор; ε, ε

0
 – диэлектриче-

ские проницаемости материала и вакуума.
Если в кристалле имеется система по-

лярных дефектов, ориентированных одина-
ковым образом, то они создают объемную 
поляризацию         , где n – количество 
дефектов в единице объема.

В соответствии с континуальной теорией 
точечных дефектов [30], перемещения в не- 
ограниченном теле, вызванные образовани-
ем точечных дефектов (дефект образуется че-
рез вставку/удаление несоразмерного шара 
в сферическую полость) и соответствующие 
им деформации имеют вид:

где c = ΔV / 4π – мощность дефекта, ΔV – из-
менение объема при вставке/удалении.

При формулировке определяющих урав-
нений предполагается, что величины Pd и εd, 
описывающие влияние дефектов (так же как 
Pr и εr) и учитывающие процессы переклю-
чения, представляют собой вклад в общие 
спонтанные поляризацию и деформацию, и 
поэтому вместо сумм (1) и (2) в общем случае 
используются разложения

ε = εl + εr + εd,

1 34 4 ,d d dr r− −
0 0ϕ = − ⋅∇ πε = ⋅ πεp p r   (26)
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(27)

d dn=P P

1 3,d c r c r− −= − ∇ =u r (28)

1 2 3( 3 ) ,d c r c r r− − −ε = − ∇∇ = −1 rrε (29)

(30)

Предполагается, что свободная энергия 
реального (содержащего дефект) кристалли-
та допускает разложение:

где ψdefect = ψdefect(P
d, εd, Pr, εr) – свободная 

энергия, вызванная появлением дефектов; 
ψideal = ψideal(D

l, εl, cI) – обратимая часть сво-
бодной энергии (16).

Величина ψideal определяется квадратич-
ной формой обратимых составляющих ин-
дукции Dl и деформации εl:

Аргументы Pr, εr в функции

введены для учета взаимного влияния дефек-
тов и доменных стенок.

Поскольку данное исследование нацеле-
но на разработку линейной теории дефектов 
в сегнетоэлектроупругих материалах, мы мо-
жем при разложении свободной энергии в 
ряд ограничиться слагаемыми не выше вто-
рого порядка малости. Наиболее общее вы-
ражение свободной энергии дефектов в виде 
квадратичной формы имеет вид

где QP, 3QPε, 
4Qε, LP, 3LPε, 

3LεP, 4Lε – тензоры 
2-го, 3-го и 4-го рангов, характеризующие 
чувствительность материала к влиянию де-
фектов. Q-тензоры используются в квадра-
тичных членах по отношению к величинам, 
характеризующим дефектное состояние Pd и 
εd, L-тензоры – в линейных.

.l r d= + +D D P P (31)
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( , , , )d d r r
defect defectψ = ψ ε εP Pε ε

(33)
( )

( )

4

3

1 2

1 2 .

l E l
ideal

l l l lε

ψ = ε ⋅⋅ ⋅⋅ε +

+ ⋅ ⋅⋅ ε + ⋅β ⋅

C

D h D D

ε ε

ε β

(34)

( )
( )

3

4

3

3 4

1 2

1 2

,

d d d d
defect P P

d d

d r d r
P P

r d d r
P

ε

ε

ε

ε ε

ψ = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅⋅ ε +

+ ε ⋅⋅ ⋅⋅ ε +

+ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅⋅ ε +

+ ⋅ ⋅⋅ ε + ε ⋅⋅ ⋅⋅ ε

P Q P P Q

Q

P L P P L
P L L

ε

ε ε

ε

ε ε ε



39

Математическое моделирование физических процессов

В силу симметрии тензоров εr и εd,

тензоры 3QPε, 
3LPε, 

3LεP, 4Lε, 
4Qε обладают сим- 

метрией

Кроме этого, тензоры QP и 4Qε обладают 
симметрией

вследствие идентичности левого и правого 
сомножителей в выражении (34).

В общем случае тензоры LP и 4Lε подоб-
ной симметрией не обладают. Только в слу-
чае точечных дефектов, стремящихся при 
переключении поляризации восстановить 
симметрию [28, 31, 32], так чтобы Pd стал со-
направлен с Pr, а εd соосен с εr, тензоры LP и 
4Lε обладают симметрией

Вышеприведенные условия симметрии 
позволяют сократить число независимых 
компонент рассматриваемых тензоров.

В рамках модели трансверсально-изот- 
ропного материала тензоры

фигурирующие в формуле (34), выражаются 
как

( ), , 1,3 ,r r d d
ij ji ij ji i jε = ε ε = ε =

, , ,P P P P P P
kij kji kij kji kij kjiQ Q L L L Lε ε ε ε ε ε= = =

, .ijkl jikl ijlk ijkl jikl ijlkQ Q Q L L Lε ε ε ε ε ε= = = =

,P P
ik ki ijkl klijQ Q Q Qε ε= =

, .P P
ik ki ijkl klijL L L Lε ε= =

3 3 3 4 4, , , , , , ,P P P P Pε ε ε ε εQ L Q L L Q L

где p – вектор единичной нормали к плоско-
сти изотропии, определяемой направлением 
поляризации Pr.

Для задания тензоров QP, LP, 3QPε, 
3LPε, 

3LεP, 4Qε, 
4Lε, в соответствии с выражениями 

(35), требуется знание 23 констант материала:

В изотропном случае тензоры QP, LP, 3QPε, 
3LPε, 

3LεP, 4Qε, 
4Lε допускают следующее пред-

ставление:

Подстановка формул (30) – (32) в опре-
деление диссипации (17) приводит к выра-
жению для диссипативной функции, учи-
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тывающей движение доменных стенок, их 
взаимодействие с дефектами и процессы де-
фектообразования:

Диссипация при изменении линейных 
обратимых деформаций и электрической ин-
дукции отсутствует, поэтому разности

должны обратиться в нуль. Отсюда следует, 
что тензор напряжений и вектор напряжен-
ности электрического поля, удовлетворяю-
щие условию неотрицательности диссипа-
ции, определяются соотношениями:

Следует отметить, что в подавляющем 
большинстве случаев, актуальных для прак-
тики, последними слагаемыми в круглых 
скобках системы уравнений (38) можно пре-
небречь, в силу предполагаемой малой кон-
центрации дефектов.

Учет соотношений (38) в выражении (37) 
приводит к следующему выражению для дис-
сипативной функции:

,ideal ideal
l l
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D
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Ниже представлены конкретные выраже-
ния уравнений эволюции для случаев неизме-
няющихся (замороженных) и изменяющихся 
(переориентируемых) дефектов, полученные 
на основе априорного удовлетворения усло-
вию неотрицательности диссипации (39) для 
произвольных программ нагружения.

Неизменяющиеся дефекты. В случае не-
изменяющихся (замороженных, труднопе-
реключаемых) дефектов, когда Pd = const и  
εd = const, уравнение (39) упрощается:

Подстановка выражений                  
через      (13) – (15) в уравнение (40) приво-
дит к представлению
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(23), а       определяется соотношением:
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Математическая структура полученных 
выражений (46) для внутренних полей сме-
щения аналогична структуре определяющих 
уравнений для пьезоэлектриков (сравните 
эти выражения с уравнением (4) или (38)). В 
рассматриваемом случае неизменяющихся 
дефектов внутренние поля смещения оста-
ются постоянными.

Упрощенная формулировка в изотропном 
приближении (36), получаемая в результате 
применения выражений (46), приводит к от-
сутствию влияния перекрестных слагаемых:

где  
Использование микроструктурной моде-

ли сегнетоэлектроупругого материала (42) –  
(45) с неизменяющимися дефектами Pd =  
= const и εd = const позволяют описать гори-
зонтальное смещение петель гистерезиса.

Изменяющиеся дефекты. Дефекты, возни-
кающие в результате внешнего электриче-
ского/механического воздействия или вну-
тренних локальных неоднородных полей, 
могут эволюционировать, что приводит к 
изменению их характеристик (концентра-
ция, направление поляризации, дипольный 
момент, инвариант). Кинетические модели 
изменения внутреннего поля смещения на 
основе переключения ориентации диполь-
ных дефектов рассматривались в статьях [15, 
17, 33], а также на основе диффузионного ме-
ханизма миграции заряженных частиц в ста-
тьях [16, 34]. Ниже рассматривается введение 
уравнений эволюции в рамках феноменоло-
гического и микроструктурного подходов на 
основе использования законов термодина-
мики.

цессов дефектообразования, выражение для 
      (42) принимает вид:

В простейшем случае представления сво- 
бодной энергии ψdefect в изотропном прибли- 
жении (36), выражение (43) упрощается до 
трех слагаемых, содержащих только три ска-
лярных параметра материала:

Уравнение эволюции для     , безуслов-
но удовлетворяющее условию неотрицатель-
ности диссипации (41), принимаем в следу-
ющем виде:

Структура уравнения (45) соответствует 
модели кинематического упрочнения, ис-
пользуемой в теории пластичности. Вели-
чина       определяет вклад системы пере-
ключения доменов из J в I в смещение петли 
гистерезиса. Наличие точечных дефектов 
приводит к возникновению внутренних по-
лей смещения напряжений σd и электриче-
ских полей Ed, непосредственно определяю-
щих сдвиг центров петель гистерезисов. Как 
следует из выражений (43) и (23), в общем 
случае представления свободной энергии де-
фектов в виде квадратичной формы (34) вну-
тренние поля смещения линейно связаны с 
деформацией и поляризацией дефектов:
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Одним из простейших способов удовлет-
ворить условие неотрицательности диссипа-
ции (39) в рамках феноменологической мо-
дели служит введение уравнений эволюции, 
в которых скорости изменения переменных, 
характеризующих дефектное состояние,    и 
   пропорциональны соответствующим дви-
жущим силам:

где 4Bε и BP – постоянные тензоры, харак-
теризующие релаксационные свойства (вяз-
кость) дефектов.

Для обеспечения неотрицательности дис- 
сипации необходимо потребовать выполне- 
ния условий положительной определенности 
тензоров 4Bε и BP:

для любых тензоров 2-го ранга x и векторов y.
Тогда диссипация, вызванная изменением 

дефектного состояния, будет представлять 
собой положительно определенную квадра-
тичную форму:

В общем случае представления свободной 
энергии дефектов ψdefect в виде квадратич-
ной формы (34), уравнения эволюции (48) 
приобретают вид линейных неоднородных 
обыкновенных дифференциальных уравне-
ний:
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Для упрощения анализа полученных урав-
нений ограничимся случаем изотропного 
приближения:

где  
Представление выражения (51) в комби-

нации (36) приводит, вследствие уравнений 
(50), к несвязанной системе уравнений эво-
люции с постоянными скалярными коэффи-
циентами:

где

– константы материала.
При произвольных заданных E(t), Pr(t), 

σ(t), εr(t), общее решение уравнений (52) при  
начальных условиях           и            
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где постоянные τP,    и    , определяющие 
время релаксации, задаются выражениями:

При постоянных значениях σ, εr, E, Pr 
(при старении), решение (53) упрощается:

Таким образом, внутренние поля смеще-
ния σd и Ed (47), пропорциональные вычис-
ленным εd и Pd, в соответствии с решением 
(55), при старении в условиях наличия пер-
вичной поляризации будут увеличиваться 
во времени по закону 1 – exp(–t/τ), что под-
тверждается многочисленными эксперимен-
тальными данными [15 –17, 35] и теоретиче-
скими исследованиями на основе альтерна-
тивных подходов [15 – 17, 33, 34, 36].

При гармонически изменяющихся полях 
E = E0sinωt и напряжениях σ = σ0sinωt, реше-
ние (53) содержит слагаемое вида exp(–t/τ), 
что указывает на возможность описать эф-
фект уменьшения внутреннего поля смеще-
ния при высокочастотном гармоническом 
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воздействии, наблюдаемом в экспериментах 
[17, 36, 37].

Следует отметить, что в рамках предло-
женной модели вычисление остаточной де-
формации    и поляризации    осуществля-
ется так же, как и в случае неизменяющихся 
дефектов на основе уравнений (13) – (14) и 
(42) – (45).

Использование уравнений эволюции фе-
номенологической модели для    и    в фор-
ме (48) позволяют описать горизонтальное 
смещение петли гистерезиса в зависимости 
от времени старения. 

В микроструктурной модели эволюции 
дефектов учитывается дискретный характер 
возможных ориентаций дипольного дефекта 
в соответствии с реальным расположением 
кислородных вакансий в элементарной кри-
сталлической ячейке. В этом случае, по ана-
логии с разложениями (5) и (6), деформация 
и поляризация дефектов определяются как 
сумма вкладов отдельных направлений:

где L – число возможных направлений ори-
ентаций дефекта (для перовскитов тетраго-
нальной симметрии в поляризованном со-
стоянии L = N = 6), nI – плотность диполь-
ных дефектов определенного направления 
(для перовскитов тетрагональной симметрии 
в поляризованном состоянии совпадает с 
ориентацией поляризации I-го домена).

В случае принятия предположения о неиз-
менности суммарной плотности дефектов n0, 
плотность nI удовлетворяет ограничениям:

В работах [15, 17, 38] предложена термо-
активационная модель переориентации де-
фектов, в соответствии с которой кинетика 
дефектов описывается системой линейных 
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дифференциальных уравнений первого по-
рядка:

где ΔWI→J – энергия активации при пере-
ходе из I-го местоположения дефекта в J-е;  
aI→J – вероятность переориентации диполя 
из I в J в единицу времени; T – температура;  
k = 1,38∙10–23 Дж/K – постоянная Больцмана.

В случае сложного непропорционального 
многоосного нагружения, модель (59) может 
приводить к нарушению диссипативного не-
равенства. Поэтому в данной работе на основе 
формализма, описанного выше в разделе «Мо-
дель без учета дефектов», предложено термо-
динамически согласованное обобщение.

Вместо уравнения эволюции (59) предла-
гается использовать уравнение, аналогичное 
по структуре равенству (24):

где                                  – 
константы материала. 

Скорость изменения концентрации I-го 
варианта дефектов выражается на основе ра-
венства, аналогичного (11):

Движущая сила HJ→I, получаемая в резуль-
тате подстановки сумм (56), (57) в выражение 
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определяется выражением:

где                              – кон-
станты материала, характеризующие измене-
ние характеристик дипольного дефекта при 
изменении местоположения кислородной 
вакансии в кристаллической решетке. 

Важно отметить, что в качестве компо-
нент выражений движущих сил для феноме-
нологической модели (48) и для микрострук-
турной модели (61) выступают выражения

Степенную зависимость     от HJ→I в 
уравнении (60) можно получить, если ввести 
предположение

в уравнении (59) и использовать условие 
близости HJ→I к      , на основе следующего 
преобразования:
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В случае представления свободной энер-
гии дефектов ψdefect в виде квадратичной фор-
мы (34), с учетом анизотропии и взаимного 
влияния электрических и механических про-
цессов дефектообразования, выражение для 
HJ→I (61) принимает вид:

В простейшем случае представления сво- 
бодной энергии ψdefect в изотропном приб- 
лижении (36), равенство (62) упрощается:

Выражение (63) не учитывает перекрест-
ное влияние механических и электрических 
полей и содержит те же 6 скалярных параме-
тров материала

входящих в уравнения феноменологической 
модели (52).

Обе рассмотренные модели эволюции де-
фектов: феноменологическая (48) – (52) (без 
учета особенностей ориентаций дипольного 
дефекта) и микроструктурная (56) – (63) (с 
учетом дискретного характера возможных 
ориентаций дипольного дефекта в элемен-
тарной ячейке) – это модели релаксацион-
ного типа, отражающие стремление систе-
мы к равновесию при изменении внешнего 
воздействия; они удовлетворяют условию 
неотрицательности диссипации при произ-
вольном многоосном нагружении.
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Метод двухуровневой гомогенизации

Анализ поведения поликристаллической 
сегнетопьезокерамики приводит к необхо-
димости рассмотрения трех характерных 
структурных уровней: микро- (домен), ме-
зо- (кристаллит), макро- (поликристалл) и 
установлению связей между переменными 
на различных уровнях (двухуровневая гомо-
генизация) (рис. 1).

Связь между переменными мезоуровня  
{ε, σ, D, E}, описывающими поведение кри-
сталлита, и микроуровня {          }, описы-
вающими поведение домена, определяется 
аналитически в рамках подхода Рейсса урав-
нениями:

где VRVC – представительный объем кристал-
лита (зерна).

Определяющие уравнения, рассмотрен-
ные в двух предыдущих разделах, соответ-
ствуют мезоуровню и описывают поведение 
кристаллита.

Связь между переменными макроуровня  
{          }, описывающими поведение по-
ликристалла, и переменными мезоуровня {ε, 
σ, D, E} определяется уравнениями:

1 2 1 2, , , , , ,P PQ Q L L Q Lε ε ε ε

RVC
1RVC

1 ,
N

I I
IV

dV c
V =

= =∑∫D D D 

RVCRVC

1 ,
V

dV
V

= ≡∫E E E 

(65)

RVPRVP

1 ,
V

dV
V

= ∫D D
RVPRVP

1 ,
V

dV
V

= ∫E E (67)

, , ,D E  ε σε σ

(64)
RVC

1RVC

1 ,
N

I I
IV

dV c
V =

= =∑∫  ε ε εε ε ε

RVCRVC

1 ,
V

dV
V

= ≡∫  σ σ σσ σ σ

, , ,D Eε σε σ
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1 ,
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= ∫σ σσ σ
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Рис. 1. Микро- (a), мезо- (b) и макро-(c) уровни структуры поликристаллической  
сегнетопьезокерамики, а также соответствующие уровни (1, 2) гомогенизации.  

Показаны элементарная ячейка/атомы (a), кристаллит/домены (b) и поликристалл/кристаллиты (c); 
V

RVC
, V

RVP
 – представительные объемы кристаллита и поликристалла соответственно

где VRVP – представительный объем поликри-
сталла.

В целях наиболее точного учета взаимно-
го влияния различно ориентированных кри-
сталлитов в поликристалле, оказывающего 
существенное влияние на гистерезисное по-
ведение сегнетоэлектроупругих материалов, 
осреднения (66), (67) выполняются в данной 
работе на основе метода конечно-элемент-
ной гомогенизации [8, 11].

Верификация микроструктурной  
модели с учетом дефектов

Микроструктурные модели сегнетоэлек-
троупругого поведения материала с учетом 
эволюции дефектов, предложенные в разде-
ле «Модель с учетом дефектов», были импле-
ментированы в конечно-элементном (КЭ) 
программном комплексе PANTOCRATOR 
[39, 40]. С его использованием были проведе-
ны многочисленные вычислительные экспе-
рименты для различных программ электро-
механического нагружения представитель-
ного объема поликристалла. При получении 
КЭ-решений нелинейных связанных элек-
тромеханических краевых задач использова-
лась векторно-потенциальная формулировка 
[40 – 42], позволяющая обеспечивать сходи-
мость итерационных процедур нелинейного 
решения краевой задачи при больших шагах 
интегрирования, и метод возвратных отобра-
жений [40, 43], дающий высокую точность 

интегрирования нелинейных дифференци-
ально-алгебраических определяющих урав-
нений.

С целью верификации микроструктур-
ной модели, для учета наличия дефектов 
проведено сравнение результатов расчета с 
данными экспериментальных исследований 
для различных материалов: BaTiO

3
 [15, 18], 

PMN-PZT [24], PZT PIC151 [21] и KTS [27]. 
Были рассмотрены поли- и монокристалли-
ческие материалы с тетрагональной, ромбо- 
эдрической и орторомбической структура-
ми. При анализе поликристаллических ма-
териалов, при проведении вычислительных 
экспериментов использовался представи-
тельный объем поликристалла с разбиением 
3 × 3 × 3 элементов, содержащий 216 кри-
сталлитов (см. подробности в работе [11]) и 
представляющий компромиссное решение 
между точностью решения (погрешность 
менее 5%) и временем счета нелинейной 
краевой задачи при многошаговом цикли-
ческом нагружении (3 – 4 ч на PC Intel Core 
i9-9900K 3.6 ГГц, 32 Гб RAM для одного цик-
ла нагружения).

На рис. 2,а показано сравнение резуль-
татов КЭ-моделирования поведения об-
разцов из поликристаллического BaTiO

3
, 

легированного Ni2+(1 %-я акцепторная 
примесь), для дефектосодержащего (под-
вергнут старению при температуре 45 °С 
в течение 15 мин после предварительной 

   a)         b)          c)
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Рис. 2. Сравнение результатов КЭ-расчетов (линии) на основе модели материала,  
учитывающей отсутствие либо наличие полярных точечных дефектов, с экспериментами (символы)  

для поликристаллического BaTiO
3
, легированного Ni [15] (a),  

и монокристаллического PMN-PZT, легированного Mn [24] (b)

   a)                 b)

поляризации) и бездефектного матери-
алов, при циклическом электрическом 
нагружении амплитудой Emax = 2 МВ/м и 
частотой f = 1 Гц, с результатами экспе-
риментов работы [15]. В расчетах исполь-
зовалась модель материала тетрагональ-
ной структуры с труднопереключаемы-
ми полярными дефектами (см. формулы 
(44), (45)) с константами материала для 
BaTiO

3
 (см. таблицу). Расчетные кривые 

диэлектрического гистерезиса (рис. 2,а)  
демонстрируют хорошее совпадение с ре-
зультатами эксперимента как для дефек-
тного, так и для бездефектного материалов. 
Наличие упорядоченных полярных точеч-
ных дефектов приводит к возникновению 
внутреннего поля смещения и, как след-
ствие этого, к затруднению процесса пе-
реключения и повышению коэрцитивного 
поля при совпадении направления поляри-
зации дефектов с направлением внешне-
го электрического поля (т. е. при E < 0, в 
рассматриваемом случае Ed = –0,22 МВ/м) 
и облегчению обратного переключения 
и уменьшению коэрцитивного поля при 
противоположном направлении электри-
ческого поля (т. е. при E > 0). В результате 
петля гистерезиса для материала с дефек-

тами смещается на величину Ed влево (при 
Ed < 0) по отношению к центрально-сим-
метричной петле гистерезиса бездефектно-
го материала (см. рис. 2,а). Смещение Ed 
составляет около трети ширины петли диэ-
лектрического гистерезиса, или 0,68 Ec.

На рис. 2,b показано сравнение результа-
тов моделирования поведения образцов мо-
нокристаллического пьезоэлектрического 
материала Pb(Mg1/3Nb2/3)O3-Pb(Zr,Ti)O3 (со-
кращенное наименование PMN-PZT), ле-
гированного Mn2+ (1 %-я акцепторная при-
месь) с ориентацией [001], при циклическом 
нагружении электрическим полем ампли-
тудой Emax = 2,2 МВ/м и частотой f = 1 Гц с 
результатами экспериментов работы [24]. В 
расчетах использовалась модель материала 
ромбоэдрической структуры (см. формулы 
(44), (45)) с константами материала (см. та-
блицу). Дефектное состояние характеризует-
ся величиной Ed = +0,14 МВ/м3. Расчетные 
кривые диэлектрического гистерезиса (см. 
рис. 2,b) демонстрируют визуальное совпа-
дение с результатами эксперимента. Вслед-
ствие положительного значения Ed, петля ги-
стерезиса смещается вправо по отношению к 
началу координат. Смещение составляет 0,12 
ширины петли, или 0,24 Ec.
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   a)                 b)

Рис. 3. Сравнение результатов КЭ-расчетов (линии) на основе модели,  
учитывающей наличие полярных точечных дефектов, с экспериментами [21] (символы)  

для диэлектрического (a) и электромеханического (b) гистерезисов в материале PZT PIC 151  
до и после циклического нагружения

Таблица
Константы материалов, использованные в КЭ-расчетах

Величина Обозна-
чение

Единица 
измерения

Значение для материала

BaTiO3 PMN-PZT PIC 151 КТS

Упругий модуль ГПа
150
60,0
42,9

112
108
69

126
53,3
35,4

–
–

0,8

Диэлектрическая
проницаемость нФ/м 10,7 30,1 22 –

Пьезоэлектрический  
модуль пм/В 415 320 315 –

Спонтанные  
поляризация  

и деформация

Кл/м2

%
0,26
0,3

0,47
0,3

0,5/0,5
1,91/0,55

–
0,48

Критическая  
движущая сила МДж/м3

0,088
–
–

–
0,26

–

0,5
0,5
–

–
–

0,003

Показатель
степени уравнения  

эволюции

n
m

–
4
2

5
2

12
1,5

5
8

Внутреннее  
поле смещения

Ed

σd

МВ/м
МПа

–0,22
–

+0,14
–

–0,11
–

–
+0,005

3333
EC

1133
EC

1313
EC

33
σκ

333d

0P

0ε

71
cG

90
cG

60
cG
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На рис. 3 показано сравнение результатов 
КЭ-моделирования поведения поликристал-
лической керамики

Pb0,99[Zr0,45Ti0,47(Ni0,33Sb0,67)0,08]O3

(сокращенное наименование PZT PIC 151) 
в исходном состоянии (на первом цикле на-
гружения) и после 109 циклов электрического 
нагружения (f = 50 Гц) с результатами экспе-
римента работы [21]. В расчетах использова-
лась модель материала тетрагональной/ром-
боэдрической смеси (17 % / 83 %), адекват-
но описывающей поведение пьезокерамики 
вблизи морфотропной фазовой границы, с 
учетом дефектов на основе уравнений (44), 
(45) с константами материала, приведенны-
ми в таблице. Дефектное состояние харак-
теризуется значением электрического поля  
Ed = –0,11 МВ/м3. Сравнение расчетных 
кривых диэлектрического гистерезиса с ре-
зультатами эксперимента [21] демонстрирует 
хорошее совпадение (рис. 3,а). Петля гисте-
резиса для материала с дефектами смещается 
влево на 0,11 ширины петли,или на 0,22 Ec.

При рассмотрении кривых электромеха-
нического гистерезиса для материала PZT 
PIC151 точность прогноза модели оказывается 
несколько ниже (см. рис. 3,b), чем для диэлек-
трического гистерезиса (см. рис. 3,a). Одна-
ко поведение модели корректно отражает все 
основные тенденции изменения петли гисте-
резиса при появлении полярных дефектов: ее 
смещение влево (Ed = –0,11 МВ/м3 < 0), повы-
шение уровня деформаций в правом крыле и 
понижение в левом.

На рис. 4 показано сравнение результа-
тов моделирования механического пове-
дения образцов из монокристаллического 
тригидроселенита калия KH

3
(SeO

3
)

2
 (со-

кращенное наименование KTS), легиро-
ванного хромом  (Cr3+), при циклическом 
механическом нагружении (закручива-
нии) амплитудой τ

13
 = 0,27 МПа и часто-

той f = 0,01 Гц при температуре 206,6 K 
(точка Кюри Tc = 211 K) с результатами 
экспериментов работы [27]. KTS представ-
ляет собой чистый сегнетоэластик, не об-

ладающий сегнетоэлектрическими свой- 
ствами. При температуре Tc = 211 K у него 
наблюдается структурный фазовый переход 
2-го рода (изменение симметрии mmm →  
→ m/2 из орторомбической в моноклинную).

В расчетах использовалась модель мате-
риала орторомбической структуры с труд-
нопереключаемыми полярными дефектами 
(44), (45) с константами материала при рас-
сматриваемой температуре (см. таблицу). 
Расчетные кривые диэлектрического ги-
стерезиса (см. рис. 4) демонстрируют удов-
летворительное совпадение с результатами 
эксперимента. Петля гистерезиса для ма-
териала с дефектами смещается вправо на 
величину σd (σd > 0). Смещение составляет 
около четверти ширины петли механиче-
ского гистерезиса, или 0,44 σc.

Представленные выше результаты по-
лучены на основе модели с неизменяющи-
мися (труднопереключаемыми) дефекта-
ми (см. формулы (44), (45)). Данная модель 
позволяет адекватно описать гистерезисные 
явления при условии многократного превы-
шения времени переориентации дефекта (см. 
формулы (54)) над временем цикла нагруже-
ния: τP ˃˃ tc. В этих условиях более сложная 
модель с изменяющимися дефектами (см. 
формулы (44), (45), (52)) приводит к совпа-
дающим результатам. Для малых или сопо-
ставимых времен переориентации дефекта, 
а также в условиях сложных программ на-
гружения необходимо использовать модель 
с изменяющимися дефектами. Последняя 
позволяет описать эволюцию поляризации и 
деформации дефектов, а также динамику из-
менения полей смещения.

Результаты, полученные с использова-
нием модели с изменяющимися дефектами 
(52), представлены на рис. 5, где показано 
изменение поля смещения Ed при старении 
в течении 15 мин при отсутствии поля (E =  
= 0) после предварительной поляризации 
Pr ≠ 0 для титаната бария, рассмотренного в 
первом примере (см. рис. 2,а). Варьирование 
параметра QP показывает, что при значении 
QP = 107 м/Ф наблюдается результат, близкий 
к экспериментальному: Ed ≈ –0,22 МВ/м. В 
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Рис. 4. Сравнение с экспериментом [27] (символы) результатов расчетов (линии) механического  
гистерезиса в монокристаллическом KH

3
(SeO

3
)

2
, легированном хромом (ориентация [001])

Рис. 5. Эволюция поля смещения при старении BaTiO
3
, рассчитанная по модели с изменяющимися  

дефектами (система уравнений (52)) для различных значений параметра QP, Мм/Ф:
3 (1), 5 (2), 10 (3), 20 (4), 50 (5), 100 (6);

соответствующие значения τ
P
, с: 333 (1), 200 (2), 100 (3), 50 (4), 20 (5), 10 (6)

расчетах использовались следующие значе-
ния параметров:

BP = 10–9 Ф/(м∙с), LP = 3∙106 м/Ф,
Pr = 0,26 Кл/м2.

Важно отметить, что кривые, представ-
ленные на рис. 5, демонстрируют начальный 
экспоненциальный рост с последующим пе-
реходом в режим насыщения, в соответствии 

с зависимостью

1 – exp(–t/τP).

Аналогичный результат наблюдается при 
анализе экспериментальных данных в рабо-
тах [17] (см. рис. 5), [15] (см. рис. 2 и 3), [16] 
(см. там рис. 46 и уравнение (6)).

Как видно из рис. 5, при значительных 
временах старения, например при t > 5τP, на-

(68)
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Рис. 6. Влияние значения параметра LP в модели с изменяющимися дефектами  
(система уравнений (52)) на смещения петли по горизонтали и диэлектрического гистерезиса  

для монокристаллического (a) и поликристаллического (b) BaTiO
3
; 

значения LP, Мм/Ф: 0 (1), 3 (2), 5 (3), 7 (4)

блюдается режим насыщения. Для описания 
поведения материала в этом случае достаточ-
но использовать модель с неизменяющими-
ся дефектами (см. формулы (44), (45)).

Идентификацию трех констант фено-
менологической модели BP, LP и QP можно 
осуществить на основе двух опытов с различ-
ными уровнями постоянного электрическо-
го воздействия (при старении), по кривым 
эволюции поля смещения, определяемым на 
основе первого выражения из системы (55) и 
третьего из (47):

Время релаксации

определяется по кривой эволюции поля сме-
щения как время достижения уровня 0,632 от 
уровня насыщения:

Параметр LP оказывает нелинейное влия-
ние на величину поля смещения Ed. На рис. 6 
представлены результаты расчетов петель ди-
электрического гистерезиса после старения в 

( )( )1 .
P PP P P r tB Q

dE L Q E L P e−= − −

1
P P PB Q
τ =

( ) ( ) 11 0,632.d P dE E e−τ ∞ = − ≈

   a)                 b)

течении 15 мин для монокристаллического и 
поликристаллического титанатов бария, при 
различных значениях параметра LP. Во избе-
жание громоздкости представления, на рис. 6 
показан начальный (несмещенный) гистере-
зис при LP = 0 и только ниспадающие (левые) 
ветви гистерезисов при LP ≠ 0. При изменении 
LP ширина петли практически не меняется. 
С ростом LP наблюдается прогрессирующее 
смещение петли гистерезиса влево. Величина 
смещения пропорциональна квадрату LP:

При одноосном пропорциональном на-
гружении, прогнозы феноменологической 
и микроструктурной моделей эволюции то-
чечных дефектов (см. формулы (48) – (52) и 
(56) – (63) соответственно) приводят при со-
ответствующем выборе констант материала к 
близким результатам.

Заключение

Предложена термодинамически согласо-
ванная микроструктурная модель сегнето- 
электроупругого материала с учетом эволю-
ции полярных точечных дефектов, позво-
ляющая описать гистерезисное поведение 
моно- и поликристаллических сегнетоэлек-

( )2

0 .r P P
dE P L Q
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троупругих материалов в условиях произ-
вольных программ сложного многоосного 
комбинированного электрического и/или 
механического нагружения. Модель учиты-
вает многофазный состав (тетрагональные, 
ромбоэдрические и орторомбические фазы и 
их смеси), анизотропию свойств, доменную 
структуру и диссипативный характер движе-
ния доменных стенок.

Рассмотрены две формулировки уравне-
ний эволюции дефектов, удовлетворяющие 
термодинамическим ограничениям:

феноменологическая (без учета особенно-
стей ориентаций дипольного дефекта);

микроструктурная (с учетом дискретного 
характера возможных ориентаций дипольно-
го дефекта в элементарной ячейке).

В результате выбора свободной энергии 
дефектов в виде квадратичной формы поля-
ризации и деформации дефектов, получены 
определяющие уравнения линейной теории 
эволюции заряженных точечных дефектов, 
удовлетворяющие диссипативному неравен-
ству при неотрицательно определенных тен-
зорных коэффициентах.

Отдельно рассмотрены случаи изменяю-
щихся и неизменяющихся дефектов.

Исследовано влияние полярных точеч-
ных дефектов на процессы переключения. 
Показана зависимость величины смещения 
петель гистерезиса от параметров свободной 
энергии дефектов.

Учет взаимного влияния кристаллитов 

в поликристалле произведен на основе ис-
пользования в расчетах метода двухуровне-
вой конечно-элементной гомогенизации.

Важность учета наличия и эволюции то-
чечных дефектов в модели обусловлена их 
появлением при использовании донорных 
или акцепторных добавок, повсеместно при-
меняемых в современных пьезокерамиче-
ских материалах для улучшения их эксплу-
атационных свойств и оказывающих суще-
ственное влияние на процессы деградации 
свойств при старении и усталости.

Сравнение результатов расчетов с исполь-
зованием предложенной модели и экспери-
ментальных кривых диэлектрического, элек-
тромеханического и механического гистере-
зисов для поликристаллических PZT PIC 151 
и BaTiO

3
, монокристаллических PMN-PZT и 

KTS, легированных акцепторными добавка-
ми, показало хорошее совпадение.

Дальнейшее развитие модели связано с ее 
обобщением на неизотермический случай, с 
рассмотрением неквадратичной свободной 
энергии дефектов, с учетом миграции раз-
личных типов вакансий, с попыткой описа-
ния эффекта деэйджинга при интенсивном 
циклическом воздействии, а также с расши-
рением верификационной базы модели на 
случай бессвинцовых пьезоактивных и род-
ственных им материалов.

Работа выполнена при финансовой поддерж-

ке гранта РФФИ № 19-08-01252.
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