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В работе рассматривается начально-краевая задача для волнового уравнения для случая 
трех пространственных переменных. Вводится определение обобщенного решения и доказы-
вается теорема существования и единственности. Предложена новая формула, являющаяся 
аналогом известного интеграла Дюамеля.  Большая часть статьи посвящена анализу диффе-
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Введение

В работе рассматривается гиперболиче-
ское уравнение

вместе с начальными и краевыми данными

Прямая (начально-краевая) задача состо-
ит в отыскании функции u(x,t) из уравнения 
(1) и условий (2), при известных a > 0, f (x,t).

В нашей работе доказывается теорема су-
ществования и единственности решения на-
чально-краевой задачи и предлагается ранее 
неизвестная формула для ее решения, кото-
рую можно рассматривать как обобщение 
интеграла Дюамеля.

Напомним, что классический интеграл 
Дюамеля есть решение задачи Коши, когда 
ограничение на переменную x

3
 и, соответ-

ственно, краевое условие отсутствуют. Наи-
более специфической особенностью нашей 
формулы является использование под ин-
тегралом разрывной функции. Полученная 
формула также позволяет поставить и 
решить обратную задачу о нахождении 
коэффициента уравнения (1).

Кроме того, выводы исследования при-
меняются к частному случаю двух простран-
ственных переменных, когда функции u(x,t), 
f (x,t) зависят только от переменных (x2, x3, t), 
что может рассматриваться как реализация 
метода спуска.

Классическая теория смешанных задач 
изложена, например, в работах [1 – 3] для 
случая ограниченной области простран-
ственных переменных. В многомерном слу-
чае известные нам результаты для неограни-
ченных областей содержатся в монографии 
[3], где дополнительно предполагается фи-
нитность известных данных, что для ограни-
ченного отрезка времени позволяет свести 
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вопрос к уже изученному случаю ограничен-
ной области.

Наши выводы для прямой задачи могут 
рассматриваться как обобщение класси-
ческих результатов. В этом направлении 
имеются многочисленные публикации раз-
личных авторов. Не претендуя на сколько- 
нибудь значительный обзор, укажем только 
некоторые из них, например, работы [4 – 16]. 
Что касается обратной задачи в нашей статье, 
то отметим лишь работы других авторов по-
добной направленности [17 – 23], наиболее 
близкие к нашей.

Обозначения, определения  
и постановка прямой задачи

Введем следующие обозначения:

единичную сферу в трехмерном простран-
стве обозначим Ω, а ее элементы – ω = (ω1, 
ω2, ω3), которые через сферические углы за-
писываются в виде
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Для первых производных по ξ произволь-
ной функции ψ(ξ1, ξ2,..., ξn), кроме традици-
онных обозначений, будет использоваться 
также запись ∂i ψ(ξ1, ξ2,..., ξn). Для левой части 
уравнения (1) будет использоваться обозна-
чение La u.

Мы будем придерживаться имеющейся 
традиции, когда CP(G) означает множество 
функций, имеющих все частные произво-
дные до порядка p включительно, непрерыв-
ные в области G, а множество таких функ-
ций, имеющих непрерывные продолжения 
всех производных на границу области, обо-
значается как       . Будем предполагать,  

что                .
Рассмотрим функцию F(x,t), равную  

f (x,t) для x
3
 ≥ 0 и –f (x,t) для x

3
 < 0. Сужение 

функции F(x,t) на замыкание множества G+ 
обозначим через F+(x,t), а на множество G– – 
через F–(x,t). Отметим,  что функция F(x,t) 
оказывается, вообще говоря, разрывной при 
x

3
 = 0.

Будем искать обобщенное решение задачи 
(1), (2) в следующем классе функций:

т. е. функция u(x,t) является решением урав-
нения (1) в классическом смысле в областях 
       , а на границе между ними оказывает-
ся непрерывной вместе со своими первыми 
производными. Отметим, что непрерывность 
вторых производных на гиперплоскости x

3
 =  

= at не предполагается.

Дифференциальные свойства  
интеграла типа Дюамеля

Рассмотрим следующий интеграл:

Справедливо следующее утверждение.
Лемма 1. Функция, определенная равен-

ством (3), принадлежит следующим классам:
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U(x,t) по переменной t. Представим U(x,t) в 
виде суммы

где α(x
3
,τ) = arccos(–x

3
 / aτ).

Продифференцируем по t каждое из вы-
ражений (4) – (6):
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Складывая правые части равенств (7), (9), 
(11) и устремляя t → x

3 
/a, убеждаемся, что 

предельное значение указанной суммы со-
впадает с предельным значением правой ча-
сти равенства (13). Тем самым показано, что 
частная производная ∂U(x,t) / ∂t непрерывна 
при at = x

3
.

Более того, используя указанные равен-
ства, нетрудно убедиться в непрерывности  
∂4U(x,t) для          

Для анализа второй частной производной 
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ность ∂4∂4U(x,t) для  

Далее рассмотрим производные от U(x,t) 
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При вычислении производных от U(x,t) 
по x

3
 мы неоднократно использовали равен-

ство α(x
3
, x

3
 / a) = π, что позволило немного 

упростить полученные выражения.
Для          вычисления производных 

по x
3
 выполняются просто:

( )( )(

)

( )(
( )

)

3

3 3

2

3
/ 0

2

3
/ 0 ,

1 , , ,
4

1
4

, ,

,

t

x a

t

x a x

F x a x t
a

d d

F x a t

d d d

π
−

π π
−

α τ

= − + τω γ α τ −
π

−τ γ τ + ×
π

× ∂ + τω γ ϕ −

−τ ϕ γ τ

∫ ∫

∫ ∫ ∫

(19)

( )

( )( )(

)

( )( )(

)

( )
( )(

)

3

3 3

2
3

2
3

2

3 3 32
0

2

3
3/ 0

2

3 3
/ 0 ,

,

1 , , ,
4

1
4

, , ,

1
4

, ,

.

t

x a

t

x a x

I x t
x

F x x x x a t
a

d
a

F x a x t
x

d d

F x a t

d d d

π
−

π
−

π π
−

α τ

∂
=

∂

= + ω γ α −
π

−τ γ − ×
π

∂
× + τω γ α τ −

∂

−τ γ τ + ×
π

× ∂ ∂ + τω γ ϕ −

−τ ϕ γ τ

∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫

(20)

2( , )x t G+∈

( )

( )

3

3
0

,

1 , ,
4

t

U x t
x

F x a t d d+

Ω

∂
=

∂

= τ ∂ + τω − τ ω τ
π ∫ ∫

(21)

( )

( )

2

2
3

3 3
0

,

1 , .
4

t

U x t
x

F x a t d d+

Ω

∂
=

∂

= τ ∂ ∂ + τω − τ ω τ
π ∫ ∫

(22)

Сложим правые части равенств (15), (17), 
(19) и найдем предел указанной суммы при  
t → x

3 
/a. Несмотря на громоздкие выраже-

ния, искомый предел оказывается равным 
правой части равенства (21), что доказывает 
непрерывность первой производной U(x,t) 
по x

3
 на множестве    . Это свойство, в соче-

тании с ранее доказанной непрерывностью 
производной U(x,t) по t, позволяет сделать 
вывод:              

Формулы для других производных, содер-
жащих дифференцирование по x

1
, x

2
, полу-

чаются аналогично, но имеют более простой 
вид. Из этих формул, а также из  несложного 
анализа правых частей равенств (18), (20), 
(22) следует утверждение о принадлежности  
U(x,t) классам                

Тем самым лемма 1 доказана.
Лемма 2. Вторая частная производная 

функции U(x,t) по t может иметь разрыв пер-
вого рода при x

3
 = at. При этом ее скачок дает-

ся формулой

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим сумму 
правых частей формул (8), (10) и (12). Предел 
полученного выражения существенно сокра-
щается благодаря равенствам

При этом часть интегралов обращаются в 
нуль, а другие упрощаются. Вычитая из полу-
ченной таким образом суммы правую часть 
равенства (14) при t = x

3 
/a, приходим к фор-

муле (23). 
Лемма 2 доказана.

Основные результаты

Теорема. Существует единственное обоб-
щенное решение задачи (1), (2).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Доопределим функ-

G+

1( , ) ( ).U x t C G+∈

2 2
1 2( ), ( ).C G C G+ +

( ) ( )

( )
3 3

4 4 4 4/ 0 / 0

1 2

lim , lim ,

, ,0,0 .
t x a t x a

U x t U x t

f x x
→ + → −

∂ ∂ − ∂ ∂ =

= − (23)

( )3 3 3, , ,t x a x x a= α = π

( )( ) ( )3 3, , 0,0, 1 .x x aω γ α = −
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цию F(x,t) нулем для t < 0. Тогда интеграл в 
правой части равенства (3), рассматривае-
мый для всех        является сверткой функ-
ции F(x,t) с фундаментальным решением 
волнового уравнения (1). Поэтому он являет-
ся решением этого уравнения в классе обоб-
щенных функций (распределений по Швар-
цу) (см. работу [1, С. 224]). Также отметим, 
что этот интеграл является регулярной обоб-
щенной функцией и, благодаря доказанным 
свойствам функции U(x,t) (лемма 1), имеет 
классические непрерывные производные до 
второго порядка в областях        Отсюда 
следует выполнение равенства

при                  
Теперь обратимся к равенствам (2). Крае-

вое условие U(x
1
,x

2
,0,t) следует из нечетности 

функции F(x,t) по x
3
 и симметрии области 

интегрирования при x
3
 = 0. Поскольку функ-

ция U(x,t) в области     совпадает с класси-
ческим интегралом Дюамеля, то и началь-
ные условия в равенствах (2) выполняются. 
Эти выводы, в совокупности со свойствами, 
указанными в лемме 1, позволяют считать 
функцию U(x,t) искомым решением задачи. 
Для согласования обозначений остается по-
ложить U(x,t) = u(x,t).

Единственность решения следует из един-
ственности решения задачи Коши для урав-
нения (1) в классе обобщенных функций. 

Теорема доказана.
Далее продемонстрируем метод спуска, 

традиционно используемый в задаче Коши. 
Пусть теперь правая часть уравнения (1) не 
зависит, например, от переменной x

1
. Тогда 

формула (3) приобретает вид

3,x R∈

1 2, .G G+ +

( )( ) ( ), ,aL U x t f x t=

1 2( , ) , ( , ) .x t G x t G+ +∈ ∈

2G+

( )

(

)

2 3

2 2 3 3
0

, ,

1 , ,
4

.

t

u x x t

F x a x a t

d d
Ω

=

= τ + τω + τω −
π

−τ ω τ

∫ ∫ (24)

Поскольку равенство (24) является част-
ным случаем формулы (3), то все выводы для 
задачи (1), (2) верны и в этом случае, детали 
которого нетрудно вывести из приведенного 
исследования. Этот метод спуска можно бы 
продолжить и далее и при этом получить уже 
известную формулу для полуограниченной 
струны.

Формула (23) позволяет поставить обрат-
ную задачу и предложить алгоритм ее реше-
ния. Пусть для некоторого фиксированного 
вектора

задана функция

Требуется найти коэффициент a. Предпо-
лагая условие

выполненным, рассмотрим значение второй 
производной           .

Из леммы 2 следует, что       имеет един-
ственный разрыв в некоторой точке t

0
 = ax

3
, 

откуда получается значение искомой вели-
чины a = t

0
 /x

3
. 

Заключение

Как уже было отмечено, настоящая работа 
направлена на обобщение классических ре-
зультатов, которые, в силу ряда ограничений, 
не всегда адекватны прикладным задачам. 
Соответственно, основной целью наших ис-
следований является расширение возможно-
сти практического внедрения теоретических 
выводов.

В статье рассмотрен случай трех простран-
ственных переменных. Однако благодаря ме-
тоду спуска, достигнутые результаты оказы-
ваются применимыми для описания процес-
са колебаний не только трехмерных объемов, 
но и двумерных областей типа мембраны.

( )1 2 3 3, , , 0x x x x >

( ) ( )1 2 3, , , .u x x x t h t=

( )1 2, ,0,0 0f x x ≠

( )''h t
( )''h t
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Полученная нами формула – это новый 
результат, так как классический интеграл 
Дюамеля для классического решения волно-
вого уравнения использовался ранее только 
для задачи Коши и применялся только для 
гладких функций класса C 2.

Кроме этого, наличие явной формулы по-

зволило поставить и решить обратную задачу 
определения коэффициента волнового урав-
нения, характеризующего колеблющуюся 
среду.

Проведенное исследование также пресле-
довало цель возможного применения достиг-
нутых результатов для других обобщений.
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