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ТЛЕЮЩИЙ РАЗРЯД СРЕДНЕГО И НИЗКОГО ДАВЛЕНИЯ 
 В ЗАЗОРЕ МЕЖДУ ДВУМЯ ЭКСЦЕНТРИЧНЫМИ ТРУБКАМИ
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Рассмотрен положительный столб тлеющего разряда низкого и среднего давления в диффу-
зионном режиме, в зазоре между двумя цилиндрическими диэлектрическими стенками с несо-
впадающими параллельными осями, причем ток разряда направлен вдоль этих осей. Показано, 
что электронная температура плазмы такого разряда выше, чем в традиционной цилиндрической 
геометрии при равных внешних радиусах плазмы, но пространственное распределение плотно-
сти плазмы в поперечном сечении разряда может приобретать сильную азимутальную неодно-
родность.
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Введение

В работах [1, 2] теоретически изучалась 
плазма положительного столба тлеющего 
разряда низкого и среднего давления, ког-
да разряд локализован в зазоре между двумя 
коаксиально расположенными цилиндри-
ческими диэлектрическими трубками, при 
этом продольное поле Ez и ток разряда были 
направлены вдоль общей оси трубок. Авто-
рами было показано, что в такой геометрии 
разряда имеет место существенное увеличе-
ние температуры электронов Te, по сравне-
нию со случаем цилиндрической геометрии, 
даже при малом (0,1 и менее) отношении ра-
диуса внутренней стенки к радиусу внешней 
– ввиду наличия дополнительного канала 
потерь электронов: их ухода на внутреннюю 
стенку. Такой результат важен, в частности, 
для конструирования газоразрядных источ-
ников видимого и ультрафиолетового излу-
чений, так как он открывает возможность 
повышения удельной мощности излучения 
и его коэффициента полезного действия без 
заметного снижения объема разряда – толь-
ко за счет перехода от традиционной цилин-
дрической к коаксиальной геометрии раз-
ряда. Последнее позволяет дать физическое 
объяснение экспериментальным результа-
там, полученным в работах [3 – 7]. 

Результаты работ [1, 2] получены в допу-
щении строго коаксиального, концентрич-
ного расположения трубок. Однако такой 
идеальный случай нелегко реализовать на 
практике. Погрешности изготовления часто 
приводят к несоосности, эксцентричности 
внутренней и внешней трубок, т. е. к нару-
шению центральной симметрии как попе-
речного сечения прибора, так и профилей 
концентраций заряженных частиц.

Данная работа ставила целью выяснить, 
как количественно влияет эксцентричность 
сечения разрядного канала на пространствен-
ные распределения концентрации электронов 
плазмы n и на электронную температуру Te.

В настоящей статье мы ограничимся рас-
смотрением простого случая плазмы поло-
жительного столба тлеющего электрополо-

жительного разряда в диффузионном режиме 
при низком и среднем давлении: когда длина 
температуропроводности электронов боль-
ше внешнего радиуса плазмы, а электронная 
температура Te постоянна по сечению при-
бора. Считаем, что основным механизмом 
рождения заряженных частиц выступает 
прямая ионизация электронным ударом, а 
гибели – амбиполярная диффузия к стенкам. 

Методика расчета

На рис. 1 изображено поперечное сечение 
разрядного канала в эксцентричной геоме-
трии. Начало координат (точка О) выбрано в 
центре внутреннего круга радиусом R

1
. Центр 

внешней окружности радиусом R (точка ОR) 
смещен влево от начала координат на рассто-
яние d. Угол φ отсчитывается от оси x. Плаз-
ма разряда расположена между окружностя-
ми. Ток разряда считается направленным 
перпендикулярно плоскости xy.

Уравнение для пространственного рас-
пределения концентрации электронов по-
ложительного столба при вышеназванных 
условиях имеет следующий вид [8]:

Рис. 1. Поперечное сечение разрядного  
канала (затушеванная область)

в эксцентричной геометрии:
x, y и r, φ – декартова и цилиндрическая системы  

координат; d – эксцентриситет внешней окружности 
относительно внутренней  

(их радиусы равны R и R
1
 соответственно)
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где νi, Гц, – частота ионизации; DA, см2/с, 
– коэффициент амбиполярной диффузии; 
ввиду принятого постоянства Te величины νi 
и DA не зависят от координат.

Используя приведенную координату X =  
= r / R и обозначая            , получим:

Решение уравнения (1) ищем в виде про-
изведения двух функций:

Тогда уравнение (1) принимает вид

где k − постоянное число. 
Следовательно,          , или

По физическому смыслу, Φ(φ) – четная по 
φ функция с периодом 2π. Поэтому k может 
принимать только целые значения: k = 0, 1, 
2,…, а                     

Функция P(r) следует выражению

где Jk(x), Nk(x) – функции Бесселя и Неймана 
k-го порядка.

В итоге для общего решения уравнения (1) 
получим в поперечном сечении разряда вы-
ражение

0,A iD n n∆ + ν =

i AR Dξ = ν

2 2
2

2 2 2
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где вследствие однородности уравнения (1) 
положено  

Граничные условия на внутренней окруж-
ности – нулевые:

где ρ – приведенный радиус внутренней 
стенки (ρ = R

1
 / R); на внешней стенке гра-

ничные условия – тоже нулевые:

где XR – приведенная радиальная координата 
точки внешней окружности, видимой из на-
чала координат под углом φR.

Величины XR и φR связаны соотношением 
(см. рис. 1):

где a = d/R, или

Угол φR, как и φ, отсчитывается от оси x 
против часовой стрелки, а его вершина ле-
жит в начале координат.

Из выражений (4) и (5) следует, что

Тогда

где введено обозначение

Из граничных условий (6) cледует, что

1 21, .k k kB B B= ≡
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где величины φR и XR связаны соотношени-
ем (7).

Выражение (8), при условии нахождения 
коэффициентов Ck и собственных чисел (СЧ) 
ξ из формулы (9), представляет собой точное 
решение задачи (1) для эксцентричного слу-
чая. Но если задавать удовлетворение гра-
ничных условий (6) во всех точках внешней 
окружности, то для нахождения коэффици-
ентов Ck потребуется решать систему линей-
ных алгебраических уравнений (9) неограни-
ченного размера.

Но отметим, что при a → 0, когда и вели-
чина межстеночного зазора, и решение (8) 
перестают зависеть от угла φ, в суммах (8) и 
(9) остается лишь один член при k = 0. При 
этом равенство (9) переходит в трансцен-
дентное уравнение относительно СЧ ξ для 
чисто коаксиального случая:

а выражение (8) – в уравнение вида

Поэтому целесообразно допустить, что 
при небольшом отклонении эксцентрично-
го случая от коаксиального, т. е. при малых, 
но конечных значениях a (при a << 1), мож-
но для приближенного решения задачи (1) 
ограничиться конечным числом членов M в 
суммах (8) и (9)1:

Далее, пусть M лучей исходят из начала 
координат О под углами

1 В дальнейших расчетах правомочность этого допущения под-
твердится.
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и делят верхнюю полуокружность внутренне-
го круга X = ρ на (M – 1) одинаковых секто-
ров. Наружную верхнюю полуокружность эти 
лучи пересекут в точках с приведенной ради- 
альной координатой (см. выражение (7)):

включая точки на оси X при φ = 0, π.
При поиске приближенного решения 

потребуем выполнения нулевых граничных 
условий (6) не во всех точках внешней полу-
окружности, а только в M ее верхних точках 
                  Поскольку в симметрично распо-
ложенных нижних точках указанные гра-
ничные условия при этом выполнятся авто-
матически, то на всей внешней окружности 
нулевые граничные условия выполнятся в 
итоге в (2M – 2) точках. Тогда выражение (11) 
перейдет в следующее:

которое представляет собой однородную 
систему линейных алгебраических уравне-
ний (СЛАУ) с квадратной матрицей M×M 
относительно конечного числа M коэффи-
циентов Ck.

Условием нетривиальности решения си-
стемы (13) является равенство нулю ее де-
терминанта. Отсюда можно найти прибли-
женные значения первых M собственных чи-
сел задачи (1). Так как между окружностями  
(т. е. в области, занимаемой плазмой разряда) 
функция n(X,φ), описывающая концентра-
цию, нигде не должна становиться меньше 
нуля, физический смысл будет иметь лишь 
собственная функция, соответствующая 
наименьшему СЧ. Именно оно в дальней-
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шем подставляется в равенство (13).
Ввиду однородности уравнения (1) его ре-

шение можно вычислить лишь с точностью 
до постоянного множителя. Поэтому коэф-
фициенты Ck можно искать в относительных 
единицах, положив, например, C

0
 = 1. Затем 

столбец матрицы СЛАУ (13), который со-
держит C

0
 = 1, переносится в правую часть 

СЛАУ. Таким образом, система (13) будет 
преобразована из однородной в неоднород-
ную, но переопределенную СЛАУ, содержа-
щую M уравнений и (M – 1) неизвестных ко-
эффициентов C

1
, C

2
, ..., CM–1

, численные зна-
чения которых можно вычислить по методу 
наименьших квадратов.

Расчет показал, что величины коэффици-
ентов Ck быстро убывают с ростом k, так что 
при a ≤ 0,2 и ρ ≤ 0,5 подтверждается право-
мочность допущения о том, что конечность 
числа членов (10) и (11) не вносит заметной 
погрешности в решение n(X,φ). Графики 
выполнения граничных условий (9) для семи 
и двух точек верхней полуокружности и, со-
ответственно, для семи и двух членов суммы 
(10) показаны на рис. 2. Видно, что несмотря 

       a)					     b)

Рис. 2. Выполнение граничных условий (9) на наружной окружности  
при их точном задании в (2M – 2) точках границы; представлены случаи M = 7 (а) и 2 (b);  

функция n(X,φ) в максимуме положена равной 1

на малое число точек, граничные условия 
(9) выполняются удовлетворительно на всей 
внешней границе: разница в самих решениях 
n(X,φ) для семи и двух членов (10) оказыва-
ется практически несущественной, а в соб-
ственных числах – в третьем знаке.

После вычисления коэффициентов C
1
, 

C
2
, ..., CM–1

 переменная n(X,φ) нормируется  
на единицу в максимуме, и при этом величи-
ны C

0
, C

1
, ..., CM–1

 пересчитываются еще раз.

Расчетные результаты

Примеры решений по описанной проце-
дуре показаны на рис. 3.

Необходимо отметить большую чувстви-
тельность формы n(X,φ) к эксцентрично-
сти: заметная неоднородность n(X,φ) от уг-
ла возникает уже при небольших значениях 
a (см. рис. 3). Чем больше значение ρ, тем 
при равных величинах a эта неоднородность 
сильнее. Количественно ее можно охаракте-
ризовать отношением минимального к мак-
симальному значению функции n(X,φ) на 
«гребне» (см. рис. 3). График этого отноше-
ния h2/h1 показан на рис. 4, a.
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Рис. 3. 3D-распределения функции n(X,φ) в верхней полуокружности, 
т. е. при y ≥ 0 (см. рис. 1) для значений эксцентриситета a = 0,01 (a) и 0,04 (b);

приведенный радиус внутренней стенки ρ = 0,25

Рис. 4. Зависимости отношения h2/h1 (а), а также СЧ ξ и электронной  
температуры плазмы Te (b) от эксцентриситета a газоразрядной трубки.

Отношение h2/h1 (см. рис. 3) показывает неоднородность n(X,φ)
 при ρ = 0,05 (1) и 0,25 (2). Приведены также графики СЧ для эксцентричного (1)  

и коаксиальных (2, 3) случаев с зазорами 1 – ρ + a (2) и 1 – ρ – a (3); величина Te (4)  
рассчитана для плазмы Ar при давлении 1 Торp и R = 1 см для эксцентричного случая

       a)					     b)

Обсуждение результатов

В коаксиальном режиме ширина межсте-
ночного зазора b = 1 – ρ постоянна и не зави-
сит от угла φ. Ввиду центральной симметрии, 
в коаксиальном режиме нет иного направле-
ния диффузионного потока, ортогонального 
току, помимо радиального.

Величина СЧ                          определяет 
величину температуры Te, которая в рассма-
триваемом случае пониженного давления 
газа является постоянной по всему попереч-
ному сечению положительного столба и со-

ответствует равенству скоростей рождения 
электронов путем прямой ионизации в объ-
еме и их гибели из-за амбиполярного диф-
фузионного ухода на стенки в радиальном 
направлении [9, 10]. Само значение Te как 
для коаксиальной, так и для эксцентричной 
геометрии разряда можно, зная величину СЧ 
ξ, определить из следующего выражения:i AR Dξ = ν

4
1 18191 1 exp ,
2 2

i e i

e i e

W T WCpR
T W T

 
ξ = + − 

 
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где Wi, эВ, – потенциал ионизации атома 
газа; p, Торр, – давление газа; R, см, – ради-
ус внешней стенки; C – константа, значения 
которой протабулированы в работах [9, 10] 
для различных газов.

Приведенное выражение выведено в дан-
ной статье из соотношения, полученного в 
работах [9, 10] и связывающего величину Te 
с радиусом трубки и сортом газа для цилин-
дрической геометрии положительного столба 
тлеющего разряда в диффузионном режиме.

Для эксцентричного случая в рассматри-
ваемых условиях положительного столба 
величина Te при незначительном эксцен-
триситете мало отличается от идеального 
коаксиального случая. Пример зависимости 
Te от a для разряда в аргоне при p = 1 Торр,  
R = 1,00 см и R1 = 0,25 см показан на рис. 4,b 
(кривая 4). Значение Te лишь незначительно 
убывает от 1,68 эВ при a = 0 (коаксиальная 
геометрия) до 1,63 эВ при a = 0,2 (эксцен-
триситет). Заметим, что для цилиндриче-
ской геометрии, при тех же условиях, значе-
ние Te составило бы всего 1,51 эВ.

Величина Te и в эксцентричном разряде 
остается постоянной в объеме положитель-
ного столба, а значит, скорость ионизации 
постоянна по всему объему. Однако шири-
на межстеночного зазора b при a > 0 с изме-
нением угла φ не сохраняется постоянной. 
Она меняется от bmin = 1 – ρ – a при φ = 0 
до bmax = 1 – ρ + a при φ = π (см. рис. 1), 
поэтому скорость радиального диффузи-
онного устранения зависит от угла φ: она 
максимальна в области bmin и минимальна 
в области bmax. Расчеты показывают, что ве-
личина СЧ ξ при a > 0 (см. рис. 4,b, кри-
вая 1) принимает промежуточное значение 
между таковыми для двух контрольных ко-
аксиальных случаев: с зазорами, равными 
bmax и bmin (кривые 2 и 3 соответственно). 
Это означает, что для эксцентричного слу-
чая в окрестности угла φ ≈ 0 (где зазор са-
мый узкий) скорость ионизации оказыва-
ется недостаточной для компенсации ра-
диального диффузионного ухода частиц к 
стенкам, а в области φ ≈ π (широкий зазор) 
– избыточной. 

Такой результат должен привести к следу-
ющим эффектам:

во-первых, вызвать рост электронной 
(и ионной) концентрации и ее градиента в 
области широкого зазора, а в области узко-
го – уменьшение названных параметров, по 
сравнению с коаксиальным случаем a = 0,  
т. е. привести к азимутально неоднородному 
распределению n(X,φ) (см. рис. 3);

во-вторых, при таком распределении 
концентрации имеет место ее азимуталь-
ный градиент gradφ[n(X,φ)] и соответствую-
щий ему диффузионный поток электронов 
в азимутальном направлении, «перекачива-
ющий» их из широкого зазора в узкий по обе 
стороны от внутренней стенки (рис. 5). Этот 
поток скомпенсирует избыточную генера-
цию электронов в широком зазоре, а также 
избыточность диффузионного устранения 
на стенки в узком зазоре; тем самым баланс 
заряженных частиц сойдется всюду. Но не-
однородность распределения n(X,φ) от угла 
φ при этом все же останется, так как назван-
ный поток, компенсирующий дисбаланс 

Рис. 5. Пространственное распределение n(X,φ) 
 (выражено яркостью и изолиниями), а также 

 направления потоков электронов в поперечном  
сечении плазмы (линии со стрелками) 

в эксцентричной геометрии разряда  
для ρ = 0,25 и a = 0,04.

«Компенсационный» поток течет  
в азимутальном направлении

 по гребню распределения n(X,φ)
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скоростей рождения и радиальной гибели 
заряженных частиц в разных областях по-
перечного сечения положительного столба, 
может протекать только при наличии ази-
мутального градиента концентраций. Доба-
вим, что наличие градиента концентрации 
электронов, направленного в среднем от 
узкого зазора к широкому вызовет появле-
ние постоянного электрического поля, на-
правленного в среднем вдоль оси x. Это по-
ле должно замедлить описанную диффузию 
электронов в азимутальном направлении до 
амбиполярной.

Заключение

Таким образом, отсутствие центральной 
симметрии пространственного распределе-

ния концентрации плазмы положительного 
столба в эксцентричной геометрии разряда 
можно считать характерным свойством плаз-
мы в данной геометрии, фактически ответ-
ственным за соблюдение баланса заряжен-
ных частиц плазмы во всем предоставленном 
ей объеме. На саму величину температуры 
Te незначительный эксцентриситет влияет 
мало. Однако для сохранения приемлемой 
азимутальной однородности разряда при пе-
реходе от цилиндрической к коаксиальной 
геометрии, необходимо обеспечить хорошую 
точность изготовления газоразрядного при-
бора: не следует допускать, чтобы расстояние 
между осями внутренней и внешней цилин-
дрических стенок превышало бы 1 – 2% от 
ширины межстеночного зазора.

Статья поступила в редакцию 29.10.2020, принята к публикации 02.11.2020.
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