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В статье рассмотрена возможность обработки результатов голосования в случае коллекти-
ва экспертов с различной эффективностью оценки ситуации. Предполагалось, что эксперты 
должны решить вопрос о наличии или отсутствии у пациента конкретного заболевания. Тре-
бовалось наиболее разумно объединить голоса отдельных экспертов в коллективное реше-
ние консилиума. В основу построения такого алгоритма был положен метод минимизации 
вероятности ошибки второго рода при фиксированной вероятности ошибки первого рода 
(алгоритм Неймана – Пирсона). Показано, что совет, состоящий из экспертов с различной 
квалификацией, может с большой вероятностью приходить к правильному выводу.
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Введение

Для того чтобы принять сложное и не-
стандартное решение, как правило, запра-
шивается мнение группы экспертов. В слу-
чае выбора сразу нескольких решений для 
упорядочения возможных вариантов, пред-
ложенных экспертами, используются мето-
ды «парных сравнений», «ранжирования» и 
другие [1, 2]. При выборе одного решения 
обычно считается, что все эксперты одина-
ково профессиональны и принятым считает-
ся вариант, получивший наибольшее число 
голосов. Особенности и недостатки такой 
обработки результатов голосования рассма-
тривались во многих работах [3 – 8]. 

В данной статье рассматривается возмож-
ность обработки результатов голосования 
в случае коллектива экспертов, обладаю-
щих различной эффективностью при оцен-
ке ситуации. При этом предполагается, что 
эксперты должны решить, какую из двух 
возможностей следует выбрать. Такая аль-
тернатива встречается, например, в ходе вра-
чебного консилиума, когда решается вопрос 
о диагностике конкретного заболевания. 
Эксперт пытается, используя свой опыт и 
имеющуюся у него информацию о конкрет-
ном пациенте, распознать, с какой из двух 
возможных ситуаций он в действительности 
имеет дело: страдает пациент данным забо-
леванием или нет. 

Необходимость подобного выбора возни-
кает не только в медицине. Опыт экспертов 
нужен в консалтинговых компаниях [9], на-
учных и производственных советах [10, 11]. 
Бинарный выбор имеет место, например, 
при назначении претендента на должность 
руководителя большого предприятия, когда 
решается вопрос, имеет ли в действитель-
ности данный кандидат все необходимые 
качества руководителя и будет ли полезен в 
будущем. Также эксперты могут участвовать 
в решении вопроса о целесообразности ре-
волюционного реформирования предприя-
тия, об участии в конкретном инвестицион-
ном проекте и т. п.

Применение оптимального алгоритма
Неймана – Пирсона для принятия

коллективного решения

Предположим, что экспертный совет со-
стоит из G однородных групп с количеством 
экспертов в каждой группе Ng. Считается, 
что все эксперты принимают решение неза-
висимо друг от друга, в том числе и внутри 
одной группы. Однородные группы могут 
формироваться на основе их предыдущей ра-
боты в других консилиумах. Этими группами 
могут быть разные отделения медицинского 
учреждения, в каждом из которых проводит-
ся голосование. Сотрудники одного отделе-
ния могут иметь схожие взгляды на симпто-
мы болезни. 

Обозначим    вероятность того, что 
врач-эксперт группы g принимает здорового 
пациента за здорового, а     – вероятность 
того, что врач-эксперт принимает больного 
пациента за здорового. Это условные веро-
ятности того, что эксперт говорит «здоров» 
в ситуациях A и B, соответственно. Экспер-
ты объединены в одну группу g, потому что 
у них одинаковые значения вероятностей 
     и    . Тогда вероятности того, что экс-
перт прав, равны     и 1 –    . Вероятности  
правильного выбора могут быть равны или 
удовлетворять как неравенству            ,  
так и неравенству            . Последнее  
неравенство в медицине, например, характе-
ризует врача, склонного к гипердиагностике, 
т. е. ошибочному заключению о наличии у 
пациента болезни. 

Далее число голосов в пользу варианта A в 
группе g обозначим через ng. Объединим эти 
величины в вектор голосования

Число разных исходов голосования равно

Если учесть, что эксперты принимают ре-
шение независимо друг от друга, то вероят-
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ности исхода n в вариантах A и B выражаются 
как

Для построения оптимального критерия 
Неймана – Пирсона [11, 12] ключевую роль 
играет статистика:

Упорядочим возможные исходы голосова-
ния в порядке возрастания K(n):

Введем сечение последовательности (4) 
значением

где k0 – порядковый номер значения K0 в по-
следовательности (4).

Конкретный выбор значения k0 обсужда-
ется ниже. Коллективное решение, согласно 
критерию Неймана – Пирсона, принимается 
в зависимости от того, какое из нижеприве-
денных условий выполняется для голосова-
ния n = nk:

В случае (5) гипотеза A принимается,  
т. е. согласно принятой в математической ста-
тистике терминологии, совокупность таких 
векторов голосования nk входит в допусти-
мую область. В случае (7) гипотеза отверга-
ется (nk принадлежат критической области). 
В пограничном случае (6) принятие решения 
осуществляется статистически: гипотеза A 
отвергается с вероятностью ε, и принимается 
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с вероятностью 1 – ε.
Для такого алгоритма вероятность ошиб-

ки первого рода равна

Вероятность ошибки второго рода дается 
выражением

В алгоритме Неймана – Пирсона вероят-
ность статистической ошибки первого рода 
может задаваться произвольно, а алгоритм 
обеспечивает минимальность вероятности 
ошибки второго рода при выбранном зна-
чении вероятности ошибки первого рода. 
Далее параметры k0 и ε выбираются из усло-
вия, согласно которому вероятность ошибки 
первого рода α принимала бы заданное зна-
чение. Из соотношения (8) получаем:

Поясним, в чем состоит оптимальность 
критерия Неймана – Пирсона. Рассмотрим 
некоторый произвольный критерий приня-
тия коллективного решения, определяемый 
функцией

Эта функция равна вероятности, с кото-
рой гипотеза A отвергается и, соответствен-
но, с вероятностью 1 – φ1(nk) принимается 
при исходе голосования nk. Соответствую-
щая функция для оптимального критерия, 
согласно формулам (5) – (7), имеет вид
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Пусть α
1
 и β

1
 – вероятности ошибок пер-

вого и второго рода для критерия (11). Кри-
терий Неймана – Пирсона оптимален в том 
смысле, что при любом выборе функции (11) 
выполняется условие

Это означает, что исключается случай, 
когда у какого-либо критерия при той же или 
меньшей вероятности ошибки первого рода 
вероятность ошибки второго рода также бы-
ла бы меньше, чем у оптимального критерия.

Оптимальность можно сформулировать и 
более наглядно, если ввести понятие сравни-
мых по точности критериев. Будем считать, 
что два критерия сравнимы, если вероятно-
сти ошибок первого и второго рода одно-
го из них отклоняются от соответствующих 
вероятностей другого критерия в одну сто-
рону [13, 14]. Естественно назвать критерий 
с меньшими вероятностями ошибок более 
точным. В этих терминах оптимальный кри-
терий более точен, чем любой сравнимый с 
ним критерий, или же оба критерия имеют 
одинаковую точность.

Формулы (10) и (9) позволяют построить 
функцию

Выбор вероятности ошибки первого рода 
α произволен, и для каждого ее значения мы 
получим минимально возможное значение 
вероятности ошибки второго рода, применяя 
алгоритм Неймана – Пирсона.

Если известна априорная вероятность ва-
рианта A (обозначим ее PA), то можно поста-
вить следующую задачу: так выбрать α, чтобы 
получить минимальную вероятность полной 
ошибки принятия решения

Это значение αopt определяется формулой

1 1 .α ≤ α⇒β ≥β

( ).β = β α

Пример расчета  
по оптимальному алгоритму

Приведем конкретный пример вычис-
лений, основанных на оптимальном кри-
терии. Рассмотрим врачебный консилиум, 
состоящий из двух групп. Параметры конси-
лиума даны в табл. 1. Результаты применения 
оптимального критерия к процессу принятия 
этим консилиумом коллективного решения 
отображены в табл. 2.

Во второй таблице представлены все-
возможные исходы голосования, ранжиро-
ванные по величине (3). В крайнем правом 
столбце даны значения этой величины. Во 
втором и третьем столбцах (слева) дается ко-
личество голосов в пользу варианта A в ка-
ждой из двух групп: величины n

1
 и n

2
, соот-

ветственно.
В четвертом столбце слева приведена ве-

роятность соответствующего исхода голо-
сования, в предположении, что экспертам 
предъявлен вариант A. В пятом столбце сле-
ва – кумулятивная вероятность: вероятность 
данного исхода или любого другого (он распо-
ложен ниже). Второй и третий столбцы справа 
содержат аналогичную информацию, но экс-
перты оценивают вариант B. Кроме того, ку-
мулятивная вероятность вычисляется теперь 
для исходов голосования, расположенных 
выше данного. Кумулятивные вероятности 
служат для вычисления вероятностей стати-
стических ошибок (см. текст ниже).

Предположим, что приведенная в табл. 
2 последовательность итогов голосования 
произвольно разбита на верхнюю и нижнюю 
части. В иллюстрирующей таблице разби-
ение проходит по состоянию с порядковым 
номером k = k

0
 = 4. Согласно оптимальному 

критерию, состояния, расположенные ни-
же границы, т. е. числа строки, выделенные 
жирным красным шрифтом, принадлежат 
критической области, а состояния выше гра-
ницы входят в допустимую область. Если ре-
зультат голосования попадает в критическую 
область, то принимается вариант B. Если 
же результат голосования находится в допу-
стимой области, то решение принимается 
в пользу варианта A. Если при голосовании 

( ) ( ) ( ).A AP Pγ α = α + 1− β α (12)

( )arg min .opt
α

α = γ α (13)
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что согласуется с формулами (8) и (9).
На рисунке приведен фрагмент графика 

функции β(α) для практически интересных 
значений α и параметрах модели, приведен-
ных в табл. 1. Отметим, что зависимость β от 
α является кусочно-линейной. Это видно из 
формул (14). Действительно, при непрерыв-
ном увеличении α, сначала растет величина 
ε при неизменном значении k

0
. Затем, когда 

ε достигает своего максимального значения 

Таблица 1
Параметры врачебного консилиума

Номер группы Численность, чел. pA pB

1 3 0,90 0,20
2 2 0,95 0,10

Представлены вероятности того, что врач-эксперт принимает здорового человека за здорового (pA) и 
больного пациента за здорового (pB).

Таблица 2
Итоги голосования консилиума и их вероятностные параметры

Пор. 
номер

k

Вектор 
голосования 
за вариант A 
n = (n1, n2)

Вариант A Вариант B
K(n)

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12

3
2
3
1
2
3
0
1
2
0
1
0

2
2
1
2
1
0
2
1
0
1
0
0

0,658
0,219
0,0693
0,0244
0,0231
0,00182
0,000902
0,00257
0,000608
0,000095
0,0000675
0,0000025

1,00
0,342
0,123
0,0535
0,0291
0,00606
0,00424
0,00334
0,000773
0,000165
0,00007

0,0000025

0,00008
0,00096
0,00144
0,00384
0,0173
0,00648
0,00512
0,06912
0,0778
0,0922
0,311

0,0415

0,00008
0,00104
0,00248
0,00632
0,0236
0,0301
0,0352
0,104
0,182
0,274
0,585
1,00

0,000122
0,00438
0,0208
0,158
0,749
3,56
5,67
26,9
128
970
4610

166000

реализуется граничный случай, то вариант 
B принимается с вероятностью ε и делается 
выбор в пользу варианта A с вероятностью  
1 – ε.

Таким образом, граница статистически раз-
мывается: с вероятностью ε она входит в кри-
тическую область, а с вероятностью 1 – ε она 
входит в допустимую. Из изложенного выше 
ясно, что после выбора величин

     k0 и ε  

вероятности ошибок первого и второго рода 
равны:

( )A
kP ( )A

k∑ ( )B
kP ( )B

k∑

( )01 12, 0 1k≤ ≤ < ε ≤

( ) ( )

( ) ( ) ( )
0 0

0 0

1

1

,

1 ,

A A
k k

B B
k k

P

P
+

−

α = + ε ⋅

β = + − ε ⋅

∑
∑

(14)
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Пример зависимости вероятности ошибки  
второго рода от вероятности  

ошибки первого рода
 (параметры модели даны в табл. 1)

ε = 1, величина k
0
 уменьшается на единицу, 

кумулятивная вероятность        увеличи-
вается на    , а величина ε становится рав-
ной нулю. При дальнейшем росте α значе-
ние ε снова увеличивается, и весь процесс 
повторяется. Из второй формулы (14) видно, 
что величина β линейно зависит от α. Таким 
образом, на участках изменения α, когда k

0
 

фиксировано, β линейно зависит от α. На ри-
сунке показаны три таких участка линейной 
зависимости. В вершинах ломаной значение 
ε = 1, что означает исчезновение стохастиче-
ского элемента оптимального критерия при 
таких значениях α.

Из того, что функция β(α) – кусочно-ли-
нейная, вытекает, что и вероятность полной 
ошибки γ(α) обладает тем же свойством (см. 
формулу (12)). Но тогда задача минимизации 
функции γ(α) (см. формулу (13)) в качестве 
своего решения имеет значение α, которому 
соответствует одна из вершин. В этих верши-
нах ε = 1 и критерий не является стохасти-
ческим. Таким образом, в рамках довольно 
общей постановки задачи критерий Ней-
мана – Пирсона не содержит рандомизиро-
ванного элемента. Если учесть, что в случае 
непрерывного распределения рандомизация 

отсутствует в принципе [11], то можно кон-
статировать, что оптимальный критерий на 
практике часто оказывается детерминиро-
ванным.

Изложенный в данной работе метод 
позволяет рационально объединить голоса 
отдельных врачей-экспертов в общее заклю-
чение консилиума. Этот алгоритм принятия 
коллективного решения является оптималь-
ным в описанном выше смысле. В преды-
дущем параграфе показано, что даже совет, 
состоящий из экспертов различной квалифи-
кации, может с большой вероятностью при-
ходить к правильному выводу. Эта ситуация 
сродни уменьшению погрешности измере-
ний за счет их независимости и массовости. 
Аналогично и в случае принятия коллектив-
ного решения принципиально важно, чтобы 
эксперты, делая свое заключение, были не 
зависимы друг от друга. Это условие может 
нарушаться в жизни по разным причинам. 
Например, во время коллективного обсужде-
ния диагноза может проявиться стремление 
каждого специалиста к унификации мнений 
членов совета. Возможно непреднамеренное 
давление отдельных экспертов (например, 
своим авторитетом) на других специалистов. 
Все это может как увеличивать, так и умень-
шать вероятность правильного коллективно-
го решения. 

Другой возможной причиной нарушения 
независимости суждений экспертов может 
быть какая-либо распространенная среди 
специалистов данной группы ошибочная 
установка. Это приведет к возникновению 
статистической зависимости (корреляции) 
между мнениями отдельных экспертов, хотя 
в этом случае отсутствует непосредственное 
взаимодействие между ними. 

Отметим, что независимость принятия 
решения экспертами не является непремен-
ным условием применения оптимального 
критерия. В случае присутствия корреляции, 
формулы (1) и (2) теряют силу. Однако вме-
сто них соответствующие формулы можно 
записать и при наличии корреляции, если 
имеется достаточно информации о статисти-
ческой зависимости. 

( )
0 1
A

k +∑
( )
0

A
kP
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Заключение

Исследована возможность обработки ис-
хода голосования членов экспертной груп-
пы, уровень квалификация которых разли-
чен. В качестве примера рассмотрена ситуа-
ция в медицинской среде, когда консилиум 
призван решить вопрос о наличии у пациен-
та предполагаемого заболевания. Требова-
лось построить алгоритм решения задачи об 
объединении голосов отдельных экспертов 
в коллективное решение. За основу постро-
ения алгоритма был взят принцип Неймана 
– Пирсона, согласно которому минимизи-
ровалась вероятность ошибки второго рода 

при фиксированной вероятности ошибки 
первого рода.  Иллюстрация построенного 
алгоритма была проведена на примере кон-
силиума, состоящего из двух однородных 
групп экспертов, включающих 2 и 3 специа-
листа, соответственно. Численным расчетом 
продемонстрировано, что совет, состоящий 
из экспертов с различной квалификацией, 
может с большой вероятностью приходить к 
правильному выводу. Рассмотренные методы 
рекомендуется использовать как при обуче-
нии и подготовке медицинского персонала 
[15, 16], так и для аналогичных ситуаций, 
требующих решения экспертных групп.
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