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В статье излагается продолжение исследований построенной ранее базовой математиче-
ской модели распространения в обществе новой информации. Данная модель представляет 
собой автономную систему четырех обыкновенных дифференциальных уравнений с квадра-
тичной нелинейностью в правых частях. В пространстве параметров системы выделены две 
важные области, представляющие интерес для приложений. В определенном смысле в этих 
областях реализуются два диаметрально противоположных и принципиально разных сцена-
рия распространения новой информации в обществе. С помощью качественных методов те-
ории дифференциальных уравнений в каждом случае изучены глобальные свойства фазового 
портрета построенной динамической системы. Даны содержательная и графическая интер-
претации полученных результатов.
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Введение

В работе [1] была представлена постро-
енная нами математическая модель распро-
странения новой информации в обществе:

При моделировании мы исходили из ги-
потезы, что ключевыми факторами продви-
жения информационных потоков высту-
пают следующие величины, зависящие от 
времени t: 

N(t) (от англ. News) – количественная ха-
рактеристика новостной информации, соот-
ветствующая продвижению новых взглядов в 
информационном пространстве; 

C(t) (от англ. Censorship) – число органов 
цензуры с определенной ресурсной базой, 
целью которых является сохранение ранее 
принятых концепций;

A(t) (от англ. Alternative view) – количе-
ственная характеристика информационного 
потока (возможно, генерируемая по иници-
ативе органов цензуры), противопоставлен-
ная распространению новой концепции в 
информационном пространстве; 

i(t) (от англ. index) – показатель доли 
населения, лояльно относящейся к новым 
идеям, появляющимся в СМИ на момент 
времени;

где I, %, соответствует полному приятию в 
обществе устоявшихся положений до начала 
наблюдений; I *, %, – соответствующая харак-
теристика приятия устоявшихся положений 
при распространении в СМИ новых взглядов. 

,dN N AN
dt

= β − γ

( )* ,dC AN C C
dt

= α −µ −

,dA C AN A
dt

= ρ −ηγ −λ

.di N i
dt

= σ −ω

(1)

*

1 ,Ii
I

= −

Параметры β ≥ 0, γ ≥ 0 соответственно по-
казывают мощность распространения новой 
информации через СМИ и вероятностную 
характеристику нейтрализации эффекта от 
полученных сообщений через изложение 
противоположной точки зрения. В свою оче-
редь, коэффициент α ≥ 0 отражает интен-
сивность реакции на силу противоборства 
противоположных точек зрения, параметр  
µ > 0, обратно пропорциональный времени 
работы дополнительно образованных ор-
ганов (будем предполагать, что в обществе 
всегда есть специальный ресурс в количестве  
C

*
 для защиты прежней концепции). 
Средняя скорость появления новостей из 

одного органа информации C будет характе-
ризовать параметр ρ ≥ 0, а η ≥ 0 – количество 
информации A, направленное на нейтрали-
зацию влияния сообщений N. Коэффициент  
λ > 0 обратно пропорционален времени за-
бывания информации A.

Параметры σ > 0, ω ≥ 0 характеризуют 
соответственно темп приятия новой идеи и 
возврат  в силу инерции мышления  к преж-
ней концепции.

Безусловно, предложенная математиче-
ская модель не учитывает всех тонкостей и 
деталей при описании процесса распростра-
нения новой информации в обществе по-
средством СМИ. Однако этот обобщенный 
вид модели позволяет связать в систему ос-
новные факторы, выделенные для этого дей-
ствия, и помогает глубже понять процесс ин-
формационного противоборства.

Ранее, с помощью методов, изложенных 
в работах [2 – 5], было показано, что систе-
ма (1) обладает характеристиками, позволя-
ющими исследовать глобальные свойства 
ее решений: единственности, непрерывной 
зависимости решений от параметров, не- 
ограниченной их продолжимости. Также для 
этой системы доказана инвариантность мно-
жества

( ){ }
4

4, , , : 0, 0, 0, 0 .

R

N C A i R N C A i
+ =

= ∈ ≥ ≥ ≥ ≥



Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки. 14 (1) 2021

166

При этом были найдены два стационар-
ных решения, имеющие достаточно четкую 
интерпретацию [1]:

где

В пространстве параметров системы были  
выделены две области, в которых         ,  
i = 1,2, но при этом обладающие существен-
но разными свойствами:

Путем использования качественных мето-
дов исследования дифференциальных урав-
нений, были изучены глобальные свойства 
фазового портрета построенной динамиче-
ской системы. Это позволило выделить не-
сколько возможных сценариев распростра-
нения новой информации в обществе.

В данной работе исследуются свойства ре-
шений системы (1) в областях параметров
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2 : ,
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которые представляют отдельный интерес 
для приложений. 

В этих областях на множестве    содер-
жится только одно стационарное решение:

Перед исследованием следует сделать 
замечание. Поскольку в системе (1) пере-
менная i(t) содержится только в последнем 
уравнении, дальнейшее исследование можно 
проводить для системы меньшей размерно-
сти, которую целесообразно представить в 
более удобном для изучения виде:

Полученные результаты затем можно лег-
ко распространить на переменную i(t).

Легко показать, что множество

для данной системы инвариантно и содер-
жит один стационар

Отметим, что в Λ1 этот стационар являет-
ся неустойчивым, а в Λ2 – устойчивым.

Содержательный смысл стационара X
st
 

сформулирован в работе [1] как преоблада-
ющая в обществе система взглядов, для под-
держки которой административный ресурс в 
количестве C

*
 задействует в СМИ достаточ-

ное (с точки зрения этого ресурса) количе-
ство информации ρC

*
/λ.

Ввиду автономности системы (2), началь-
ные условия можно записать в следующем 
виде:

4R+
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Анализ модели (2), (3)  
в области параметров Λ1

Лучше понять поведение решений трех-
мерной системы (2), (3) в области Λ1 помо-
жет редуцированная двумерная система диф-
ференциальных уравнений

полученная из системы (2) при α = 0 и C(t) =  
= C* при t ≥ 0.

Необходимо пояснить, что система (4) 
описывает ситуацию, при которой органы 
информационной защиты, в силу различных 
причин, не реагируют на «вброс» в средства 
массовой информации сообщений, идущих 
вразрез с принятыми в обществе взглядами.

Система (4) в области параметров Λ1 име-
ет в инвариантном множестве

только одно стационарное решение:

которое является седлом.
Известные приемы качественного ана-

лиза двумерных систем дифференциальных 
уравнений [6] позволяют построить фазовый 
портрет и изучить поведение траекторий си-
стемы (4) (рис. 1). Как видно из рисунка, все 
траектории системы (4) с начальными усло-
виями

при t → +∞ имеют одинаковое поведение:

( )
( ) ( )

0

0 0

0 0,

0 0, 0 0.

C C

A A N N

= ≥

= ≥ = ≥
(3)

( ) ,dA C N A
dt

= ρ − λ +ηγ

(4)
( ) ,dN A N

dt
= β− γ

( ){ }2 2, : 0, 0R A N R A N+ = ∈ ≥ ≥

( ) ( )*, ,0 ,st st stX A N C= = ρ λ

( ) ( )0 00 0, 0 0A A N N= ≥ = >

Рис. 1. Фазовый портрет системы (4)  
на множестве   2R+

Покажем, что в     система (2), (3) имеет 
качественно сходный фазовый портрет.

Пусть

Обозначим для произвольного решения 
системы (2), (3), а именно для

как Λ+(X) – ω-предельное множество данно-
го решения [7].

Лемма. Для всех траекторий системы (2), 
начинающихся на  множестве R+, множество 
Λ+ ∩ ∂R+ является пустым.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Множество ∂R+ ин-
вариантно в силу системы (2), (3). Действи-
тельно, если

то система (2) определяется линейными урав-
нениями

( ) ( )0, .A t N t→ →+∞

( ){ }3, , : 0 ,R C A N R N+
+= ∈ >

( ){ }3, , : 0 .R C A N R N+
+∂ = ∈ =

( ) ( ) ( ) ( )( ), , ,X t C t A t N t=

3R+

( )0 0 0 0, , ,X C A N R+= ∈∂
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для которых особая точка X
st
 глобально, рав-

номерно, асимптотически устойчива в ∂R+.
Предположим, что множество Λ+ ∩ ∂R+ 

не является пустым. Тогда существует траек-
тория X(t, X

0
) системы (2), (3) такая, что при  

              следует, что X(t, X
0
) → ∂R+. На 

основании теоремы о непрерывной зависи-
мости решений системы (2), (3) от начальных 
данных [8], X(t, X

0
) → X

st
 при t → +∞. Но это-

го не может быть, так как X
st
 неустойчивый 

стационар системы (2), (3).
Таким образом, лемма доказана.
Теорема 1. Все траектории системы (2), на-

чинающиеся на множестве R+, не ограничены.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим об-

ратное. Пусть существует такая траектория 
X(t, X

0
), которая при

ограничена. 
Введем в рассмотрение следующую функ-

цию Ляпунова:

и найдем ее производную в силу системы (1):

Данная производная является локаль-
но липшицевой по X и непрерывной. Сама 
функция V(X, t) ограничена снизу. Покажем 
это.

Ограниченность снизу разности γAN – βN 
очевидна в силу ограниченности траектории 
X(t, X

0
). Третье слагаемое представленной 

функции также ограничено снизу. Действи-

0( , )X t X R+∈

( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 , 0 , 0 , 0X N C A i R+= ∈

( )
0

, ,
t

V X t AN N AN d= γ −β − γ τ∫ 

( )
( )

( )2

,

0.

V X t NA AN

N AN N A

A N

= γ + γ −

− β − γ = γ −β =

= − β− γ ≤

 

 

тельно, оно является положительным на мно-
жестве, где Ȧ < 0. На множестве, где Ȧ > 0, его 
можно оценить следующим образом:

Вторая производная        , в силу си-
стемы (1), очевидно, также ограничена 
снизу. Следовательно (см. [7], утверждение 
VIII.4.7),

                                 при t → +∞.

Этот факт гарантирует, что траектория 
стремится к своему ω-предельному множе-
ству

Поскольку система (1) является автоном-
ной, данное множество инвариантно в силу 
этой системы. 

Рассмотрим множество Λ+.
На множестве R+ плоскость A = β/γ не со-

держит множеств, инвариантных в силу си-
стемы (2). Поэтому траектория системы (1) 
не может стремиться к этой плоскости при  
t → +∞. На плоскости N = 0, согласно лемме, 
также не может быть точек из ω-предельного 
множества. Следовательно, траектория си-
стемы не может при t → +∞ стремиться и к 
плоскости N = 0. Пришли к противоречию.

Теорема доказана.
Выделим на множестве R+ два подмноже-

ства (рис. 2):

( ) ( )
( )

max
0 0

max

max max max

0

0 .

t t

AN d AN d

N A t A

N A N A

−γ τ ≥ −γ τ =

= −γ − ≥  
≥ −γ + γ

∫ ∫ 

( ),V X t

( ), 0V X t →
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N C A i R A N

+

+
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 β
= ∈ = ∨ = γ 

( )

( )

*

0

,

,

, 0,

dC C C
dt

dA C A
dt
N t X

= −µ −

= ρ −λ

≡

(5)

( )2 , , : .H C A N R A+ β
= ∈ > γ 

(6)

( )1 , , : ,H C A N R A+ β
= ∈ ≤ γ 
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Для параметров из области Λ1 коэф-
фициент при C в выражении для прямой 
(10) оказывается больше соответствующе-
го коэффициента для прямой (11), так как 
из неравенства μηγ > αρ после деления на  
αηγÃ следует, что

Здесь отметим, что графическое пред-
ставление рассматриваемого вопроса (рис. 3) 
позволяет наглядно оценить взаимное распо-
ложение поверхностей (7), (8) в подмножестве 
H1. Такое представление будет использовано 
при доказательстве следующей теоремы.

Теорема 2. Пусть на множестве R+ в обла-
сти параметров Λ1

– решение системы (2), (3). Тогда при t → +∞ 
компонента этого решения A(t) → 0, а N(t) →  
→ +∞ .
Д о к а з а т е л ь с т в о. Проведем доказатель-
ство в три этапа.

Рис. 2. Два выделенных подмножества (6) на множестве R+

Рассмотрим в подмножестве H
1
 такие по-

верхности, на которых величины 
          соответственно равны нулю:

Оценим взаимное расположение поверх-
ностей (7) и (8), предварительно определив их 
пересечение с плоскостью N = 0 (см. рис. 2):  
C = C* и C = λA/ρ для выражений (7) и (8)  
соответственно.

На пересечении этих прямых находится 
стационарное решение

На любом сечении плоскостью       по-
верхности (7) и (8) соответственно имеют 
вид:

( ) ( ), ,C t A t 

( )N t

( ) ,
C C

N
A

∗µ −
=

α
(7)

,CN
A

ρ λ
= −
ηγ ηγ

(8)

(9).A β
=
γ

( ) ( )* *, , , ,0 .st st st stX C A N C C= = ρ λ

A A= 

* ,CCN
A A

µµ
= −
α α 

(10)

.CN
A

ρ λ
= −

ηγηγ 
(11)

.
A A
µ ρ

>
α ηγ 

( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 0 0, , , , , ,X t X C t X A t X N t X=
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Первый этап. Покажем, что любое реше-
ние                          из подмножес- 
тва H2 множества R+ за конечный промежуток 
времени попадает в подмножество H1. Дей-
ствительно, при A > β/γ, из третьего уравне-
ния системы (2) следует, что         . Тогда, 
оставаясь в H2, решение X(t) за конечное вре-
мя попадает в достаточно малую окрестность 
плоскости N = 0. Но на этой плоскости все 
решения системы (2) стремятся при t → +∞ к 
стационарному решению X

st
, для которого

A
st
 = ρC*/λ < β/γ

в Λ1. Поэтому теорема непрерывной зависи-
мости от начальных данных [8] гарантирует 
попадание любого решения системы (2) из 
подмножества H2 в подмножество H1 за ко-
нечный промежуток времени.

a) b)

c)

Рис. 3. Поверхность (7), (8) для разных значений величины A:
0 < A < A

st
 (a), A = A

st
 (b), A

st
 < A < β/γ (c)

Второй этап. Очевидно, что решения X(t) 
попадают из H2 в H1, где         , через часть 
плоскости (9) A = β/γ, на которой       (см. 
рис. 2). Теперь покажем, что из той части мно-
жества H1, где      , при t → +∞ компонента 
A(t) → 0, а N(t) → +∞. 

Введем в рассмотрение две функции: 
          и            Легко проверить,  
используя соотношения (7), (8), что в подмно-
жестве H1 на поверхности V1(X) = 0 при

A
st
 < A ≤ β/γ

выполняется неравенство V2(X) < 0 (см.  
рис. 3,b,c). Поэтому, в силу системы (2),

( ) 0N t >

0A <

0A <

( )1V X A=  ( )2 .V X C= 

( )
( )1

1 : 0X V X
V X

=
=

( ) ( ) ( ) ( )( ), ,X t C t A t N t=

( ) 0N t <
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Следовательно, решение системы с по-
верхности       попадает в область, где 
       Лишь при некоторых значениях 0 <  
< A < A

st
, выделенных на рис. 3,а (прямой 

отрезок красного цвета), решение может с 
поверхности       попасть в область, где 
     . Начав возрастать, компонента A(t) 
сможет увеличиваться до значения A = A

st 

лишь при условии, что       при A = A
st 
  

(рис. 3,b). Для этого нужно пересечь поверх-
ность                Но на этой поверхно-
сти, в силу системы (2),

Поэтому, поскольку        в подмноже-
стве H1, то A(t) через поверхность (8) вновь 
попадет в область, где      , а, следователь-
но, начинает убывать. Таким образом, при  
t → +∞ компонента A(t) → 0, а N(t) → +∞.

Третий этап. Решение X(t, X
0
), начинаясь 

в части H1, где       и      , попадает ли-
бо через плоскость A = β/γ в подмножество  
H2, либо на поверхность      , где V1(X) = 0.  
Но в первом случае, как показано на преды-
дущих этапах, A(t) → 0, а N(t) → +∞ при t →  
→ +∞. Во втором случае, в силу системы (2), 
имеем:

Поэтому попадаем в ту часть области H1, 
в которой      , где в силу того, что      ,  
вновь A(t) → 0, а N(t) → +∞ при t → +∞, что 
и требовалось доказать.

Теорема 2 доказана.
Интерпретация. При данном соотно-

шении параметров системы (2) результаты 
математического исследования позволяют 
сделать вывод о потенциальной готовности 
общества принимать новые идеи и взгляды. 
Любое появление в СМИ взглядов и мнений, 
не совпадающих с традиционными, найдет 
поддержку членов общества. В этом случае 

0.A C NA= = ρ −ηγ <  

0A =

0A =

0A =

0.A <

0A >

0A >

0C <

0C <

( )2 0.V X C= =

( )2 0.V X C AN AN= = α +α >  

0N >

0N >

0A <

0A <

( )
( )1

1 : 0

0.
X V X

V X

A C NA
=
=

= = ρ −ηγ <



  

осуществляется полная смена адресатами ра-
нее доминирующей концепции.

Анализ модели (2), (3)  
в области параметров Λ2

Легко показать (см. работу [1], утвержде-
ние 2), что в области параметров Λ2 стационар

системы (2), (3) асимптотически устойчив. 
Исследуем область его притяжения.

Заметим, что правая часть уравнения для 
C(t) системы (2) гарантирует попадание тра-
ектории с начальными условиями из множе-
ства    в подмножество, где C(t) ≥ C*, кото-
рое является инвариантным. Поэтому про-
ведем исследование лишь в этой части    .  
При этом из уравнения для A(t) системы (2) 
видно, что плоскость A = β/λ разбивает это 
подпространство на два множества (рис. 4):

в котором находится X
st
.

Теорема 3. Пусть для системы (2), (3) в 
пространстве параметров Λ2 выполняется ус-
ловие

Тогда все пространство

является частью области притяжения асим-
птотически устойчивого стационарного реше-
ния X

st
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Возьмем произ-
вольную траекторию X(t, X

0
) системы (2), (3), 

которая начинается на множестве    . Как 
было отмечено в начале раздела, за конеч-
ный промежуток времени она окажется либо  
в   , либо в    . Дальнейшие рассуждения 

( )
( )* *

, ,

, ,0
st st st stX C A N

C C

= =

= ρ λ

3R+

3R+

3R+

( ){ }3
*, , : , 0 ,NR C A N R C C N+ += ∈ ≥ ≥

( ){ }3
*, , : , 0 ,NR C A N R C C N− += ∈ ≥ ≤

.βηγ +µηγ < ρα (12)

( ){ }
3

3, , : 0, 0, 0

R

C A N R C A N
+ =

= ∈ ≥ ≥ ≥

NR+
NR−
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Таким образом, траектория X(t) с поверх-
ности (8) попадает в область, где       и, со-
ответственно,

Если V1(X) < 0 в некоторой части прос- 
транства    , то исследование знака произ- 
водной V1(X), в силу системы (2), сводится к 
вычислению знака производной на поверх-
ности V1(X) = 0, так как

Это значит, что все траектории из множе-
ства     попадают в ту ее часть, где           .

В силу гладкости функции V1(X), найдется 
положительное число ε такое, что, компо-
нента N(t) с некоторого конечного момента 
времени будет удовлетворять соотношению

также проведем в три этапа.
Первый этап. Покажем, что любое решение

из множества    за конечный промежуток 
времени попадает в множество    .

Рассмотрим поверхность (8) (рис. 4), где 
     , и функцию          . В области па-
раметров Λ2, с учетом выражения (8), при  
выполнении условия (12), для некоторого 
положительного δ имеем:

Рис. 4. Ключевые поверхности (8) и (13) на множествах       и       соответственноNR+
NR−

( ) ( ) ( ) ( )( ), ,X t C t A t N t=

NR+

NR+

NR+

NR−

0A = ( )1V X A= 

( )
( )

(

)

(

)

(

1
1 : 0

2
*

2
*

2

X V X
V X

A C NA

C A

A C A

C

A C

C

=

∗

∗

=

= = ρ −ηγ =

 ρ −λ
= ρα −µηγ −βηγ + ηγ 

+ηγ +ρµ −λµ ≥

β ρ −λ γ ≥ ρα −µηγ −
ηγ 

 
 

β
− βηγ + ηγ +ρµ −λµ =

γ

 ργ −λβ
= ρα −µηγ − ηγ 



  

)2 * 0.CA ρµγ −λµβ
− βηγ + ηγ + > δ >

γ

0A >

.CN
A

ρ λ
< −
ηγ ηγ
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1
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1 : 0
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A C A NA AN
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= = ρ −λ −ηγ −ηγ ≥
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0A >

,CN
A

ρ λ
< − − ε
ηγ ηγ



173

Математика

В силу того, что в области параметров Λ2  
Ā < β/γ , траектория X(t), попав из множества 
    в    (см. рис. 4), уже не сможет вернуться  
обратно из    в    . И так как в          ,  
за конечное время траектория X(t) системы 
(2) попадет в сколь угодно малую окрест-
ность плоскости N = 0. Для системы (2) эта 
плоскость является инвариантной, и, соглас-
но системе уравнений (5), все траектории на 
ней стремятся к стационару X

st
. Следователь-

но, на основании теоремы о непрерывной 
зависимости решений системы (2), (3) от 
начальных данных [8], траектория X(t) этой 
системы из малой окрестности плоскости  
N = 0 также стремится к стационару X

st
 при  

t → +∞.
Третий этап. Возьмем траекторию X(t, X

0
) 

системы (2), (3), которая начинается на мно-
жестве    . В любой момент времени t точка  
этой траектории находится на поверхности  
(13) для некоторого q = q

0
. Но в    , как по-

казано на втором этапе доказательства, с  
увеличением времени t, X(t, X

0
) «спускается»  

на поверхность, где q < q
0
. Следовательно, 

решение X(t, X
0
), начинаясь на множестве 

   , либо попадает через плоскость A = β/γ  
на множество    , либо на поверхность (13),  
где q ≤ 0. В обоих случаях это гарантирует, 
согласно рассуждениям предыдущих этапов 
доказательства, что X(t, X

0
) → X

st
 при t → +∞.

Таким образом, теорема 3 полностью до-
казана.

Фазовый портрет системы (2), (3) изобра-
жен на рис. 5.

Представляет интерес интерпретация 
полученных результатов. Они показывают, 
что при обозначенных соотношениях пара-
метров системы (2) в обществе (или его сег-
менте) полностью доминирует определенная 
концепция (например, идеологическая или 
технологическая). Причиной этому могут 
быть либо полное одобрение происходящих 
в обществе процессов, либо неготовность к 
смене устоявшихся взглядов. Также это мо-
жет происходить из-за высокой эффектив-
ности органов цензуры, которые не дают 
возможности новой информации заполнить 
информационное пространство.

если только траектория X(t) находится на 
множестве      .

Далее, для компоненты A(t) > 0 имеем:

Последнее неравенство гарантирует, что 
любая траектория X(t) системы (2) через ко-
нечное время попадет в    , где A > β/γ и, сле-
довательно,            .

Второй этап. Докажем, что попав из мно-
жества    в множество    , траектория X(t)  
стремится при t → +∞ к стационарному 
решению X

st
. 

Установим направление векторного поля 
на поверхности

Скалярное произведение векторов

имеет следующий вид:

Это выражение положительно при
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2

Заключение

Проведенное в данной работе исследова-
ние существенно расширяет область изучен-
ных характеристик системы, которые позво-
ляют прогнозировать поведение решений в 
зависимости от начальных данных. 

1. В пространстве параметров выделе-
ны две важные области Λ1 и Λ2, в которых 
проведено математическое обоснование 
определенных глобальных свойств фазо-
вого портрета исследуемой динамической 
системы.

2. Для каждого случая дана интерпрета-
ция результатов исследования. В одном слу-
чае – это готовность общества к полной сме-
не доминирующей концепции (например, 
идеологической или технологической). В 
другом – напротив, неготовность по разным 
причинам принять новые положения.

Результаты, полученные в данной работе, 
авторы считают продолжением системно-
го исследования, изложенного в работах [1, 
9 – 11]. Данный проект направлен на изу-
чение СМИ как динамической системы, в 
которой изменения происходят с высокой 
скоростью. А обращение к методам нели-
нейной динамики позволяет наиболее пол-
но изучать структуру и свойства процессов в 
такой системе.

Статья поступила в редакцию 09.12.2020, принята к публикации 24.12.2020.
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