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ДИЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА (R)-3-ХИНУКЛИДИНОЛА 
В ПОРИСТОЙ МАТРИЦЕ ОКСИДА АЛЮМИНИЯ

С.В. Барышников1, А.Ю. Милинский1, Е.В. Стукова2, А.А. Антонов1

1 Благовещенский государственный педагогический университет, 
г. Благовещенск, Российская Федерация;

2 Амурский государственный университет, 
г. Благовещенск, Российская Федерация

Представлены результаты исследований линейных и нелинейных диэлектрических свойств 
(R)-3-хинуклидинола, внедренного в пористый оксид алюминия (размер пор – 300 нм), в срав-
нении со свойствами объемного (R)-3-хинуклидинола. Выявлено понижение температуры 
Кюри в нанокомпозите как при нагреве, так и охлаждении, по сравнению с объемным образ-
цом. Понижение температуры фазового перехода допускает интерпретацию на основе извест-
ных теоретических моделей для сегнетоэлектрических малых частиц.

Ключевые слова: (R)-3-хинуклидинол, оксид алюминия, сегнетоэлектрик, диэлектрическая 
проницаемость, нанокомпозит, фазовый переход

Ссылка при цитировании: Барышников С.В., Милинский А.Ю., Стукова Е.В., Антонов А.А. 
Диэлектрические свойства (R)-3-хинуклидинола в пористой матрице оксида алюминия //  
Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки. 2021. Т. 14. № 2.  
С. 7–15. DOI: 10.18721/JPM.14201

Статья открытого доступа, распространяемая по лицензии CC BY-NC 4.0 (https://creative-
commons.org/licenses/by-nc/4.0/)

DIELECTRIC PROPERTIES OF (R)-3-QUINUCLIDINOL 
IN THE POROUS MATRIX OF ALUMINUM OXIDE

S.V. Baryshnikov1, A.Yu. Milinskiy1, E.V. Stukova2, A.A. Antonov1

1 Blagoveshchensk State Pedagogical University, 
Blagoveshchensk, Russian Federation;

2 Amur State University, 
Blagoveshchensk, Russian Federation

The paper presents findings of an investigation of the linear and nonlinear dielectric properties of 
(R)-3-quinuclidinol embedded in porous aluminum oxide (pores of size 300 nm), in comparison with 
the properties of bulk (R)-3-quinuclidinol. A decrease in the Curie temperature in the nanocomposite, 
both upon heating and cooling, in comparison with a bulk sample is revealed. A decrease in the phase 
transition temperature allows for interpretation on the basis of the known theoretical models for 
ferroelectric small particles.

Keywords: (R)-3-quinuclidinol, aluminum oxide, ferroelectric, dielectric constant, nanocompo- 
site, phase transition

Citation: Baryshnikov S.V., Milinskiy A.Yu., Stukova E.V., Antonov A.A., Dielectric properties 
of (R)-3-quinuclidinol in the porous matrix of aluminum oxide, St. Petersburg Polytechnical State 
University Journal. Physics and Mathematics. 14 (2) (2021) 7–15. DOI: 10.18721/JPM.14201

This is an open access article under the CC BY-NC 4.0 license (https://creativecommons.org/
licenses/by-nc/4.0/)
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Введение

Сегнетоэлектрические материалы обла-
дают уникальными свойствами и широко 
используются на практике. Наличие спон-
танной поляризации и большие значения 
диэлектрической проницаемости, а также 
их зависимость от внешних воздействий 
(электрические поля, механические на-
пряжения и т. п.) делает сегнетоэлектрики 
востребованными для создания различных 
функциональных электронных устройств. В 
последнее время ведется постоянный поиск 
органических материалов, обладающих вы-
сокими значениями диэлектрической про-
ницаемости ε', спонтанной поляризации Ps 
и температуры Кюри ТС; кроме того, такие 
материалы дешевы и экологически безопас-
ны ввиду отсутствия в их структуре тяжелых 
металлов. 

Недавно были обнаружены сегнетоэлек-
трические свойства у органических солей 
C

6
H

16
NHal, где галогены Hal включают Cl, 

Br и I [1 – 3]: хлорид диизопропиламмония 
(DIPAC) с температурой Кюри примерно 
440 K и спонтанной поляризацией около  
8,2 мкКл/см2; бромид диизопропиламмо-
ния (DIPAB) с температурой Кюри пример-
но 426 K и спонтанной поляризацией около  
23 мкКл/см2; иодид диизопропиламмония 
(DIPAI) с температурой Кюри примерно  
378 K и спонтанной поляризацией около 
5,17 мкКл/см2.

В связи с перспективами практическо-
го применения органических сегнетоэлек-
триков в наноэлектронике, значительный 
интерес вызывают исследования влияния 
размеров частиц на свойства материалов. 
Сегнетоэлектрические фазовые переходы 
в нанокомпозитах, полученных на основе 
DIPAС, DIPAB и DIPAI и нанопористых 
матриц, изучались в работах [4 – 7].  

В статьях [8, 9] сообщалось об открытии 
сегнетоэлектрических свойств в одноком-
понентных гомохиральных органических 
кристаллах (R)-3- и (S)-3-хинуклидинола 
(C

7
H

13
NO). Эти кристаллы существуют в двух 

зеркально-изомерных (энантиоморфных) 

формах: гомохиральных (R)- и (S)-3-хину-
клидинолов. При комнатной температуре 
они кристаллизуются в энантиоморфно- 
полярной точечной группе 6 (C6), пока-
зывающей зеркальное отображение в ко-
лебательных спектрах. Температура Кюри, 
определенная методом дифференциально-
го термического анализа (DTA) для моно-
кристаллических образцов составляла ТС1

 ≈ 
≈ 398 K при нагреве и ТС2

 ≈ 360 K при охлаж-
дении [8]. Диэлектрическая проницаемость 
при фазовом переходе имеет резкую ступен-
чатую аномалию, меняясь примерно от 5 до 
17. Спонтанная поляризация при Т ≈ 300 K 
составляет примерно 7 мкКл/см2, коэрци-
тивное поле – 15 кВ/см. Было также обнару-
жено, что их рацемическая смесь (Rac)-3-хи-
нуклидинол кристаллизуется в центросим-
метричной точечной группе 2/m (C2h), не 
являясь сегнетоэлектриком.

Это открытие показывает значительную 
роль гомохиральности при возникновении 
сегнетоэлектрического состояния в органи-
ческих сегнетоэлектриках. Как было обна-
ружено в работе [9], температуры фазовых 
переходов понижаются до ТС1

 ≈ 338 K при 
нагреве и ТС2

 ≈ 324 K при охлаждении для 
пленок (R)-3-хинуклидинола (толщина – 
150 нм) на подложке.

В настоящей статье приводятся резуль- 
таты исследований диэлектрических свойств 
(R)-3-хинуклидинола, внедренного в пори-
стые пленки оксида алюминия Al

2
O

3 
с разме-

ром пор 300 нм. Для сравнения были изуче-
ны аналогичные свойства объемного поли-
кристаллического (R)-3-хинуклидинола.

Образцы и методика эксперимента

Для получения нанокомпозитов был 
использован (R)-3-хинуклидинол произ-
водства фирмы Acros Organics (Бельгия). 
Температуры фазовых переходов, по па-
спортным данным, составляли ТС1

 ≈ 390 K 
при нагреве и ТС2

 ≈ 364 K при охлаждении. 
Образцы для исследования представляли 
собой пленки оксида алюминия толщиной  
50 мкм, с диаметром пор 300 нм. Фотогра- 
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фии пленок, полученные с помощью ска-
нирующего электронного микроскопа, при-
ведены на рис. 1. Для заполнения пленок 
оксида алюминия сегнетоэлектриком ис-
пользовался насыщенный раствор (R)-3-хи-
нуклидинола в метаноле. Образец окси-
да помещали в нагретый до температуры  
320 K раствор и медленно охлаждали. Удале-
ние оставшегося метанола производили при 
помощи вакуумной сушки. После трехкрат-
ного повторения описанной процедуры сте-
пень заполнения пор, определенная по из-
менению массы пленок при помощи весов 
AND BM-252G (точность 10–6 г), составляла 
53 – 55 %.

Диэлектрические свойства объемного и 
наноструктурированного (R)-3-хинуклиди- 
нола измеряли на частоте 100 кГц при рабо-
чем напряжении 0,7 В при помощи измери-
теля иммитанса Е7-25. Для нанесения элект-
родов на поверхность образцов использовали 
индий-галлиевую пасту. Температура опреде-
лялась с точностью 0,1 K электронным тер-
мометром ТС-6621 на основе хромель-алю-
мелевой термопары. В процессе измерений 
образцы нагревали от 300 до 440 K и затем 
охлаждали. Скорость изменения температу-
ры составляла 1 град/мин. 

Для определения амплитуды сигналов 
кратных частот на образец с последователь-
но включенным резистором подавали сину-
соидальное напряжение частотой несколько 
килогерц и напряженностью поля порядка 

Рис. 1. Микрофотографии пленки Al
2
O

3
: а – поверхность, b – вид с торца

102 В/мм. Для определения области суще-
ствования сегнетоэлектрической фазы ис-
пользовали коэффициент третьей гармони-
ки (γ

3ω = U
3ω /Uω). Более подробно методика 

исследования сегнетоэлектриков с исполь-
зованием нелинейной диэлектрической 
спектроскопии описана в статьях [10, 11].

Экспериментальные результаты
 и их обсуждение

По результатам исследований диэлек-
трических характеристик образцов (R)-3- 
хинуклидинола в объеме и (R)-3-хинукли-
динолом в пленке оксида алюминия были 
проанализированы температурные зависи-
мости εʹ(T) (рис. 2). Переход в параэлек-
трическую фазу из сегнетоэлектрической 
происходит при температуре 390 K, чему 
соответствует максимум диэлектрической 
проницаемости на температурной зависи-
мости εʹ(T). Для объемного образца при 
повышении температуры наблюдается 
аномалия εʹ при 390 K, соответствующая 
переходу из сегнетоэлектрической в пара-
электрическую фазу. При охлаждении тем-
пература фазового перехода зависит от тем-
пературы, до которой был прогрет образец, 
и от скорости охлаждения. Для температу-
ры прогрева 420 K и скорости охлаждения  
1 K/мин она составляет 372 K. Для эффек-
тивной диэлектрической проницаемости 
нанокомпозита (R)-3-хинуклидинол/Al

2
O

3 

(измерены при тех же условиях) аномалии 
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Рис. 2. Зависимости εʹ(T) для объемного (1) и для композитного  
в Al

2
O

3
 (2) образцов (R)-3-хинуклидинола на частоте 100 кГц  

(затушеванные символы – нагрев, не затушеванные – охлаждение)

вблизи фазовых переходов сильно размыты 
и смещены в область более низких темпера-
тур. Как показывает сравнение результатов 
для объемного и наноструктурированного 
(R)-3-хинуклидинола, для (R)-3-хинукли-
динола в порах пленок Al

2
O

3
 при нагреве 

температура перехода снижается на 10 K, в 
то время как при охлаждении – на 25 K. 

На следующем этапе исследований, с це-
лью более точного определения температур-
ного интервала сегнетоэлектрической фазы 
в наноразмерном (R)-3-хинуклидиноле, из-
меряли нелинейные диэлектрические харак-
теристики объемного и наноструктуриро-
ванного (R)-3-хинуклидинола. Температуры 
фазовых переходов определяли по темпера-
турным зависимостям коэффициента третьей 
гармоники γ

3ω в цикле нагрев-охлаждение 

(рис. 3). В ходе процесса нагрева оба образца 
имеют высокие значения коэффициента γ

3ω 
от комнатной температуры до 391 K (для объ-
емного образца) и 380 K (для нанокомпозит-
ного образца). Выше указанных температур 
коэффициент третьей гармоники меняется 
незначительно, что связано с переходом об-
разцов в параэлектрическое состояние. При 
охлаждении рост коэффициента γ

3ω начина-
ется около 372 и 347 K для объемного и на-
нокомпозитного (R)-3-хинуклидинолов со-
ответственно.

Изменение температуры Кюри для сегне-
тоэлектриков, находящихся в нанопористых 
матрицах, может происходить под действием 
нескольких факторов.  В первую очередь это 
связано с размерными эффектами, наблюда-
емыми для изолированных наночастиц. При 

T, K
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Рис. 3. Температурные зависимости коэффициента третьей гармоники для объемного (1)  
и композитного в Al

2
O

3
 (2) образцов (R)-3-хинуклидинола в циклах нагрев-охлаждение  

(затушеванные символы – нагрев, не затушеванные – охлаждение)

уменьшении размеров частиц доля поверх-
ностных атомов растет. Свободная энергия 
F наночастиц представляет собой сумму объ-
емного (FV) и поверхностного (Fs) вкладов:

F = FV + Fs.

Понижение температуры фазового пе-
рехода (R)-3-хинуклидинола, введенного в 
поры оксида алюминия, согласуется с вы-
водами теоретических моделей, разрабо-
танных на основе феноменологической те-
ории Ландау и модели Изинга [12 – 14]. Эти 
модели предсказывают, что температура 
структурного фазового перехода для малых 
изолированных частиц сферической или 
цилиндрической формы смещается в глубь 
сегнетоэлектрической фазы при уменьше-

нии размеров частиц. Выводы этих моделей 
были экспериментально подтверждены так-
же для отдельных малых частиц сегнетоэ-
лектриков типа титаната бария (см. работу 
[15] и ссылки в ней). 

Для матричных нанокомпозитов, в от-
личие от отдельных сегнетоэлектрических 
частиц, необходимо учитывать взаимодей-
ствие включений с матрицей. В этом случае 
изменение поверхностной энергии будет 
определяться как

где σi – поверхностное натяжение; Si – пло-
щадь поверхности частицы; φi – электриче-
ский потенциал; δi – плотность поверхност-
ного заряда.

T, K

,
i i

S S i i i i i
S S

F F dS dS= + σ + ϕ δ∑ ∑∫ ∫
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Слагаемое σdS может давать значитель-
ный вклад в общую энергию систем с высо-
коразвитой поверхностью межфазных гра-
ниц. Образование на межфазной границе 
двойного электрического слоя в результате 
эмиссии электронов или экранирования 
спонтанной поляризации приводит к по-
явлению поверхностной проводимости и 
возникновению поляризации Максвелла – 
Вагнера. Деполяризующее поле, которое за-
висит от диэлектрической проницаемости, 
проводимости, формы и размера частиц, 
дает дополнительный вклад в размерный 
эффект, приводя к понижению температуры 
Кюри.

Кроме того, в статье [16] указывалось, 
что на сдвиг фазового перехода в матричных 
нанокомпозитах может влиять электриче-
ское взаимодействие между сегнетоэлек-
трическими частицами в соседних порах. 
Однако в нашем случае электрическое вза-
имодействие между частицами в соседних 
порах существенной роли не играет в связи 
с малой величиной спонтанной поляриза-
ции (R)-3-хинуклидинола (Ps ≈ 7 мкКл/см2) 
и значительными расстояниями между со-
седними порами (около 200 нм). Учет меха-
нических напряжений для наночастиц при 
расчетах необходим в плане сохранения по-
лярных свойств сегнетоэлектрика. В таком 
случае давление под кривой поверхностью 
будет определяться тензором поверхност-

ных напряжений μ. Зависимость полярных 
свойств сегнетоэлектрических наночастиц 
от поверхностного натяжения оценивалась 
в работах [17 – 19]. Так, в статье [19] было 
показано, что при μ = 0,5 − 50 Н/м эффект 
сдвига температуры перехода за счет элек-
трострикции начинает работать при радиусе 
кривизны наночастицы R = 5 − 50 нм, что 
значительно меньше размера пор в исследу-
емом композите.

Таким образом, понижение температуры 
сегнетоэлектрического фазового перехода 
(R)-3-хинуклидинола в пористых матрицах 
оксида алюминия, обнаруженное в данной 
работе, обусловлено влиянием размерных 
эффектов, характерных для свободных ча-
стиц.

Заключение

Результаты исследования (R)-3-хинукли-
динола, внедренного в поры оксида алю-
миния, представленные в данной работе, 
выявили понижение температуры Кюри и 
при нагреве, и при охлаждении образцов, 
по сравнению с объемными образцами. По-
нижение температуры фазового перехода 
допускает интерпретацию на основе извест-
ных теоретических моделей для сегнетоэ-
лектрических малых частиц.

Работа выполнена при финансовой поддерж-

ке гранта РФФИ № 19-29-03004.
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ТИТАНАТА-ЦИРКОНАТА БАРИЯ
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Исследованы состав, структура, гранулометрический состав, спектры диффузного от-
ражения, интегральные коэффициенты поглощения солнечного излучения и диэлектри-
ческие свойства порошков BaTi(1–x)Zr(x)O

3
, синтезированных из микропорошков BaCO

3
, 

ZrO
2
 и TiO

2
 при концентрации замещающих катионов циркония в диапазоне значений x от 

0 до 0,3. Установлены изменения интегрального коэффициента поглощения исследованных 
порошков при различной концентрации замещающих катионов циркония в пределах 34 %. 
Диэлектрические исследования, проведенные в широком температурном и частотном ди-
апазонах, выявили существование двух фазовых переходов в исследованных соединениях. 
Определены температуры фазовых переходов; установлено, что низкотемпературный фазо-
вый переход происходит при комнатных температурах, что позволяет рассматривать данные 
порошки в качестве пигментов для термостабилизирующих покрытий космических аппара-
тов при рабочих температурах.
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The composition, structure, particle size distribution, diffuse reflectance spectra, integral 
absorption coefficients of solar radiation and dielectric properties of BaTi(1–x)Zr(x)O

3
 powders 

synthesized from micro powders BaCO
3
, ZrO

2
 and TiO

2
 at x = 0 – 0.3 have been studied. Changes 

in the integral absorption coefficient of the powders at different concentrations of zirconium cations 
were found to be within 34 %. Dielectric studies conducted over the wide ranges of temperature 
and frequency showed the presence of two phase transitions, one of them undergoing near the room 
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Введение

В настоящее время активно растет ин-
терес к исследованию покрытий для тер-
мостабилизации, которые могут быть ис-
пользованы для поддержания на заданном 
уровне температуры объектов, на которые 
они наносятся [1, 2]. Особенно интересны 
так называемые интеллектуальные покры-
тия, обладающие способностями отклика 
на малые изменения окружающей среды и 
модификации своих функциональных фи-
зических свойств под этим воздействием. 
Подобные покрытия очень перспективны 
для применения в качестве термостабили-
зирующих, в частности покрытий прибо-
ров космической техники, где способность 
таких покрытий изменять излучательную 
способность и излучаемую мощность в от-
вет на изменение температуры окружающе-
го пространства или поглощаемой энергии 
позволяет стабилизировать температуру ра-
бочих узлов космического аппарата.

В качестве пигментов для термостабили-
зирующих покрытий (ТCП) отражающего 
типа можно использовать твердые растворы 
с фазовыми переходами (ФП), которые со-
провождаются перестройкой кристалличе-
ской структуры; ФП расположены в области 
рабочих температур эксплуатации аппарата. 
К соединениям такого типа относятся твер-
дые растворы титанатов бария BaTiO

3
, где 

катионы бария или титана частично заме-
щены катионами других элементов. Темпе-
ратура Кюри титаната бария BaTiO

3
 состав-

ляет 120 °C. Выше этого значения титанат 
бария имеет кубическую структуру. С пони-

жением температуры Т происходит струк-
турный переход в фазы с тетрагональной  
(5 ≤ Т ≤ 120 °С), ромбической (–90 ≤ Т ≤  
≤ +5 °С) и ромбоэдрической (Т < –90 °С) 
решетками. При этом происходит измене-
ние электрических [3], диэлектрических [4] 
и оптических [5] свойств. Наиболее суще-
ственная модификация указанных свойств 
наблюдается вблизи точки Кюри (при пере-
ходе от кубической к тетрагональной синго-
нии): в несколько раз меняется диэлектри-
ческая проницаемость ε и более чем нa пять 
порядков электрическая проводимость σ 
[3]. При этом могут меняться и оптические 
свойства [6]. 

Изменение электрических свойств в об-
ласти фазовых переходов приводит к тому, 
что излучательная способность титаната ба-
рия, которая зависит от концентрации носи-
телей заряда, может существенно меняться 
[6] в этой температурной области от значе-
ний, характерных для квазиметаллического 
состояния (0,10), до значений, характерных 
для диэлектриков (0,96). В случае нагрева 
покрытия до температуры ФП, его коэффи-
циент излучения резко возрастает, что при-
водит к увеличению излучаемой энергии и 
снижению температуры покрытия. В обрат-
ной ситуации, т. е.  при понижении темпе-
ратуры покрытия ниже рабочей, происхо-
дит скачкообразное падение излучательной 
способности. Это приводит к уменьшению 
излучаемой энергии и соответственно к по-
вышению температуры до прежнего уровня. 
На этом основан принцип стабилизации 
температуры в рабочей области объекта, на 

temperatures. This fact makes it possible to consider these powders as pigments for thermal control 
coatings at operating temperatures of space crafts.

Keywords: barium titanate-zirconate, thermal control coating, phase transition, diffuse reflectance 
spectrum
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поверхности которого находится стабили-
зирующее покрытие. 

Для практических целей необходимы по-
крытия, работающие при более низких зна-
чениях температуры, по сравнению с теми, 
которые может обеспечить использование 
чистого титаната бария.  Частичное замеще-
ние катионов бария или титана другими по-
ложительными ионами A или B с формиро-
ванием твердых растворов типа Ba

1–xAxTiO
3
 

или BaTi
1–xBxO3

 позволяет сдвигать темпера-
туры Кюри в сторону более низких значений 
[7]. Величина смещения и характеристики 
ФП определяются типом замещающего эле-
мента и его концентрацией. Если варьиро-
вать тип и концентрацию замещающих эле-
ментов A или B, а также условия получения 
пигментов, то можно управлять фазовыми 
переходами покрытий, изготовленными на 
основе таких соединений [8 – 10].

Целями настоящего исследования яв-
лялись твердофазный синтез соединения 
BaTi

1–xZrxO3
 при различных значениях x, а 

также определение его фазового и грануло-
метрического составов, температуры фазо-
вых переходов и других важных физических 
свойств, характеризующих его способность 
отражать солнечное излучение (необходимо 
получить материал, перспективный для соз-
дания отражающих покрытий космических 
аппаратов).

В связи с поставленной целью, синтези-
рованные образцы подвергались рентгено-
фазовому и гранулометрическому анализам, 
изучались их диэлектрические свойства, 
получены и проанализированы их спектры 
диффузного отражения и интегральный ко-
эффициент поглощения.

Образцы и методика эксперимента

В данной работе проведен твердофазный 
синтез твердого раствора BaTi

1–xZrxO3
 на ос-

нове микропорошков BaCO
3
, ZrO

2
 и TiO

2 

при концентрации замещающих катионов 
циркония в диапазоне от 0 до 0,3.

Образцы изготавливались методом твер-
дофазного синтеза из микроразмерных по-
рошков BaCO

3
, ZrO

2
 и TiO

2
 промышленного 

производства. Для каждой концентрации 
замещающих катионов циркония готови-
ли смесь исходных микропорошков BaCO

3
, 

ZrO
2
 и TiO

2
 в таком соотношении, чтобы для 

полученного соединения BaTi
1–xZrxO3 

вы-
полнялось заданное соотношение 1 : 1 ато-
мов бария и соединения Ti

1–xZrx при каждом 
значении x, в соответствии с молекуляр-
ными массами исходных порошков BaCO

3
, 

ZrO
2
 и TiO

2
. Микропорошок углекислого 

бария растворяли в дистиллированной во-
де при наложении ультразвуковых волн, 
затем в полученный раствор добавляли ми-
кропорошки диоксида кремния и диоксида 
титана. Полученную смесь перемешивали 
в течение 1 ч в магнитной мешалке. Смесь 
сушили при температуре 150 °С, перетира-
ли в агатовой ступке и подвергали двойному 
нагреву в атмосфере: сначала прогревали 2 ч 
при температуре 800 °С, затем (после полно-
го остывания) прогревали 2 ч при темпера-
туре 1200 °С. Скорость подъема температу-
ры в среднем составляла 50 °С /мин, осты-
вания – 9 °С /мин. 

Были исследованы образцы BaTi
1–xZrxO3

 
с шестью различными концентрациями за-
мещающих катионов циркония в диапазоне 
от 0 до 30 %: x = 0,01; 0,03; 0,10; 0,15; 0,20; 
0,30. Гранулометрический состав порошков 
BaTi

1–xZrxO3
 исследовали с помощью лазер-

ного счетчика-анализатора частиц Shimadzu 
SALD-2300. Рентгенофазовый анализ (РФА) 
выполняли на рентгеновском дифрактоме-
тре Shimadzu XRD 6000.

Для проведения диэлектрических из-
мерений порошки прессовались под дав-
лением 10 МПа в таблетки диаметром 1 см 
и толщиной 1 мм. В качестве электродов 
напылялись золотые контакты с подслоем 
хрома для лучшей адгезии. При измерениях 
для удаления адсорбированной воды образ-
цы предварительно прогревались в течение 
30 мин при температуре 120 °С.

Диэлектрические измерения проводи-
лись на широкополосном спектрометре 
Novocontrol ВDS80 в диапазоне частот от 
0,1 Гц до 10 МГц, амплитуда измерительного 
поля – 10 В/см; относительные погрешно-
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сти измерения импеданса и емкости – око-
ло 3∙10–5. Измерения проводились в режиме 
нагрев-охлаждение, скорость изменения 
температуры составляла 1 – 2 °С/мин, тем-
пературный диапазон измерений составлял 
от –50 до 150 °С.

Для измерения спектров диффузного 
отражения образцы BaTi

1–xZrxO3
 прессова-

ли в подложки диаметром 24 мм, высотой 
2 мм под давлением 1 MПа со временем 
выдержки 2 мин. Регистрацию спектров 
диффузного отражения осуществляли на 
спектрофотометре Shimadzu UV-3600 Plus с 
приставкой диффузного отражения ISR-603 
в диапазоне длин волн от 200 до 2200 нм с 
разрешением 5 нм. 

Экспериментальные результаты 
и их обсуждение

Данные рентгенофазового анализа. Анализ 
дифракционных спектров синтезирован-
ных порошков титанатов бария с частично 
замещенными катионами порошков по-
казал, что пики наибольшей интенсивно-
сти соответствуют соединениям BaTiO

3 
или  

BaTi
1–xZrxO3

. В качестве примера на рис. 1  
приведена рентгенограмма порошка 
BaZr

0,1
Ti

0,9
O

3
 (x = 0,1). Кроме основного со-

единения, в синтезированных порошках 
присутствовали фазы ZrTiO

4
 и BaZrO

3
, а так-

же остатки непрореагировавших исходных 

порошков, использованных при синтезе: 
BaCO

3
, ZrO

2
 и TiO

2
. Изучение полученных 

рентгенограмм позволило сделать вывод, что 
основная фаза приготовленных порошков 
имела тетрагональную структуру.

На основе полученных дифракционных 
данных было рассчитано содержание раз-
личных соединений в синтезированных по-
рошках BaTi

1–xZrxO3
 (табл. 1). Выход основ-

ной фазы для всех полученных образцов с 
содержанием замещающих катионов цирко-
ния от 0 до 0,3 составляет от 62,0 до 90,3 %.  
Наибольший выход основной фазы (90,3 %) 
наблюдается при концентрации замещаю-
щих катионов циркония x = 0,05, а наимень-
ший (62 %) – при x = 0,30. Содержание фаз 
BaZrO

3
 и ZrO

2
 растет с увеличением содер-

жания замещающих катионов циркония. 
Процент остальных неосновных фаз в син-
тезированных твердых растворах зависит от 
концентрации замещающих катионов незна-
чительно и при различных концентрациях  
x = 0,01 – 0,30 находится в следующих пре-
делах: 

TiO
2
 – от 2,8 до 7,2 %, 

ZrTiO
4
 – от 2 до 3,7 %, 

BaCO
3
 – от 1,9 до 3,6 %.

Данные по гранулометрическому составу 
образцов. Гранулометрические исследования 
показали, что в синтезированных порош-
ках содержатся частицы размерами от 0,2 

Рис. 1. Рентгенограмма порошка BaZr
0,1

Ti
0,9

O
3
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до 12 мкм. Функция распределения частиц 
порошков BaTi

1–xZrxO3
 имеет вид кривой с 

двумя максимумами, которые соответствуют 
размерам частиц 0,51 – 0,53 мкм и 2,30 – 2,67 
мкм. При изменении процентного содержа-
ния замещающего катиона циркония от 1 до 
30 % значительного сдвига максимумов рас-
пределения не происходит (в пределах 0,02 и 
0,37 мкм для первого и второго максимумов 
соответственно), как не происходит суще-
ственного изменения интенсивности данных 
максимумов (до 20 % для первого максимума 
и до 10 % для второго). Медианный размер 
частиц в порошках BaTi

1–xZrxO3
 составляет от 

1,911 до 2,990 мкм. Максимальный медиан-
ный размер частиц наблюдается для порош-
ка BaTiO

3
 (2,196 мкм) и при содержании за-

мещающих катионов циркония, равном 0,15 
(2,199 мкм). Минимальный медианный раз-
мер частиц (1,911 мкм) соответствует макси-
мальной концентрации катионов циркония, 
равной 0,03. Модальный диаметр частиц 
(диаметр с наибольшей частотой встречае-
мости размеров зерен или преобладающая 
фракция) для всех исследуемых порошков 
одинаков и составлял 2,234 мкм.

Исследования диэлектрических свойств. 
На температурных зависимостях диэлектри-
ческой проницаемости всех исследованных 
образцов можно выделить два пика: более 
выраженный наблюдается в температурной 

области 109 – 117 °С и менее выраженный 
– в области 27 – 47 °С (рис. 2). Следует от-
метить, что при нагреве значения температу-
ры, соответствующие максимумам диэлек-
трической проницаемости, ниже, чем при 
охлаждении (см. для примера рис. 2), для 
высокотемпературного пика в области тем-
ператур 109 – 117 °С температурный гисте-
резис составляет величину порядка 5 °С. Со-
ответствующие данные для остальных значе-
ний x аналогичны.

Во всем температурном диапазоне измере-
ний были получены и проанализированы ча-
стотные зависимости действительной и мни-
мой частей диэлектрической проницаемости 
ε'(ω), ε''(ω) твердых растворов BaTi

1–xZrxO3
. 

Для описания релаксационных вкладов ис-
пользовалось распределение Коула – Коула, 
позволяющее описывать спектры, уширен-
ные по сравнению с дебаевскими. В качестве 
модельной функции использовалась сумма 
вкладов от проводимости на постоянном 
токе (DC), от нескольких релаксационных 
процессов и вклад от высокочастотной про-
водимости:

Таблица 1
Процентное содержание различных соединений в синтезированных  

порошках BaTi
1–xZrxO3

 при значениях x = 0,01 – 0,30

х
Содержание соединения, %

BaTi1–xZrxO3/BaTiO3 ZrO2 TiO2 ZrTiO4 BaCO3 BaZrO3

0,01 84,9 0,2 6,7 3,7 3,6 0,9
0,03 85,1 0,8 7,0 3,3 3,4 0,4
0,05 90,3 1,3 2,8 2,2 1,9 1,5
0,10 80,6 3,9 6,2 3,0 3,1 3,3
0,15 78,9 5,0 5,1 2,5 2,3 6,2
0,20 67,6 11,4 6,2 2,0 2,0 10,8
0,30 62,0 10,8 7,2 2,6 2,4 15,0

П р и м е ч а н и е. Представленные результаты получены по данным рентгенофазового анализа. 
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где ССi – вклад релаксационного процес-
са, описываемый эмпирической формулой 
Коула – Коула; ε∞ – вклад фононных мод и 
электронной поляризуемости; Δε = ε – ε∞;  
τ, с, – наиболее вероятное значение времени 
(частоты релаксации ω), τ = 2π/ω; σDC, См/м,  
– удельная проводимость на постоянном то-
ке; α – коэффициент распределения времен 
релаксации (0 < α < 1).

Наилучшим образом частотные зависимо-
сти аппроксимировались при суммировании 
вкладов от трех релаксационных процессов; 
процессы различаются наиболее вероятны-
ми частотами релаксации: один из процессов 
наблюдался в области частот f = 0,1 – 1 Гц и 
имел монотонную температурную зависи-
мость параметра Δε; два других, имеющих 
разные частоты релаксации, лежащие в об-
ласти f = 103 – 104 Гц, имели максимумы на 
зависимостях Δε(T) при температурах около  
27 °С (процесс 1) и около 109 °С (процесс 2)  
(рис. 3). На рис. 3 для примера представлены 
соответствующие данные для двух исследо-
ванных образцов.

Таким образом, нам удалось выявить ре-
лаксационные процессы, ответственные за 
фазовые переходы в исследуемом материа-
ле. Из температурных зависимостей Δε на-
ми были определены температуры фазовых 

переходов для всех составов (табл. 2). Темпе-
ратура максимумов Δε(T) для процесса 2 во 
всех образцах близка к температуре сегне-
тоэлектрического перехода из кубической в 
тетрагональную фазу в чистом BaTiO

3
 (ТС = 

= 120 °С) или твердых растворах BaTi
1–xZrxO3 

с низкой концентрацией циркония. Неболь-
шое понижение температуры этого перехода 
согласуется с фазовой диаграммой твердых 
растворов BaTi

1–xZrxO3
, согласно которой при 

низком содержании циркония в этих раство-
рах происходит понижение температуры это-
го перехода [11].

Максимумы Δε(T) для релаксационного 
процесса 1 в образцах BaTi

1–xZrxO3
 наблюда-

ются при температурах, близких к соответ-
ствующему значению перехода между дву-
мя сегнетоэлектрическими фазами чистого 
BaTiO

3
 (T = 5 °С) с орторомбической и те-

трагональной кристаллическими структура-
ми. Наблюдаемое повышение температуры 
этого перехода в наших образцах согласует-
ся с фазовой диаграммой твердых растворов 
BaTi

1–xZrxO3
 в области малых концентраций 

циркония.
Однако следует заметить, что значения 

температуры обоих фазовых переходов во 
всех шести образцах меняются несуществен-
но при изменении предполагаемой концен-

Рис. 2. Температурные зависимости диэлектрической проницаемости твердого раствора  
BaZr

0,1
Ti

0,9
O

3
 при нагреве и охлаждении; частота измерения f = 1,4 кГц
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трации циркония в растворах и не проявляют 
зависимости от х [12]. Вероятно, это связано 
с тем, что основной вклад в диэлектрический 
отклик полученных растворов вносит фа-
за твердых растворов BaTi

1–хZrхO3
 с низкой, 

примерно одинаковой во всех образцах кон-
центрацией циркония х < 0,1.

Спектры диффузного отражения и инте-
гральный коэффициент поглощения. Иссле-
дование спектров диффузного отражения в 
солнечном диапазоне синтезированных по-
рошков, необходимое для определения оп-
тимальной концентрации атомов циркония 

Таблица 2
Значения температуры, при которых наблюдались максимумы

 на зависимостях Δε(T) для релаксационных процессов 1 и 2  
в исследованных образцах BaTi

1–x
Zr

x
O

3

Значение x
Температура максимума, °С

Процесс 1 Процесс 2
0,01 31,6 118,5
0,03 36,9 115,6
0,10 27,4 112,4
0,15 35,9 111,2
0,20 42,1 109,6
0,30 27,8 113,9

П р и м е ч а н и е. Представленные результаты получены по данным диэлектрических измерений. 
Процессы 1 и 2 различаются диапазонами температуры, где у них наблюдались максимумы.

для получения порошка BaTi
1–хZrхO3

 с высо-
кой отражательной способностью и малым 
значением коэффициента поглощения аs, 
представляет особый интерес.

Спектры диффузного отражения порошков 
BaTi

1–хZrхO3
 регистрировались в ультрафио-

летовой, видимой и ближней инфракрасной 
(ИК) областях. На рис. 4 приведены спектры 
диффузного отражения синтезированных по-
рошков с содержанием замещающих катио-
нов циркония в диапазоне от 0 до 30%.

Для всех концентраций замещающих ка-
тионов циркония коэффициент отражения 

a)       b)

Рис. 3. Температурные зависимости параметра Δε для релаксационных процессов 1 и 2 (см. текст)  
в твердых растворах BaZr

0,1
Ti

0,9
O

3
 (a) и BaZr

0,15
Ti

0,85
O

3
 (b)
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где Rs – интегральный коэффициент диф-
фузного отражения солнечного излучения, 
рассчитанный как среднеарифметическое 
значение коэффициента диффузного от-
ражения по 24 точкам, расположенным на 
равноэнергетических участках спектра из-
лучения Солнца, согласно международным 
стандартам [14, 15]; ρλ – спектральная отра-
жательная способность; Iλ – спектр излуче-
ния Солнца; λ

1
, λ

2
, мкм, – крайние значения 

диапазона солнечного спектра (в области  
0,2 – 2,5 мкм Солнце излучает 98 % всей 
энергии); n – количество равноэнергетиче-
ских участков солнечного спектра, опреде-
ляемых из таблиц стандартов [14, 15].

Как видно из данных табл. 3, все син-
тезированные порошки имеют достаточно 
низкие интегральные коэффициенты по-

Рис. 4. Спектры диффузного отражения твердых растворов BaTi
1–xZrxO3

 
с различным содержанием замещающих катионов циркония

порошков BaTi
1–хZrхO3

 изменяется в преде-
лах от 85 до 96 % в области от края основ-
ного поглощения до 2200 нм. Качественно 
форма спектров ρ практически не различа-
ется для всех исследуемых порошков, при 
длинах волны 1400 и 2040 нм видны полосы 
поглощения, обусловленные ОН-группами, 
находящимися на поверхности зерен и гра-
нул порошков BaTi

1–хZrхO3
 [13]. В области 

края основного поглощения при увеличе-
нии концентрации атомов циркония на-
блюдается незначительное ухудшение отра-
жательной способности. Из спектров диф-
фузного отражения, изображенных на рис. 
4, следует, что наибольшим отражением в 
видимой и ближней ИК-областях облада-
ет порошок BaTi

1–хZrхO3
 при концентрации 

атомов циркония х = 0,05, а наименьшим 
отражением – при концентрации х = 0,15. 
Разница в коэффициентах отражения для 
различного содержания атомов циркония 
на одной длине волны достигает 10 %.

Интегральный коэффициент поглощения 
солнечного излучения as рассчитывался на 
основе коэффициента диффузного отраже-
ния по следующей формуле:

2

1

2

1

1

1

1 1 ,

s s

n
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глощения солнечного излучения в диапазо-
не от 0,100 до 0,151 и могут быть отнесены к 
классу «солнечный отражатель». Наимень-
шим значением as (0,100) обладает порошок  
BaTi

1–хZrхO3
, содержащий 5 % катионов цир-

кония (x = 0,05), а наибольшим (0,151) – по-
рошок с содержанием 15 % катионов цирко-
ния (x = 0,15). 

На рис. 5 представлена зависимость as от 
процентного содержания замещающих ато-
мов циркония в диапазоне от 0 до 30 % (a = 
= 0 – 0,30). При увеличении концентрации 
атомов циркония в соединениях BaTi

1–хZrхO3
 

интегральный коэффициент поглощения 
солнечного излучения изменяется по доста-
точно сложной зависимости с минимумом и 
максимумом. Наибольшие значения as на-
блюдаются при концентрациях атомов цир-
кония 10 и 15 %.

Рис. 5. Зависимость интегрального коэффициента поглощения солнечного излучения  
от содержания циркония в твердом растворе BaTi

1–xZrxO3
 

Заключение

Методом твердофазной реакции с двух-
стадийным прогревом синтезированы по-
рошки BaTi

1–хZrхO3
 из смесей порошков ми-

кронных размеров BaCO
3
, ZrO

2
 и TiO

2
 при 

концентрации замещающих атомов цирко-
ния 1 – 30 масс. % (x = 0,01 – 0,30). Иссле-
дованы зависимости гранулометрического 
и фазового составов, спектров диффузного 
отражения в ультрафиолетовой, видимой и 
ближней инфракрасной областях и инте-
грального коэффициента поглощения as от 
концентрации атомов циркония. Установле-
но, что максимальный выход основной фазы 
порошка составляет 90,3 %. Вид спектров 
диффузного отражения синтезированных 
микропорошков BaTi

1–хZrхO3
 в зависимости 

от концентрации атомов циркония изменя-
ется незначительно, однако количественные 

Таблица 3
Значения интегрального коэффициента поглощения  

солнечного излучения порошков BaTi
1–xZrxO3

 при различных значениях x

x 0,00 0,01 0,03 0,05 0,10 0,15 0,20 0,30
as 0,104 0,102 0,101 0,100 0,128 0,151 0,107 0,107

П р и м е ч а н и е. Представленные результаты получены расчетным путем на основе спектров диф-

фузного отражения солнечного излучения. 
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1959. Vol. 113. No. 5. Pp. 1222–1226.
14. ASTM E490 – 00a standard solar constant 

and zero air mass solar spectral irradiance tables. 
2005. https://www.astm.org/Standards/E490.htm

15. ASTM E903 – 96 standard test method 
for solar absorptance. Reflectance, and transmit-
tance of materials using integrating spheres. 2005. 
https://www.astm.org/DATABASE.CART/HIS-
TORICAL/E903-96.htm

изменения достигают 10 %. Изменение ин-
тегрального коэффициента поглощения ис-
следованных порошков при различной кон-
центрации замещающих катионов циркония 
может достигать 34 %. Проведенные ди- 
электрические исследования спрессованных 
порошков выявили присутствие двух макси-
мумов на температурных зависимостях ди-
электрической проницаемости, связанных 
с фазовыми переходами (ФП). Определены 
температуры этих ФП для всех составов. Об-

наружено, что низкотемпературный ФП в 
исследованных растворах наблюдается при 
комнатных температурах, что выдвигает дан-
ные соединения в разряд перспективных для 
изготовления пигментов термостабилизиру-
ющих покрытий для эксплуатации при рабо-
чих температурах космических аппаратов.

Исследование выполнено при финансовой 

поддержке РФФИ в рамках научного проекта  

№ 19-32-60067.
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АНАЛИЗ ПРИЧИН АНОМАЛЬНОГО ПОВЫШЕНИЯ  
ЕМКОСТИ ПЛЕНОК ФУЛЛЕРИТА С60 НА НИЗКИХ ЧАСТОТАХ

Д.И. Долженко, И.Б. Захарова, Н.Т. Сударь

Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого, 
Санкт-Петербург, Российская Федерация

Известный экспериментальный факт аномального возрастания диэлектрической проница-
емости ε пленок фуллерита C

60
 на низких частотах (ниже 1 кГц) переменного электрического 

тока не имеет до настоящего времени убедительного объяснения. Данное исследование было 
нацелено на выяснение причин указанной аномалии. Была изготовлена структура p-Si/C

60
/эв-

тектика InGa и измерена частотная зависимость ее емкости. На основании полученных экс-
периментальных данных проведен многосторонний анализ явления. Показано, что возмож-
ной причиной аномального повышения ε в низкочастотной области является интеркаляция 
фуллерита молекулами кислорода с образованием молекулярных групп C

60
/О

2
, обладающих 

значительным дипольным моментом. Наличие таких групп вызывает кардинальное различие 
между значениями диэлектрической проницаемости поверхностных областей кристаллитов и 
таковой для области их объема, что, в свою очередь, приводит к кажущемуся подъему диэлек-
трической проницаемости исследуемой структуры.

Ключевые слова: фуллерит С
60

, поликристаллическая пленка, диэлектрическая проницае-
мость, уравнение Фрёлиха, интеркаляция кислорода
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THE ANOMALOUS RISE OF CAPACITANCE OF C60  
FULLERITE FILMS AT LOW FREQUENCIES: A CAUSE ANALYSIS
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A known physical fact of the anomalous rise of dielectric permittivity ε of C
60

 fullerite films at ac 
low frequencies (below 1 kHz) has not had a convincing explanation up to now. Our study was aimed at 
elucidating the causes of that anomaly. The p-Si/C

60
/InGa-eutectic structure was made and a frequency 

dependence of its capacitance was measured. Relying on the experimental result, a versatile analysis of 
the phenomenon was carried out. It was shown that the anomalous rise of ε value in the low-frequency 
region resulted from oxygen intercalation of fullerite with formation of C

60
/O

2
 molecular groups 

exhibited significant dipole momenta. The presence of such groups produced a dramatic difference 
between dielectric permittivity of the crystallites’ surface areas and that of their volumes. As a result, 
the difference led to an apparent increase in the dielectric permittivity ε of the structure under study.
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Введение

В настоящее время тонкие пленки фулле-
ренов рассматриваются как перспективный 
материал органической электроники [1 – 3]. 
При этом наибольшее внимание уделяется 
изучению свойств фуллерена С

60
, поскольку 

его молекулы обладают наибольшей симме-
трией и стабильностью. Характерной осо-
бенностью фуллерена в конденсированной 
фазе (фуллерита) является возможность ин-
теркаляции атомов примеси в его кристал-
лическую решетку [4]. В гранецентрирован-
ной кубической (ГЦК) решетке фуллерита 
С

60
 примесные атомы заполняют октаэдри-

ческие и тетраэдрические пустоты между 
молекулами «хозяина», взаимодействуют с 
ними и способны оказывать заметное вли-
яние на физические свойства фуллеритовых 
пленок [5]. 

Особый интерес вызывает интеркаляция 
фуллерита атомами кислорода. Электронное 
сродство молекул С

60
 значительно выше, чем 

у молекул кислорода, оно оценивается при-
мерно в 2,67 эВ [6], тогда как для кислоро-
да – примерно в 0,45 эВ [7]. Поэтому мож-
но ожидать, что кислород будет выступать 
как донор электронов, а фуллерит – как их 
акцептор. Авторы статьи [8] полагают, что 
частичный перенос электрона с донора на 
акцептор приводит к возникновению у моле-
кулы C

60
/О

2
 дипольного момента, что, по их 

мнению, и вызывает значительный рост ди- 
электрической проницаемости для пленок 
С

60
 на частотах ниже 103 Гц. Однако собствен-

но физический механизм возникновения 
этого явления авторами [8] не обсуждается. 

Зачастую причиной аномального возрас-
тания емкости на низких частотах прило-
женного переменного напряжения является 
электродная поляризация; последняя возни-
кает в диэлектриках, обладающих заметной 
электропроводностью, когда имеется плохой 
контакт между образцом и электродом. При 
таких условиях на интерфейсе формируется 

тонкий слой, который характеризуется зна-
чительным электрическим импедансом [9]. 
Очевидно, что данная причина не связана с 
физическими свойствами собственно фулле-
ритовых пленок.

В литературе рассматриваются и другие 
причины аномального возрастания емкости 
диэлектриков в низкочастотной области. 
Например, поляризация Максвела – Вагне-
ра, которая наблюдается в неоднородных ди-
электриках с проводящими примесями [10] 
или, для поликристаллических диэлектри-
ков, это различие между значениями диэлек-
трической проницаемости (и проводимости) 
внешней и внутренней областей кристалли-
тов – модель «зерно-прослойка» [3, 10].

Цель данного исследования – выясне-
ние возможной роли описанных эффектов и 
оценка их влияния на диэлектрическую про-
ницаемость пленок фуллерита С

60
. 

Методика эксперимента

Объектом изучения служила пленка фул-
лерита С

60
, нанесенная на холодную подлож-

ку из кремния p-типа марки КДБ-1 методом 
термического напыления. Толщина пленки L, 
измеренная с помощью интерференционного 
микроскопа МИИ-4, составляла 250 ± 50 нм. 

Особое внимание уделялось обеспечению 
надежных контактов между образцом фуле-
рита и электродами.

Созданная указанным методом пленка 
С

60
 имела поликристаллическую структу-

ру с размерами кристаллитов D, равными  
100 − 200 нм [11]. Кристаллиты, формирую-
щие пленку, располагались на кремниевой 
подложке хаотично, в несколько слоев. Пе-
ред проведением экспериментов, пленки 
С

60
, нанесенные на подложки, выдержи-

вались в воздушной атмосфере в течение 
длительного времени с целью обеспечения 
надежного контакта пленки с кремниевой 
подложкой, поскольку последняя исполь-
зовалось в качестве одного из электродов. 

This is an open access article under the CC BY-NC 4.0 license (https://creativecommons.org/
licenses/by-nc/4.0/)
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Вторым электродом служила зонд-игла, 
изготовленная из жидкой индий-галлиевой 
эвтектики [12]. Такой электрод обеспечивал 
надежный электрический контакт с пленкой 
фуллерита, без ее механического поврежде-
ния, за счет взаимодействия сил поверхност-
ного натяжения эвтектики и гравитацион-
ных сил.

Для измерения емкости C и тангенса угла 
диэлектрических потерь tgδ в диапазоне ча-
стот от 25 Гц до 1 МГц использовался измери-
тель иммитанса Е7-20. Амплитуда тестового 
переменного напряжения составляла 0,04 В. 
Все измерения проводились при комнатной 
температуре Т = 293 K в затемненной изме-
рительной ячейке. Перед диэлектрическими 
измерениями исследуемый участок пленки 
С

60
 подвергался электроформовке, в ходе 

которой на электроды в течение нескольких 
десятков минут подавалось постоянное на-
пряжение U = 30 В. Электроформовка зна-
чительно увеличивала стабильность показа-
ний и воспроизводимость результатов при 
повторных измерениях на данном участке 
пленки [11]. 

Площадь пятна контакта игольчатого 
электрода S с пленкой фуллерита рассчиты-
валась нами на основании данных измерения 
емкости C исследуемой структуры на частоте 
1 МГц. Принималось, что на этой частоте ди-
электрическая проницаемость исследуемой 
пленки близка к значению высокочастотной 
диэлектрической проницаемости ε∞ фулле-
рита С

60
. Согласно литературным данным 

[13], ε∞ = 2,6. Поэтому при значении емко-
сти C = 8,2 пФ площадь пятна контакта по-
лучается равной S ≈ 0,09 мм2. В дальнейшем 
это значение S использовалось при расчете  
спектра диэлектрической проницаемости во 
всем исследованном диапазоне частот. 

Экспериментальные результаты
 и их обсуждение

На первом этапе исследования стояла 
задача выяснить, вызвано ли возрастание 
емкости в области низких частот явлением 
электродной поляризации. Согласно сведе-
ниям, изложенным в монографии [9], при 

низкочастотных измерениях поправка на 
электродные эффекты, определяемая как 
разность между измеряемой емкостью C и 
истинной емкостью Сtrue (она реализуется в 
отсутствие электродной поляризации), зави-
сит от проводимости материала σ и частоты 
f, на которой проводится измерение, причем

Поскольку фотопроводимость фуллери-
та C

60
 наблюдается в видимом спектраль-

ном диапазоне, проводимость исследуемой 
структуры можно было увеличить путем све-
тового воздействия на нее. С этой целью мы 
использовали светодиод белого свечения с 
цветовой температурой 4000 K, создающий 
световой поток в 250 лм. Свет с помощью 
специальной линзы фокусировался на об-
ласть контакта индий-галлиевого электро-
да с пленкой фуллерита. При освещении 
структуры ее проводимость возрастала от 
7∙10−7 См/см (значение при затемнении) до 
3∙10−5 См/см.

На рис. 1 представлены полученные нами 
низкочастотные зависимости емкости ис-
следуемой структуры в условиях затемнения 
(кривая 1) и светодиодного освещения (кри-
вая 2), т. е. при различной концентрации в ней 
свободных носителей заряда, определяющих 
проводимость. Видно, что кривые на графи-
ке практически совпадают, хотя значение ем-
кости должно было бы вырасти примерно на 
четыре порядка, в соответствии с формулой 
(1). Следует также отметить, что в рассматри-
ваемых координатах C (1/f 2) предполагаемая 
зависимость в случае электродной поляриза-
ции должна была бы быть линейной, однако 
этого также не наблюдается. 

Таким образом, анализ эксперимента, 
проведенного на первом этапе исследования, 
позволяет не рассматривать электродную по-
ляризацию в качестве причины аномального 
возрастания емкости в низкочастотной обла-
сти спектра. Другими словами, наблюдаемое 
исследователями возрастание емкости не 
следует считать артефактом, т. е. не связано 
с особенностями проведения эксперимента 

2 2~ .trueC C f− σ (1)
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Рис. 1. Низкочастотные зависимости емкости структуры p-Si/C
60

/эвтектика InGa  
в условиях затемнения (1) и светодиодного освещения (2). 

Световой поток (250 лм) фокусировался на область контакта C
60

/эвтектика InGa при Т = 293 K 

и особенностями электрических контактов.
На втором этапе исследования рассматри-

вались глубинные механизмы возрастания 
емкости рассматриваемой структуры на низ-
ких частотах.

Как отмечалось выше, пленки фуллерита, 
полученные методом термического напыле-
ния, являются поликристаллическими. Мо-
лекулы кислорода быстро проникает внутрь 
пленки, диффундируя по границам раздела 
кристаллитов, вследствие чего пригранич-
ные области кристаллитов насыщены кис-
лородом в большей степени, чем их объем. 
Поэтому проводимость и диэлектрическая 
проницаемость поверхностных слоев кри-
сталлитов и их объема будут различными 
[3]. Следовательно, для описания диэлек-
трической дисперсии в таких структурах це-
лесообразно использовать представления о 
многослойных диэлектрических системах, 
для которых характерна аномально высокая 
диэлектрическая проницаемость в низкоча-
стотной области [9].

На рис. 2, а представлена зависимость ди-
электрической проницаемости от частоты f. 
Значения ε' рассчитаны с помощью формулы 
плоского конденсатора на основании изме-
рений емкости. Видно, что диэлектрическая 
проницаемость при снижении частоты при-
ложенного переменного напряжения бы-

стро и монотонно возрастает. Так, на частоте  
103 Гц значение ε' ≈ 3, а на частоте 30 Гц оно 
достигает ε' ≈ 300. 

Характер зависимости тангенса угла ди- 
электрических потерь tgδ(f) (рис. 2, b) – не-
монотонный. На частотах свыше 105 Гц вели-
чина tgδ ≈ 0,01, однако она постепенно воз-
растает по мере уменьшения частоты, дости-
гая максимального значения около 0,8 при  
f ≈ 102 Гц, и в дальнейшем снижается до зна-
чения примерно 0,1. Точно определить пози-
цию данного максимума на частотной шкале 
не представляется возможным, вследствие 
значительного разброса данных при измере-
нии tgδ. Следует отметить, что авторы рабо-
ты [8] также наблюдали широкий максимум 
на частотной кривой tgδ в области 1 кГц при 
измерениях пленок фуллерита С

60
. Возник-

новение максимума они связывали с процес-
сом интеркаляции фуллерита кислородом и 
образованием дипольных групп у молекулы 
C

60
/О

2
.

Согласно модели «зерно-прослойка», со-
вокупность звеньев в виде внутренних об-
ластей кристаллитов (зерен) и их внешних 
областей (прослоек) рассматривается как 
однородная структура с одним временем ре-
лаксации τ, соответствующим времени ре-
лаксации отдельного звена, а для расчета ве-
личины τ используются уравнения Дебая для 
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Рис. 2. Зависимости диэлектрической проницаемости (a) и тангенса угла диэлектрических потерь (b)
для структуры p-Si/C

60
/эвтектика InGa; Т = 293 K

a)

b)

дипольно-ориентационной поляризации. 
При накапливании полярных молекуляр-

ных групп C
60

/О
2
 в прослойках их диэлектри-

ческая проницаемость оказывается выше, 
чем таковая у зерен, а проводимость этих 
групп – ниже [9]. Поэтому низкочастотную 
диэлектрическую проницаемость окислен-
ного приповерхностного слоя кристаллита 
(прослойки) ε

1
 можно оценить с помощью 

соотношения

где ε' – диэлектрическая проницаемость 
пленки C

60
, определяемая эксперименталь-

но; d – толщина окисленного приповерх-
ностного слоя кристаллита (прослойки). 

Значение толщины d можно оценить толь-
ко приближенно. Согласно данным статьи 
[14], величина d, по-видимому, не должна 
превышать 15 нм. Поэтому при размере кри-
сталлита D = 150 нм получим, что на частоте 
35 Гц при значениях d в пределах от 5 до 15 нм 
значение диэлектрической проницаемости ε

1
 

прослойки лежит в интервале от 10 до 30. 
Оценим, при каких значениях дипольного 

момента молекулы C
60

/О
2
 и при какой кон-

центрации этих молекул достижимо данное 
значение ε

1
. Воспользуемся уравнением Фрё-

лиха, связывающего макроскопическую ди- 

1 ,D d′ε = ε (2)
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электрическую проницаемость с дипольным 
моментом молекулы:

где N – число полярных молекул C
60

/О
2
 (ди-

полей) в единице объема прослойки; p, Д, 
– их дипольный момент; T, K, – температу-
ра, kB, Дж∙K−1, – постоянная Больцмана; ε

0
, 

Ф/м, – электрическая постоянная; g – пара-
метр, учитывающий локальную упорядочен-
ность молекул;

Здесь z – координационное число (для  
ГЦК решетки z = 12),        – среднее зна-
чение косинуса угла между молекулой в точ-
ке отсчета и ее ближайшими соседями (при 
расчетах мы принимали        = 0,7). 

Вычислим величину N, учитывая, что на 
каждую ГЦК ячейку приходятся две моле-
кулы C

60
. Допустим, что все молекулы C

60
 в 

приповерхностном слое соединения окисле-
ны; тогда число диполей в единице объема 
данного слоя равно

где Vox, нм3, – объем окисленного слоя в од-
ном кристаллите; a, нм, – длина ребра ГЦК 
ячейки С

60
 (a = 1,417 нм [14]). 

При этих условиях получим, что N ≈  
≈ 2,5∙1026 м–3. Такое значение концентрации 
полярных групп представляется разумным, 
поскольку согласно данным работы [14] в 
окисленном слое относительное содержание 
кислорода C : O = 10 : 1.

В соответствии с данными работы [8], 
величина дипольного момента p молекулы  
C

60
/О

2
 составляет 0,9 Д. При его оценке ав-

торы предполагали, что доля ξ заряда, пере-
шедшего с донора (интеркалированный кис-
лород О

2
) на акцептор (молекула фуллерита 

C
60

), составляет 4 %. Такое значение ξ было 

1 cos .g z= + γ

cos γ

cos γ

(3)
( )( )

( )

2
1 1

2
0 B1

2
,

92
Ngp

k T
∞ ∞

∞

ε − ε ε + ε
=

εε ε +

определено авторами из условия наилучшего 
согласия результатов расчета с эксперимен-
том. Тем не менее, в статье [15] указывается 
на возможность переноса существенно боль-
шей доли заряда. Согласно приведенным там 
оценкам, величина ξ может достигать 49 %. 

Отметим, что при оценке дипольных мо-
ментов рассматриваемых молекулярных 
групп следует иметь в виду, что процесс 
взаимодействия кислорода с молекулами 
фуллерена приводит к образованию различ-
ных форм окисленного фуллерена С

60
Оn. 

Например, возможно образование так на-
зываемых «открытого» и «закрытого» эпок-
сидов, а также других изомеров, где атомы 
кислорода могут присоединяться в различ-
ных местах молекулы фуллерена. У «откры-
того» эпоксида, С

60
О (5-6, пентагон-гекса-

гон), атом кислорода присоединяется к двум 
атомам углерода на границе соответствую-
щих граней. У «закрытого», С

60
О (6-6, гекса-

гон-гексагон), атом кислорода располагается 
над двойной связью на границе двух гексаго-
нов [16]. У других изомеров, как уже сказано, 
атомы кислорода могут присоединяться в са-
мых разных местах молекулы фуллерена.

Очевидно, что все образующиеся молеку-
лы С

60
Оn характеризуются различными дли-

нами химических связей и степенью пере-
носа электронной плотности с донора на ак-
цептор, и, как следствие этого, различными 
дипольными моментами.

С учетом вышеизложенного выясним, 
при каких значениях толщины прослойки d 
и дипольного момента p может выполняться 
соотношение (3). При вычислении его левой 
части для различных величин d, воспользу-
емся выражением (2), приняв ε' = 300 и D =  
= 150 нм. Обозначим эту левую часть как 
А(d), а правую, в которую входят ранее оце-
ненные нами параметры N и g, – как B(d). 
Дипольный момент молекулы C

60
/О

2
 будем 

рассматривать в качестве параметра, варьи-
руя его значения.

Данные зависимости представлены на 
рис. 3. Видно, что условие A = B может быть 
реализовано только при толщинах окислен-
ного слоя d ≈ 15 нм (что согласуется с извест-

( )32 ,oxVN
a D

=
⋅

(4)
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ными экспериментальными результатами), 
но при значительных дипольных моментах 
молекул C

60
/О

2
, составляющих 4 – 5 Д, когда 

относительная доля δ переносимого заряда 
электрона, согласно данным работы [8], бу-
дет превышать 22 %. 

Заключение

Выполнено исследование частотной за-
висимости диэлектрических свойств струк-
тур p-Si/C

60
/эвтектика InGa. Показано, что 

в качестве физического механизма, опреде-
ляющего аномально высокое возрастание 
емкости исследуемой структуры на низкой 
частоте можно рассматривать образование во 
внешних областях кристаллитов фуллерита 
С

60
 молекулярных групп C

60
/О

2
, обладающих 

значительным дипольным моментом. При 
этом проводимость и диэлектрическая про-
ницаемость поверхностных слоев кристал-

Рис. 3. Зависимости величин левой (А) (прямая 1) и правой (B) (прямые 2 – 6)  
частей уравнения Фрёлиха (3) от толщины окисленного приповерхностного слоя кристаллита  

(прослойки) при различных значениях дипольного момента молекулы  
C

60
/О

2
, p, Д: 5 (2), 4 (3), 3 (4), 2 (5), 1 (6)

литов и их объема оказываются различными, 
что и приводит к кажущемуся увеличению 
диэлектрической проницаемости исследу-
емой структуры. Поэтому для описания ди- 
электрической проницаемости в таких струк-
турах можно использовать представления о 
многослойных диэлектрических системах.
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УСТОЙЧИВОСТЬ УПРУГОЙ ОРТОТРОПНОЙ 
КОНСОЛЬНОЙ ПЛАСТИНКИ

М.В. Сухотерин1, Т.П. Кныш1, Е.М. Пастушок1, Р.А. Абдикаримов2
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В работе исследуется устойчивость упругой ортотропной прямоугольной консольной пла-
стинки под действием сжимающих усилий, приложенных к грани, противоположной заделке. 
Целью исследования является получение спектра критическиих усилий и соответствующих 
форм закритического равновесия. Функция прогибов выбирается в виде суммы двух гиперболо- 
тригонометрических рядов с добавлением к симметричному решению специальных компен-
сирующих слагаемых для свободных членов разложения функций в ряды Фурье по косинусам. 
Выполнение всех условий краевой задачи приводит к бесконечной однородной системе ли-
нейных алгебраических уравнений относительно неизвестных коэффициентов рядов. Поиск 
критических нагрузок (собственных чисел), дающих нетривиальное решение этой системы, 
осуществляется перебором величины сжимающей нагрузки в сочетании с методом последо-
вательных приближений. Для квадратной ребристой пластинки получены первые три крити-
ческие нагрузки симметричного решения и первая критическая нагрузка антисимметричного 
решения. Представлены 3D-изображения соответствующих форм равновесия. Результаты ра-
боты могут быть использованы для исследования устойчивости консольных элементов различ-
ных конструкций.
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STABILITY OF AN ELASTIC ORTHOTROPIC CANTILEVER PLATE

M.V. Sukhoterin1, T.P. Knysh1, E.M. Pastushok1, R.A. Abdikarimov2

1 Admiral Makarov State University of Maritime and Inland Shipping, 
St. Petersburg, Russian Federation;

2 Tashkent Financial Institute, 
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The paper studies the stability of an elastic orthotropic rectangular cantilever plate under compressive 
forces applied to the face opposite to the seal. The aim of the study was to obtain the range of critical 
forces and the relevant shapes of the supercritical equilibrium. The deflection function was chosen as a 
sum of two hyperbolic-trigonometric series with the addition of special compensating terms for the free 
terms of the Fourier cosine series to the symmetric solution. For the square ribbed plate, the first three 
critical loads of the symmetric solution and the first critical load of the antisymmetric solution were 
obtained. The authors present 3D images of the respective equilibrium forms. The results obtained can 
be used to study the stability of cantilever elements of various structures.

Математическое моделирование физических 
процессов
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Введение

Консольные пластины (плиты) применя-
ются в различных областях техники: в граж-
данском строительстве, в машиностроении, 
судостроении и авиации, в приборостроении 
[1] (ферромагнитные пластинки). В нанотех-
нике консольные пластинки используются 
в качестве ключевых компонентов сенсо-
ров наномасштабных транзисторов [2], где 
они подвергаются воздействию магнитных 
полей в плоскости пластинки. Применя-
ются консольные пластинки и в различных 
смарт-структурах [3, 4].

Проблема устойчивости ортотропных 
консольных пластин недостаточно исследо-
вана ввиду сложности основного дифферен-
циального уравнения задачи и граничных 
условий. Она требует разработки надежных 
численно-аналитических методов ее реше-
ния. Если считать материал пластины иде-
ально упругим, то будет иметь место беско-
нечное число критических нагрузок, меняю-
щих форму равновесия пластины. Эта задача 
на собственные значения аналогична задаче 
определения спектра частот свободных ко-
лебаний пластинки [5]. Она прежде всего 
интересна с математической точки зрения. 
На практике для плоских элементов обыч-
ных металлических конструкций вычисляют 
лишь первую критическую нагрузку, кото-
рую считают разрушающей, однако при на-
личии конструктивных ограничителей из-
гиба и быстрого роста сжимающей нагрузки 
упругие пластины могут работать и в закри-
тической области, приобретая последующие 
формы равновесия, в том числе антисимме-
тричные. Разрушение может произойти не 
при первой критической нагрузке, поэтому 
практическое значение имеет определение 
некоторого спектра критических нагрузок и 
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соответствующих форм равновесия. 
В данной работе задача устойчивости 

решается в линейной постановке в рам-
ках теории тонких жестких пластин. При 
исследовании устойчивости гибких пластин 
надо рассматривать более сложную нели-
нейную задачу, однако при проверке точно-
сти того или иного приближенного метода 
линейные решения привлекаются как эта-
лонные. 

Проблеме устойчивости анизотропных и 
изотропных прямоугольных пластин с ис-
пользованием различных методов ее реше-
ния посвящены работы [6 – 16]. В статьях 
[6 – 9] рассматривались задачи устойчивости 
анизотропных пластин и оболочек, методы 
решения которых применимы и для кон-
сольных пластин. 

В работах [10, 11] исследовалась устойчи-
вость изотропной консольной пластины для 
случаев, когда сжимающая нагрузка прило-
жена к грани, параллельной заделке [10], и 
когда она приложена к боковой грани [11]. 
Из условия минимума потенциальной энер-
гии найдены первые критические нагрузки. 
Боковая устойчивость от действия сосре-
доточенной силы исследовалась и в работе 
[12] с помощью метода конечных элементов 
(МКЭ). Этим методом в работе [1] изучалась 
устойчивость ферромагнитных консольных 
пластинок в магнитном поле с учетом пла-
стических деформаций. 

В работе [2] рассматриваются анизотроп-
ные консольные нанопластины, которые 
подвергаются воздействию магнитных полей 
в своей плоскости. Аналитическое решение 
линейной задачи построено симплексным 
методом с помощью тригонометрических ря-
дов. Получен спектр критических усилий для 
изотропных и ортотропных пластин.
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В работе [13] с помощью МКЭ и прибли-
женного аналитического подхода исследует-
ся влияние жесткости центрального ребра на 
изгиб консольной пластины.

Работы [14, 15] посвящены устойчивости 
изотропной консольной пластины под дей-
ствием сжимающих усилий, приложенных к 
двум свободным параллельным граням [14] 
или ко всем трем свободным граням [15]. Ис-
пользование двух гиперболо-тригонометри-
ческих рядов привело к бесконечной системе 
линейных алгебраических уравнений, содер-
жащих в качестве параметра сжимающую на-
грузку. Получены численные результаты для 
критических нагрузок.

Отметим, что широкое применение 
МКЭ сталкивается с проблемой проверки 
выполнения граничных условий. Такая про-
верка сопряжена с большими трудностями, 
так как указанный численный метод работа-
ет с массивами чисел, а не с аналитическими 
выражениями (которые можно подставлять в 
граничные условия). МКЭ не является уни-
версальным методом решения задач механи-
ки и имеет помимо этого и другие проблемы: 
недостаточная точность решения дифферен-
циальных уравнений в частных производных 
высокого порядка, «запирание» вычисли-
тельного процесса при частой сетке дробле-
ния конструкции, связанное с погрешностя-
ми округления при решении огромной си-
стемы линейных алгебраических уравнений, 
«просмотр» особых точек решения (концен-
траторов напряжений). Этот метод часто сам 
нуждается в проверке с помощью аналитиче-
ских и численно-аналитических методов.

В настоящей работе точное решение за-
дачи устойчивости получено с использова-
нием гиперболо-тригонометрических рядов 
по обеим переменным. Выполнение всех ус-
ловий задачи привело к бесконечной одно-
родной системы линейных алгебраических 
уравнений для коэффициентов этих рядов. 
Равенство нулю определителя системы дает 
нетривиальные значения коэффициентов. 
Однако процедура получения и решения 
этого уравнения оказывается весьма трудо-
емкой. 

В данном исследовании предложен метод 
перебора значений нагрузки с последующим 
итерационным процессом определения ко-
эффициентов. Начальные коэффициенты 
первого функционального ряда задавались в 
виде произвольной убывающей последова-
тельности, вычисляются значения остальных 
коэффициентов, затем все они уточнялись в 
ходе итерационного процесса. Подбиралась 
нагрузка, при который процесс сходится к 
нетривиальным решениям, то есть когда со-
седние итерации (с ненулевыми коэффици-
ентами) не должны отличаться друг от друга. 
Эта нагрузка и принималась за критическую. 
Данный метод успешно использовался в на-
ших работах [14, 15].

Постановка задачи

Пусть равномерные сжимающие усилия 
интенсивностью TY приложены к свободно-
му краю Y = b тонкой ортотропной прямоу-
гольной консольной пластины постоянной 
толщины h (рис. 1). Будем считать, что глав-
ные направления упругости параллельны 
сторонам пластины.

В безразмерном виде дифференциальное 
уравнение устойчивости пластины имеет вид 
[16]:

где w – относительный прогиб (w = W/b, 
W(X,Y) – функция прогибов срединной 
поверхности пластины); x, y – безразмер-
ные координаты (x = X/b, y = Y/b); Dx, Dy, 
Dxy – относительные жесткости по главным 
направлениям, Dx = D

1
/D, Dy = D

2
/D, Dxy =  

= D
3
/D (D – цилиндрическая жесткость со-

ответствующей изотропной плиты той же 
толщины, D

1
, D

2
, D

3
 – главные жесткости); 

Ty – интенсивность относительных сжимаю-
щих усилий (Ty = TYb2/D). 

Величина D выражается как

4 4
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4 2

4 2

2

0,

x xy

y y

w wD D
x x y

w wD T
y y

∂ ∂
+ +

∂ ∂ ∂

∂ ∂
+ + =

∂ ∂

(1)

( )3 212 1 ,D Eh  = −ν 



41

Математическое моделирование физических процессов

Рис. 1. Схема нагружения консольной  
пластины (толщиной h);

TY – интенсивность равномерных  
сжимающих усилий

где E – модуль Юнга указанной пластины,  
ν – ее коэффициент Пуассона.

Главные жесткости следуют выражениям

где E1, E2, ν1, ν2 – главные упругие постоян-
ные; Dr – жесткость кручения, Dr = Gh3/12 
(G – модуль сдвига). 

Относительные размеры пластины будут  
γ × 1, где γ = a/b.

Граничные условия запишутся следую-
щим образом [16, 17]:
на грани y = 0 

на грани y = 1
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1 1 1 2
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2 2 1 2
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на гранях x = ±γ/2

в точках (± γ/2, 1)

Здесь уравнения (2) являются геометри-
ческими условиями жесткой заделки (сече-
ние не перемещается и не поворачивается). 
Уравнения (3), (4) запрещают изгибающие 
моменты и перерезывающие силы на свобод-
ных гранях. Условие (5) исключает крутящие 
моменты в угловых точках свободной части 
контура. Заметим, что второе условие (3) для 
перерезывающих сил на грани, вдоль кото-
рой приложена сжимающая нагрузка, допол-
нено слагаемым для учета действия этой на-
грузки в отклоненном состоянии этой грани. 
На это указывал Н.А. Алфутов в работе [17].

Задача (1) – (5) всегда имеет тривиальное 
(нулевое) решение для функции прогибов. 
Это соответствует устойчивому недеформи-
рованному состоянию пластины. Помимо 
тривиального решения, задача может иметь и 
нетривиальные решения при определенных 
значениях нагрузки Ty, когда после потери 
устойчивости пластина приобретает новую 
форму равновесия. Пластины, обладающие 
высокой упругостью, могут несколько раз 
«проходить» критическое состояние с ро-
стом нагрузки, меняя формы последующего 
равновесия. Речь идет о пластинах из новых 
высокоупругих материалов, включая нано-
пластинки (графен).

Построение симметричного решения

Искомую функцию прогибов представим 
в виде суммы двух рядов:
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где Ak, Bk, Cs, Hs, Es, Fs, αk, βk, ξs, ηs – не- 
определенные коэффициенты; λk = kπ/2; μs =  
= 2πs/γ; ỹ = y – 1. 

Заметим, что обе эти функции удовлетво-
ряют граничному условию (5).

Потребуем, чтобы функции (6), (7) удов-
летворяли дифференциальному уравнению 
(1). Это дает для коэффициентов αk, βk, ξs, ηs 
биквадратные уравнения вида

(уравнения для коэффициентов βk и ηs ана-
логичны). 

Эти уравнения имеют по четыре корня, 
однако, исходя из свойств гиперболических 
функций, достаточно взять по паре корней 
из квартетов: 
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Потребуем теперь, чтобы сумма функций 
(6), (7) удовлетворяла граничным условиям 
(2) – (4). Тогда получим следующую систему 
уравнений:
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Здесь  
Заметим, что в уравнениях (10), (13) и (15) 

опущены знаки суммы, так как тригономе-
трический ряд обращается в нуль, когда все 
его коэффициенты равны нулю. 

В уравнениях (11), (12), (14) суммиро-
вание в рядах ведется по разным индексам, 
поэтому гиперболические функции в них 
разложим в ряды Фурье. Для уравнений (11) 
и (12) используем известные разложения по  
cos(μsx):

тогда эти уравнения (после перестановки 
знаков суммирования в двойных рядах) при-
мут вид
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Для преобразования уравнения (14) ис-
пользуем разложения

(для sh(ηsỹ) и сh(ηsỹ) выражения аналогичны 
при замене ξs на ηs) и переставим в получен-
ном двойном ряду знаки суммирования:
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Так как в уравнениях (17), (18) появились 
свободные члены φ0 и m0 от разложения в ря-
ды по косинусам, необходимо ввести вспо-
могательную функцию прогибов w3, которая 
бы компенсировала эти свободные члены, 
удовлетворяя, вместе с основным решением, 
уравнениям (1) – (3), (5) задачи.

Эту функцию выберем в виде

где коэффициенты gk, M, Φ определяются из 
условий (2) – (4):

Постоянную MTy в первом уравнении (24) 
разложим в ряд Фурье по синусам:

Тогда получим следующие выражения:

Невязка от функции w3 по изгибающему 
моменту Mx на гранях x = ±γ/2 (первое усло-
вие (4)) выражается как
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где коэффициент

добавится в уравнение (21).
Тогда система уравнений (10) – (15) после 

освобождения от внешних знаков суммиро-
вания, с учетом формул (17), (18), (21), (27), 
примет следующий окончательный вид:

Совокупность уравнений (29) – (34) явля-
ется бесконечной однородной системой ли-
нейных алгебраических уравнений относи-
тельно коэффициентов Ak, Bk, Cs, Hs, Es, Fs. 

Заметим, что правые части φs и ms урав-
нений (30), (31) содержат коэффициенты Ak, 
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*

1,3,...
sin ,k k

k
b y

∞

=

= λ∑ (27)

( )
( )

( )

2*
2

2
2 0

2
1,3,...

2

2

1
1 2

y k
k

y k y

y k y k y

k

y
k k y k y

MD
b

D T

D m D T

T
D T

∞

=

ν λ
= =

λ −

− ν λ λ −
=

−
−

λ λ −∑


(28)

sh sh
ch ch 0,

s s s s

s s s s

C H
E F

ξ + η −
− ξ − η =

(29)

ch ch
sh sh ,

s s s s s s

s s s s s s s

C H
E F

ξ ξ + η η −
− ξ ξ − η η = −ϕ

(30)

( ) ( )2 2 2 2
1 1 ,s s s s s s sE F mξ −ν µ + η −ν µ = − (31)

( )
( )

2 2

2 2

2

2 0,

s s y s xy r s y

s s y s xy r s y

C D D D T

H D D D T

 ξ ξ − + µ + + 
 + η η − + µ + = 

(32)

( )
( ) ( )

2 2
2

2 2 *
2

ch

ch ,

k k k k

k k k k k k

A

B b b

α −ν λ α +

+ β −ν λ β = − +





(33)

( )
( )

2 2

2 2

2 sh

2 sh 0.

k k x k xy r k k

k k x k xy r k k

A D D D

B D D D

 α α − + λ α + 
 + β β − + λ β = 





(34)



45

Математическое моделирование физических процессов

(19)), а слагаемые в правой части уравнения 
(33) содержат под знаками суммы, соответ-
ственно, коэффициенты Cs, Hs, Es, Fs, а также 
Ak, Bk (см. формулы (22, 28)). Представлять 
однородную систему в стандартной форме, 
составлять и раскрывать соответствующий 
определитель системы, находить его корни, 
дающие нетривиальные решения, – весьма 
сложная задача, поэтому здесь предложен 
метод перебора параметра Ty (метод «при-
стрелки») в сочетании с методом последо-
вательных приближений определения коэф-
фициентов Ak, Bk, Cs, Hs, Es, Fs. 

Для организации итерационного процес-
са разрешающая система разделяется на две 
подсистемы: 

(29) – (32), в которой основными счита-
ются коэффициенты Cs, Hs, Es, Fs;

(33), (34), в которой основными считают-
ся коэффициенты Ak, Bk. 

Сначала правая часть уравнения (33) заме-
няется на начальную произвольную убыва-
ющую последовательность (в данном случае  
1/λk), затем решается подсистема уравнений 
(33), (34) при выбранном значении сжима-
ющей нагрузки Ty. Найденные начальные 
коэффициенты Ak0, Bk0 подставляются в под-
систему (29) – (32), из которой находятся ко-
эффициенты Cs0, Hs0, Es0, Fs0, используемые 
затем вместе с Ak0, Bk0 для формирования пра-
вой части уравнения (33) и нового решения 
Ak1, Bk1 системы (33), (34). Затем вычисляются 
коэффициенты Cs1, Hs1, Es1, Fs1 первого при-
ближения, и далее идет итерационный про-
цесс уточнения коэффициентов задачи.

Если, при выбранном значении нагрузки, 
начиная с некоторой итерации, соответству-
ющие коэффициенты рядов будут совпадать 
по абсолютной величине (до 4 – 5 знача-
щих цифр), то это и есть ненулевое решение 
однородной системы (29) – (34): ее опреде-
литель будет равен нулю. Эта нагрузка (кри-
тическая) определит новую форму равно-
весия после потери устойчивости (ей будет 
соответствовать минимум потенциальной 
энергии пластины).

Построение антисимметричного решения

Искомое решение также представим в ви-
де суммы двух рядов, где будут фигурировать 
нечетные функции по переменной x:

Здесь                       коэффици-
енты λk, αk, βk, ξs, ηs имеют прежние значения.

Удовлетворяя всем граничным условиям 
задачи, придем к системе, аналогичной (29) 
– (34), но в последних двух уравнениях поме-
няются местами синусы и косинусы:
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Здесь использовались разложения гипер-
болических функций переменной x в ряды 
Фурье по синусам:
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Расчет ребристой пластины

В качестве примера рассмотрим квадрат-
ную пластину с часто поставленными оди-
наковыми ребрами жесткости, которые идут 
параллельно осям координат на равном рас-
стоянии друг от друга (рис. 2).

В работе [16] приведены формулы вычис-
ления жесткостей для такой ребристой пла-
стины:

где D – цилиндрическая жесткость самой 
пластины; ER, IR – соответственно модуль 
Юнга и момент инерции ребер относительно 
срединной линии; d – расстояние между ре-
брами. 

Тогда относительные жесткости примут 
вид

и дискриминант биквадратного уравнения 
(8) (и аналогичного ему для φs и ψs) будет от-
рицательным:

1 2 3, ,R RE ID D D D D
d

= = + = (45)

( )
1 , 1

,
x y xy

R R

D D D D

D E I dD

= = + =

=
(46)

( )2 2 2 0,xy x yD D D D D− = − + < (47)

Рис. 2. Форма ребристой панели
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что приводит к комплексным корням αk, βk, 
φs и ψs. 

Проведенные преобразования комплекс-
ных выражений показали, что искомое ре-
шение получается в действительной форме. 
Вычисления в системе компьютерной мате-
матике Maple это подтвердили.

Будем считать, что пластина и ребра из-
готовлены из одного материала. Примем ко-
эффициент Пуассона ν = 0,3, ширину ребра  
bR = h, высоту ребра hR = 3h, отношение ши-
рины ребра к расстоянию между ребрами  
bR /d = 0,1. Тогда момент инерции ребра и его 
относительная жесткость будут выражаться 
как

Численные результаты

Критические нагрузки и формы равно-
весия определялись по приведенному выше 
алгоритму в системе компьютерной матема-
тики Maple.

Использовались следующие параметры 
вычислительного процесса:

Ty – величина интенсивности относитель-
ной сжимающей нагрузки, приложенной к 
грани y = 1; ν = 0,3 – коэффициент Пуассо-
на; γ = a/b –отношение сторон пластины; N 
– число членов в рядах; Nc – число итераций. 

Коэффициенты рядов (7), (8) или (36), 
(37) выводились на печать на каждой ите-
рации с целью контроля процесса после-
довательных приближений. После отыска-
ния критического значения вычислялась 
функция прогибов и на печать выводилось 
3D-изображение соответствующей формы 
равновесия пластины. В рядах удерживалось 
59 членов, большее число членов не влияло 
заметно на точность вычислений. Число ите-
раций было принято равным 25. Время счета 
каждого варианта нагрузки – не более двух 

Рис. 3. Первая (a), вторая (b) и третья (c)  
симметричные формы равновесия 
ребристой квадратной пластины 

при Tcr1
 = 7,824, Тcr2

 = 64,933 и Tcr3
 = 100,970

 соответственно

a)

b)

c)

минут. Стратегия перебора нагрузки дикто-
валась характером поведения значений ис-
комых коэффициентов и не занимала много 
времени. 

Найденные первые три критические на-
грузки симметричных форм и первые крити-
ческие нагрузки антисимметричной формы 
равновесия для квадратных пластин (ребри-
стой, с малой анизотропией, изотропной) 
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Рис. 4. Первая антисимметричная форма равновесия ребристой квадратной пластины при Tcr1
 = 25,6765

Таблица
Расчетный спектр критических нагрузок T

y
 для квадратных консольных пластин

Вид
пластины

Ty = TY b
2/D

Симметричное решение Антисимметричное
решение

Tcr1 Тcr2 Tcr3 Tcr1

Ребристая 2,366 7,8235 64,933 100,970 25,676
С малой анизотропией 0,005 2,1164 20,525 58,721 7,835
Изотропная 0 2,1057 20,457 58,597 8,080

О б о з н а ч е н и я:     – относительная жесткость ребер, TY – интенсивность равномерных сжимаю-

щих усилий, b – длина пластины, D – цилиндрическая жесткость изотропной пластины.

D

D

приведены в таблице, а соответствующие 
3D-формы равновесия ребристой пластины 
представлены на рис. 3, 4. Следует отметить, 
что при отыскании первой антисимметрич-
ной критической нагрузки пришлось увели-
чивать число итераций до 200 ввиду слабой 
сходимости процесса. 

Обсуждение расчетных результатов

В работе [10] вариационным методом 
была найдена первая критическая нагруз-
ка для изотропной квадратной консольной 
пластины pcr = 2,4571·D/a2. В настоящей ра-
боте для сравнения была рассчитана первая 
критическая нагрузка для пластины с малой 
анизотропией    = 0,005, которая составила  
2,1164·D/a2. Эти величины сопоставимы. За-
метим, что энергетические методы дают, как 
правило, завышенные результаты. 

В работе [2] получены численные 

D

результаты устойчивости упругих изотроп-
ных и ортотропных консольных нанопла-
стин в магнитном поле с использованием 
симплексного метода суперпозиции, осно-
ванного на нелокальной теории упругости. 
Для верификации метода были выполнены 
расчеты устойчивости весьма тонкой (h/a =  
= 1/1000) изотропной консольной пластины, 
но в рамках линейной теории Кирхгофа. В 
частности, для пластины с отношением сто-
рон γ = 2 под действием равномерной сжи-
мающей нагрузки, приложенной к грани y =  
= 1, первые относительные критические зна-
чения симметричных форм равновесия со-
ставили (если эти данные привести к нашим 
обозначениям) 2,4174 и 20,5173 против по-
лученных нами значений 2,1594 и 20,663 для 
обычной тонкой пластины (h/a < 1/5). 

Значительное расхождение (10,7 %) для 
первой критической нагрузки можно объ-



49

Математическое моделирование физических процессов

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Gao Y. Analysis on the magneto-elastic-plas-
tic buckling/snapping of cantilever rectangular fer-
romagnetic plates // Acta Mechanica Solida Sini-
ca. 2007. Vol. 20. No. 2. Pp. 180–188.

2. Wang W., Rong D., Xu C., Zhang Ju., Xu X., 
Zhou Z. Accurate buckling analysis of magnetically 
affected cantilever nanoplates subjected to in-plane 
magnetic fields // Journal of Vibration Engineering 
& Technologies. 2020. Vol. 8. No. 4. Pp. 505–515. 

3. Kim J., Varadan V.V., Varadan V.K., Bao X.Q. 
Finite element modeling of a smart cantilever plate 
and comparison with experiments // Smart Materi-
als and Structures. 1996. Vol. 5. No. 2. Pp. 165–170.

4. Gohari S., Sharifi S., Vrcelj Z. A novel explic-
it solution for twisting control of smart laminated 
cantilever composite plates/beams using inclined 
piezoelectric actuators // Composite Structures. 
2017. Vol. 161. 1 February. Pp. 477–504.

5. Sukhoterin M.V., Baryshnikov S.O., Akse- 
nov D.A. Free vibration analysis of rectangular can-
tilever plates using the hyperbolic-trigonometric 

series // American Journal of Applied Sciences. 
2016. Vol. 13. No. 12. Pp. 1442–1451.

6. Tsiatas G.C., Yiotis A.J. A BEM-based 
meshless solution to buckling and vibration prob-
lems of orthotropic plates // Engineering Analy-
sis with Boundary Elements. 2013. Vol. 37. No. 3.  
Pp. 579–584.

7. Papkov S.O., Banerjee J.R. A new method for 
free vibration and buckling analysis of rectangular 
orthotropic plates // Journal of Sound and Vibra-
tion. 2015. Vol. 339. 17 March. Pp. 342–358.

8. Манухин В.А., Коршунов В.А., Вирячева 
Н.Н. О работоспособности тонких пластин по-
сле потери устойчивости // Труды ЦНИИ им. 
акад. А.Н. Крылова. 2015. Т. 89. № 2. С. 151–160.

9. Семенов А.А., Москаленко Л.П., Карпов 
В.В., Сухотерин М.В. Устойчивость цилиндри-
ческих панелей, подкрепленных ортогональ-
ной сеткой ребер // Вестник гражданских ин-
женеров. 2020. Т. 83. № 6. С. 117–125.

10. Xiang-Sheng C. The bending stability and 

яснить большой разницей относительных 
толщин пластины. Отметим, что в работе [2] 
приведен спектр первых шести критических 
нагрузок и получены соответствующие фор-
мы равновесия. Это, пожалуй, единственная 
работа по определению спектра собственных 
чисел и форм в задаче устойчивости консоль-
ных пластин, хотя, например, для защемлен-
ной пластины в работе [18] в задаче устойчи-
вости под действием сдвигающих усилий на 
контуре в рамках линейной теории получен 
спектр из 10 первых критических нагрузок и 
представлены соответствующие 3D-формы 
равновесия пластин с различным отношени-
ем сторон.

Предлагаемый в настоящей работе метод 
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Заключение

В данной работе получено численно- 
аналитическое решение задачи устойчивости 
упругой прямоугольной ортотропной кон-
сольной пластины. С помощью гиперболо- 
тригонометрических рядов проблема свелась 
к бесконечной системе линейных алгебраи-
ческих уравнений относительно неизвест-
ных коэффициентов, содержащей в качестве 
параметра сжимающую нагрузку. Постро-
ен эффективный итерационный процесс 
поиска критических нагрузок. Для конкрет-
ного примера ребристой пластины получен 
спектр критических нагрузок, который при 
необходимости можно расширить, исполь-
зуя вычислительную программу в системе 
аналитических вычислений Maple. Приведе-
ны соответствующие 3D-формы равновесия. 
Знание критических нагрузок позволит избе-
жать разрушения консольных элементов или 
установить характер их поведения в закри-
тических областях, что найдет применение в 
нанотехнике и смарт-структурах.
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ЧИСЛЕННЫЕ СЦЕНАРИИ ДИНАМИКИ  
НЕРАВНОМЕРНОГО ПО ШИРИНЕ СЛОЯ ГАЗОВЗВЕСИ,  
УСКОРЯЕМОГО ПРОХОДЯЩЕЙ УДАРНОЙ ВОЛНОЙ

Д.В. Садин

Военно-космическая академия имени А.Ф. Можайского, 
Санкт-Петербург, Российская Федерация

В работе изучены закономерности взаимодействия ударной волны со слоем газовзвеси, 
имеющим искривленные границы; при этом волна набегает на указанный слой. Использован 
гибридный метод крупных частиц. Проведенное исследование позволило обнаружить дву-
мерные эффекты двойного преломления (эффекты фон Неймана), фокусировки или расхож-
дения преломленной ударной волны, бароклинной неустойчивости на поверхности раздела 
газа и взвеси с образованием грибовидных или кольцевых вихревых структур. Выявлены осо-
бенности неравновесности течения, связанные с уменьшением интенсивности проходящей 
ударной волны и расщеплением начального раздела сред на два контактных разрыва: скачок 
пористости и контактный разрыв в газовой фазе.
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The behavior of the interaction between a shock wave and a gas suspension layer with curved 
boundaries has been studied using the hybrid large-particle method, the wave running over the layer. 
The conducted research made it possible to reveal two-dimensional effects of double refraction (von 
Neumann effects), focusing or divergence of the refracted shock wave, and baroclinic instability at the 
gas-suspension interface with the formation of mushroom-shaped or ring-shaped vortex structures. 
The features of the flow nonequilibrium were brought out. These features were associated with a 
decrease in the intensity of the passing shock wave and the splitting of the initial separation of the 
media into two contact discontinuities: a jump in porosity and a contact discontinuity in the gas 
phase.
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Введение

Исследование распространения ударных 
волн в средах с неоднородностью (нерав-
номерным распределением физико-хими-
ческих и термодинамических параметров, в 
том числе с границами раздела сред) являет-
ся актуальным в различных научных и тех-
нических приложениях. Эта проблема встре-
чается при решении задач газодинамики, 
предполагающих изменения в пространстве 
показателя адиабаты, молекулярного веса 
или температуры. Явления взаимодействия 
ударных волн с неоднородностью отличают-
ся сложной топологией отражения, прелом-
ления и дифракции ударных волн, а также 
развитием неустойчивости Рихтмайера –  
Мешкова [1 – 6]. 

В последние десятилетия усиливается ин-
терес к изучению движения ударных волн в 
неоднородных релаксирующих многофаз-
ных средах (смеси газа с частицами, жидко-
сти с пузырьками). Работы в этом направле-
нии связаны с изучением ускорения облака 
газовзвеси в проходящей ударной волне [7, 
8], дисперсией облака частиц [9, 10], дефор-
мацией границ и развитием неустойчивости 
[11, 12], разлета и истечения смеси газа и ча-
стиц [13, 14]. Наряду с общими качественны-
ми закономерностями, возникающими в не-
однородных потоках «чистого» газа, наличие 
мелкодисперсных включений может приво-
дить к неочевидным результатам, например 
образованию «аномальных» ударно-волно-
вых структур на дозвуковом по несущему га-
зу режиме течения [14, 15].

Вследствие значительной трудоемкости 
экспериментов и получения количествен-
ных результатов эффективным методом ис-
следования представляется математическое 
моделирование. Важной особенностью по-
становок задач для неравновесных течений 
гетерогенных сред является многомасштаб-
ность решений. Если релаксационный мас-
штаб (время релаксации фазы) существенно 

меньше газодинамического масштаба вре-
мени распространения возмущения между 
узлами или ячейками сетки (условие Ку-
ранта – Фридрихса – Леви), то такие зада-
чи относятся к жестким. Применение тра-
диционных явных разностных схем расчета 
источниковых членов становится нецелесоо-
бразным из-за неприемлемо малого шага по 
времени, который ограничен характерным 
временным масштабом для быстрого ком-
понента решения. Для преодоления указан-
ной трудности численного интегрирования 
уравнений динамики газодисперсных сред 
предложены схемы с явной пространствен-
ной аппроксимацией производных и неяв-
ной схемой расчета источников (межфазных 
взаимодействий) [16 – 20]. Другой подход 
заключается в построении полностью неяв-
ных схем с их реализацией через векторную и 
скалярную прогонки [21 – 23].

На выбор разностной или конечно- 
объемной схемы оказывает влияние тип и 
свойства системы дифференциальных урав-
нений, например гиперболичность. Для 
двухскоростной и двухтемпературной фор-
мулировок с общим давлением или двумя 
давлениями, законы сохранения относятся 
для некоторых моделей к гиперболическому 
или составному типу, в зависимости от раз-
ности скоростей фаз [24 – 26]. Это наклады-
вает ограничения на применимость дискрет-
ных моделей, опирающихся на характери-
стическое представление исходной системы 
уравнений, например схемы типа Годунова 
или сеточно-характеристические методы. 

Модификация схем, применяемых в за-
дачах вычислительной гидродинамики, для 
моделирования гетерогенных течений стал-
кивается в общем случае с проблемой некон-
сервативности (недивергентности) законов 
сохранения, ввиду действия силы Архимеда, 
обусловленной изменением трубки тока газа: 
p∇α1 (p – давление газа, α1 – его объемная до-
ля). Для устранения этой трудности в схемах, 
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требующих дивергентную запись дискретных 
законов сохранения, обычно используют ис-
кусственный прием: величину p∇α1 перено-
сят в правую часть законов сохранения и объ-
единяют с источниковыми членами (межфаз-
ными взаимодействиями) [17].

Целями настоящей работы являются де-
тальный численный анализ взаимодействия 
ударной волны с неравномерным по ширине 
слоем газовзвеси, учитывающий релаксаци-
онные процессы, а также проверка возмож-
ностей гибридного метода крупных частиц 
[20, 27] для решения данного класса задач.

Математическая модель и метод расчета

Рассмотрим законы сохранения калори-
чески совершенного газа и твердых несжи-
маемых частиц в рамках взаимопроникаю-
щих континуумов [28] в формулировке [20]:

где ∇ − оператор Гамильтона; αi, ρi, кг/м3, vi, 
м/с, Ei, ei, Дж/кг, p, Па, – объемная доля, 
приведенная плотность, вектор скорости, 
полная и внутренняя энергии единицы мас-
сы i-й фазы, давление газа; Fμ, Н/м3, − вязкая 
составляющая силы межфазного взаимодей-

ствия; Q, Вт∙м–3, – мощность теплообмена 
между газом и частицами в единице объема; 
t, c, – время; здесь и далее нижние индексы 
1 и 2 относятся соответственно к параметрам 
несущей и дисперсной фаз, верхний индекс в 
виде кружка относится к истинным значени-
ям плотности. 

Замыкающими соотношениями системы 
(1) являются уравнения состояния идеально-
го калорически совершенного газа и несжи-
маемых твердых частиц:

где T
1
, T

2
, K, − температуры несущей фазы и 

частиц; γ
1
, cv, Дж/(кг∙K), − показатель адиа-

баты и удельная теплоемкость газа при по-
стоянном объеме; c2, Дж/(кг∙K) – удельная 
теплоемкость частиц. 

Силовое и тепловое межфазные взаимо-
действия Fμ, QT определяются из критери-
альных соотношений [28]. 

Для расчетов используется гибридный 
метод крупных частиц второго порядка ап-
проксимации по пространству и времени 
[27]. Регуляризация численного решения 
осуществлялась двумя способами. На пер-
вом этапе алгоритма в схему добавлялась 
искусственная диссипация с нелинейной 
коррекцией типа Христенсена. В отличие от 
линейной или квадратичной искусственной 
вязкости, предложенная численная вязкость 
не понижает порядка аппроксимации и стре-
мится к нулю на сетках произвольного разре-
шения на гладких решениях. С учетом полу-
ченных предварительных значений искомых 
функций на втором этапе формировались 
дивергентные потоки путем гибридизации: 
взвешенной ограничителем квазилинейной 
комбинации центральной и противопоточ-
ной аппроксимаций. При этом выполняют-
ся дискретные аналоги законов сохранения. 
Повышение порядка точности по времени 
осуществлялось двухшаговым методом Рун-
ге – Кутты. Межфазные взаимодействия 
рассчитывались без расщепления на газоди-
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Рис. 1. Расчетные схемы задач с искривлением левой (a) или правой (b) границы слоя газовзвеси:
1 − плоский канал, заполненный невозмущенным воздухом (2); 3 − слой газовзвеси;  

4 − цилиндрическое утолщение; 5 – выемка; 6 − ударная волна постоянной интенсивности

намическую и релаксационную стадии без- 
ытерационной схемой за счет линеаризации 
и неявного учета линейной части источнико-
вых членов. 

Метод обладает рядом позитивных вы-
числительных свойств, к которым относится 
K-устойчивость [18] (независимость шага по 
времени от размеров расчетной сетки и ин-
тенсивности межфазных взаимодействий). 
Схема является бездиссипативной на глад-
ких решениях, демонстрирует монотонность 
и высокую разрешающую способность для 
структурно-сложных течений. Алгоритм от-
личается универсальностью решения рас-
ширенного класса задач с доминированием 
конвекции как гиперболического, так и со-
ставного типа [20, 27].

Шаг по времени определяется из условия 
Куранта – Фридрихса − Леви для «чистого» 
газа:

где CFL − фиксированное число Куранта, 
   − скорость звука по газовой фазе в точке 
       

Постановка задач

Плоский канал 1 заполнен невозмущен-
ным воздухом 2. Внутри канала имеется слой 
газовзвеси 3 с цилиндрическим утолщением  
4 или выемкой 5 диаметром D = 5 см (рис. 1).  
Слева направо движется ударная волна 6 
постоянной интенсивности с числом Маха  

( )1,

CFL ,
max

k
k k

n nn

h
v a

∀

τ =
+

M = 1,22. Рассматриваются варианты задач 
с цилиндрическим искривлением слоя га-
зовзвеси на левой (при x = 3D) или правой 
(при x = 4D) его границе (рис. 1,a и b, соот-
ветственно).

В начальный момент времени фронт удар-
ной волны расположен в плоскости xs = 1,5D. 
Газовзвесь представляет собой неподвижную 
при t = 0 смесь воздуха (γ

1
 = 1,4) с монодис-

персными несжимаемыми сферическими 
частицами плотностью    = 2500 кг/м3, с 
объемной долей α2 = 0,001 и теплоемкостью 
c2 = 710 Дж/(кг∙K) в условиях термодинами-
ческого равновесия (T

1
 = T

2
 = 293,23 K) и при 

давлении p = 101325 Па.
На стенках заданы граничные условия от-

ражения, а на входе (при x = 0) и выходе (при 
x = 9D) использованы мягкие краевые усло-
вия продолжения решения изнутри расчет-
ной области. С целью исключения (миними-
зации) влияния ограниченности расчетной 
области на решение вблизи правой границы 
8,5D < x ≤ 9D (рис. 1) применялась сетка с 
возрастающим шагом. Задачи решались чис-
ленно, гибридным методом крупных частиц 
с числом Куранта CFL = 0,4 до оси симме-
трии, на равномерной сетке с шагом h/D =  
= 0,0025 . Для однородности алгоритма в об-
ласти «чистого» газа объемная концентрация 
частиц принята пренебрежимо малой (α2 =  
= 10–10).

Обсуждение результатов численных решений

Взаимодействие проходящей ударной 
волны и ограниченного слоя газовзвеси с 

k
na
( ), .k

nx t

2ρ
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искривленными границами сопровождает-
ся рядом нелинейных физических явлений: 
распадом разрыва на поверхностях раздела 
сред, их деформацией, развитием неустойчи-
вости и формированием вихревых структур. 

В зависимости от разницы эффективного 
акустического импеданса

(справа плюс и слева минус) от контакта газа 
и взвеси (в этом выражении

– эффективная скорость звука смеси газа 1 и 
частиц 2) реализуются конфигурации с двумя 
ударными волнами при δR > 0 или прошед-
шим скачком уплотнения и волной разреже-
ния при δR < 0.

Для всех рассматриваемых вариантов за-
дач, на левой (L) и правой (R) границах слоя 
значения δR составляют:

Физической причиной нестабильности и 
вихреобразования на контактных поверхно-
стях является бароклинная неустойчивость 
– несовпадение градиентов плотности и дав-
ления. Действительно, в односкоростном 
приближении (v = v

1
 = v

2
) в начальный мо-

мент времени величина завихренности

а транспортное уравнение для завихренности 
имеет вид

Следовательно, при t > 0, в случае разно-
направленных градиентов плотности и давле- 

R a a+ + − −δ = ρ −ρ

( )1 2 1a p= ρ +ρ α  

238,423LRδ = кг/(м2∙с),

238,423RRδ = − кг/(м2∙с).

0,ω=∇× =v

( )

( ) ( )2 .

t
p

∂ω
+ ⋅∇ ω=

∂
∇ρ×∇

= + ω⋅∇ −ω ∇ ⋅
ρ

v

v v

ния (∇ρ×∇p ≠ 0), в окрестности искривлен-
ных контактных границ возникает вихревое 
движение смеси газа и частиц.

Еще один существенный фактор связан 
с неравновесностью динамики газовзвеси 
(различием скоростей и температур газа и 
частиц), которая характеризуется безразмер-
ными временами динамической    ,     и  
тепловой    ,     релаксациями фаз [18]:

где d – диаметр частицы, a10 – начальная 
скорость звука в несущей фазе.

Численные сценарии динамики пылевого 
слоя для взвеси мелких частиц. Рассмотрим 
подробнее указанные сценарии для мелких 
частиц диаметром d = 0,1 мкм и пылевого 
слоя с цилиндрической выемкой или утол-
щением слоя на левой (рис. 2) или правой  
(рис. 3) границе. Визуализация течений вы-
полнена в виде численных шлирен-изобра-
жений функции градиента приведенной 
плотности смеси s(∇ρ) [29]. Результаты при-
ведены для четырех последовательных харак-
терных моментов времени: распада разрыва 
на левой границе взвеси (рис. 2, a, e и рис. 3, 
a, e), прохождения скачка уплотнения внутри 
слоя (рис. 2, b, f и рис. 3, b, f), преломления 
ударной волны на правой границе (рис. 2,  
c, g и рис. 3, c, g) и развития неустойчиво-
сти с формированием вихревого движения 
на поверхностях раздела сред (рис. 2, d, h и  
рис. 3, d, h). Осевые и поперечные коорди-
наты отнесены к диаметру D начальной кри-
визны слоя: x' = x/D и y' = y/D. Время отсчи-
тывается в безразмерном виде: t' = α10 t/D.

Начало взаимодействия падающей удар-
ной волны s1 сопровождается распадом раз-
рыва на прямолинейных (рис. 3) или искри-
вленных (рис. 2) поверхностях слоя пыли c1. 
Поскольку разница эффективного акусти-
ческого импеданса δRL = 238,423 кг/(м2∙с), 
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1t
µ ( )

2t
µ

( )
1

Tt ( )
2

Tt

( ) ( )
2 2

10 101 2
1 2

1 2 1 1

1 1, ;
18 18

a ad dt t
D D

µ µρ ρ
= =

µ α µ α

 

( ) ( )
2 2

1 10 102 2
1 2

1 2 2 1

,  ,
4 4

T p Td c a ad ct t
D D

ρ ρ
= =

λ α λ α







Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки. 14 (2) 2021

58

Рис. 2. Взаимодействие ударной волны с выемкой (a − d) или утолщением (e − h) левой границы слоя 
 газовзвеси (𝑑 = 0,1 мкм). Даны численные шлирен-изображения функции градиента  

плотности смеси в последовательные безразмерные моменты времени: 
 1,51 (a), 1,85 (b), 2,54 (c), 13,73 (d), 1,17 (e), 1,85 (f); 3,09 (g), 13,73 (h).

Размер сетки сверху от оси симметрии – 3600 × 356; N – двойное преломление фон Неймана; c
1
, c

2
 – левая 

и правая поверхности слоя пыли; s
1
, s

2
,    , s

3
,    , s

4
 – ударные волны; r

1
, r

2
 – волны разрежения; v – вихри2s′ 3s′

Рис. 3. Графики, аналогичные приведенным на рис. 2, но для правой границы слоя газовзвеси;  
кроме того, численные шлирен-изображения функции градиента плотности смеси  

даны частично в другие последовательные безразмерные моменты времени:
1,72 (a); 2,40 (b); 2,75 (c); 13,73 (d); 1,72 (e), 3,09 (f); 3,78 (g); 13,73 (h). 
F – область фокусировки поперечных ударных волн    ,    – срывные вихри4s′ v′
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т. е. больше нуля, отражение происходит в 
виде прямолинейного s3 (рис. 3, a, e) или 
искривленного        (рис. 2, a, e) скачков 
уплотнения. При взаимодействии с неодно-
родностью формируется волна разрежения r1  
(рис. 2, a) или выпуклая ударная волна (рис.  
2, e). В случае выемки слева (рис. 2, a) обра-
зуется проходящая ударная волна s2 и двой-
ное преломление фон Неймана N или диск 
    при утолщении слоя (рис. 2, e).

В последующие моменты времени изо-
гнутый скачок уплотнения        движется 
внутри слоя двухфазной среды (рис. 2, b, f) и 
при набегании на правую границу c2 распа- 
дается на прошедшую ударную волну s4 и 
отраженную волну разрежения r2 в проти-
воположном направлении (рис. 2, c, g). От-
личительными чертами распада разрыва на 
правой искривленной границе выступают 
расходящийся характер прошедшей через 
слой ударной волны s4 в случае цилиндриче-
ской выемки (рис. 3, с) или эффект фокуси-
ровки F при отражении поперечных скачков  
уплотнения от оси симметрии    (рис. 3, g).

Для случаев выемки и утолщения слоя 
векторное произведение градиентов плот-
ности смеси и давления ∇ρ×∇p имеет про-
тивоположные направления, что вызывает 
образование разнонаправленных вихрей 
(рис. 2 и 3, c, g). В дальнейшем формируются 
грибовидные (рис. 2, h) или кольцевые (рис. 
3, d) вихревые структуры t. Интересно отме-

3 3s s′−

2s′

2 2s s′−

4s′

тить появление мелких срывных завихрений 
в газовой фазе вниз по потоку по периферии 
(рис. 3, d) или в окрестности оси симметрии 
(рис. 3, h).

Динамика слоя для рассматриваемых ва-
риантов задач показана на рис. 4 в виде тра-
екторий заданных точек на границе раздела 
сред. Приняты следующие обозначения: 
сплошная и штриховая линии соответству-
ют траекториям левой и правой границы 
на оси симметрии (при      ), а пунктир-
ная и штрихпунктирная кривые – измене-
ния во времени положений левой и правой 
контактной поверхности на стенке канала  
(при         ).

Деформация границ пылевого слоя про-
исходит со сжатием на оси симметрии для 
варианта взаимодействия с выемкой слева 
(рис. 4, a), а наличие цилиндрического утол-
щения, напротив, приводит к отставанию 
контактной поверхности в центре канала от 
движения взвеси на периферии (рис. 4, b). В 
случае начального искривления правого края 
слоя газовзвеси наблюдаются пересечение 
траекторий характерных точек (рис. 4, c и d). 
Например, правый край слоя вблизи стенки 
(штрихпунктирная линия) с течением време-
ни отстает (рис. 4, c) или опережает (рис. 4, d)  
положения границ слоя на оси симметрии 
(сплошная и штриховая кривые).

Рассмотренные сценарии реализуются 
для мелких частиц газовзвеси, для которых 

Рис. 4. Траектории левой и правой границ слоя газовзвеси (сплошная и штриховая линии, 
 соответственно) на оси симметрии (          ), а также на стенке канала (                ) (пунктирная  

и штрихпунктирная линии, соответственно) для случаев выемки или утолщения  
соответственно левой (a и b), а также правой (c и d) границ

' 0,89y =' 0y =

' 0,89y =

' 0y =
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времена выравнивания скоростей и темпера-
тур фаз малы, т. е.

и зоны релаксации являются подсеточными. 
Численные сценарии динамики пылево-

го слоя для взвеси частиц бóльшего размера. 
Рассмотрим теперь взаимодействие ударной 
волны со слоем газовзвеси для частиц диа-
метром d = 10 мкм на примере задачи с на-
чальным уменьшением ширины (выемкой) 
на левой поверхности.

Результаты расчетов в последовательные 
моменты времени представлены на рис. 5 как 
численные шлирен-изображения и как рас-
пределения плотности смеси, отнесенные к 
ее величине за ударной волной                     

( ) ( )4 4
1 210 2,551, 10 5,302;t tµ µ= =

( ) ( )4 4
1 210 8,303,  10 0,277,T Tt t= =

.s′ρ = ρ ρ

Рис. 5. Взаимодействие ударной волны с выемкой левой границы слоя газовзвеси (𝑑 = 10 мкм).  
Даны численные шлирен-изображения функции градиента плотности смеси (a − d) и профили  

относительной плотности смеси (e − h) на оси симметрии (сплошные кривые) и на стенке  
(пунктиры) в последовательные безразмерные моменты времени:  

1,51 (a, e), 1,85 (b, f), 2,54 (c, g), 13,73 (d, h)

Вследствие значительных времен релак-
саций фаз, равных

динамика слоя газовзвеси имеет ряд суще-
ственных особенностей. При падении удар-
ной волны s1 на левую границу дисперсной 
среды образуется проходящая ударная волна 
s2 уменьшающейся интенсивности и отра-
женная слабая волна сжатия s3.

Поскольку газовая несущая фаза опережа-
ет увлекаемые ею дисперсные частицы, на-
чальная поверхность между газом и дисперс-
ной средой расщепляется на два контактных 
разрыва. Первый из них – это скачок пори-
стости     а второй – контактный разрыв в 
газовой фазе     (рис. 5, a, b и e, f). Аналогич-

( ) ( )
1 22,551, 5,302;t tµ µ= =

( ) ( )
1 28,303,  0,277,T Tt t= =

1,c′
1c′′
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ная ситуация возникает и на правой границе 
газовзвеси с разделом сред     и интерфейс-
ной поверхности газов    (рис. 5, c и g).

Межфазное трение и теплообмен являют-
ся существенными факторами подавления 
вихрей малого масштаба. К моменту оконча-
ния счета слой деформируется со значитель-
ным сжатием на оси симметрии (рис. 5, g) 
и формируется крупное кольцевое газодис-
персное вихревое образование (рис. 5, d).

Заключение

Методом численного моделирования 
изучены закономерности взаимодействия 
ударной волны при ее набегании на слой 
газовзвеси с искривленными границами. В 
зависимости от разницы эффективного аку-
стического импеданса реализуются два типа 
распада разрыва на границе раздела сред: 
две ударные волны либо волна разрежения 
и ударная волна. Наличие утолщения или 

сужения слоя газовзвеси приводит к форми-
рованию двумерных эффектов двойного пре-
ломления фон Неймана и фокусировки либо 
расхождения проходящей ударной волны. 
Несовпадение градиентов плотности и дав-
ления является причиной развития неустой-
чивости на поверхности раздела газа и взвеси 
и образования грибовидных или кольцевых 
вихревых структур. Фактор неравновесности 
течения при увеличении размера дисперсных 
частиц вносит существенные особенности: 
ударная волна внутри слоя газовзвеси дви-
жется со снижением ее интенсивности, а на-
чальная поверхность между газом и дисперс-
ной средой расщепляется на два контактных 
разрыва: скачок пористости и контактный 
разрыв в газовой фазе.

Результаты численного моделирования 
подтвердили надежность, большой запас 
устойчивости и высокую разрешающую спо-
собность гибридного метода крупных частиц.

2c′
2c′′
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In the paper, the eigenfrequencies of a hemispherical resonator of the Coriolis vibratory gyroscope 
have been studied by the finite element method (FEM) using ANSYS Mechanical. Consideration 
was given to the feasibility of various FE used in the ANSYS to solve the problem of determining the 
eigenfrequencies. The specifics of working with shell and solid-state elements were established. The 
results of analytical and numerical solutions of the mentioned problem were compared. The presence 
of “mathematical” frequency split caused by the used FEM and the unsymmetrical mesh of the 
FEM was noted, and the need to take this split into account when introducing the defect distribution 
function into the model was pointed out. The technique for finding the frequency split value resulted 
by added defect in the presence of “mathematical” frequency split component was demonstrated.

Keywords: Coriolis vibratory gyroscopes, hemispherical resonator, eigenfrequency split, finite ele-
ment method



Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки. 14 (2) 2021

66

Введение

Разнообразные типы гироскопических 
приборов находят применение в совре-
менных системах наведения, ориентации и 
стабилизации. Гироскопы применяются в 
судостроении, авиации, а также ракетной 
и космической технике. Одним из перспек-
тивных направлений развития гироскопи-
ческих приборов является создание твер-
дотельных волновых гироскопов (ТВГ). 
Традиционная гироскопия постепенно 
уступает место новым поколениям оптиче-
ских, вибрационных, волновых твердотель-
ных и других гироскопов [1, 2]. Создание и 
применение новых типов гироскопических 
приборов связано с необходимостью ми-
ниатюризации при обеспечении заданных 
требований по точности, надежности и дли-
тельности срока службы.

В основе работы современных ТВГ лежит 
явление инертности упругих волн [3]. При 
повороте объекта, на котором установлен 
ТВГ, прибор считывает прецессию стоячей 
волны, возникающую при постоянных ко-
лебаниях чувствительного элемента – резо-
натора. Измерение углового перемещения 
волны дает возможность вычислять угловую 
скорость ТВГ в инерциальном пространстве, 
что и используется для построения датчиков 

угловой скорости и углового перемещения 
[4]. В конструкции ТВГ часто применяются 
тонкостенные цилиндрические и полусфе-
рические резонаторы, представляющие со-
бой классические оболочки с формами коле-
баний, удобными для практического исполь-
зования.

Далее рассматриваются конструкция по-
лусферического резонатора (рис. 1), его ос-
новные геометрические параметры, а также 
свойства его материала (табл. 1).

Добротность резонатора – это одна из 
главных характеристик, определяющих ра-
боту прибора. Поэтому при изготовлении 
резонаторов применяют материалы с низким 
внутренним трением. Материалом, обладаю-
щим одним из наиболее низких уровней вну-
треннего трения, является кварцевое стекло. 
Например, металлы имеют соответствующие 
показатели на 2 – 3 порядка выше, поэтому 
изготовленные из них приборы обладают 
худшими техническими характеристиками 
[4], а значит, не обеспечивают высокой точ-
ности. Стоит отметить, что кварцевому сте-
клу свойственна также изотропия упругих 
характеристик, что необходимо для матери-
ала чувствительных элементов ТВГ. Значе-
ния физико-механических характеристик 
кварцевого стекла, принятые для расчетов, 
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Таблица 1
Основные характеристики полусферического резонатора

Материал Кварцевое стекло КУ-1
Модуль упругости, ГПа 73,6 
Коэффициент Пуассона 0,17
Плотность, кг/м3 2210 
Внешний радиус полусферы, мм 15,25 
Толщина стенки полусферы, мм 0,90 
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Рис. 1. Геометрическая модель  
полусферического резонатора:

1 – тонкостенная полусферическая оболочка,  
2 – ножка

представленных в статье, выбраны согласно 
ГОСТ 15130-86.

К точности гироскопических систем во-
обще и к ТВГ в частности, предъявляются  
высокие требования. В настоящее время, в 
связи с достаточно высоким уровнем раз-
вития радиоэлектронной аппаратуры, к 
определяющим факторам, влияющим на 
точность ТВГ, относятся геометрические 
и физические параметры его упругого эле-
мента – резонатора, получаемые в процес-
се изготовления. Другими словами, на уро-
вень точностных параметров ТВГ влияют 
в первую очередь различные погрешности, 
возникающие при изготовлении упругого 
элемента (разнотолщинность, некруглость, 
шероховатость поверхности, разнотолщин-
ность напыленной металлической пленки 
и др.), а также несовершенство физических 
характеристик используемого материала (не-
однородность упругих характеристик, раз-
нодобротность, разноплотность, внутренние 
дефекты и др.). Указанные несовершенства 
вызывают эффект расщепления собствен-
ных частот и форм колебаний резонатора за 
счет возмущения его осевой симметрии. Это 
выражается в том, что в спектре неидеально-
го резонатора вместо одной возникают две 
близкие частоты и возбуждаются две близкие 
собственные формы, приводящие к измене-
нию режима работы прибора. При возникно-
вении расщепления рабочей частоты резона-

тора снижается его добротность, что приво-
дит к уходу гироскопа, и, следовательно, к 
снижению точностных характеристик ТВГ. 

Для оценки степени влияния погрешно-
стей и несовершенства изготовления ТВГ на 
величину расщепления его рабочей частоты, 
в процессе разработки применяются раз-
личные математические методы, одним из 
которых служит метод конечных элементов 
(МКЭ).  

Способам расчета собственных значений 
тонкостенных оболочек различной формы, 
а также изучению расщепления собственной 
частоты оболочек посвящено большое коли-
чество работ (см., например, статьи [5 – 8] и 
диссертацию [11]). В указанных источниках 
наряду с распространенными аналитически-
ми вычислениями авторами используется и 
МКЭ. Например, в работе [8] отмечается хо-
рошая, по сравнению с аналитическими ме-
тодами, сходимость результатов, полученных 
с использованием МКЭ. Стоит отметить, что 
в указанных работах, за исключением [11], 
не упоминается расщепление собственной 
частоты резонатора, вызываемое непосред-
ственно применением самого МКЭ и обу-
словленное, по-видимому, погрешностью 
метода определения собственных частот (в 
настоящей работе это блочный метод Лан-
цоша [9, 10]) и неидеальностью конечно- 
элементной сетки. Далее такое расщепление 
называется «математическим».

Наиболее подробное (среди рассмотрен-
ных работ) исследование расщепления ча-
стоты резонатора с использованием МКЭ 
приводится в диссертации [11]. Автор от-
мечает невозможность отделения величи-
ны «математического» (в работе [11] оно 
именуется «паразитным») расщепления от 
такового, вызванного дефектами производ-
ства, и предлагает минимизировать величи-
ну «математического» расщепления путем 
построения конечно-элементной сетки в 
соответствии с авторской методикой. При 
этом в указанной диссертации, как и в дру-
гих отмеченных работах, не уделяется долж-
ного внимания влиянию фазового угла меж-
ду гармониками различных дефектов при 
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исследовании их совместного действия на 
расщепление частоты резонатора. Примеча-
тельно, что часто изменение толщины стен-
ки резонатора авторы описывают гармони-
ческой функцией относительно срединной 
поверхности, хотя технологически, в процес-
се изготовления, наружная поверхность ре-
зонатора обычно имеет лучшее качество, по 
сравнению с внутренней. Поэтому описание 
изменения указанной толщины через гармо-
ническую функцию по окружности относи-
тельно координатной поверхности резонато-
ра, образованной внешним радиусом полу- 
сферы, представляет не меньший интерес. 

Целью настоящей работы является по-
строение конечно-элементной модели 
(КЭМ) резонатора ТВГ, предназначенной 
для определения значения рабочей соб-
ственной частоты резонатора с достаточной 
точностью, и определение возможности уче-
та разнотолщинности стенки резонатора при 
определении расщепления частот. 

Для построения КЭМ использовался про-
граммный комплекс ANSYS Mechanical [12]. 
В рамках настоящей работы рассматривались 
две обособленные задачи создания модели: 

расчета точного значения рабочей соб-
ственной частоты резонатора;

оценки влияния различных факторов на 
эффект расщепления рабочей собственной 
частоты резонатора, например разнотол-
щинности.

Постановка задачи

В основе проведенного исследования ле-
жала задача определения собственных частот 
колебаний тонкостенной полусферической 
оболочки. При этом целесообразно приме-
нить вариационный принцип Гамильтона 
[13]:

где δI – вариация искомого функционала,  
L = T – W (Т, W – кинетическая энергия рас-

сматриваемого элементарного объема обо-
лочки и потенциальная энергия деформаций 
соответственно).

Выражения для кинетической и потенци-
альной энергии в общем виде можно запи-
сать как

где ρ, кг/см3, – плотность материала; V, м/с, 
– вектор абсолютной скорости произвольной 
точки упругого тела; σ11, σ22, σ33, Па, – нор-
мальные напряжения выделенного элемента 
упругого тела; ε11, ε22, ε33, – соответствующие 
им деформации удлинения; σ12, σ13, σ23, Па, – 
касательные напряжения выделенного эле-
мента упругого тела; ε12, ε13, ε23, – соответству-
ющие им деформации сдвига; σ, м3, – объем 
выделенного элемента упругого тела.

Выражения для T и W применительно 
к расчету собственной частоты резонатора 
можно найти в ряде работ; при этом выраже-
ния могут различаться тем, что в них отсут-
ствует учет каких-либо компонент тензора 
напряжений (деформаций). Так, в данной 
работе, для сравнения расчетных значений 
частот, полученных методом конечных эле-
ментов, использовались выражения в поста-
новке теории тонких оболочек, приведен-
ные, в частности, в книге [14]:
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где h, м, – толщина полусферической обо-
лочки; A

1
, A

2
 – параметры Ляме; ν – коэф-

фициент Пуассона материала; E, МПа, – мо-
дуль упругости материала; ε

1
, ε

2
 – параметры, 

характеризующие удлинение срединной 
поверхности; κ

1
, κ

2
 – параметры, характери-

зующие изгибные деформации срединной 
поверхности; ω, τ – параметры, характеризу-
ющие деформации сдвига и кручения соот-
ветственно; θ, φ, град, – зенитный и азиму-
тальный углы, соответственно.

Если использовать метод Ритца [15], то за-
дача по нахождению собственных частот сво-
дится к алгебраической задаче на собствен-
ные значения:

где A, B – матрицы, связанные с кинети-
ческой и потенциальной энергиями, а так-
же координатными функциями; C – век-
тор-столбец неизвестных коэффициентов; 
λ – вектор-столбец значений собственных 
частот.

Важно отметить, что приведенные выше 
соотношения в постановке теории оболочек 
соответствуют основным допущениям обо-
лочки Кирхгофа – Лява [16]:

плоское сечение, перпендикулярное сре-
динной поверхности до деформации, пер-
пендикулярно к ней и после нее;

нормальное напряжение по оси, перпен-
дикулярной срединной поверхности, не рас-
сматривается ввиду его малости;

толщина оболочки в процессе деформи-
рования не изменяется.

Также расчет подразумевает допущение о 
малости деформаций и, соответственно, об 
отсутствии учета геометрической нелиней-
ности.

Далее изложение задачи создания КЭМ 
будет включать не только объемные элемен-

( ) ( )

( )( )
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1 22
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1 2 1 2

24 1

2 1 ,

Eh

A A d d

π
π

→ + κ + κ −−ν

− −ν κ κ − τ θ ϕ

∫ ∫
ты типа Solid, но и оболочечные элементы 
типа Shell. В используемом программном 
комплексе ANSYS моделирование с исполь-
зованием элементов типа Shell также под-
разумевает представленные выше допуще-
ния, за исключением первого, для оболочки 
Кирхгофа – Лява. В данном случае допуска-
ется изменение угла между плоским сечени-
ем и срединной поверхностью в результате 
деформации оболочки. Эта постановка со-
ответствует варианту оболочки Миндлина 
– Рейсснера [17], который в отечественной 
литературе более известен как оболочка Ти-
мошенко [18].

Выбор оптимальных КЭМ резонатора

Работа резонатора характеризуется чис-
ленным значением рабочей собственной ча-
стоты и соответствующей ей формой колеба-
ний. Значение собственной частоты и форма 
колебаний определяются следующими фак-
торами:

геометрическими размерами резонатора 
(радиус полусферы, ее толщина);   

размерами ножки и способом ее закре-
пления;

физико-механическими характеристика-
ми выбранного материала.

Традиционно работа ТВГ строится на со-
вместных колебаниях резонатора по двум 
гироскопически связанным эллиптическим 
формам, соответствующим его рабочей ча-
стоте [4, 19] (рис. 2).

Неидеальность геометрических параме-
тров резонатора влечет за собой возмущение 
осевой симметрии, вызывающее эффект рас-
щепления его собственных частот колеба-
ний. Этот эффект выражается в том, что вме-
сто одной частоты в спектре неидеального 
резонатора возникают две близкие частоты и 
возбуждаются две близкие собственные фор-
мы, приводящие к   изменению режима рабо-
ты прибора и недопустимому снижению точ-
ности [7]. Таким образом, разрабатываемая 
КЭМ должна обладать достаточной степе-
нью чувствительности, чтобы зафиксировать 
расщепление частоты, соответствующее его 
допустимому значению для исследуемого из-

( )2 0,A B− =Cλ
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Рис. 2. Эллиптическая форма колебаний резонатора, соответствующая его рабочей частоте  
(показаны две проекции, на правой показано для наглядности отклонение  

от идеальной круговой формы в плоскости колебаний)

делия. Другими словами, для оценки харак-
теристик резонатора, влияющих на точност-
ные параметры ТВГ, интерес представляет 
не столько определение точного значения 
собственной частоты колебаний выбранного 
конструктива, сколько зависимость ее изме-
нения от величины рассматриваемых откло-
нений от идеальной системы.

В связи с этим предлагается использовать 
различные модели для решения двух отдель-
ных задач: точное определение рабочей соб-
ственной частоты колебаний резонатора и 
определение влияния разнотолщинности на 
величину расщепления частоты. 

Критерием, определяющим качество раз-
работанных моделей, может служить требуе-
мая точность расчетного значения собствен-
ной частоты (для первой задачи) и величина 
расщепления частоты в зависимости от раз-
мера дефекта (для второй задачи). Отметим, 
что для первичного анализа определение 
значения собственной частоты с точностью 
до 1 Гц является достаточным. За максималь-
но допустимую погрешность вычисления 
расщепления (для второй задачи) принима-
лось значение 1·10–4 Гц, что на порядок выше 
допускаемого значения расщепления часто-
ты кварцевых полусферических резонаторов 
после балансировки.

Поскольку для построения КЭМ можно 
использовать различные типы элементов, 
в процессе исследования было проведено 

сравнение моделей, построенных с приме-
нением некоторых видов оболочечных и 
твердотельных элементов. При этом стави-
лась цель найти оптимальный баланс между 
трудоемкостью расчета и его точностью.  Для 
сравнения были построены четыре КЭМ.

Первая модель (КЭМ I). Полусфера разби-
валась на элементы типа SHELL181, т. е. на 
оболочечные элементы 1-го порядка, име-
ющие 4 узла с шестью степенями свободы в 
каждом (линейные перемещения вдоль трех 
осей и повороты вокруг этих осей);

Вторая модель (КЭМ II). Разбиение по-
лусферы осуществлялось на элементы типа 
SHELL281, т. е. на оболочечные элементы 2-го 
порядка, имеющие 8 узлов с шестью степеня-
ми свободы в каждом (линейные перемещения 
вдоль трех осей и повороты вокруг них);

Третья модель (КЭМ III). Полусфера раз-
бивалась на элементы типа SOLID186, т. е. на 
твердотельные элементы 2-го порядка, име-
ющие 20 узлов с тремя степенями свободы в 
каждом (линейные перемещения вдоль трех 
осей);

Четвертая модель (КЭМ IV). Построение 
сетки на полусфере осуществлялось элемен-
тами типа SOLID187, т. е. твердотельными 
элементами 2-го порядка, имеющими 10 
узлов с тремя степенями свободы в каждом 
(линейные перемещения вдоль трех осей).

Для повышения точности получаемых 
результатов было необходимо обеспечить 
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разбиение исходной геометрии объекта на 
регулярную конечно-элементную сетку. От-
личительной особенностью такой сетки яв-
ляется структурированность и упорядочен-
ность расположения используемых элемен-
тов, преимущественно правильной формы.

Во всех четырех КЭМ разбиение ножки 
осуществлялось твердотельными элемента-
ми 1-го порядка SOLID185. Это было сдела-
но с целью уменьшения расчетного време-
ни, так как степень разбиения ножки резо-
натора не влияет на значение собственной 
частоты его колебаний, соответствующей 
второй (эллиптической) форме колебаний. 
Разбиение участка скругления от ножки 
к полусфере осуществлялось элементами 
SOLID186 (рис. 3). Необходимо отметить, 
что отсутствие указанного влияния опре-
деляется конструкцией самой ножки, а 
именно ее диаметром и длиной. Выбранные 
конструктивные параметры обеспечивают 
достаточную отстройку частот колебаний 
резонатора, обусловленных изгибом ножки, 
от рабочей эллиптической частоты. В случае 
близких значений указанных частот воз-
можно возникновение негативных эффек-
тов, рассмотренных в статье [20].

Рис. 3. Сетки конечных элементов участка  
скругления (a) и ножки резонатора (b, c).  

Разбиение выполнено на элементы 
SOLID186 и SOLID185 соответственно; 

b, c – ножка и ее продольное сечение

В ходе расчетов, нацеленных на полу-
чение модели требуемой точности при ми-
нимизации расчетного времени, устанав-
ливалось минимально необходимое число 
элементов и узлов полусферы. В случае обо-
лочечных моделей размер элементов полус-
феры варьировался от 0,9000 до 0,1125 мм. 
Сетка конечных элементов SHELL281 пока-
зана на рис. 4, a, b.

При исследовании напряженно-дефор-
мированного состояния конструктивных 
элементов типа оболочка или пластина с 
использованием конечных элементов типа 
SOLID, для получения приемлемого резуль-
тата необходимо обеспечить при построении 
КЭМ достаточное количество элементов по 
толщине. Поэтому в работе рассматривались 
различные варианты моделей с количеством 
элементов по толщине стенки полусферы 
от одного до восьми. На рис. 4, c, d показан 
пример разбиения полусферы на элементы 
SOLID186.

На рис. 5, 6 показаны зависимости значе-
ний собственной частоты колебаний резона-
тора от количества узлов, использованных в 
моделях. По полученным графикам можно 
определить оптимальное количество узлов, 
при котором величина Δ – изменение зна-
чения полученного решения при увеличении 
количества узлов – будет менее 0,01 %.

Анализ графиков на рис. 5, соответству-
ющих моделям с оболочечными элемен-
тами, позволяет заключить, что значение 
собственной частоты устанавливается на 
уровне 4808 – 4809 Гц. Графики приводят-
ся для модели с использованием срединной 
поверхности в качестве поверхности приве-
дения. В КЭМ I величина Δ = 0,005 %, а в 
КЭМ II Δ = 0,006 %. Различие полученных 
значений частоты между двумя моделями 
составляет не более 0,6 Гц. Здесь же вид-
но, что применение элементов 2-го поряд-
ка (SHELL281) предпочтительнее, так как 
для достижения установившегося решения 
достаточно 50 тыс. узлов, тогда как при ис-
пользовании элементов 1-го порядка необ-
ходимо не менее 83 тыс. узлов.
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 a)     b)

 b)

Рис. 4. Разбиение полусферы (a, c) и ее поперечного сечения (b, d) 
на элементы SHELL281 (a, b) и SOLID186 (c, d)

Рис. 5. Расчетные графики зависимостей частоты колебаний резонатора от количества узлов,  
использованных в КЭМ I (SHELL281) (a) и КЭМ II (SHELL181) (b)

 c)     d)

 a)
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Рис. 6. Расчетные графики зависимостей, аналогичных приведенным на рис. 5,  
но для КЭМ III (SOLID186) (a) и КЭМ IV (SOLID187) (b)

 a)

 b)

Необходимо отметить, что сходимость ре-
зультатов в моделях с использованием обо-
лочечных элементов происходит с разных 
сторон. Задача с элементами типа SHELL181 
сходится к устойчивому решению от бóльших 
значений, что соответствует классическому 
поведению графиков сходимости численной 
задачи. Однако использование элементов 
SHELL281 показывает обратную картину. 
Это, возможно, связано с используемым ти-
пом контактного взаимодействия (SHELL-
SOLID) полусферы и ножки. Контакт между 
телами осуществляется по линии, что при-
водит к локальному нагружению по граням 
твердотельных элементов. При этом в случае 
исключения ножки из модели и реализации 
жесткой заделки по соответствующей грани 
полусферы «жесткая» характеристика графи-
ка сходимости наблюдается и для элемента 
SHELL281.

Анализ графиков твердотельных моделей 
(рис. 6) показывает, что искомое значение 
собственной частоты остается постоянным, 
начиная с определенной дискретизации 
модели. Различие значений частоты между 
твердотельными элементами SOLID186 и 
SOLID187 составляет не более 0,06 Гц. Зна-
чение Δ, полученное по результатам прове-
дения сеточной сходимости, для КЭМ III и 
КЭМ IV составили 0,0002 % в обоих случаях. 
Однако для получения близких по точности 
результатов, в случае применения элемен-
тов SOLID187 потребовалось в полтора раза 
большее количество узлов КЭМ. В связи с 
этим, для проведения расчетов целесообраз-
но применять элементы SOLID186. В целом 
можно заключить, что четыре элемента по 
толщине стенки полусферы является опти-
мальным вариантом разбиения для анализа 
собственных частот с точностью до 0,1 Гц. 
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Отметим, что для первичной оценки значе-
ния собственной частоты (с точностью до  
1 Гц) оказывается достаточным разбиение 
полусферы по толщине на два элемента. От-
личие при таком разбиении от установивше-
гося решения составляет 0,44 Гц.

Результаты расчета рабочей  
собственной частоты резонатора

Одновременно с конечно-элементным 
моделированием для сравнения проводился 
аналитический расчет по упрощенным выра-
жениям для полусферической оболочки, по-
лученным Рэлеем [21], и по теории оболочек 
Гольденвейзера [22], с уточнением в части 
учета растяжимости срединной поверхности. 
Результаты всех найденных значений соб-
ственной частоты для второй формы колеба-
ний приведены в табл. 2.

Необходимо отметить, что в настоящей 
работе при сравнении полученных данных 
за точное решение принимается результат 
установившегося расчета с использованием 
твердотельных элементов. Это объясняется 
тем, что модели с твердотельными элемен-
тами подразумевают решение задачи теории 
упругости без каких-либо упрощений. При 
этом точность результата определяется сте-
пенью дискретизации модели и математиче-
ской погрешностью самого метода решения 
задачи на собственные значения. 

Как видно из данных табл. 2, результат 
определения собственной частоты резонато-
ра, полученный с помощью рассмотренных 
КЭМ с оболочечными и твердотельными 
элементами, показывает сопоставимые зна-
чения. При этом среди расчетных результа-

тов, полученных с использованием аналити-
ческих методов, наиболее точным оказыва-
ется значение по Гольденвейзеру.    

При решении второй из поставленных 
выше задач, а именно – определении рас-
щепления собственных частот резонатора, 
использовались элементы типа SHELL281 
(КЭМ I) для анализа влияния разнотолщин-
ности на динамические характеристики резо-
натора. Применение оболочечных элементов 
позволяет довольно просто задавать измене-
ние толщины полусферы без фактического 
изменения ее геометрии, а также значитель-
но снижает расчетное время с сохранением 
достаточной точности вычислений.

Влияние дефектов на величину 
расщепления рабочей частоты резонатора

Особенности внесения в КЭМ резонатора 
различных дефектов. Для определения рас-
щепления рабочей частоты резонатора при 
наличии какого-либо дефекта необходимо 
внести в КЭМ функцию распределения это-
го дефекта. В реальном резонаторе распре-
деление таких дефектов, как разнотолщин-
ность и разноплотность по азимутальному 
или меридиональному углу имеет случайный 
характер. Однако при моделировании часто 
используется гармоническая зависимость 
распределения дефекта как наиболее простая 
в отношении вычислений:

где x
0
, м, – номинальная величина параметра 

(толщина полусферы, плотность материала); 
X, м, – амплитуда; m – номер гармоники де-

Таблица 2
Значения рабочей собственной частоты колебаний резонатора  

(вторая форма), рассчитанные различными методами

Метод расчета Частота, Гц
Рэлея 5277,60
Теории оболочек Гольденвейзера 4814,20
Конечных элементов

типа SHELL
типа SOLID

4809,02
4809,08

( ) ( )0 ,sinx x X mα = + ⋅ α +β
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фекта; α, β, град, – начальные угол и фаза со-
ответственно. 

Номер гармоники выбирается произволь-
но, в зависимости от моделируемой функ-
ции дефекта; отметим лишь, что четвертая 
гармоника имеет наибольшее влияние на 
расщепление частоты резонатора, соответ-
ствующей эллиптической форме колебаний. 
Причины указанного влияния подробно 
описаны в литературе [3, 19]. При этом гар-
моники, отличные от четвертой, имеют вли-
яние, меньшее на порядок. Таким образом, 
для моделирования наихудшего случая вли-
яния дефекта на расщепление частоты целе-
сообразно использовать четвертую гармони-
ку распределения дефекта.

Как упоминалось ранее, при использова-
нии МКЭ возникает «математическое» рас-
щепление даже при использовании идеаль-
ной геометрии. При этом важно отметить, 
что величина «математического» расщепле-
ния является измеримой (расчетной) вели-
чиной. Основной причиной возникновения 
«математического» расщепления являет-
ся неидеальность сетки конечных элемен-
тов. Таким образом, при решении задачи на 
собственные частоты в модели резонатора с 
внесенным дефектом x(α) в результате полу-
чается некоторое суммарное расщепление, 
одним из составляющих которого является 

величина «математического» расщепления.
Исходя из того, что рассматриваемая ра-

бочая собственная частота является эллипти-
ческой, а, следовательно, соответствует вто-
рой гармонике, «математическое» расщепле-
ние представляется в виде второй гармоники 
в качестве составляющей суммарного рас-
щепления. С учетом вышеизложенного, для 
того чтобы определить значения составляю-
щих расщепления, необходимо знать фазо-
вый сдвиг гармоник друг относительно дру-
га. При этом необходимо отметить, что при 
совпадении фаз гармоник, представляющих 
«математическое» расщепление и распреде-
ление дефекта, итоговое расщепление будет 
составлять сумму значений расщепления 
обоих дефектов, а в случае противофазы – 
разность значений. Отмеченное свойство на-
глядно прослеживается, например, при вне-
сении в модель четвертой гармоники дефекта 
с изменением угла начальной фазы от 0° до 
90° (рис. 7).

На этом рисунке по оси ординат отложе-
на суммарная величина расщепления ∑Δf, 
по оси абсцисс – фазовый угол β. Фазовый 
угол максимумов и минимумов зависит от 
построенной сетки и сохраняется при изме-
нении амплитуды или природы дефекта (де-
фект вызван погрешностями изготовления 
или неоднородностью материала).

Рис. 7. Расчетная зависимость суммарного расщепления рабочей частоты  
резонатора от фазового угла функции дефекта
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Вычисление величины расщепления при 
внесении дефектов в КЭМ резонатора. Одним 
из факторов, определяющих возникновение 
эффекта расщепления собственной частоты 
резонатора, выступает массовый дисбаланс 
чувствительного элемента. В реальном по-
лусферическом резонаторе неуравновешен-
ная масса непрерывно распределена по всей 
оболочке, что при возбуждении вызывает ко-
лебания его центра масс и приводит к расще-
плению частоты и снижению добротности за 
счет рассеяния энергии колебаний в опорах. 
Сам массовый дисбаланс вызван отмеченны-
ми выше геометрическими и физическими 
погрешностями, в том числе разнотолщин-
ностью и разноплотностью. В связи с тем, 
что применение МКЭ приводит к возникно-
вению «математического» расщепления, для 
вычисления составляющей внесенного де-
фекта разнотолщинности необходимо также 
найти значение данного расщепления. Это 
возможно, если в качестве функции распре-
деления дефекта – разнотолщинности – ис-
пользуется гармоническая функция:

где h
0
, м, – номинальная толщина стенки ре-

зонатора; Xh, м, – половина величины разно-
толщинности; α, град, – угловая координата, 
соответствующая азимутальному углу. 

В данной работе при решении задачи по 
нахождению собственных частот резонатора 
с помощью ANSYS, расщепление рабочей 
частоты может определяться через разность 
двух близких частот, соответствующих эл-
липтической форме колебаний. При этом 
результатом данного расчета будет некото-
рое суммарное расщепление от различных 
дефектов, если они внесены в КЭМ резона-
тора. В случае «идеальной» геометрии (от-
сутствие дефектов), суммарное расщепление 
будет равняться «математическому»:

где Δfm, Гц, – математическое расщепление; 

         Гц, – бóльшая и меньшая по значе-

( ) ( )0 sin ,hh h X mα = + α +β⋅

нию собственные частоты, определяющие 
расщепление. 

Если же в модель внесен для рассмотре-
ния дополнительный дефект, например раз-
нотолщинность, то суммарное расщепление 
будет определяться как

где Δfh, Гц, – расщепление, вызванное раз-
нотолщинностью; αi, βi, град, – углы и фазы, 
определяющие распределение дефектов по 
азимутальному углу.

Из приведенных выше соотношений вид-
но, что для однозначного определения Δfh 
необходимо знать начальные углы и фазы 
гармоник, соответствующих дефектам. Если 
это учесть и использовать два экстремальных 
значения суммарного расщепления (при на-
хождении гармоник в фазе и в противофазе), 
то можно составить простую систему из двух 
уравнений, позволяющую определить значе-
ние расщеплений от каждого дефекта:

Для автоматизации расчета по нахожде-
нию двух экстремальных значений суммар-
ного расщепления в ANSYS, можно опреде-
лить β и ∑Δf как параметры, построив тем са-
мым график, аналогичный приведенному на  
рис. 7. Следует отметить, что найденные угол 
и фаза, соответствующие «математическо-
му» расщеплению, сохраняются в модели и 
после изменения характеристик, описываю-
щих иные дефекты, что исключает необходи-
мость проведения дополнительных расчетов 
для обеспечения поиска экстремальных зна-
чений суммарного расщепления. Таким об-
разом, при использовании блочного метода 
Ланцоша в программном комплексе ANSYS 
можно определить величину расщепления, 
вызванного разнотолщинностью, путем уче-
та «математического» расщепления.

В качестве примера использования пред-( ) ( )2 1, ,II IIf f

( ) ( )2 1 ,m II IIf f f f∆ = ∆ = −∑

( ) ( )

( ) ( )

2 1

1 1 2 2

 
 sin 2 sin ,

II II

m h

f f f
f f m

∑∆ = − =

=∆ ⋅ α +β + ∆ ⋅ α +β

max

min

 ,
.

h m

h m

f f f
f f f

∑∆ = ∆ + ∆
∑∆ = ∆ −∆
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ставленной методики вычислений, для полу- 
сферического резонатора заданной конструк-
ции были получены численные значения рас-
щеплений, вызванных разнотолщинностью 
и разноплотностью (табл. 3). Каждый дефект 
рассматривался отдельно. Величина разно-
толщинности составляла 6 мкм, плотность 
кварцевого стекла изменяли в пределах 2200 – 
2220 кг/см3. Функции дефектов представлены 
в виде четвертой гармоники.

В результате полученные значения огра-
ничиваются применяемым методом числен-
ного расчета и упрощениями, принятыми в 
математической модели оболочки для ко-
нечных элементов типа SHELL281. 

В процессе исследования также был отме-
чен ряд особенностей, например при внесе-
нии в КЭМ дефекта плотности установлено, 
что величина «математического» расщепле-
ния изменяется пропорционально средне-
му арифметическому значению частот     и 
    , что позволяет вычислить величину «ма-
тематического» расщепления не только при 
проведении расчета, когда гармоники нахо-
дятся в фазе/противофазе. Это также не от-
меняет необходимости нахождения экстре-
мальных значений суммарного расщепления 
вновь разработанной КЭМ. Одновременно 
с этим, аналогичная зависимость не наблю-
дается при изменении, например, толщины 
полусферы или модуля упругости материала. 
Таким образом, при нахождении зависимо-
сти расщепления от дефектов, изменяющих 
сформированную матрицу жесткости КЭМ, 
необходимо при каждом изменении опре-
делять и новое значение «математического» 
расщепления.

Заключение

В представленном исследовании разрабо-
таны конечно-элементные модели (КЭМ) с 
применением различных типов элементов, 
которые могут использоваться для изучения 
динамики работы резонатора. Было уста-
новлено, что для определения собственной 
частоты полусферического резонатора с эл-
липтической формой колебаний следует ис-
пользовать элементы SHELL281 как опти-
мальные по соотношению времени расчета и 
точности. Также КЭМ с использованием ука-
занных элементов и методики, описанной и 
апробированной в данной работе, удобно 
применять для изучения влияния различных 
дефектов на работу резонатора.

Чувствительность оболочечных элементов 
к величине разнотолщинности, по-видимому,  
ограничивается погрешностью численного 
метода расчета, оценка которой выходит за 
рамки данной работы. Показанная методи-
ка позволяет исследовать расщепление ча-
стоты, вызванное неравномерным распре-
делением свойств материала (плотность, 
модуль упругости, коэффициент Пуассо-
на), а также разнотолщинностью внутрен-
ней, внешней или срединной поверхностей 
полусферы с использованием стандартных 
функций программного комплекса ANSYS 
Mechanical.

В работе также отмечена важность учета 
фазы функций, описывающих распределе-
ние дефектов, ввиду присутствия в любой 
КЭМ «математического» расщепления, вы-
званного погрешностью расчетного метода 
и несовершенством конечно-элементной 
сетки.

Таблица 3
Результаты определения расщепления рабочей частоты резонатора

Заданная функция дефекта Расщепление, Гц

7,7193

6,4881

( ) 2210 10 sin4ρ α = + ⋅ α

( ) 4 69 10 3 10 sin4h − −α = ⋅ + ⋅ ⋅ α

( )1
IIf

( )2
IIf
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ОПТИМИЗАЦИЯ ПОЛУЧЕНИЯ ИЗОТОПА МЕДИ-64 
ИЗ ПРИРОДНОГО НИКЕЛЯ НА ЦИКЛОТРОНЕ
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Статья посвящена проблеме разработки технологии получения изотопа 64Cu, важного для 
применения в ядерной медицине, путем циклотронного облучения протонами мишени из при-
родного никеля. С этой целью проанализирована энергетическая зависимость сечений взаимо-
действия протонов, обладающих начальной кинетической энергией 10 – 15 МэВ, с мишенью 
из никеля (природная смесь изотопов). Кроме того, рассмотрены величины периодов полу-
распада образующихся изотопов. На основе проведенного анализа определены оптимальные 
условия получения изотопа 64Сu (энергия пучка протонов и время выдержки после облучения) 
из природного никеля. Установлено, что в условиях, близких к идеальным (случай полного 
отделения изотопов никеля и кобальта от требуемого изотопа меди) можно ожидать, что радио- 
нуклидная чистота изотопа 64Cu будет очень высокой и достигать не менее 99 %.
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Введение

Хорошо известно, что изотоп 64Cu испы-
тывает радиоактивное превращение в ре-
зультате трех процессов: позитронного и 
электронного распада и захвата электронов. 
Указанный изотоп испускает β+-, β–-части-
цы (их энергии равны соответственно 0,65 и 
0,57 МэВ, а значения выхода 17,6 и 38,5 %) 
с периодом полураспада 12,7 ч. Он играет 
важную роль среди бифункциональных ра-
диоизотопов как для позитронно-эмисси-
онной томографии (ПЭТ), так и для лучевой 
радионуклидной терапии. Период полурас-
пада 64Cu позволяет производить этот изо-
топ на региональных или национальных ци-
клотронных установках и распределять его 
по местным отделениям ядерной медицины 
с потерей не более одного (примерно) пери-
ода полураспада [1, 2]. 

Кроме того, период полураспада изотопа 
64Cu совместим с временными масштабами, 
необходимыми для введения радиофарм-
препарата (содержащего молекулярный но-
ситель: пептиды, антитела, наночастицы и  
т. п.), его распределения в теле пациента и 
накопления в организме. 

Изотоп 64Cu лучше подходит для ПЭТ- 
визуализации высокого разрешения, чем 
для терапии, благодаря его низкой средней 
энергии β+-частиц (278 кэВ) и очень низ-
кой интенсивности сопутствующего гамма- 
излучения (1345,77 кэВ, с выходом 0,475 %). 
В то же время, его средняя энергия β–-час- 
тиц подходит для радионуклидной терапии 
небольших опухолей [1, 2].

Изотоп 64Cu имеет многочисленные пре-
имущества перед ПЭТ-изотопами 18F (его 
период полураспада t

1/2
 = 109,8 мин) и 11C  

(t
1/2

 = 20,4 мин), используемыми в настоящее 
время в клиниках. Поскольку период полу-
распада как 18F, так и 11C относительно мал, 
эти изотопы обычно готовятся на циклотро-
нах, расположенных рядом с клиниками. 

Изотоп 64Cu может быть получен на ре-
акторе с помощью реакции захвата тепло-
вых нейтронов 63Cu(n,γ)64Cu или с помощью 
реакции быстрых нейтронов 64Zn(n,γ)64Cu. 

Однако выходы реакций для получения 64Cu 
на ядерном реакторе низки [3]. 

Следует отметить, что в настоящее время 
для производства 64Cu используются два ци-
клотронных метода. Один из них основан на 
использовании в качестве мишени изотопа 
64Ni, а другой – изотопа 68Zn. 

Производство изотопа 64Cu на основе 
реакции 68Zn(p,αn)64Cu с использованием 
протонов имеет определенные преимуще-
ства, поскольку в этом случае возможна од-
новременная наработка используемых в ме-
дицине изотопов

67Ga(68Zn(p,2n)67Ga)

и

64Cu(68Zn(p,αn)64Cu),

производимых из одной и той же мишени [5]. 
Однако у этого метода есть ряд недостат-

ков: 
во-первых, требуется наличие циклотрона 

с более высокой энергией – 30 МэВ; 
во-вторых, возникает необходимость 

сложного радиохимического разделения;
в-третьих, производство изотопов в этом 

случае дает высокое загрязнение (в виде от-
ходов) от нескольких радионуклидных при-
месей; 

в-четвертых, выход изотопов 64Cu неве-
лик, поскольку сечение реакции мало (около 
20 мб при энергии протонов 30 МэВ) [5, 6]. 

Как было отмечено выше, для получе-
ния 64Cu возможно использование реакции 
64Ni(p,n)64Cu как на природной, так и на ни-
келевой мишени, обогащенной изотопом 
64Ni, с использованием относительно низкой 
энергии протонов – 10 МэВ (это существен-
но ниже 30 МэВ). Недостатком использо-
вания мишени, обогащенной 64Ni, является 
очень высокая цена изотопа 64Ni [4].

Использование относительно дешевой 
мишени из природного никеля представля-
ется более привлекательным, но недостат-
ком в этом случае выступает низкое содержа-
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ние изотопа 64Ni в мишени и, следовательно, 
недостаточно высокая эффективность про-
изводства 64Cu, а также образование большо-
го количества других примесей в процессе 
облучения и требования к сложным химиче-
ским процедурам для разделения и выделе-
ния 64Cu из этих примесей [5]. 

Однако правильный выбор начальной 
энергии протонов, соответствующей макси-
муму величины сечения реакции 64Ni(p,n)64Cu 
(647 мб при энергии 10,5 МэВ [11]), и опти-
мизация времени выдержки после облучения 
позволяют в значительной степени обойти 
это трудности.

Целью настоящей работы является ана-
лиз возможностей и оптимизация получения 
изотопа 64Cu из природного никеля с исполь-
зованием протонов с энергией 10 – 15 МэВ на 
циклотроне МГЦ-20 Санкт-Петербургского 
политехнического университета.

Методика анализа выхода изотопов  
в никелевой мишени (природная смесь)  

при облучении пучком протонов 
 с энергией 10 – 15 МэВ

Как было отмечено выше, для получе-
ния изотопа 64Сu можно использовать пучок 
протонов с энергией 10 – 15 МэВ. Мише-
нью служит природная смесь изотопов ни-
келя: 58Ni (68 %), 60Ni (26 %), 61Ni (1,14 %), 
62Ni (3,71 %) и 64Ni (0,926 %) [7]. 

Протоны с энергиями 10 – 15 МэВ могут 
вызывать в мишени различные ядерные 
реакции на разных изотопах никеля и таким 
образом приводить к образованию разных 
изотопов в качестве побочных продуктов, 
которые будут мешать как процессу выделе-
ния изотопа 64Cu из смеси полученных изо-
топов, так и определению количества нара-
ботанного изотопа 64Cu спектрометрически-
ми методами.

Из вышеизложенного следует, что полез-
но знать суммарный выход каждого из изо-
топов в результате различных реакций (см. 
табл. 1) и сравнивать его с выходом изотопа 
64Cu. Изотопы, образующиеся в мишени при 
облучении протонами природной смеси изо-
топов никеля, приведены в табл. 1 [8 – 12].

При определении выходов изотопов при 
облучении протонами природной смеси изо-
топов никеля, необходимо учитывать потери 
энергии протона на возбуждение и иониза-
цию при прохождении через вещество ми-
шени [13]:

где –dE/dx, МэВ/см, – удельные ионизаци-
онные потери (x – глубина проникновения 
протонов); z – зарядовые числа снаряда; me, 
г, – масса электрона; e, Кл, – заряд электро-
на; c, см/с, – скорость света; β – отношение 
скорости снаряда к скорости света (β = v/c); 
I, эВ, – средний ионизационный потенци-
ал; ε0, Ф/м, – электрическая постоянная; n, 
см–3, – электронная концентрация мишени,

NA, 1/мол, – постоянная Авогадро; ρ, г/см3, 
– плотность мишени; Z – зарядовые числа 
мишени; A – атомная масса; Mu, г/мол, –  
молярная масса.

Средний ионизационный потенциал ни-
келя составляет, как и средний ионизаци-
онный потенциал для других элементов, I = 
= 328 ± 10 эВ [14]. 

В нерелятивистском случае β2 << 1, и с 
учетом того, что частицей-снарядом являет-
ся протон (z = 1), формула (1) упрощается:

Решение уравнения (2) дает зависимость 
E(x) – средней энергии протонов E от глуби-
ны x.

Наработка всех изотопов на различной 

2 2 22 2

2 2
0

24 ln ,
4
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e
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Таблица 1
Характеристики изотопов, образующихся в мишени  

в результате ядерных реакций при облучении протонами p
природной смеси изотопов никеля [8 – 12]

Изотоп Период
полураспада

Ядерная
реакция

Ethr, 
МэВ

σ, мб, при энергии 
15 МэВ 10 МэВ

55Co 17,5 ч 58Ni(p,α) 1,36 35,7 8,7

57Co 271,74 сут

58Ni(p,2p)
58Ni(p, p + n)57Ni→ 57Co

60Ni(p,α)
61Ni(p, n + α)

62Ni(p, 2n + α)
58Ni(p,d)

8,3
12,3
0,3
8,2
18,9
10,0

149,3 4,9

58Co 70,86 сут
61Ni(p,α)

62Ni(p,α + n)
0,7
10,3

0,88 0,78

57Ni 35,6 ч
58Ni(p, p + n)

58Ni(p,d)
12,4
10,1

8,8 –

60Cu 23,7 мин 64Ni(p,n) 7,0 58,8 79,8

61Cu 3,3 ч
61Ni(p,n)

62Ni(p,2n)
3,1
13,0

186 472

62Cu 9,67 мин 62Ni(p,n) 5,0 359,3 498,9
64Cu 12,7 ч 64Ni(p,n) 2,5 206,0 647,0

О б о з н а ч е н и я: E
thr

 – пороговая энергия реакции, σ – сечение реакции (для двух значений началь-

ной кинетической энергии протонного пучка. 

глубине мишени при этом будет определять-
ся по следующей формуле [15]:

где Ni, см–3, – количество атомов типа i про-
изводимого радиоизотопа; J, А, – ток ци-
клотрона; nf – концентрация ядер изотопа 
никеля в природном никеле; λ, с–1, – посто-
янная распада производимого радионукли-
да; trad, с, – время облучения мишени.

Интегрируя распределение (3) от нуля до 
толщины мишени τ, получим зависимость 
наработки производимых радиоизотопов в 
мишени толщиной τ:

( )( ) ( )1 exp ,

i

f
rad

dN
dx

Jn
t x

e

=

 
= − − λ σ λ 

(3)

Уменьшением потока протонов с глуби-
ной, а также наличием других процессов, вы-
водящих протоны из пучка, в данном случае 
можно пренебречь.

С помощью уравнений (2), (4) и значе-
ний сечения реакций σ (см. табл. 1), бы-
ла определена активность каждого изотопа 
при использовании протонов с начальными 
кинетическими энергиями 15 (рис. 1, а,b) и  
10 МэВ (рис. 1, c,d), тока циклотрона, равно-
го 2 мкА, и мишени из природного никеля. 
На рис. 1 представлены результаты вычис-
ления активности изотопов 55Co и 64Cu для 
мишеней различной толщины и различных 
времен облучения.

Анализ рис. 1 показывает, что для началь-

( )
0

, .i
i rad

dNN t dx
dx

τ  τ =  
 ∫ (4)
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Рис. 1. Зависимости наработанной активности радиоизотопов 55Co (а,c) и 64Cu (b,d) от толщины  
мишени из природного никеля при использовании протонов с начальной кинетической энергией  

15 МэВ (а,b) и 10 МэВ (c,d), для различного времени облучения, ч: 0,5 (1), 1,0 (2), 1,5 (3).
Линиями показаны кривые зависимостей, а полосами – погрешности их определения  

(связаны с погрешностями нахождения сечения реакции)

ной энергии протонов 15 МэВ достаточ-
ной толщиной мишени является значение  
400 мкм, при которой пропадает зависимость 
наработанной активности от толщины ми-
шени. При начальной энергии 10 МэВ это 
значение составляет 200 мкм. 

Для расчета активности каждого изото-
па после окончания облучения и после раз-
личных времени ожидания использовалось 
уравнение

где A0, с–1, – активность изотопа при t = 0; 
At, с

–1, – активность изотопа после времени 
ожидания t, c; λ, с–1,– постоянная распада 
изотопа.

Результаты вычислений активности и от-
ношений активностей наработанных изо-
топов к активности наработанного изотопа 
64Cu для различных времен выдержки после 
окончания облучения приведены в табл. 2  
(время облучения мишени – 1,5 ч, Е = 15 и 

( )0 exp ,tA A t= −λ (5)

10 МэВ, ток циклотрона – 2 мкА).
После завершения облучения никеле-

вой мишени (природная смесь изотопов) 
необходимо провести процедуру выделе-
ния изотопа 64Cu из мишени. Обычно это 
делается с помощью хорошо известного 
метода хроматографии на колонке ионооб-
менной смолы (Dowex1-8X [1] или AG1-X8 
[16]). Поскольку в мишени при облучении 
образуется ряд радиоизотопов с малым пе-
риодом полураспада (см. табл. 1), целесо-
образно перед хроматографией выдержать 
мишень в течение 12 – 17 ч (как это следует 
из данных табл. 2) с целью ослабления ак-
тивности изотопов 60Cu и 62Cu. При этом 
достигается их ослабление более чем в 1 
млн. раз. Процесс химического разделения 
занимает в среднем около 20 ч. Как следует 
из данных табл. 2, можно достичь очень 
высокой радионуклидной чистоты изотопа 
64Cu, не менее 99 %, если полностью отде-
лить его (идеальный случай) от изотопов 
никеля и кобальта).



Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки. 14 (2) 2021

86

Таблица 2
Сравнение значений активности наработанных изотопов, образующихся в мишени  

в результате ядерных реакций при облучении природной смеси изотопов никеля протонами

Изотоп

t = 0 t=9,67 мин t=23,7 мин t=3,3 ч t=12,7 ч t=17,5 ч t=50 ч
Начальная кинетическая энергия пучка протонов – 15 МэВ

55Co

57Co

58Co

57Ni

60Cu – – –

61Cu

62Cu – – – –

64Cu

Начальная кинетическая энергия пучка протонов – 10 МэВ

55Co

57Co

58Co

60Cu – – –

61Cu

62Cu – – – –

64Cu

П р и м е ч а н и я. 1. Представлены значения активности наработанных изотопов A
t
, а также отношений величи-

ны A
t
 к соответствующей активности наработанного изотопа 64Cu (в скобках) для различных времен выдержки 

t после окончания облучения. 2. Время облучения мишени – 1,5 ч, ток циклотрона – 2 мкА. 3. Прочерки обо-
значают, что активность изотопа ниже 1 распада в секунду.

( )
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⋅
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⋅

( )
72, 4 10

2,5
⋅
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1
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Заключение

В настоящей работе выполнен анализ тех-
нологии получения изотопа 64Cu, важного 
для применения в ядерной медицине, путем 
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В работе представлены феноменологические неполяризованные партонные функции 
распределения для дикварков, основанные на модели с мягкой стеной на световом конусе 
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распределения партонов (ФРП). Модель рассматривает все возможные состояния валентных 
дикварков. В данном исследовании мы остановились на рассмотрении состояний валентных 
дикварков ud со спинами 0 ((ud)

0
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1
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1
) в протоне. Полу-
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Introduction

Since the second half of the last decade of 
the 20th century, the AdS/CFT correspondence 
[1] between string theory in anti-de Sitter (AdS) 
space-time and conformal field theories (CFTs) 
in physical space-time has been a very active and 
interesting field of study. Among other things, 
the wealth of this correspondence stands in the 
possibility to perform calculations between op-
posite coupling regimes, strongly coupled the-
ories can be mapped into weakly coupled ones 
and vice versa. CFTs are defined as scale in-
variant theories, so it is impossible to applicate 
the AdS/CFT correspondence to the quantum 
chromodynamics (QCD) itself directly.

It is worth noting that this is because the cou-
pling constants change with the renormalization 
scale μ in QCD that we get the condition under 
which perturbation theory is valid [2].

Nevertheless, in the strong coupling regime 
of QCD, the couplings appear to be approx-
imately constant. This is the basis for a light-
front holography, an approximation of the AdS/
CFT to QCD quantized on the light front (light-
front AdS/QCD) [3] that has shown the ability 
to find analytic solutions in the non-perturba-
tive regime of QCD, like improving predictions 
of hadron masses and structure properties (see 
e.g. Ref. [4]).

In this work, we are particularly interested 
in the fact that light-front AdS/QCD predicts 
a general form of two particle bound state wave 
function inside nucleons which cannot be de-
rived simply from valence quarks [4, 5]. This 
has led to considerable progress in nucleon an-
alytical results considering valence diquarks in 
their structure, just as light-front wave functions 
QCD matched with soft-wall AdS/QCD predic-
tions [6 – 8]. 

Another recent result contemplates the scale 
evolution of the parton distribution functions 
(PDFs) for a quark-diquark nucleon model us-
ing scale-dependent parameters following the 
DGLAP (Dokshitzer – Gribov – Lipatov –  
Altarelli – Parisi) evolution [5], that are consist-
ent with the quark counting rule and Drell – Yan 
– West relation [9, 10]. Based on these last two 
results, we have fitted the PDF parameters of the 

quark-diquark nucleon model to the available  
data from NNPDF2.3 QCD + QED NNLO 
[11] for u and d quarks, in order to get the un-
polarized PDFs for the spin-0 (ud)

0
, spin-1 (ud)

1
 

and spin-1 (uu)
1
 diquarks. With such parameters 

available, the diquark PDFs can be used to sim-
ulations of proton (and neutron) collisions with 
participating diquarks.

To consider proton collisions based on a nu-
cleon model with diquark structures inside, it 
is useful to inspect the properties of the parton 
model. 

The parton model

The cross section for proton-proton colli-
sions can be expressed by the so called improved 
parton model formula [12]:

where the scripts 1 and 2 are labels to incoming 
proton beams carried momentum P. 

In this scenario, the incoming proton beam 
is equivalent to a beam made of constituent par-
tons. Typically, these partons are taken as the 
massless-pointlike elementary particles, quarks 
and gluons [12], with longitudinal momentum 
distribution characterized by the parton distri-
bution functions fi(x, μ). 

This means, given some proton with momen-
tum P, the probability to find in such parton i 
with momentum between xP and (x + dx)P is 
precisely dxfi(x, μ) being dependent as well of 
the renormalization scale μ. 

While    represents the parton cross sections, 
which can be computed with perturbative QCD 
(pQCD) for sufficiently small running coupling 
αs(μ) [2].

However, due to the fact that partons cannot 
be observed as free particles, the PDFs cannot 
be calculated using pQCD. Nowadays, the sim-
plest way to obtain PDFs is fitting observables 
to experimental data, among other phenomeno-
logical tools (see e.g. Refs. [13, 14]).

Nevertheless, in order to work with a parton 
model using constituent diquarks, we must ex-
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pand this picture beyond quarks and gluons. As 
we mentioned above, recent results from soft-
wall AdS/QCD [4, 7] have shown a phenomeno-
logical approach to reproduce unpolarized PDFs 
of quark-diquark nucleons [5]. 

In the next section we show how this phe-
nomenological approach has been constructed 
to finally obtain our parameters that allow us to 
exhibit our diquark PDFs.

The soft-wall light front AdS/QCD
 quark-diquark nucleon model

In this section we intend to outline how to ob-
tain the PDF of a quark-diquark nucleon model 
using soft-wall light front holographic QCD (for 
a more detailed analysis see Ref. [5] and its refer-
ences, from where this section is heavily based).

To construct such a PDF model, it is assumed 
that a virtual incoming photon interacts with a 
massless-valence quark. The other two valence 
quarks are then forming a spectator diquark. In 
this way, it is ensured that this model is in ac-
cordance with the traditional quark-interacting 
frameworks, from where it is possible to build re-
liable properties for the nucleon model, so for di-
quarks. The diquarks can have then either spin-0 
(scalar diquark) or spin-1 (vector diquark).

The nucleon state is represented by a spin-fla-
vor SU (4) symmetry. This implies that the possi-
ble states are the isoscalar-scalar diquark singlet 
state, the isoscalar-vector diquark state and the 
isovector-vector diquark state. Shortly, the di-
quark can be either scalar or axial-vector. 

For the proton state we can write it as

where, following the original notation in Ref. [5], 
S and A represent the scalar and vector diquark 
having isospin at their superscript; the subscripts 
in the coefficients denote the isoscalar-scalar 
(S), the isoscalar-vector state (V) and the isovec-
tor-vector state (VV). 

For the neutron, the state is given by the iso- 
spin symmetry u ↔ d.

Without losing the generality of the model, we 

0 0

1

;

,

S V

VV

P C uS C uA

C dA

± ±

±

± = + +

+
(2)

will take the case for the proton, which is what we 
care about in this work.

Using the light-cone convention x± = x0 ± x3 
[15] it is convenient to choose a frame where the 
proton transverse momentum vanishes, denoted 
as

where M is the proton mass. 
So the momentum of the struck quark can be 

taken as

and the diquark

We can interpret from this notation that x = 
= p+/P+ is the longitudinal momentum fraction 
carried by the struck quark.

Now, we can express the two particle Fock- 
state expansion.

For total angular momentum projection J z = 
= ±1/2 with spin-0 diquark is given by

where

is the two-particle state having struck quark of 
helicity λq and a scalar diquark having helicity 
λs = s (spin-0 singlet diquark helicity is denoted 
by s to distinguish from triplet diquark). 

While, the spin-1 diquark state is given by the 
following expression [16]:

2
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where               represents a two-particle  

state with a quark of helicity          and a vec- 

tor diquark of helicity λD = ±1,0 (triplet). Here  
ν = u, d is a flavor index.

The light-front (LF) wave functions with 
spin-0 diquark state,      at the initial scale μ0  
for         are given by expressions [8]:

In a very similar way, for vector diquarks  

with         the LF wave functions      at the  

initial scale μ0 can be written as
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The LF wave functions     (i = 1, 2) are the 
twist-3 LF wave functions. These functions can 
be derived in light-front QCD and in soft-wall 
AdS/QCD [4, 17 – 19, 6].

In Ref. [7] a generalized form to     was  
proposed by matching the electromagnetic form 
factors of the nucleon in soft-wall AdS/QCD and 
light-front QCD, getting that
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Quark-diquark unpolarized PDF evolution

The unpolarized parton distribution function 
is defined as [8, 5]:

which depends only on the light-cone momen-
tum fraction x = p+/P+ where the proton state 
      with spin S is given as in Eq. (2). 

Indeed, γ+ is the light-cone representation of 
the usual γμ matrix, detailed definition is found  
in Ref. [15]. 

The leading order QCD evolution of the un-
polarized PDF is given as the standard DGLAP 
expansion [29, 30, 5]:

where the anomalous dimension is determined by

and the running coupling constant is given as

where κ is a scale parameter coming from the 
soft-wall AdS/QCD model. 

With this information, it is possible to write 
the Dirac and Pauli form factors for spin-1/2 
composite particle systems [20]. 

In Ref. [21] it was found, by fitting the pro-
ton form factors from the soft-wall AdS/QCD 
model with experimental data [22 – 26], that 
the best agreement if given with κ = 0.4066 GeV. 
Furthermore, in Ref. [5] the flavor form factors 
for u and d in this light-front diquark model was 
fitted with experimental data [27, 28], obtaining 
the value of the parameters     and     at the 
initial scale μ0 (see Table 1).

In the same way, using the Sachs form factors, 
the coefficients for the quark-diquark nucleon 
state (2) were obtained in Ref. [5]:

Besides, the normalized constants Ni were 
found to be
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Table  1
The fitted parameters for nucleon valence u and d quarks at the initial scale μ

0
 [5]

Parameter
Value

u d
0.280 ± 0.001 0.5850 ± 0,0003

0.1716 ± 0.0051 0.7000 ± 0.0002

0.84 ± 0.02

0.2284 ± 0.0035

δν 1.0 1.0
N o t a t i o n: ν = u, d – quarks, while   ,   ,   ,   , δν – parameters defined in Eq. (9).
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In this work we take CF = 4/3, β
0
 = 9 and 

ΛQCD = 0.226 GeV. 
The initial scale in most of the works on which 

ours is based is taken to be μ0 = 0.313 GeV since  
it is a value available for pion phenomenology.

Thus, the light-front diquark unpolarized 
PDFs at scale μ are given by [5]:

The parameters           are now depen- 
dent on the scale μ such that the relation (11) 
holds, i. e. [5],
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where the quantities        and        are de-
fined as

for Π = A, B.
The        and        are the parameters  

given in Table 1. It should be noted that the pa-
rameter δμ tends to unity while μ → μ0.

In order to find the evolution parameters 
             and δν it is useful to write the fla-
vor decomposed PDFs f u(x, μ) and f d(x, μ). It  
was well discussed in Ref. [8] that for the rela-
tion between quark flavors and diquark states 
should have a linear behavior with free coeffi-
cients to be determinate with experimental da-
ta. Indeed, in the same way the proton state (2) 
has to be consistent with the real world under 
the same coefficients CS, CV and CVV, which was 
how the flavored form factors were decomposed 
from the diquarks, and such parameters founded 
in Ref. [5]. 

So, the flavor decomposed PDFs are given as

Then, the flavored PDF f ν(x, μ) in the light-
front quark-diquark model can be written as
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for u and d quarks respectively.
In this work, we have followed the fashion of 

Ref. [5] and we have obtained the values of the 
evolution parameters by fitting the flavor PDFs 
(22) with data from NNPDF2.3 QCD + QED 
NNLO [11]. 

The fit was performed in gnuplot [31], an open 
source plotting tool using non-linear least-square 
theory, taking first a f ν depending on parameters 
      then getting the evolution parameters      
        and δν. 

The unpolarized PDF data was fitted for 100 
equal-spaced data points for different x ∈ (0, 1) 
and μ2 = 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256 GeV2. 

The fitted parameters for              are 
shown in Table 2 while the fitted δν being shown 

( ) ( ) ( )2 22
0 1

1 2 ,
3 3

d d d
VVN C N N  = +    

(24)

( )i
ν∏ µ , ,i

ν
∏α

, ,,i i
ν ν
∏ ∏β γ

in Table 3.
In appendix A we show the different fits per-

formed for the scales mentioned above. 
With this data applied to the PDFs (14) and 

(15), we have drawn the functions x∙f(x) of the 
isoscalar-scalar diquark and isovector-vector 
diquark for energy scales μ2 = 10, 102, 103 and 
104 GeV2 shown in Fig. 1, a, b, c, d respectively. 
The smooth bands show the case of the scalar 
diquark, while the checkered bands are for the 
mentioned vector diquark. It is important to 
note that

from values reported in Ref. [5], so the behav-
ior of the f (S) (isoscalar-scalar) curve and the f (V) 
(isoscalar-vector) one is very similar.

Table  2
PDF evolution parameters with 95% confidence bounds

–0.196314 ± 0.002266 –0.197209 ± 0,010210 0.927163 ± 0.036270 0.09

6.48940 ± 0.04592 0.161127 ± 0.006494 –0.910813 ± 0.021850 0.17

–0.441651 ± 0,002674 –0.0389503 ± 0,0058020 0.306214 ± 0.019020 0.995

2.58149 ± 0.26410 –0.0548368 ± 0.0780600 –0.807298 ± 0,277900 1.54

–0.119059 ± 0.002517 –0.124819 ± 0.018800 0.952914 ± 0.060100 0.27

12.84810 ± 0.09134 0.0976609 ± 0.006134 –0.80035 ± 0.01510 0.53

–0.514816 ± 0.000724 –0.001555 ± 0.001244 0.171831 ± 0.003307 0.41

1.10727 ± 0.00703 0.0844447 ± 0.005591 –0.57190 ± 0.01486 0.03
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Table  3
PDF evolution parameters      and      for ν = u, d

δν(μ)
δu 0.035074 ± 0.03009 0.48314 ± 0.06732 10.50
δd 0.406762 ± 0.007024 0.46990 ± 0.01275 3.79

F o o t n o t e: in Tabs. 2 and 3 the data was used from NNPDF2.3 QCD+QED NNLO [11].
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Conclusions

The soft-wall light front AdS/QCD has al-
lowed us to construct parton distribution func-
tions (PDFs) for diquarks in agreement with the 
data obtained for quarks phenomenologically. We 
have particularly taken data from NNPDF2.3 
QCD+QED NNLO [11], but the model can be 
adapted to desired experimental data with u and 
d quark PDF information. 

Although the uncertainties for the values in 
      reported here should be still improved, an 
acceptable fit for the functions (14) and (15) is 
shown in our parameters in Tabs. 2 and 3 looking  
at  

In general terms, the behavior of diquark  
PDFs observed in Figs. 1 reveals a similarity to 
the quark PDFs. Such behavior goes in the sense 
that as the energy scale increases, a shift to x = 0  
of the peak of the functions is visible; as well as, 
while x approaches 1, xf tends to vanish expo- 
nentially. This fact can be compared with the re-

a)       b)

c)       d)

Fig. 1. Graphs of the x∙f(x) functions (diquark PDFs)
 at different scale energies μ2, (GeV)2: 10 (a), 102 (b), 103 (c), 104 (d).

The cases of the scalar ud
0
 (gray bands) and vector uu

1
 (black ones) diquarks are shown

sults in Ref. [5], where using the same model with 
NNPDF21(NNLO) [32] data were fitted the u 
and d quark PDFs.

The phenomenological diquark PDFs re-
ported here are intended to be tested within the 
framework of particle collisions.

Especially for us, it is expected to study the 
effect in the production of hadrons in collision 
simulations of the AdS/QCD quark-diquark nu-
cleon model taking into account participant di-
quarks in hard processes.
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Each           was evaluated for 100 equal-
ly-spaced points for different x ∈ (0, 1). The fit-
ting of the parameters at μ2 = 2, 4, 8, 16, 32, 
64, 128 and 256 GeV2 are shown in Fig. 2 and 3. 
The data points are extracted from NNPDF2.3 
QCD + QED NNLO [11]. It should be noted  
that the           values show that the un-
certainty ranges found with the fit are over- 
estimated, this is because for this first instance, 
uncertainties were not taken from the PDF data 
of Ref. [11]. An improvement in this fact is ex-
pected for future works.

Appendix 

Parameter fitting for PDF evolution
from NNPDF2.3 QCD+QED NNLO

The scale evolution of    and    is parame- 
terized by   ,    and    While δν is paramete- 
rized by    and   , f(x, μ) is given by Eq. (22) 
along with Eqs. (16) – (19). The f(x, μ) function  
depending on the parameters   ,    and δν are  
fitted at 8 different energy scales μ2 in Table 4  
for u quark, while the fitted parameters for d 
quark are given in Table 5. 
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Table  4
Fitting of the PDF f

1
(x) at various energy scales for the u quark

δu

2.0 –0.133482± 
±0.027630

9.88657± 
±0.57650

–0,398994± 
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2.50897± 
±0.82540
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±0.04635 9.15238e –06
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±0.03360 2.73019e –06

8.0 –0.257193± 
±0.006954
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±0.06874

–0.508357± 
±0.002519

1.28388 ± 
±0.10670

1.60899± 
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Fig. 3. Plots of      (a),      (b),      (c),      (d),      (e),      (f) and      (h) parameters vs. energy scales 
obtained by fitting the data of Tabs. 4, 5 through using Eq. (19) and varying 
 evolution parameters          and      for u (a – d) and d (e – h) quarks
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мализма малых возмущений записана формула для поправок второго порядка малости к по-
стоянным распространения мод равномерно возмущенного диэлектрического волновода. На 
этой основе получено простое аналитическое выражение для поправок к постоянным распро-
странения мод изогнутого параболического многомодового волокна. Показано, что поправки 
к квадратам постоянных распространения мод одинаковы для всех мод. При этом поправки к 
разности постоянных распространения мод в изогнутом волокне пропорциональны разности 
постоянных распространения мод прямолинейного волокна с коэффициентом, не зависящим 
от номеров мод. Результат особенно важен для анализа интерферометрических оптоволокон-
ных датчиков на основе изгиба чувствительного волокна.

Ключевые слова: оптическое волокно, градиентный профиль, изогнутый волновод, метод воз-
мущений, постоянная распространения

Ссылка при цитировании: Маркварт А.А., Лиокумович Л.Б., Ушаков Н.А. Анализ попра-
вок к постоянным распространения в изогнутом многомодовом параболическом оптическом 
волокне // Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки. 2021.  
Т. 14. № 2. С. 104–117. DOI: 10.18721/JPM.14209

Статья открытого доступа, распространяемая по лицензии CC BY-NC 4.0 (https://creative-
commons.org/licenses/by-nc/4.0/)

AN ANALYSIS OF CORRECTIONS  
TO THE PROPAGATION CONSTANTS OF A MULTIMODE 

PARABOLIC OPTICAL FIBER UNDER BENDING

A.A. Markvart, L.B. Liokumovich, N.A. Ushakov

Peter the Great St. Petersburg Polytechnic University, 
St. Petersburg, Russian Federation

The goal of our work was to study a circularly bent, weakly guiding, multimode optical fiber with 
a parabolic refractive index profile. With this in mind, the second-order corrections to propagation 
constants of longitudinally perturbed arbitrary dielectric waveguide’s modes were found using the 
perturbation theory. Based on that general result, a simple analytic equation describing the corrections 
to the propagation constants of the modes in the bent parabolic optical fiber was derived. It was shown 
that the increments of squares of mode propagation constants were the same for all modes. Moreover, 
the increments of mode propagation constants’ differences in the bent fiber were proportional to those 
in the straight fiber. The proportionality coefficient was independent of the mode number. The obtained 
results are of high importance for development of optical fiber sensors, in which fiber bending is possible.

Keywords: fiber, curvature, graded index, bent waveguide, perturbation analysis, propagation constant

Citation: Markvart A.A., Liokumovich L.B., Ushakov N.A., An analysis of corrections to the 
propagation constants of a multimode parabolic optical fiber under bending, St. Petersburg Polytech-

Радиофизика



105

Радиофизика

Введение

В любых протяженных оптоволоконных 
трактах присутствуют изгибы волокна в той 
или иной степени. Для одних систем такие 
изгибы нежелательны, например в комму-
никационных системах, так как они приво-
дят к оптическим потерям. Для других, на-
против, изгиб составляет основу их работы, 
например, в оптических модуляторах [1], 
мультиплексорах [2], разветвителях [3], а так-
же может измеряться при помощи оптоволо-
конных датчиков. В частности, волоконно- 
оптические датчики позволяют на основе ре-
гистрации изгиба световода реализовывать 
контроль состояния зданий, сооружений и 
механических агрегатов [4 – 6], мониторинг 
состояния здоровья людей [7 – 9]; такие дат-
чики служат для создания медицинских при-
боров [10], аппаратуры в робототехнике [11] 
и для других целей. 

В связи с вышеизложенным, для проек-
тирования подобных волоконно-оптических 
систем важно иметь удобный аналитический 
аппарат, позволяющий рассчитывать влияние 
изгиба волокна на параметры распростра-
нения в нем света. К настоящему времени 
исследователи достаточно много внимания 
уделяли аналитическим [12, 13] и численным 
[14, 15] расчетам оптических потерь в изо-
гнутых волокнах. Однако не менее важным 
аспектом следует считать изменение фазовых 
набегов или постоянных распространения 
(ПР) волноводных мод оптического волок-
на при его изгибе. Например, это изменение 
играет решающую роль в интерферометри-
ческих волоконно-оптических датчиках, где 
интерференционный сигнал непосредствен-
но зависит от разности постоянных распро-
странения (РПР) интерферирующих мод  
[16 – 26]. Несмотря на актуальность данной 
проблемы для волоконно-оптических дат-
чиков изгиба, в литературе уделено недоста-

точно внимания вопросу расчета добавок к 
ПР мод при изгибе волокна, в частности для 
наиболее распространенного волокна с па-
раболическим профилем показателя прелом-
ления. В известных работах, посвященных 
расчетам изменений фазовых набегов или 
постоянных распространения волноводных 
мод при изгибе волокна [27 – 33], не получено 
простых выражений для добавок к ПР и РПР 
мод в параболическом волокне. В работе [34] 
введено общее выражение для изменений ПР 
мод волокна для случая равномерного воз-
мущения волокна, полученное из системы 
дифференциальных уравнений связанных 
мод. Однако данное выражение не позволяет 
вывести явное аналитическое выражение для 
случая параболического волокна, которое 
было бы удобным для расчетных оценок. В 
Приложении 1 данной статьи приведено это 
выражение и его краткий анализ.

Настоящая работа нацелена на анализ по-
стоянных распространения и их разности для 
случая слабонаправляющего многомодового 
оптического волокна с параболическим про-
филем показателя преломления, равномерно 
изогнутого по окружности. 

В связи с поставленной целью работы на-
ми была выведена сначала общая формула 
для расчета поправок к ПР мод диэлектриче-
ского волновода при его равномерном возму-
щении вдоль оси (использован метод малых 
возмущений), а затем на основе этой фор-
мулы был детально проанализирован случай 
параболического оптического волокна.

Расчет поправок к ПР m-ой моды 
возмущенного диэлектрического волновода

Для применения метода малых возмуще-
ний к решению задачи здесь мы базируемся 
на подходе, который в монографии [35] ис-
пользован для получения поправки первого 
порядка малости к ПР мод возмущенного 
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волновода. Как будет показано ниже, по-
правка первого порядка малости обращается 
в нуль в случае равномерного изгиба волок-
на. Поэтому для учета влияния изгиба нами 
была определена поправка для ПР мод вто-
рого порядка малости. 

Следуя указанному подходу, сформули-
руем постановку конкретной задачи. Пусть 
невозмущенный диэлектрический волновод 
имеет профиль относительной диэлектриче-
ской проницаемости

где n0 – профиль показателя преломления; r, 
φ – координаты в цилиндрической системе 
координат, в которой ось z совпадает с осью 
волокна. 

При введении возмущения, равномерного 
вдоль оси, профиль относительной диэлек-
трической проницаемости возмущенного 
волновода можно записать в виде

Пусть невозмущенные моды имеют вид

где поперечные модовые функции Em(r, φ) 
удовлетворяют невозмущенному волновому 
уравнению

Здесь мы пренебрегли членом              
что оправдано для линейно поляризованных 
мод оптического волокна [36]. 

Эти моды являются взаимно ортогональ-
ными и удовлетворяют следующему условию 
ортогональности:

Рассмотрим влияние возмущения отно-
сительной диэлектрической проницаемости 

( ) ( )2
0 0, , ,r n rε ϕ = ϕ

( ) ( ) ( )0, , , .r r rε ϕ = ε ϕ + ∆ε ϕ (1)

( ) ( )2 2 2
0 0 , , .t m m mk r r ∇ + ε ⋅ ϕ = β ϕ  E E (3)

( ) ,m′∇ ∇ ⋅E

.m l m mldS N∗ ⋅ = δ∫E E (4)

Δε(r, φ), которое мало, по сравнению с вели-
чиной ε(r, φ). Предположим, что столь малое 
возмущение будет вызывать лишь небольшие 
изменения модовых функций и постоянных 
распространения. 

Пусть модовые функции изменяются на 
величину        а квадраты постоянных рас-
пространения – на        В таком случае вол- 
новое уравнение принимает вид

Если пренебречь членами второго поряд-
ка малости          и             и вос-
пользоваться соотношением (3), то уравне-
ние (5) запишется в более простом виде:

Чтобы решить это уравнение, разложим 
      в ряд по невозмущенным модовым 
функциям:

где aml – постоянные коэффициенты. 
Подставляя в уравнение (6) выражение (7) 

для       и используя (3), получаем следую-
щее соотношение:

Если соотношение (8) скалярно умножить 
на комплексно-сопряженную величину     и 
интегрировать это произведение по всей по-
перечной плоскости, то выражение в левой 
части будет равно нулю в силу соотноше-
ния ортогональности (4). Таким образом, мы 
имеем следующее выражение:

( )12 .mδβ

( )1 ,mδE

( )( )
( )( ) ( )( )

12 2 2
0 0 0

1 12 2 .

t m m

m m m m

k k ∇ + ε + ∆ε ⋅ + δ = 

= β + δβ ⋅ + δ

E E

E E (5)

( )1
m∆ε ⋅δE ( ) ( )1 12

m mδβ ⋅δE

( )

( ) ( )

12 2 2
0 0 0

1 12 2 .

t m m

m m m m

k k ∇ + ε ⋅δ + ∆ε ⋅ = 

= β ⋅δ + δβ ⋅

E E

E E (6)

( )1
mδE

( )1
mδE

( )1 ,m ml laδ =∑E E (7)

( )
( )( )

2 2

12 2
0 .

ml l m l
l

m m

a

k

β −β ⋅ =

= δβ − ∆ε ⋅

∑ E

E
(8)

*
mE

( )( )12 2
0 0.m m mk dS∗ ⋅ δβ − ∆ε ⋅ =∫E E (9)

(2)
( ) ( ), exp ,

0,1, 2, ,
m m mr i t z

m

′ = ϕ ω −β  
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Поскольку       – постоянная, из выра-
жения (9) следует, что

Это выражение дает поправку первого по-
рядка к квадрату постоянной распростране-
ния     Поскольку поправка к квадрату ПР 
мала, то можно записать поправку непосред-
ственно к самим ПР [35]:

В результате получим следующее выра-
жение:

Для расчета коэффициентов aml(m ≠ l)  
скалярно умножим левую и правую части 
уравнения (8) на     (m ≠ l) и проинтегри-
руем по всей поперечной плоскости. Тогда 
можно записать следующее выражение:

Таким образом, с точностью до обозначе-
ний, мы получили выражения для поправ-
ки первого порядка к ПР и коэффициентов 
aml(m ≠ l), аналогичные приведенным в мо-
нографии [35], за исключением введенного 
параметра нормировки Nm.

Аналогичным образом выведем поправ-
ки уже второго порядка к ПР мод. Для этого 
рассмотрим волновое уравнение в виде

( )12
mδβ

( )
2

012 .m m
m

m

k dS

N

∗ ⋅∆ε ⋅
δβ = ∫E E

(10)

2 .mβ

2 2 .m m mδβ = δβ β

,l
∗E

где            – поправки второго порядка 
к модовой функции и квадрату ПР соответ-
ственно. 

Если использовать соотношение (3) и 
дальнейшие допущения, такие как прене-
брежение слагаемыми третьего и четвертого 
порядков малости, использование (6) в каче-
стве начального приближения, то уравнение 
(13) можно привести к следующему виду: 

Чтобы решить это уравнение, разложим 
      в ряд по невозмущенным модовым 
функциям:

где bml – постоянные коэффициенты. 
Подставляя в уравнение (14) выражения 

(7) для        и (15) для        и используя 
(3), получаем следующее соотношение:

Если данное соотношение скалярно ум-
ножить на     и интегрировать по всей по-
перечной плоскости, то первое слагаемое в  
левой части и все члены суммы, за исключе-
нием члена с l = m, будут равны нулю в силу 
соотношения ортогональности (4). 

Если также использовать выражение (10), 
то можно записать следующее соотношение:

( ) ( )2 22,m mδ δβE
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Далее, если учитывать, что первое слагае-
мое в правой части данного выражения вза-
имно уничтожается с членом суммирования 
l = m в левой его части, и использовать вы-
ражение (12), то поправку второго порядка 
к квадрату ПР m-ой моды при возмущении 
волновода, равномерном вдоль оси, можно 
записать в следующем виде:

или

С учетом того, что       – это поправка к 
квадрату ПР, а поправка непосредственно к 
ПР – это

получаем следующее выражение:

Выражения (19) и (20) представляют собой 
искомые выражения для поправки второго 
порядка к ПР моды оптического волокна. 

Отметим, что выражения (19) и (20) верны 
для любых диэлектрических волноводов, для 
которых при выводе волнового уравнения 
можно пренебречь членом                     

В Приложении 2 данной статьи проведено 
сравнение формулы (20) с формулой, полу-
ченной при помощи подхода, использован-
ного в статье [34].

Случай равномерного изгиба  
оптического волокна с параболическим 

профилем показателя преломления

Выражения (11) и (20) описывают общий 

( ) ( )22 2 2 ,m l m ml lm
l m

a a
≠

δβ = β −β∑ (18)

( )

( )
4

22 0
2 2

2
.

m
l m m l m l

m l

k
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∗
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β −β

× ⋅∆ε ⋅

∑

∫E E
(19)

( )22
mδβ

( ) ( )2 22 2 ,m m mδβ = δβ β

( ).m′∇ ∇ ⋅E

вид поправок к ПР мод при возмущении ди-
электрического волновода. Конкретизируем 
их для случая равномерно изогнутого пара-
болического волокна. 

Профиль относительной диэлектриче-
ской проницаемости параболического оп-
тического волокна описывается следующим 
выражением:

где a – радиус сердцевины; n1 – максималь-
ное значение показателя преломления в по-
перечном сечении; Δ – относительная раз-
ность показателей преломления,

(n2 – показатель преломления в области обо-
лочки).

В модели слабонаправляющего волокна 
с неограниченным параболическим профи-
лем собственные моды описываются в виде 
линейно поляризованных LPlp-мод [37]. Ска-
лярная компонента моды имеет вид

где Elp(r, φ) – скалярные поперечные модо-
вые функции, l – азимутальный порядок мо-
ды, индекс p – радиальный порядок моды. 

Поперечные модовые функции задаются 
следующими выражениями:

Здесь     представляют собой обобщен-
ные полиномы Лагерра порядка l и степени  
q (q = p – 1); они имеют вид
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( ) ( ) ( )
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Параметр w показывает границы суще-
ствования поля в радиальном направлении и 
определяется следующим выражением:

Постоянная βlp распространения LPlp-мо-
ды, с учетом выражения (26) и данных моно-
графии [37], определяется выражением

Для расчета поправок к ПР LPlp-моды 
воспользуемся нормализованными модовы-
ми функциями:

В этом случае параметр нормировки Nlp, 
введенный в условие (4), равен единице. Тог-
да соотношения (10), (11), (19) и (20) можно 
переписать в следующем виде:
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Для анализа изгиба волокна с радиусом 
R (см. рисунок) можно применить следую-
щий распространенный подход [37]: введем 
вместо равномерно изогнутого по окружно-
сти волокна эквивалентное прямолинейное 
волокно, имеющее профиль относительной 
диэлектрической проницаемости ε(r, φ) вида 
(1). В данном случае ε0(r, φ) – профиль от-
носительной диэлектрической проницаемо-
сти неизогнутого прямолинейного волокна, 
а возмущение Δε(r, φ) описывается выраже-
нием

В этом случае распределения поперечных 
полей в изогнутом и эквивалентном прямо-
линейном волокнах будут одинаковыми [37].

В рамках модели эквивалентного прямо-
линейного волокна поправку первого поряд-
ка к ПР LPlp-моды изогнутого волокна мож-
но получить, подставив выражение (33) в вы-
ражение (30). Однако несложно убедиться, 
что она равна нулю ввиду антисимметрич-
ного характера возмущения. Поэтому для 
случая изгиба нельзя ограничиваться только 
первой поправкой. 

Подставив выражение (33) в выражение 
(31), получим поправку второго порядка к 
квадрату ПР LPlp-моды:

здесь мы ввели следующее обозначение ин-
теграла, характеризующего связь моды LPlp с 
модой LPημ:

Данный интеграл можно вычислить в яв-
ном виде для всех комбинаций LPlp-мод [37]. 
При этом ненулевыми будут следующие ин-
тегралы (35):

1. Интеграл, характеризующий связь LPlp- 
моды с LPl+1,p-модой, т. е.

2
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2. Интеграл, характеризующий связь LPlp- 
моды с LPl–1,p+1-модой, т. е.

3. Интеграл, характеризующий связь LPlp- 
моды с LPl–1,p-модой, т. е.

4. Интеграл, характеризующий связь LPlp- 
моды с LPl+1,p–1-модой, т. е.

при этом σl = 1, если l = 0, и σl = 2, если l ≠ 0.
Остальные моды оказались не связанны-

ми с LPlp-модой. Отметим, что все связанные 
моды отличаются на единицу по своему со-
ставному модовому числу m = 2p + l – 1.

Таким образом, модуль разности квадра-
тов ПР связанных мод не зависит от значе-

a) b)

c) d)

Схематические изображения для анализа изгиба с радиусом R волокна: a, b – искривленное  
волокно и эквивалентное ему прямолинейное; c, d – профили относительной  

диэлектрической проницаемости для волокон a и b соответственно

( ), 1
1

1;
2lp l p

l

w p lI −
−

+ −
=

σ
(38)

( )( ), 1 1
1,

2lp l p
l

w pI + −

−
=

σ
(39)

2 2
2

4 .lp wηµβ −β = (40)

ний l и p и следует выражению

Поэтому множитель перед интегралом в 
выражении (34) можно упростить и вынести 
за знак суммы (с учетом знаков плюс или ми-
нус). Тогда выражение (34) можно перепи-
сать в следующем виде:

Путем перебора всех возможных ком-
бинаций индексов l и p легко показать, что 
выражение в скобке соотношения (41) рав-
но w2/4 независимо от значений индексов и 
ориентации модовой функции LPlp (cos(lφ) 
или sin(lφ)).

Таким образом, искомое приращение ква-
драта постоянной распространения LPlp-мо-
ды в параболическом оптическом волокне 
принимает относительно простой вид:

( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )

4 4 2
22 0 1

2

2 2 2 2
, 1 , 1 1 , 1 , 1 1 .

lp

lp l p lp l p lp l p lp l p

k n w
R

I I I I+ − + − + −

δβ = ×

× + − −

(41)

(42)( )
4 4 4 2 2 2

22 2 0 1 0 1
2 24 2lp lp

k n w k n a
R R

δβ = δβ = =
∆ ⋅

( ), 1 ;
2lp l p

l

w p lI +

+
=

σ
(36)

( )( ), 1 1
1

;
2lp l p

l

w pI − +
−

=
σ

(37)
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2 2lp lpδβ β

и, что важно, не зависит от номера моды. 
Приращение непосредственно ПР δβlp = 

=          запишется в виде

Теперь можно перейти к расчету разно-
сти

– разности постоянных распространения 
мод при изгибе волокна, которая важна при 
расчете интерферометрических датчиков:

где              – РПР мод изогнутого и 
прямолинейного волокон, соответственно. 

Полученное выражение можно упростить, 
принимая во внимание, что          

Таким образом, изменение РПР мод в 
изогнутом параболическом оптическом во-
локне пропорционально РПР мод прямоли-
нейного волокна        с коэффициентом 
пропорциональности a2/(4Δ), не зависящим 
от номеров мод. Чтобы оценивать эффек-
тивность работы оптоволоконных датчиков, 
регистрирующих изгиб, важно иметь оценку 
чувствительности изменения РПР мод к об-
ратному квадрату радиуса изгиба, которая, 
согласно выражению (45), имеет вид

Следует иметь в виду, что как теоретиче-
ские формулы для модовых функций и ПР 
мод параболического волокна (22) – (27), так 

,
b b b
lp lpηµ ηµ∆β = β −β

, ,,b s
lp lpηµ ηµ∆β ∆β

,

2 2 2
0 1

, ,2 ,
4

b
lp

s s
lp lps s

lp

k n a
R

ηµ

ηµ ηµ
ηµ

∆β =

= ∆β − ∆β
⋅∆ ⋅β β

(44)

2 2
0 1 :s s

lp k nηµβ β ≈

2

, , 21 .
4

b s
lp lp

a
Rηµ ηµ

 
∆β = ∆β − ∆ ⋅ 

(45)

,
s
lp ηµ∆β

и выведенные нами формулы для поправок 
к ПР и РПР мод (42) – (46), были получены 
в приближении неограниченного параболи-
ческого профиля показателя преломления 
волокна. Поэтому, строго говоря, их нельзя 
использовать для описания поведения мод, 
близких к отсечке, поле которых начинает 
существенно выходить за пределы сердцеви-
ны волокна. 

При использовании полученных выраже-
ний для анализа реальных волокон необхо-
димо учитывать упругооптический эффект 
при записи выражения (33) для возмущенно-
го профиля относительной диэлектрической 
проницаемости. Для приближенного учета 
этого эффекта можно воспользоваться следу-
ющим подходом: заменить реальный радиус 
кривизны изгиба эффективным, например, 
для стеклянного волокна Reff = 1,27 R [30].

Заключение

В данной работе для анализа влияния из-
гиба параболического многомодового волок-
на на постоянные распространения мод и их 
разности получены аналитические выраже-
ния для поправок второго порядка малости с 
использованием метода малых возмущений. 
Показано, что приращения к квадратам по-
стоянных распространения мод одинаковы 
для всех мод. Также показано, что измене-
ние разности постоянных распространения 
мод в изогнутом волокне пропорционально 
разности постоянных распространения мод 
неизогнутого волокна с коэффициентом 
пропорциональности, не зависящим от но-
меров мод. При этом величина изменений 
определяется соотношением между радиу-
сом сердцевины волокна и относительной 
разностью показателей преломления сердце-
вины и оболочки. Полученный результат ва-
жен при разработке интерферометрических 
волоконно-оптических датчиков с регистра-
цией изгиба волокна, а также при анализе 
фазовых эффектов в волоконно-оптических 
системах с многомодовыми световодами. 
При этом выведенное обобщенное выраже-
ние для поправки второго порядка малости к 
постоянной распространения мод (20) может 

( ) 2
,

,

2

.
1 4

b
lp s

lp
a

R

ηµ
ηµ

∂ ∆β
= ∆β

∆ ∂  
 

(46)

2 2 2
0 1

2 .
4lp

lp

k n a
R

δβ =
β ⋅∆ ⋅

(43)
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представлять интерес не только для анализа 
оптических волокон, но и для анализа произ-
вольных диэлектрических волноводов с рав-
номерным возмущением.

Приложение 1

Известная оценка добавки к ПР m-ой моды 
оптического волокна с параболическим 

профилем при его равномерном возмущении

В работе [34] анализируется влияние изги-
ба волокна на ПР мод волокна, но, ввиду то-
го факта, что в методе возмущений поправка 
первого порядка обращается в нуль, авторы 
предложили использовать не метод возму-
щений, а основываться на более специфиче-
ском подходе анализа системы дифференци-
альных уравнений связанных мод.

В результате авторы статьи [34] получили 
следующую оценку к приращению ПР:

где δβm – добавка к ПР m-ой моды, вызван-
ная возмущением волокна, приводящим к 
связи мод; βm – ПР m-ой моды без возмуще-
ния; κmn – коэффициент связи m-ой и n-ой 
мод. 

Выражение для коэффициентов связи 
можно найти, например, в книгах [36, 37]: 

где k0 – волновое число; Δε(r, φ) – возмуще-
ние профиля относительной диэлектриче-
ской проницаемости волокна под действием, 
в частности, изгиба; EmN(r, φ) – нормализо-
ванная модовая функция; r, φ – координаты 
в цилиндрической системе координат, в ко-
торой ось z совпадает с осью волокна. При 
этом модовые функции удовлетворяют усло-
вию нормировки:

,ml lm
m

l m l

κ κ
δβ = −

β −β∑ (П1)

( ) ( )

( )

2
0 , ,

2
, ,

ml mN
m

lN

k E r r

E r rdrd

κ = ϕ ⋅∆ε ϕ ×
β

× ϕ ⋅ ϕ

∫ ∫
(П2)

2 1.mNE rdrdϕ =∫ ∫ (П3)

Если подставить выражение (П2) в (П1), 
то можно получить оценку для приращения 
ПР мод:

В случае оптического параболического 
волокна в формализме LPlp, ПР мод мож-
но найти при помощи выражения (27). Для 
указанного волокна интегралы в оценке (П4) 
также известны (см. формулы (35) – (39)). 
Однако выражение, полученное на основе 
(П4), все равно остается громоздким, что за-
трудняет анализ физического смысла.

Приложение 2

Сравнение выражений  
для приращения ПР при изгибе волокна

Сравним полученное нами выражение 
(20) с выражением (П4). Обратим внимание, 
что оценка (20) отличается от оценки (П4) 
знаменателем множителя перед интегралом. 
Знаменатель в выражении (20) можно распи-
сать в следующем виде:

Для слабонаправляющего оптического 
волокна, при устремлении относительной 
разности показателей преломления к нулю, 
βm ≈ βl, поэтому справедливо соотношение

и формулы асимптотически сходятся. 
Однако формула (20) представляется бо-

лее целесообразной для использования по 
трем причинам: 

во-первых, она получена на основе об-
щепринятого для подобного анализа метода 
малых возмущений с простыми и понятными 
приближениями, в то время как ряд прибли-
жений, сделанных в работе [34], не позволяет 
четко судить о порядке малости поправки к 

( )

( )

4
0

2

4

.

m
l m m l m l

mN lN

k

E E rdrd

≠

δβ = ×
β β β −β

× ⋅∆ε ⋅ ϕ

∑

∫ ∫
(П4)

( ) ( )( )2 22 2 .m m l m m l m lβ β −β = β β +β β −β

( )( ) ( )2 4m m l m l m l m lβ β +β β −β ≈ β β β −β
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ПР и условиях применимости полученной 
оценки; 

во-вторых, из формулы (20) мы получили 
простое и удобное выражение для приращений 
ПР при изгибе параболического волокна, в то 
время как выражение (П4) представляет собой 
сложную сумму с необходимостью записи ПР 
для всех мод, связанных с рассчитываемой; 

в-третьих, полученное нами выражение 

позволило сделать важные физические вы-
воды о приращения ПР мод при изгибе (они 
указаны в заключении), а на основе выраже-
ния (П4) сделать подобные выводы затруд-
нительно.

Исследование выполнено при финансовой 

поддержке РФФИ в рамках научного проекта  

№ 19-31-27001.
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О СОБСТВЕННОМ ВРЕМЕНИ И МАССЕ ВСЕЛЕННОЙ
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Для случая замкнутой Вселенной предложена модификация квантовой теории гравитации, 
в которой динамика сводится к движению по орбите групп общей ковариантности. Чтобы 
связать с наблюдениями параметры этого движения, а именно собственное время и простран-
ственные сдвиги, в качестве дополнительных условий в квантовую теорию вводятся классиче-
ские уравнения движения указанных параметров. Эти уравнения отражают дифференциаль-
ные законы сохранения дополнительных динамических переменных, которые в представлении 
Арновитта, Дезера и Мизнера (АДМ) образуют пространственную плотность распределения и 
движения собственной массы Вселенной. Определены средние значения параметров собствен-
ного времени и пространственных сдвигов в истории эволюции Вселенной. Инвариантное 
определение собственной массы (спектра масс) сформулировано в операторном каноническом 
представлении теории гравитации, которое также вводится вместо представления АДМ.
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ABOUT THE PROPER TIME AND THE MASS OF THE UNIVERSE

N.N. Gorobey1, A.S. Lukyanenko1, A.V. Goltsev2

1 Peter the Great St. Petersburg Polytechnic University, 
St. Petersburg, Russian Federation;
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For a closed universe, a modification of the quantum gravity where the dynamics is reduced to 
the motion in the orbit of a general covariance groups has been proposed. To connect these motion 
parameters, namely, proper time and spatial shifts, to observations, classical equations of motion were 
introduced into the quantum theory as additional conditions. The equations account for differential 
conservation laws for additional dynamical variables, which form the spatial density of distribution and 
motion of the universe's proper mass in the representation of Arnovitt, Deser and Misner (ADM).  This 
made it possible to determine the average values of the parameters of proper time and spatial shifts in 
the evolutionary history of the universe. In order to preserve the homogeneity and isotropy of space, the 
proper mass of the universe should next be set equal to zero. Nonzero values of its proper mass (mass 
spectrum) were allowed in the operator canonical representation of the quantum gravity, which was also 
introduced instead of the ADM representation.

Keywords: universe, proper time, proper mass, quantization, Hermitian operator, Dirac spinor
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Введение

Основой квантовой теории гравитации 
для случая замкнутой Вселенной является 
уравнение (система волновых уравнений) 
Уиллера – Де Витта (УДВ):

Согласно этому уравнению, волновая  
функция вселенной Ψ не зависит от какого- 
либо внешнего параметра времени. Прини-
мая это, мы, тем не менее, полагаем, что вре-
мя необходимо для интерпретации теории 
и описания результатов наблюдений, и оно 
должно быть введено также в квантовую кос-
мологию. Это требует модификации канони-
ческой процедуры квантования теории. 

В данной работе предложен вариант та-
кой модификации в случае замкнутой Все-
ленной, которая позволяет ввести параметр 
(параметры) времени. Модификация одно-
временно выступает вариантом квазикласси-
ческого приближения и не меняет динами-
ческого содержания теории на классическом 
уровне.

В качестве модели для наших построений 
рассмотрим механику релятивистской ча-
стицы. В релятивистской механике гамиль-
тониан частицы массы m пропорционален 
гамильтоновой связи, т. е.

выражающей известное условие на 4-импульс 
частицы. 

Мы используем упрощенное обозначение 
для квадрата 4-вектора p2 = pμpμ. Положим в 
основу наших построений формальную сим-
метрию, имеющуюся в релятивистской ме-
ханике, – репараметризационную инвари-
антность действия, имеющего геометриче-
ский смысл длины мировой линии частицы 

в пространстве Минковского. Произвольная 
функция N параметра τ на мировой линии  
обеспечивает эту инвариантность. Данная 
симметрия является простейшим аналогом 
принципа общей ковариантности в теории 
гравитации Эйнштейна.

Наиболее универсальным инструментом 
квантования ковариантных теорий считается 
формализм Баталина – Фрадкина – Вилко-
высского (БФВ), который дает рецепт по-
строения инвариантного пропагатора Бекки 
– Рюэ – Стора – Тютина (БРСТ-пропагатор) 
[1, 2]. В простейшем случае релятивистской 
частицы этот формализм дает также простой 
результат: функционально-интегральное 
представление функции Грина для уравне-
ния Клейна – Гордона [3], которое содержит 
дополнительный интеграл по собственному 
времени частицы в интервале [0, ∞). Данное 
представление функции Грина ранее было 
предложено В.А. Фоком [4] и Дж. Швинге-
ром [5]. Проблема интерпретации этой ко-
вариантной квантовой теории заключается в 
том, что собственное время здесь не является 
параметром эволюции, а функция Грина са-
ма по себе не имеет динамического смысла. 
Для однородных моделей Вселенной в кван-
товой теории получается в точности такой же 
результат.

Для того чтобы собственное время в кван-
товой теории приобрело смысл параметра 
эволюции, нужны дополнительные постро-
ения, позволяющие снять интегрирование 
по нему в пропагаторе. В работе [6] для одно-
родной анизотропной модели Вселенной 
предложена модификация исходной теории, 
которая позволяет снять интеграл по соб-
ственному времени, не меняя его динамиче-
ского содержания на классическом уровне. 

Модификацию условно разделим на два 
этапа. На первом собственное время вводит-
ся в исходное действие классической теории 

Citation: Gorobey N.N., Lukyanenko A.S., Goltsev A.V., About the proper time and the mass of 
the universe, St. Petersburg Polytechnical State University Journal. Physics and Mathematics. 14 (2) 
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в качестве новой динамической переменной 
с помощью соотношения

На втором этапе к исходному действию 
добавляется уравнение Эйлера – Лагранжа 
(ЭЛ) для новой динамической переменной в 
качестве дополнительного условия. Это экви-
валентно добавлению к исходному действию 
его вариации, порожденной инфинитези-
мальным сдвигом собственного времени:

В простейшей однородной модели Все-
ленной [6] данное уравнение ЭЛ сводится к 
закону сохранения гамильтоновой связи, что 
в исходной теории было следствием уравне-
ний движения физических динамических пе-
ременных. Такая модификация, очевидно, не 
меняет динамического содержания теории 
на классическом уровне, но уже здесь приво-
дит к некоторым добавлениям.

Рассмотрим следствия рассматриваемой 
теории на примере релятивистской механи-
ки. В качестве исходной системы возьмем 
безмассовую частицу (m = 0 в соотношении 
(2)) с функцией Лагранжа

После двух этапов модификации прихо-
дим к функции Лагранжа:

где инфинитезимальный сдвиг собственно-
го времени ε также следует рассматривать в 
качестве независимой динамической пере-
менной. 

Перейдем к канонической форме моди-
фицированной теории. Ее гамильтониан ра-
вен нулю, поскольку функция Лагранжа (6) 
есть однородная функция скоростей первой 
степени, а уравнение связи принимает вид

.N s=  (3)

.sδ = −ε (4)

21 .
2

xL
N

=


(5)

21ˆ 1 ,
2

xL
s s

ε = + 
 



 

(6)

где

– это канонический импульс, сопряженный ε. 
Еще одним каноническим уравнением 

движения является закон сохранения доба-
вочной динамической переменной       С  
учетом уравнения (7) это означает закон 
сохранения связи исходной теории. Однако 
теперь масса частицы может быть не равной 
нулю, если положить

Таким образом, предложенная модифи-
кация приводит к появлению в теории до-
бавочного параметра Pε, который в данном 
случае выступает как константа движения. 
Это можно понимать также как расширение 
допустимых начальных значений скорости 
частицы, обусловленное появлением у нее 
массы. Обратим внимание, что исходная 
связь (2) является инвариантом преобразова-
ний Лоренца, действующих в пространстве 
Минковского и фазовом пространстве ре-
лятивистской частицы. Инвариантом будет 
и собственная масса, возникшая в этом по-
строении.

Есть еще один существенный результат 
модификации – появление квадратного кор-
ня из квадрата 4-импульса pμ в уравнении (7). 
В квантовой теории это источник дополни-
тельного условия в виде δ-функции в функ-
циональном интеграле, которое определяет 
собственное время на мировой линии части-
цы как интеграл уравнения (8):

Именно это уравнение позволяет снять 
интегрирование по собственному времени 
в пропагаторе для релятивистской частицы. 
Обобщение этой модификации ковариант-

22 ,sp P P pε ε= − (7)

0.P =

2 22 .P m cε = (9)

.
2

dx dx
s

P

µ
µ

ε

= ∫ (10)

(8)
2

2

1
2

xP
sε =
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ной квантовой теории на случай системы 
с двумя гамильтоновыми связями и двумя 
параметрами собственного времени рассмо-
трено в работе [7].

В данной работе предложена модифика-
ция теории гравитации в общем случае не-
однородной Вселенной. В основу положено 
представление действия, полученное Арно-
виттом – Дезером – Мизнером (АДМ) [8, 9] 
с помощью (3 + 1)-расщепления 4D-метри-
ки. Часть составляющих  этой метрики (N, 
Ni), которые называются функциями следо-
вания и сдвига, играют роль множителей Ла-
гранжа в каноническом представлении дей-
ствия АДМ. Модификация теории в данном 
представлении приводит к появлению до-
полнительных динамических переменных, 
которые образуют скалярную и векторную 
плотности относительно преобразований 
пространственных координат. По аналогии с 
релятивистской частицей их можно назвать 
распределением плотности и плотности по-
тока собственной массы Вселенной. Допу-
щение ненулевых значений этих величин в 
представлении АДМ означает нарушение 
однородности и изотропности пространства. 
Обобщение теории за счет введения инвари-
антных ненулевых значений дополнитель-
ных динамических переменных возможно в 
операторном представлении гравитацион-
ных связей [10], которое также рассматрива-
ется в этой работе. 

В операторном представлении дополни-
тельные переменные являются инварианта-
ми 3D-диффеоморфизмов и образуют спектр 
собственных модовых масс Вселенной.

Собственное время и масса
Вселенной в представлении АДМ

Действие теории гравитации в представ-
лении АДМ, полученное (3 + 1)-расщепле-
нием 4D-метрики, имеет вид [9]:

где

есть тензор внешней кривизны гиперповерх-
ности постоянного времени ∑.

Для простоты мы не включаем в действие 
(11) действие полей материи. Добавление ма-
терии не изменит основных выводов работы. 
Здесь N, Ni – функции следования и сдви-
га, которые являются составляющими 4D- 
метрики. Производные по времени этих 
функций в действии АДМ отсутствуют, так 
что они будут играть роль множителей Ла-
гранжа в каноническом представлении дей-
ствия. Уравнения ЭЛ для N, Ni – суть класси-
ческие уравнения связей, выраженные через 
производные по времени от 3D-метрики:

Функция Гамильтона в случае замкнутой 
Вселенной имеет вид линейной комбинации

где Πμ – связи АДМ, выраженные через ка-
нонические импульсы

сопряженные составляющим 3D-метрики.
Квадратичные по импульсам гамильтоно-

вы связи являются каноническими генерато-
рами сдвигов по нормали к пространствен-
ному сечению ∑, а линейные импульсные 
связи служат каноническими генераторами 
3D-пространственных диффеоморфизмов. 

Явный вид этих связей в представлении 
АДМ нам здесь не понадобится. Заметим 

( )

3
ADM

22Tr Tr ,

I Ndt gd x

R K K

∑
= ×

 × + − 

∫ ∫
(11)

[ ]1
2ik i k k i ikK N N g

N
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I H
N
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δ
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δ
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(13)
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k
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g g K K
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3
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( ) ,ik ik ikg g K Kπ = − (16)
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только, что они образуют скалярную и век-
торную плотности относительно преобра-
зований пространственных координат на ∑. 
Далее мы будем следовать общим обозначе-
ниям [11], пригодным для любых ковариант-
ных теорий. Суммирование по повторяю-
щимся индексам подразумевает интегриро-
вание, если область возможных значений 
индекса образует континуум. 

В теории гравитации область изменения 
латинского индекса такова:

В этих общих обозначениях инфинитези-
мальные сдвиги собственного (многострелоч-
ного) времени объединяются с инфинитези-
мальными пространственными сдвигами на 
гиперповерхности посредством единого сим-
вола εα, так что порождаемые этими сдвигами 
инфинитезимальные вариации канонических 
переменных запишутся в виде

Связи образуют замкнутую алгебру отно- 
сительно скобок Пуассона, т. е.

и ее структурные функции в явном виде нам 
здесь также не понадобятся.

Преобразования (17) выступают в данном 
случае преобразованиями симметрии теории 
лишь постольку, поскольку действие, запи-
санное в канонической форме

является инвариантном этих преобразова-
ний при дополнительном преобразовании 
множителей Лагранжа:

( ), ; 0; , .x i xα = µ µ = ∈∑

{ }
{ }

, ,

, .
b b

b b

q q

p p
α α

α α

δ = ε ϕ

δ = ε ϕ
(17)

{ }, ,b abd dCαϕ ϕ = ϕ (18)

( )

[ ]

, ,i i

i i

I dtL q q

dt p q

α

α α

= λ =

= −λ ϕ

∫
∫





(19)

.bd b dCα α αδλ = ε − λ ε (20)

Уравнения (20) положим в основу наших 
дальнейших построений. Будем их рассма-
тривать как функционально-дифференци-
альные уравнения вида

относительно λα, и здесь мы их считаем 
функционалами параметров собственного 
времени sα.

Решение этих уравнений при дополни-
тельных начальных условиях λα[0] = 0 имеет 
следующий вид:

Его можно получить итерациями в виде 
функционального ряда Тейлора, в котором с 
точностью до второго порядка малости по sα

Нам также потребуется вариация множи-
телей Лагранжа (22) при инфинитезималь-
ном сдвиге параметров собственного време-
ни εα:

Уравнения (22) и (24) представляют собой 
обобщение уравнений (3) и (4) для общего 
случая неоднородной Вселенной. Восполь-
зовавшись аналогией с релятивистской ме-
ханикой, запишем сразу функцию Лагранжа 
модифицированной теории гравитации в об-
щем случае:
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=
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Особенности, связанные с проблемой 
времени, и возможные способы ее решения 
в модифицированной теории проявятся при 
переходе к канонической форме действия 
(25). Модифицированная функция Лагранжа 
(25) есть однородная функция первой степе-
ни всех обобщенных скоростей. Поэтому 
функция Гамильтона модифицированной те-
ории равна нулю. 

Принимая это во внимание, мы здесь от-
клонимся от стандартного формализма ко-
вариантного квантования [1, 2] динамики 
в терминах внешнего параметра времени. 
Такое описание остается возможным для 
островной модели Вселенной, энергия ко-
торой не равна нулю, а время измеряется 
часами на бесконечности [12]. Вместо это-
го, в случае замкнутой Вселенной можно 
говорить о преобразованиях симметрии или 
движении по орбите группы общей ковари-
антности, которые генерируются связями,  
а параметры этого движения образуют соб-
ственное (многострелочное) время sα.

В модифицированной теории эта вну-
тренняя динамика заключена в уравнениях, 
определяющих канонические импульсы, со-
пряженные собственному времени:

Эти уравнения будут играть роль связей в 
модифицированной теории после перехода к 
ее канонической форме. Для этого в правой 
части уравнений (26) следует исключить все 
скорости, выразив их через соответствующие 
канонические импульсы. 

В квантовой теории связи уравнения (26) 
превращаются в систему самосогласованных 
волновых уравнений типа уравнения Шре-
дингера

для волновой функции Вселенной Ψ.
Принцип общей ковариантности требует 

исключить зависимость волновой функции 

.s
Lp h
sα α
α

∂
= = −
∂







(26)

ˆi h
sα

∂Ψ
= Ψ

∂


 (27)

Вселенной от дополнительных динамиче-
ских переменных sα.

Инвариантный пропагатор получим до-
полнительным интегрированием решения 
системы (27) по всей орбите группы общей 
ковариантности с простой мерой:

Здесь мы не будем развивать модифици-
рованную квантовую теорию, а сосредото-
чим внимание на тех аспектах канонической 
формы классической теории, которые при-
ведут к снятию интегралов в пропагаторе 
(28). Одним из таких аспектов будет исклю-
чение скоростей инфинитезимальных сдви-
гов собственного времени    в результате 
чего в уравнениях (26) возникнут квадратные 
корни, аналогичные входящим в уравнение 
связи (7). Для их исключения служат уравне-
ния, определяющие соответствующие кано-
нически сопряженные импульсы вида

которые нам далее понадобятся в явном виде. 
Уравнения (29) позволяют получить обоб-

щение простейшего уравнения (10) для соб-
ственного времени релятивистской частицы 
в виде системы уравнений для собственного 
(многострелочного) времени Вселенной.

Выпишем эту систему в явном виде, учи-
тывая наше соглашение о конденсирован-
ном латинском индексе:

( ),... .K ds sα α
α

= Ψ∏∫ (28)

,αε
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Здесь функции следования и сдвига опре-
деляются формулами (22). Обе части уравне-
ний (30) и (31) являются однородными функ-
циями первой и нулевой степеней скоростей, 
соответственно. Интегралы этих уравнений 
определяют собственное время Вселенной 
как функцию траектории в ее конфигураци-
онном пространстве. Это время также вы-
ступает функционалом дополнительных ди-
намических переменных Pεα, поэтому урав-
нения (30), (31) следует решать совместно с 
их уравнениями движения. Они получаются 
как уравнения ЭЛ для инфинитезимальных 
сдвигов собственного времени в модифици-
рованном действии и имеют вид

Согласно выражениям (29), дополнитель-
ные динамические переменные Pεα, как и 
связи в представлении АДМ, образуют про-
странственные плотности. Допущение их не-
нулевых значений нарушает ковариантность 
модифицированной теории относительно 
3D-диффеоморфизмов. Нарушения кова-
риантности не будет, если дополнительные 
переменные положить равными нулю тожде-
ственно. При этом результат модификации в 
виде системы уравнений (30), (31), определя-
ющих собственное время Вселенной в пред-
ставлении АДМ, сохранится. Инвариантное 
определение собственного времени и массы 
Вселенной может быть достигнуто с исполь-
зованием 3D-инвариантного представления 
гравитационных связей.

Операторное представление
 гравитационных связей

3D-инвариантное представление грави-
тационных связей основано на операторном 
равенстве

которое эквивалентно полному набору гра-
витационных связей в представлении АДМ 
[9]. Здесь D – это 3D-оператор Дирака, а Δ 

1 0.bd
q qd b

d P P s
dt sα

−
ε

α

∂Λ
+ Λ =

∂
 (32)

2 1 0,
2

H D= + ∆ = (33)

– 3D- оператор Бельтрами – Лапласа в про-
странстве биспиноров Дирака на компакт-
ном пространственном сечении ∑ с задан-
ным скалярным произведением

Оба оператора Δ и D – Эрмитовы относи-
тельно произведения (34), их коэффициенты 
– суть функции канонических переменных 
гравитационного поля (gik, π

ik).
Чтобы ввести новое каноническое пред-

ставление, примем во внимание, что соб-
ственные функции Эрмитова оператора H 
образуют полный набор в пространстве би- 
спиноров Дирака, а необходимым и достаточ-
ным условиями его равенства нулю является 
равенство нулю всех его собственных значе-
ний, определяемых секулярным уравнением

В свою очередь это означает, что собствен-
ные значения H образуют замкнутую алгебру 
относительно скобок Пуассона с прежними 
каноническими переменными:

Операторное уравнение (33) позволяет 
преобразовать функцию Гамильтона теории 
гравитации из первоначального представле-
ния в виде интеграла (15) от распределения 
локальных связей АДМ на пространствен-
ном сечении ∑ в линейную комбинацию мо-
довых функций Гамильтона:

Под модами мы здесь понимаем собствен-
ные состояния оператора H.

Секулярное уравнение (35) можно пред-
ставить в матричном виде, основываясь на 
спектральных разложениях для каждого Эр-
митова и эллиптического оператора в равен-
стве (33). 

Запишем секулярное уравнение для ква-
драта оператора Дирака:

( ) 3
1 2 1 2, .gd x +ψ ψ = ψ ψ∫ (34)

.H hα α αψ = ψ (35)

{ }, .h h C hα β αβγ γ=  (36)

( ), .Hh h gα α= λ π (37)
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Считая набор собственных функций ψn 
ортонормированным, будем искать решение 
уравнения (35) в виде разложения

для коэффициентов которого получим сис- 
тему уравнений

Теперь запишем секулярное уравнение 
для Эрмитовой матрицы Δmn в виде

и будем искать решение системы (40) как 
разложение

Считая опять набор собственных векто-
ров-последовательностей   ортонормиро-
ванным относительно обычного Эрмитова 
скалярного произведения в пространстве 
последовательностей, для коэффициентов 
этого разложения и искомых собственных 
значений оператора H получим:

В таком виде система уравнений, опре-
деляющая модовые гамильтонианы Вселен-
ной hα, может быть полезна, в частности, для 
формулировки конечномерных приближе-
ний. Так, для однородной модели Вселен-
ной, очевидно, имеем единственную моду с 
гамильтонианом

который совпадает с гамильтонианом одно-
родной анизотропной Вселенной, рассмо-
тренной в статье [6].

2 2 .n n nD dψ = ψ (38)

,n n
n

cα αψ = ψ∑ (39)
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, .

mn n m m mn
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m n
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= ψ ∆ψ
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mn n p m

n
f f∆ = δ∑ (41)
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p
c a fα α=∑ (42)

p
nf

( )2 .p p
m m m p p p

m
d f f a h a′+

′ ′α α α= + δ∑ (43)

Модовые гамильтонианы hα являются 
инвариантами 3D-преобразований коорди-
нат на пространственном сечении. Следова-
тельно, инвариантами будут и все величины, 
возникающие в построениях предыдущего 
раздела. Инвариантами будут, в частности, 
модовые параметры собственного време-
ни и спектр собственных масс, по прямой 
аналогии с релятивистской механикой. Это 
позволяет рассматривать эволюцию Вселен-
ной в модифицированной квантовой тео-
рии без нарушения принципа общей кова-
риантности даже при ненулевых значениях 
собственных масс. Для волновой функции 
начала Вселенной постулируем условный 
принцип минимума энергии пространства, 
определяемой функционалом

Дополнительным условием здесь служит 
равенство нулю гамильтониана Вселенной 
(37), а вариационными параметрами – вол-
новая функция Ψ

0
 и множители Лагранжа 

λn. Для вычисления этой энергии, опреде-
ляемой эллиптическим оператором    мы  
берем его минимальное собственное значе-
ние. Далее решаем систему волновых уравне-
ний (27) (записанных теперь в операторном 
представлении). Полученный таким образом 
пропагатор (28) имеет дополнительную зави-
симость от спектра инвариантных модовых 
масс. Это, в свою очередь, позволяет опре-
делить в качестве наблюдаемых модовые па-
раметры собственного времени как средние 
значения соответствующих наблюдаемых:

Эти параметры времени или соответству-
ющие им пространственные масштабы, оче-
видно, могут быть ассоциированы с иерар-
хией пространственных структур, возникаю-
щих в процессе эволюции Вселенной. После 
вычисления средних значений (46), в рамках 
исходной теории модовые массы следует 

2
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положить равными нулю. Однако принцип 
общей ковариантности теперь не исключа-
ет и ненулевые значения этих параметров. 
Наличие или отсутствие собственной массы 
Вселенной – это вопрос наблюдений и их 
интерпретации, который мы здесь оставляем 
открытым.

Новое каноническое представление тео-
рии гравитации позволяет модифицировать 
и первоначальную форму УДВ (1). Систе-
му локальных (для каждой точки простран-
ства) волновых уравнений, накладываемых 
на физическое состояние Вселенной, теперь 
следует заменить нелокальными модовыми 
условиями. Если строго следовать общепри-
нятой формулировке квантовых связей, то 
операторное представление ведет к следую-
щей системе волновых уравнений для физи-
ческих состояний вселенной Ψ:

Однако представляется более естествен-
ной прямая реализация операторного пред-
ставления (33) в виде самосогласованного 
определения самих мод с волновым уравне-
нием для волновой функции Вселенной в 
рамках единого функционально-дифферен-
циального уравнения:

В такой формулировке квантовой космо-
логии, решения следует группировать в по-
следовательности с возрастающим модовым 
индексом α, который тем самым принимает 
смысл квантового параметра собственного 
времени для данной последовательности фи-
зических состояний Вселенной Ψα.

Заключение

Отсутствие привычного представления о 
времени в квантовой космологии является 
одним из следствий принципа общей кова-
риантности, который исключает какую-ли-
бо внешнюю нумерацию структуры Вселен-
ной. Это означает, что эволюция Вселенной 
должна быть определена во внутренних тер-

ˆ 0.hαΨ = (47)

минах. На самом деле структура самой груп-
пы ковариантности, после дополнительных 
построений, определяет внутреннюю дина-
мику Вселенной. Построения, предложен-
ные в данной работе, основаны на структуре 
группы общей ковариантности в канони-
ческом представлении АДМ, которое полу-
чено (3 + 1)-расщеплением геометрии про-
странства-времени. Собственное время и 
пространственные сдвиги как естественные 
параметры преобразований симметрии вво-
дятся в исходное действие в качестве незави-
симых динамических переменных. В таком 
случае динамика замкнутой Вселенной сво-
дится к движению по орбите группы общей 
ковариантности. В квантовой теории такое 
движение описывается системой волновых 
уравнений типа Шредингера. Однако прин-
цип общей ковариантности требует незави-
симости волновой функции от параметров 
этого движения – преобразования симме-
трии. Независимость достигается усреднени-
ем волновой функции по орбите группы сим-
метрии. Задача второго этапа модификации 
состоит в снятии дополнительного усредне-
ния по орбите посредством корреляции вну-
тренней динамики с классическими интегра-
лами движения. В исходной теории эти ин-
тегралы играют роль связей, т. е. обращаются 
в нуль вследствие принципа общей ковари-
антности. В модифицированной теории эти 
величины могут быть отличны от нуля и ста-
новятся дополнительными динамическими 
переменными. Их движение описывается 
уравнениями ЭЛ для параметров общекова-
риантных преобразований. Введение в кван-
товую теорию дополнительных динамиче-
ских переменных, связанных с интегралами 
движения, является вариантом квазиклас-
сического приближения. В данном случае 
приближение не нуждается в каком-либо 
обосновании соответствующими оценками. 
Остается единственное требование – это со-
ответствие наблюдениям. «Точная» кванто-
вая теория, в отсутствие параметра времени, 
связи с наблюдениями не имеет.

Наблюдаемыми в модифицированной те-
ории выступают дополнительные динамиче-

ˆ 0.H α αψ Ψ = (48)
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ские переменные Pε, которые в представле-
нии АДМ образуют пространственное рас-
пределение собственной массы Вселенной, 
а также канонически сопряженные им про-
странственно-временные сдвиги. Для по-
следних могут быть определены средние (по 
всей истории Вселенной) значения и в ис-
ходной теории, где собственную массу Все-
ленной следует полагать равной нулю. Нену-
левая собственная масса Вселенной (спектр 

масс) допускается в операторном канониче-
ском представлении теории гравитации для 
замкнутой Вселенной. В этом представлении 
спектр масс привязан к иерархии простран-
ственных структур, возникающих в процессе 
эволюции Вселенной. Сама последователь-
ность образования пространственных струк-
тур различных масштабов может служить ма-
териальной основой понятия собственного 
времени Вселенной.

Статья поступила в редакцию 09.04.2021, принята к публикации 11.05.2021.
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ОТКЛОНЕНИЕ ИНТЕРФЕЙСНОЙ ТРЕЩИНЫ 
ОТ ПРЯМОЛИНЕЙНОГО РОСТА ВСЛЕДСТВИЕ 

НЕПРЯМОЛИНЕЙНОСТИ ГРАНИЦЫ РАЗДЕЛА МАТЕРИАЛОВ

В.В. Тихомиров

Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого, 
Санкт-Петербург, Российская Федерация

Рассматривается задача о поведении антиплоской полубесконечной интерфейсной трещи-
ны, вершина которой совпадает с угловой точкой границы раздела материалов. С помощью 
интегрального преобразования Меллина получено точное решение рассмотренной задачи.  
Для напряжений вблизи указанной угловой точки построены асимптотические выражения, 
которые могут содержать одно или два сингулярных слагаемых. Для анализа роста трещины 
использован силовой критерий разрушения (критерий Новожилова). На основе полученного 
точного решения проведена оценка точности вычислений угла отклонения трещины и разру-
шающей нагрузки, определяемых с помощью асимптотик. Исследованы зависимости этих ха-
рактеристик разрушения от параметров композиции материалов.
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Введение

В линейной механике разрушения, 
результаты которой базируются на решени-
ях уравнений линейной теории упругости, 
важную роль играют особые точки (точки 
сингулярности) полей напряжений, которые 
инициируют процесс разрушения. В каче-
стве таких точек могут выступать вершины 
трещин, вершины острых вырезов или вклю-
чений в материале. В вершине трещины, на-
ходящейся в однородной среде, имеет место 
классическая корневая сингулярность, т. е. 
показатель сингулярности равен 0,5. В дру-
гих случаях, вообще говоря, показатель син-
гулярности будет отличаться от указанного 
значения. Показатели сингулярности опре-
деляются корнями трансцендентных харак-
теристических уравнений, расположенными 
в интервале (0, 1). Обзор результатов, отно-
сящихся к этому утверждению, приведен в 
работах [1 – 3].

Среди множества проблем механики раз-
рушения выделяется класс задач о взаимо-
действии трещин с границей раздела матери-
алов. В плоской и антиплоской постановках 
этот класс задач изучался, например, в рабо-
тах [4 – 7]. При этом граница раздела пред-
полагалась прямолинейной. Следует отме-
тить, что в таких случаях классический кри-
терий разрушения Гриффитса – Ирвина не 
применим, поскольку порядок особенности 
в вершине трещины отличен от 0,5 и должны 
использоваться иные критериальные подхо-
ды. Краткий обзор таких подходов приведен 
в статье [8].

Если граница раздела материалов имеет 
точку излома, то, как показано в работе [9], 
такая точка в антиплоской задаче являет-
ся существенно особой. Другими словами, 
в этом случае характеристическое уравне-
ние при некоторых значениях параметров 
композиции имеет уже два различных кор-
ня, меньших единицы и определяющих два 
сингулярных слагаемых в асимптотике поля 
напряжений в вершине трещины.

В данной работе исследуется отклонение 
первоначально прямолинейной интерфейс-

ной трещины от прямолинейного роста, вы-
званное кусочно-прямолинейной границей 
раздела двух материалов. 

В качестве критерия разрушения ис-
пользован силовой критерий Новожилова 
[10]. На основе полученного точного реше-
ния основное внимание в работе уделяется 
оценке возможности использования асим-
птотик полей напряжений для определения 
угла отклонения трещины и разрушающей 
нагрузки, а также анализу зависимостей 
этих характеристик разрушения от параме-
тров композиции материалов. Аналогичная 
задача в плоской постановке рассматри-
валась в статье [11]. Однако ее результаты 
базировались на применении асимптотиче-
ских решений и численного метода конеч-
ных элементов.

Постановка задачи
 и построение ее точного решения

Рассмотрим полубесконечную интерфей-
сную трещину продольного сдвига, верши-
на которой совпадает с угловой точкой двух 
связанных клиновидных областей Ω

1
 и Ω

2
 с 

углами раствора α и (2π – α) соответствен-
но (рис. 1). Материалы областей считаются 
однородными и изотропными с модулями 
сдвига μ

1
 и μ

2
. К берегам трещины приложе-

ны на расстоянии r
0
 от вершины самоуравно-

вешенные сосредоточенные силы величиной 
Т. Контакт на границе раздела материалов 
предполагается идеальным.

Поля перемещений и напряжений в ка-
ждой из областей строятся в виде интегралов 
Меллина:

где трансформанты перемещений и напря- 
жений определяются как

( ) ( )1, , ,
2

p
k k

L

w r W p r dp
i

−θ = θ
π ∫

( )

( ) ( )1

,
1 , 1, 2 ,

2

zk

p
zk

L

r

T p r dp k
i

θ

− −
θ

τ θ =

= θ =
π ∫
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Здесь r, θ – полярные координаты.
Исходя из условий регулярности решения 

при r → 0 и r → ∞, контур интегрирования 
L расположен параллельно мнимой оси в по-
лосе

Подчиняя функции (1) условиям идеаль-
ного контакта при θ = π – α и условиям на-
гружения берегов трещины при θ = ±π, на-
ходим величины Ak(p) и Bk(p), входящие в 
формулы (2). В результате представления для 
напряжений будут иметь вид

( ) ( )
( )

, sin

cos ,
k k

k

W p A p p

B p p
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+ θ
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( ) ( )
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sin cos 2 ,

p m p

m p p

ϕ α = π −

− π−α π−α

( ) ( ) ( )12 , , sin sin 2 ,p m m p pϕ α = π−α π−α

( )
( )

21 , , sin

cos sin ,

p m p

m p p

ϕ α = π −

− α π−α
(5)

( ) ( )22 , , sin sin ,p m m p pϕ α = − α π−α

( ) ( ), , sin 2 sin 2 .p m p m p∆ α = π − π−α

Упругие свойства композиции отражены в 
этих формулах через одну биупругую посто-
янную

При всех сочетаниях модулей сдвига мате-
риалов эта величина удовлетворяет неравен-
ству |m| ≤ 1. Если материал включения (обла-
сти Ω

1
) является более жестким, по сравне- 

нию с материалом матрицы, то 0 < m < 1; в 

( ) ( )1 2 1 2 .m = µ −µ µ +µ

Рис. 1. Полубесконечная интерфейсная трещина,  
вершина которой совпадает с угловой точкой границы раздела материалов:

μ1, μ2 – модули сдвига материалов областей Ω1 и Ω2; α – угол раствора области Ω1; Т – самоуравновешенные  
сосредоточенные силы, приложенные на расстоянии r0 от вершины; r, θ – полярные координаты

(4)( ) ( )1, , , , , sink kp m p m pΦ θ α = ϕ α θ+

( )2 , , cos ,k p m p+ ϕ α θ (4)
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( ), , , 0.p m∆ α β = (6)

( ) ( ), , , 2 , .p m p m∆ α = ∆ π−α −

противном случае (для мягкого включения) 
величина m лежит в интервале –1 < m < 0. 
Значение m = 0 отвечает однородной среде, а 
значения m ± 1 определяют абсолютно твер-
дое включение и клиновидный вырез.

Полюсы подынтегральной функции в 
формуле (3) определяются корнями характе-
ристического уравнения

Функция (5) является целой нечетной 
функцией параметра интегрального преоб-
разования p, не имеющей нулей на мнимой 
оси, кроме однократного нуля p = 0. Однако, 
согласно формулам (4), эта точка является 
устранимой особой точкой. Поэтому контур 
интегрирования L в формуле (3) может быть 
совмещен с мнимой осью. Можно показать, 
что комплексных нулей, лежащих в полосе 
|Re p| ≤ 1, функция (5) не имеет.

В силу нечетности функции (5) каждому 
корню уравнения (6) p– < 0 соответствует ко-
рень p+ > 0, причем p– = –p+. Поскольку для 
исследования сингулярности напряжений (3) 
в вершине трещины интерес представляют 
корни, по величине не превосходящие еди-
ницы, для удобства будем изучать веществен-
ные корни характеристического уравнения, 
расположенные в интервале (0, 1).

Функция (5) обладает следующим свой-
ством:

Отсюда вытекает, что достаточно рас-
сматривать конфигурацию системы, когда  
0 < α < π при положительных и отрицатель-
ных значениях биупругой постоянной m.

Детальный анализ показывает, что в слу-
чае относительно более жесткой среды 1, 
когда μ1 > μ2 и, следовательно m > 0, при  
π/2 ≤ α < π характеристическое уравнение  
будет иметь один корень p1 ∈ (1/4, 1/2), а  
при 0 < α < π/2 – два корня: p1 ∈ (1/4, 1/2) и  
p2 ∈ (3/4, 1). 

Если m < 0, т. е. μ1 < μ2, уравнение (6) при  
0 < α ≤ π/2 имеет один корень p1 ∈ (1/2, 3/4), 

порождающий слабую особенность λ = 1 – 
– p1 < 1/2 напряжений (3), а при π/2 < α < π – 
два корня в интервале (1/2, 1).

Случай α = π/2 является особым, посколь-
ку при такой геометрии характеристическое 
уравнение имеет в интервале (0, 1) только 
один корень при любом m ∈ (–1, 1). При 
этом корни уравнения (6) распадаются на два 
множества, так как

Первый положительный нуль функции 
cos πp – m/2 является монотонно убываю-
щей величиной параметра m, принимающей 
значения, равные 2/3 при m = –1 и 1/3 при  
m = 1.

Аналогичное расщепление корней урав-
нения (6) также имеет место, например, при 
α = π/3 и α = 2π/3.

Критерий разрушения

Для вычисления напряжений в композит-
ной среде при r < r0 замкнем контур интегри-
рования L в формуле (3) слева полуокруж-
ностью большого радиуса и воспользуемся 
теоремой Коши о вычетах в полюсах подын-
тегральной функции. В результате напряже-
ния в каждой из областей будут иметь вид

В качестве критерия разрушения будем 
использовать силовой критерий, предло-
женный В.В. Новожиловым [10], согласно 
которому разрушение путем роста трещины 
происходит, когда среднее напряжение, вы-
численное на некотором расстоянии d от ее 
вершины, достигает критического значения, 
равного пределу прочности материала на 
сдвиг τc:

( )
( )

, 2,

2 cos 2 sin .

p m

p m p

∆ π =

= π − π
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np
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Этот критерий в плоской и антиплоской 
задачах применялся, например, в работах [8, 
11, 12].

Используя представление (7), для средних 
напряжений получаем:

Углы θ1 (α, m) и θ2 (α, m), определяющие 
направления роста трещины, находятся из 
условий экстремума функций (9) в областях  
Ω1 и Ω2. Используя формулы (4), можно по-
казать, что производная ∂Φ1/∂θ < 0 при π –  
– α < θ < π и любых допустимых значениях 
параметра |m| ≤ 1. Иными словами, функция  
в области Ω1 является монотонно убываю-
щей и принимает наибольшее значение на 
границе θ = π – α. Поскольку распростра-
нение трещины в области Ω1 является не-
возможным, далее рассматривается только 
необходимое условие экстремума среднего 
напряжения         в области Ω2:

при – π < θ < π – α,

которое в силу равенства (9) принимает вид

Асимптотический подход

Если уравнение (6) имеет только один по-
ложительный корень p1 ∈ (0, 1), то асимпто-
тика напряжений (7) при r → 0 будет одно- 
членной:
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( ) 22
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2, ,c
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Kd
r r

 
= γ γ =   π τ 

( )2 1, , ,
0.

p m∂Φ − θ α
=

∂θ

а условие разрушения (8) на луче θ = θ2 при-
мет вид

Эта формула справедлива при любых зна-
чениях параметров α и m. Рассматривая слу-
чай однородной среды, положим в равенстве 
(13) m = 0 и, следовательно, p1 = 1/2, а θ2 = 0.  
Тогда, используя формулы (4) и (5), для от-
носительного критического расстояния d2 
получим следующее представление:

где γ – безразмерный геометрический пара-
метр,      – вязкость разрушения материала 
области Ω2. 

Заметим, что такое же представление для 
критического расстояния было получено для 
острого выреза в работах [8, 13].

Равенство (11), определяющее угол откло-
нения трещины θ2 (α, m), в рассматриваемом 
случае принимает вид

Тогда, используя формулы (4), для угла 
отклонения получаем представление

Отсюда заключаем, что при использова-
нии одночленной асимптотики (12) крити-
ческое расстояние d2 не влияет на величину 
угла отклонения трещины.

Зависимость угла отклонения от пара-
метров. На основе свойств функций (4) 
можно показать, что при m > 0 (μ1 > μ2) и  

( )
( )

22 1
2

1 21 1

, ,1  arctg .
, ,

p m
p p m

 ϕ α
θ = − ϕ α 

(14)

( )2
3cK
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2 2
1

1  arctg ,
4

m
p m

θ =
−

π/2 ≤ α < π угол θ2 > 0 и является монотонно 
возрастающей функцией параметра m. Ины-
ми словами, трещина будет отклоняться в  
сторону границы раздела с более жестким ма-
териалом. В предельном случае, когда мате-
риал области Ω1 является абсолютно твердым, 
т. е. m → 1, угол отклонения θ2 = π – α. Иначе 
говоря, разрушение будет происходить вбли-
зи границы раздела материалов. Кроме того, 
при рассматриваемых значениях параметров 
производная ∂θ2/∂α < 0 и, следовательно,  
угол θ2 является убывающей функцией пара-
метра α, которая стремится к нулю при α → π, 
что соответствует росту трещины по границе 
раздела двух разнородных полуплоскостей.

Если материал области Ω2 является отно- 
сительно более жестким (m < 0) и 0 < α ≤ π/2, 
то из формул (4) и (14) вытекает, что θ2 < 0. В 
этом случае рост трещины будет происходить 
в направлении от границы раздела матери-
алов. Наибольшее по величине отклонение 
трещины в отрицательном направлении от-
счета полярного угла будет происходить при  
m → –1. В силу монотонности функции θ2 по 
параметру α, максимум отклонения достига-
ется при α = π/2, когда θ2 → –π/4 для m → –1.

Заметим, что особенно простой вид зави-
симость (14) принимает, когда α = π/2:

где p1 – первый положительный нуль функ-
ции cos πp – m/2.

Используя найденное значение угла 
отклонения (14), из равенства (13) получаем 
критическую (разрушающую) нагрузку, вы-
зывающую рост трещины:

Учитывая, что критическая нагрузка для 
полубесконечной трещины в однородной 
среде определяется формулой T0 = 0,5πγr0τc2, 
введем в рассмотрение приведенную крити-
ческую нагрузку T * для композиции:
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( )12 11 1
0 2

2 1 2

, ,
 

2 , , ,
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c

p p m
T r

p m
−α

θ

′∆
= γ τ
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При других значениях параметров харак-
теристическое уравнение имеет два корня: 
p1 и p2 на промежутке (0, 1), и асимптотика 
напряжений будет содержать два сингуляр-
ных слагаемых:

В таком случае условие разрушения имеет 
вид

При этом относительное критическое 
расстояние определяется формулой

Если γ << 1, то d2/r0 ~ γ2 и, следовательно, 
при достаточно малых значениях γ для кри-
тического расстояния можно использовать 
результат, полученный при одночленной 
асимптотике.

Угол отклонения трещины θ2 в данном 
случае будет корнем уравнения
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В отличие от одночленной асимптотики, 
здесь угол θ2 будет зависеть от критического 
расстояния.

После нахождения угла отклонения из 
критерия разрушения (17) вычисляется кри-
тическая нагрузка, а далее на основе опре-
деления (15) вычисляется и ее приведенная 
величина.

Численные результаты и их обсуждение

На основе точного решения (7) и крите-
рия разрушения (8), (9) тем же способом по-
лучаем, что относительное критическое рас-
стояние удовлетворяет уравнению

а приведенная разрушающая нагрузка нахо-
дится по формуле

При этом направление роста трещины 
определяется углом θ2, который есть корень 
уравнения (11).

Для оценки точности асимптотического 
подхода проведены вычисления характерис-
тик разрушения θ2 и T * на основе точного ре-
шения при различных значениях параметров 
α, m и γ. На рис. 2 приведена зависимость угла 
отклонения трещины θ2 от биупругой посто-
янной m, вычисленного на основе асимпто-
тики (14) и точного решения при α = π/2 и  
γ = 0,25. При этих значениях параметров 
асимптотика дает верхнюю оценку угла 
отклонения при m > 0 и нижнюю оценку при 
m < 0. Наибольшая погрешность асимпто-
тической оценки составляет 25,7 % в случае 
мягкого материала области Ω2 и около 69 % в 
случае относительно более жесткого матери-
ала этой области. Когда материал в области 
Ω1 становится очень жестким (m → 1) точ-

2 2

0 0

arctg ,d d
r r

= γ

ность асимптотической формулы (14) повы-
шается и рост трещины происходит вблизи 
интерфейса.

Аналогичная ситуация имеет место и при 
других значениях параметров α, m и γ, в том 
числе и в случае двучленной асимтотики 
(16), когда угол отклонения трещины опре-
деляется как корень уравнения (18). Отли-
чие от случая α = π/2 состоит только в том, 
что погрешность асимптотического подхода 
существенно снижается при отрицательных 
значениях биупругой постоянной.

Расчеты показывают, что точность вы-
числения угла отклонения возрастает при 
уменьшении параметра γ для всех возмож-
ных значений величин α и m. Следует также 
отметить, что учет только первого слагаемо-
го в двучленной асимптотике (16) приводит 
к очень большим ошибкам (более 100%) при 
нахождении угла отклонения и, следователь-
но, является неприемлемым.

Таким образом, использование асимпто-
тик поля напряжений вблизи вершины тре-
щины при достаточно малых значениях па-
раметра γ качественно верно определяет угол 
отклонения трещины, однако в количествен-
ном плане может приводить к существенным 
неточностям. 

На рис. 3 указана зависимость угла θ2, 
рассчитанного по точному решению, в слу-
чае относительно более жесткого материала 
области Ω1 при различных значениях ее угла 
раствора. В соответствии с выводами асим-
птотического подхода, в данном случае тре-
щина будет отклоняться в сторону границы 
раздела материалов, и при m → 1 ее рост бу-
дет происходить вблизи этой границы. При 
m < 0 разница в углах отклонения для различ-
ных значений угла α незначительна (меньше 
6 %) и зависимость θ2 от m близка к кривой 1 
на рис. 2.

Точность расчета приведенной разруша-
ющей нагрузки T *, выполненного на осно-
ве асимптотик, весьма высока и находится в 
пределах 5 % при значениях γ, не превыша-
ющих 0,5, для любых возможных значений 
величин α и m. При этом учет только сингу-
лярных членов полей напряжений опреде-
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Рис. 2. Зависимости угла отклонения интерфейсной трещины θ2 от биупругой  
постоянной m, полученные на основе точного решения (1) и на основе  

одночленной асимптотики напряжений (2); α = π/2, γ = 0,25

Рис. 3. Зависимости угла отклонения интерфейсной трещины θ2,  
вычисленного на основе точного решения, от биупругой постоянной m > 0  

при γ = 0,1 и различных значениях угла α: π/3 (1), π/2 (2), 2π/3 (3)

ляет нижнюю оценку разрушающей нагруз-
ки. Точность этой оценки повышается при 
уменьшении параметра γ. На рис. 4 приведе-
на зависимость величины T *, рассчитанной 
по точному решению (19), при α = π/2 и раз-
личных значениях параметра γ. Аналогич-
ные зависимости имеют место и для других 
значений угла α. Приведенные кривые пока-
зывают, что при m > 0 величина приведенной 
нагрузки меньше единицы, а при m < 0 боль-

ше единицы. Это означает, что для продви-
жения трещины в случае относительно более 
жесткой среды 1 необходимо приложить к 
ее берегам меньшие силы, по сравнению со 
случаем однородной среды. В ситуации бо-
лее мягкого материала области Ω1 наоборот: 
силы, прикладываемые к берегам трещины 
и вызывающие ее рост в композитной среде, 
будут превышать силы, прикладываемые в 
случае однородного материала.
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Заключение

На основе силового критерия Новожило-
ва (критерий разрушения), для характерис-
тик разрушения интерфейсной трещины, 
вершина которой совпадает с угловой точ-
кой раздела материалов, получены асимпто-
тические и точные соотношения. Характе-
ристики разрушения включают макроско-
пические параметры материала, такие как 
вязкость разрушения и предел прочности 
на сдвиг. Асимптотические формулы для 
достаточно малых значений безразмерного 
геометрического параметра γ качественно 
верно определяют верхнюю или нижнюю 

оценку угла отклонения первоначально 
прямолинейной интерфейсной трещины. 
Отклонение трещины будет происходить 
в сторону границы раздела с более жест-
ким материалом и в противоположном на-
правлении в случае, когда материал за этой 
границей является более мягким. Однако 
в количественном плане асимптотические 
формулы могут давать значительные по-
грешности. В то же время величины крити-
ческих нагрузок, вычисленных по асимпто-
тическим формулам, обладают достаточной 
точностью и могут применятся для оценки 
этих нагрузок.
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5 апреля 2021 года исполнилось 75 лет 
Вадиму Константиновичу Иванову, много-
летнему редактору нашего журнала, потом-
ственному политехнику, доктору физико- 
математических наук, профессору, обладате-
лю многих почетных званий, члену различ-
ных научных обществ и редколлегий. Оба-
яние личности Вадима Константиновича и 
его доброжелательность отмечают все, кто 
хотя бы раз имел с ним дело. 

Отец и дед Вадима Константиновича бы-
ли преподавателями Ленинградского поли-
технического института. Вадим Константи-
нович стал достойным продолжателем этой 
замечательной педагогической династии. В 
1963 году, окончив школу с золотой меда-
лью, он поступил на физический факультет 
Ленинградского государственного универ-
ситета. В 1969 году В.К. Иванов окончил с 
отличием физфак ЛГУ по кафедре ядерных 
реакций и начал трудовой путь стажером- 

ВАДИМ КОНСТАНТИНОВИЧ ИВАНОВ
(к 75-летию со дня рождения)

исследователем в теоретическом отделе 
ФТИ, где достойно зарекомендовал себя, еще 
будучи студентом. В 1978 году он переходит 
работать на кафедру экспериментальной фи-
зики Ленинградского политехнического ин-
ститута, и с тех пор вся его жизнь неразрывно 
связана с Политехом. В.К. Иванов создает на 
кафедре группу, занимающуюся исследова-
ниями многоэлектронных эффектов в ато-
мах, ионах и кластерах, –  новым направле-
нием изучения атомных процессов. За время 
существования этой группы ею проделан 
огромный объем успешных исследований, 
результаты которых опубликованы более чем 
в 400 научных работах (из них свыше 100 – 
в ведущих зарубежных журналах), обзорных 
статьях, научных монографиях. Вадим Кон-
стантинович вдохновляет и направляет уси-
лия членов группы. Высокий уровень иссле-
дований и личные качества ее руководителя 
способствовали избранию юбиляра в члены 
комитетов престижных международных кон-
ференций и редакционных коллегий науч-
ных журналов.

Преподавательскую деятельность В.К. 
Иванов начинает с должности ассистента  
(1978 – 1981), затем становится доцентом 
(1981 – 1989), а с 1989 года продолжает ве-
сти занятия уже в качестве профессора. Ва-
дим Константинович много лет возглавлял 
кафедру экспериментальной физики и был 
деканом физико-механического факульте-
та, не оставляя преподавательской деятель-
ности. Он и блестящий лектор. Его изложе-
ние материала по физике отличается четкой 
последовательностью, строгой логикой и в 
то же время доступностью. Талант лектора 
позволяет Вадиму Константиновичу увлечь 
учеников физикой, сделать из них соратни-
ков и последователей. Так кандидатами на-
ук стали более десяти его учеников, он так-
же был консультантом по трем докторским 
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диссертациям. Нельзя также не отметить, 
что Вадим Константинович удивительно 
гармонично сочетает понимание путей раз-
вития Университета и уважительно-береж-
ное отношение к его вековой истории.

Профессор В.К. Иванов читает курс об-
щей физики и спецкурсы, принимает уча-
стие в составлении новых учебных планов 
и разработке программ учебных дисциплин. 
Когда в 2001 году был создан Научно-мето-
дический совет по физике Министерства об-
разования и науки России под руководством 
Нобелевского лауреата, академика Ж.И. Ал-
ферова, В.К. Иванов стал первым заместите-
лем председателя этого совета.

В 2008 году в журнале «Научно-техниче-
ские ведомости СПбГПУ» создается серия 
«Физико-математические науки», где В.К. 
Иванов становится председателем редколле-
гии. По мере развития издательской деятель-
ности из серии выделяется отдельное издание 
– «Научно-технические ведомости СПбПУ. 
Физико-математические науки», – в котором  
В.К. Иванов становится главным редакто-
ром. Он проявляет способность собрать во-
круг себя сильный коллектив единомыш-
ленников и создать в нем непринужденную, 
творческую рабочую атмосферу, преодолеть 
препоны, возникающие на пути развития 
этого издания. Вадима Константиновича 
отличают требовательное отношение к ка-
честву публикуемых материалов и при этом 
бережное и доброе отношение к своим со-
трудникам, коллегиальность в принятии 
решений. Авторитет журнала неизменно 
поддерживается публикациями как самого  
В.К. Иванова и его группы, так и многих дру-
гих ведущих ученых, публикующихся и в дру-
гих, самых престижных журналах. Именно 

благодаря В.К. Иванову наш журнал оказал-
ся единственным из группы научно-техниче-
ских ведомостей СПбПУ, который вошел в 
международные базы цитирования “Scopus” 
и “Web of Science”. 

Юбиляр при любых обстоятельствах ин-
теллигентен, приветлив и внимателен к лю-
дям, коллегам, ученикам, студентам. Тысячи 
его бывших студентов, а ныне ученых-фи-
зиков, работающих во всех частях нашей 
планеты, с теплотой вспоминают его отзы-
вчивость и готовность помочь. Вадим Кон-
стантинович и сейчас энергичен, находится 
в хорошей научной и спортивной форме. В 
его обществе всегда приятно находиться, он 
доступен и прост, в его разговоре никогда не 
бывает менторских интонаций. Он человек 
очень разносторонний: увлекается фотогра-
фией, филателией, спортом. Любит путе-
шествовать и отражать свои впечатления в 
фильмах. На корпоративных мероприятиях 
он может по-прежнему взять в руки гитару 
и спеть что-нибудь для своих друзей. 75-лет-
ний возраст для настоящего мудрого ученого 
– это расцвет его творческой деятельности.

Редакционный совет, редакционная кол-
легия журнала с радостью присоединяются к 
многочисленным поздравлениям друзей, коллег 
и учеников с 75-летием. Эта знаменательная 
дата символизирует гармоничное сочетание 
мудрости и богатого разностороннего опыта. 
Мы выражаем нашу огромную признатель-
ность за Вашу приверженность журналу. От 
всей души желаем Вам, дорогой Вадим Кон-
стантинович, дальнейших успехов в научной 
карьере и реализации всех творческих планов, 
сил, энергии, поддержки семьи и оптимизма! 
Крепкого Вам здоровья, радости, счастья и 
благополучия в личной жизни!
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Пятьдесят лет назад, в 1971 году, Юрий 
Яковлевич Болдырев после успешного окон-
чания кафедры гидроаэродинамики физи-
ко-механического факультета (ФМФ) Ле-
нинградского политехнического институ-
та им. М.И. Калинина занял свою первую 
«взрослую» должность математика-програм-
миста кафедры вычислительной математики 
ФМФ.

Самая молодая в то время кафедра фа-
культета только преобразовывалась из обще-
образовательной в выпускающую, еще фор-
мировала круг своих научных интересов. Все 
кафедры факультета щедро поделились с нею 
своими лучшими выпускниками. И Юрий 
Яковлевич прекрасно вписался в команду 
молодых амбициозных специалистов. А при-
несенный им с отеческой кафедры интерес к 
проблемам газовой смазки удачно вписался 
в тематику научных работ молодой кафедры. 

В течение года квалификация Ю.Я. Бол-
дырева выросла настолько, что позволила 
ему претендовать на должность преподавате-

ПЯТЬДЕСЯТ ЛЕТ УСПЕХА
(к юбилею Юрия Яковлевича Болдырева)

В.Е. Клавдиев, С.В. Лупуляк, Ю.К. Шиндер

ля: в 1973 году он стал ассистентом кафедры 
вычислительной математики. А первыми 
дисциплинами, в преподавании которых он 
принял участие, были «Численные методы» 
и «Программирование».

Первые двадцать лет работы на кафедре 
были годами активного профессионального 
роста ученого и педагога. В 1976 году он за-
щитил кандидатскую диссертацию на тему 
«Некоторые вариационные задачи теории 
газовой смазки», а в 1993 – диссертацию на 
соискание степени доктора технических на-
ук на тему «Математическое моделирование 
в вариационных задачах, связанных с урав-
нением Рейнольдса». В этот период Юрий 
Яковлевич решал сложнейшие задачи опти-
мизации профилей подшипников на газовой 
смазке, развивая подход, основанный на ре-
шении системы необходимых условий экс-
тремума функционала, разработанный под 
руководством доктора физико-математиче-
ских наук, профессора Владимира Алексан-
дровича Троицкого, организатора кафедры и 
ее заведующего в течение двух десятилетий. 

 Юрием Яковлевичем были получены 
оптимальные пространственные профили 
опорных подшипников на основе сначала 
линеаризованного, а затем и нелинейного 
уравнения Рейнольдса теории газовой смаз-
ки. Также Юрий Яковлевич установил, что 
при периодических условиях в задаче опти-
мизации возникают так называемые «сколь-
зящие режимы», в связи с чем была проведе-
на большая работа по обобщению матема-
тической модели, основанной на уравнении 
Рейнольдса и построению предельных урав-
нений.

Параллельно строилась и профессиональ-
ная карьера преподавателя: в 1979 году Юрий 
Яковлевич занял должность доцента, в 1984 
году ему было присвоено звание доцента; 
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затем в 1994 году его избрали на должность 
профессора, а в 1995 году он получил ученое 
звание профессора.

С именем Юрия Яковлевича Болдырева 
тесно связано появление и развитие первых в 
России газовых уплотнений. Он осуществлял 
расчетную поддержку разработок, которые 
велись в этом направлении в  Центральном 
научно-исследовательском и проектно-кон-
структорском котлотурбинном институте им. 
И.И. Ползунова (ЦКТИ, г. Ленинград) под 
руководством Г.А. Лучина, крупного специа-
листа, получившего заслуженное признание 
своих коллег.

В 1999 году успех педагога и ученого был 
отмечен Министерством образования Рос-
сийской Федерации: указом президента РФ  
№ 1417 от 22.10.1999 профессору Ю.Я. Бол-
дыреву было присвоено  почетное  звание 
«Заслуженный работник высшей  школы 
Российской Федерации».

А вот начало 2000-х гг. подарило Юрию 
Яковлевичу возможность реализовать свой 
потенциал организатора. Он внес заметной 
вклад в развитие высокопроизводительных 
вычислений в Российской Федерации во-
обще и в Политехническом университете в 
частности. 

В 2000 году он создал и возглавил кафедру 
математического и программного обеспече-
ния высокопроизводительных вычислений, 
имевшую своей целью распространение тех-
нологий использования суперкомпьютеров. 
А через полгода, по поручению ректората 
Политехнического университета и при его 
активной поддержке, Юрий Яковлевич пре-
образовал вычислительный центр универ-
ситета в Главный информационно-вычис-
лительный комплекс.

Задачей, которую поставил ректорат пе-
ред новой структурой, была организация 
сетевой инфраструктуры Политехнического 
университета, создание центра высокопро-
изводительных вычислений и обеспечение 
привлекательности и доступности его ресур-
сов.  Справедливо было бы оговориться, что 
суперкомпьютер в вычислительном центре к 
этому времени уже существовал, но считать 

его популярным в университетской среде бы-
ло бы неверно. К безусловному успеху Ю.А. 
Болдырева на этой стезе следует считать ко-
манду специалистов-энтузиастов, которую 
ему удалось собрать для решения постав-
ленной задачи. Никто из его сотрудников не 
ждал указаний, каждый знал, что и как надо 
сделать. 

Именно за эти несколько лет Интернет по-
явился практически на каждом рабочем ме-
сте университета. И далеко не все знают, что 
флагман прикладной механикии – «Центр 
компьютерного  инжиниринга» Института 
передовых производственных технологий 
(ИППТ) Санкт-Петербургского политехни-
ческого университета (СПбПУ) начинался в 
эти годы в Главном информационно-вычис-
лительном комплексе (ГИВКе). 

Сотрудниками ГИВКа, а часто и самим 
профессором Болдыревым, были прочита-
ны краткие курсы лекций для ученых разных 
факультетов, знакомящих их с новыми пре-
доставляемыми им возможностями и техно-
логиями их использования. Преподавателя-
ми кафедры математического и программ-
ного обеспечения высокопроизводительных 
вычислений были подготовлены новые учеб-
ные курсы для студентов ФМФ, связанные 
с сопровождением и использованием новых 
вычислительных средств.

В 2013 году, при проведении в универси-
тете масштабных преобразований, кафедра, 
руководимая Юрием Яковлевичем, объеди-
нилась с кафедрой прикладной математики 
(что было вполне естественно и ожидаемо), 
а профессор Болдырев возвратился «к сво-
им пенатам». В это же время он, видимо из 
желания уделить больше времени научной 
работе, отошел от административной дея-
тельности – оставил пост директора ГИВКа, 
но сохранил за собой более привлекательную 
работу руководителя отделения информаци-
онно-вычислительных ресурсов того же де-
партамента.

В настоящее время Юрий Яковлевич со-
вмещает работу профессора Высшей школы 
прикладной математики и вычислительной 
физики с должностями ведущего научного 
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сотрудника научно-исследовательской лабо-
ратории виртуально-имитационного моде-
лирования Института прикладной математи-
ки и механики (ИПММ) СПбПУ и ведущего 
научного сотрудника Центра компьютерного  
инжиниринга  ИППТ. 

Список научных трудов профессора Бол-
дырева включает более 80 наименований в 
отечественных и более 40 – в международ-
ных базах цитирования. У Юрия Яковлевича 
много успешных учеников, продолжающих 

дело своего руководителя.
В этом году Юрию Яковлевичу Болдыре-

ву исполнилось 75 лет – возраст творческой 
зрелости и научного опыта. 

Коллеги Ю.Я. Болдырева, руководство 
Санкт-Петербургского политехнического уни- 
верситета и Института прикладной мате-
матики и механики поздравляют юбиляра и 
желают ему активного долголетия, новых 
научных успехов, талантливых благодарных 
учеников.
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