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ПРИМЕНЕНИЕ КОНЕЧНО-ЭЛЕМЕНТНОГО 
МОДЕЛИРОВАНИЯ ДЛЯ ИССЛЕДОВАНИЯ 

ДИНАМИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК РЕЗОНАТОРА ТВГ

С.А. Шевченко, О.И. Конотопов
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Санкт-Петербург, Российская Федерация

В статье методом конечных элементов (МКЭ) исследованы собственные частоты полус-
ферического резонатора твердотельного волнового гироскопа (ТВГ) с использованием про-
граммного комплекса ANSYS Mechanical. Рассмотрена применимость различных КЭ, ис-
пользующихся в ANSYS, для решения задачи определения собственных частот. Установлены 
особенности работы с оболочечными и твердотельными элементами. Проведено сравнение 
результатов аналитического и численного решений задачи по определению собственных ча-
стот резонатора. Отмечено наличие «математического» расщепления частоты, вызванного 
применяемым МКЭ и несимметричностью КЭ-сетки, а также необходимость учета данного 
расщепления при внесении в модель функции распределения дефекта. Представлен способ 
нахождения величины расщепления от внесенного дефекта при наличии составляющей «ма-
тематического» расщепления.
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THE DYNAMIC CHARACTERISTICS OF A RESONATOR  
OF THE GIROSCOPE BASED ON ELASTIC WAVES  

IN SOLIDS: FINITE-ELEMENT MODELING

S.A. Shevchenko, O.I. Konotopov
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St. Petersburg, Russian Federation

In the paper, the eigenfrequencies of a hemispherical resonator of the Coriolis vibratory gyroscope 
have been studied by the finite element method (FEM) using ANSYS Mechanical. Consideration 
was given to the feasibility of various FE used in the ANSYS to solve the problem of determining the 
eigenfrequencies. The specifics of working with shell and solid-state elements were established. The 
results of analytical and numerical solutions of the mentioned problem were compared. The presence 
of “mathematical” frequency split caused by the used FEM and the unsymmetrical mesh of the 
FEM was noted, and the need to take this split into account when introducing the defect distribution 
function into the model was pointed out. The technique for finding the frequency split value resulted 
by added defect in the presence of “mathematical” frequency split component was demonstrated.

Keywords: Coriolis vibratory gyroscopes, hemispherical resonator, eigenfrequency split, finite ele-
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Введение

Разнообразные типы гироскопических 
приборов находят применение в совре-
менных системах наведения, ориентации и 
стабилизации. Гироскопы применяются в 
судостроении, авиации, а также ракетной 
и космической технике. Одним из перспек-
тивных направлений развития гироскопи-
ческих приборов является создание твер-
дотельных волновых гироскопов (ТВГ). 
Традиционная гироскопия постепенно 
уступает место новым поколениям оптиче-
ских, вибрационных, волновых твердотель-
ных и других гироскопов [1, 2]. Создание и 
применение новых типов гироскопических 
приборов связано с необходимостью ми-
ниатюризации при обеспечении заданных 
требований по точности, надежности и дли-
тельности срока службы.

В основе работы современных ТВГ лежит 
явление инертности упругих волн [3]. При 
повороте объекта, на котором установлен 
ТВГ, прибор считывает прецессию стоячей 
волны, возникающую при постоянных ко-
лебаниях чувствительного элемента – резо-
натора. Измерение углового перемещения 
волны дает возможность вычислять угловую 
скорость ТВГ в инерциальном пространстве, 
что и используется для построения датчиков 

угловой скорости и углового перемещения 
[4]. В конструкции ТВГ часто применяются 
тонкостенные цилиндрические и полусфе-
рические резонаторы, представляющие со-
бой классические оболочки с формами коле-
баний, удобными для практического исполь-
зования.

Далее рассматриваются конструкция по-
лусферического резонатора (рис. 1), его ос-
новные геометрические параметры, а также 
свойства его материала (табл. 1).

Добротность резонатора – это одна из 
главных характеристик, определяющих ра-
боту прибора. Поэтому при изготовлении 
резонаторов применяют материалы с низким 
внутренним трением. Материалом, обладаю-
щим одним из наиболее низких уровней вну-
треннего трения, является кварцевое стекло. 
Например, металлы имеют соответствующие 
показатели на 2 – 3 порядка выше, поэтому 
изготовленные из них приборы обладают 
худшими техническими характеристиками 
[4], а значит, не обеспечивают высокой точ-
ности. Стоит отметить, что кварцевому сте-
клу свойственна также изотропия упругих 
характеристик, что необходимо для матери-
ала чувствительных элементов ТВГ. Значе-
ния физико-механических характеристик 
кварцевого стекла, принятые для расчетов, 
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Таблица 1
Основные характеристики полусферического резонатора

Материал Кварцевое стекло КУ-1
Модуль упругости, ГПа 73,6 
Коэффициент Пуассона 0,17
Плотность, кг/м3 2210 
Внешний радиус полусферы, мм 15,25 
Толщина стенки полусферы, мм 0,90 



67

Математическое моделирование физических процессов

Рис. 1. Геометрическая модель  
полусферического резонатора:

1 – тонкостенная полусферическая оболочка,  
2 – ножка

представленных в статье, выбраны согласно 
ГОСТ 15130-86.

К точности гироскопических систем во-
обще и к ТВГ в частности, предъявляются  
высокие требования. В настоящее время, в 
связи с достаточно высоким уровнем раз-
вития радиоэлектронной аппаратуры, к 
определяющим факторам, влияющим на 
точность ТВГ, относятся геометрические 
и физические параметры его упругого эле-
мента – резонатора, получаемые в процес-
се изготовления. Другими словами, на уро-
вень точностных параметров ТВГ влияют 
в первую очередь различные погрешности, 
возникающие при изготовлении упругого 
элемента (разнотолщинность, некруглость, 
шероховатость поверхности, разнотолщин-
ность напыленной металлической пленки 
и др.), а также несовершенство физических 
характеристик используемого материала (не-
однородность упругих характеристик, раз-
нодобротность, разноплотность, внутренние 
дефекты и др.). Указанные несовершенства 
вызывают эффект расщепления собствен-
ных частот и форм колебаний резонатора за 
счет возмущения его осевой симметрии. Это 
выражается в том, что в спектре неидеально-
го резонатора вместо одной возникают две 
близкие частоты и возбуждаются две близкие 
собственные формы, приводящие к измене-
нию режима работы прибора. При возникно-
вении расщепления рабочей частоты резона-

тора снижается его добротность, что приво-
дит к уходу гироскопа, и, следовательно, к 
снижению точностных характеристик ТВГ. 

Для оценки степени влияния погрешно-
стей и несовершенства изготовления ТВГ на 
величину расщепления его рабочей частоты, 
в процессе разработки применяются раз-
личные математические методы, одним из 
которых служит метод конечных элементов 
(МКЭ).  

Способам расчета собственных значений 
тонкостенных оболочек различной формы, 
а также изучению расщепления собственной 
частоты оболочек посвящено большое коли-
чество работ (см., например, статьи [5 – 8] и 
диссертацию [11]). В указанных источниках 
наряду с распространенными аналитически-
ми вычислениями авторами используется и 
МКЭ. Например, в работе [8] отмечается хо-
рошая, по сравнению с аналитическими ме-
тодами, сходимость результатов, полученных 
с использованием МКЭ. Стоит отметить, что 
в указанных работах, за исключением [11], 
не упоминается расщепление собственной 
частоты резонатора, вызываемое непосред-
ственно применением самого МКЭ и обу-
словленное, по-видимому, погрешностью 
метода определения собственных частот (в 
настоящей работе это блочный метод Лан-
цоша [9, 10]) и неидеальностью конечно- 
элементной сетки. Далее такое расщепление 
называется «математическим».

Наиболее подробное (среди рассмотрен-
ных работ) исследование расщепления ча-
стоты резонатора с использованием МКЭ 
приводится в диссертации [11]. Автор от-
мечает невозможность отделения величи-
ны «математического» (в работе [11] оно 
именуется «паразитным») расщепления от 
такового, вызванного дефектами производ-
ства, и предлагает минимизировать величи-
ну «математического» расщепления путем 
построения конечно-элементной сетки в 
соответствии с авторской методикой. При 
этом в указанной диссертации, как и в дру-
гих отмеченных работах, не уделяется долж-
ного внимания влиянию фазового угла меж-
ду гармониками различных дефектов при 
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исследовании их совместного действия на 
расщепление частоты резонатора. Примеча-
тельно, что часто изменение толщины стен-
ки резонатора авторы описывают гармони-
ческой функцией относительно срединной 
поверхности, хотя технологически, в процес-
се изготовления, наружная поверхность ре-
зонатора обычно имеет лучшее качество, по 
сравнению с внутренней. Поэтому описание 
изменения указанной толщины через гармо-
ническую функцию по окружности относи-
тельно координатной поверхности резонато-
ра, образованной внешним радиусом полу- 
сферы, представляет не меньший интерес. 

Целью настоящей работы является по-
строение конечно-элементной модели 
(КЭМ) резонатора ТВГ, предназначенной 
для определения значения рабочей соб-
ственной частоты резонатора с достаточной 
точностью, и определение возможности уче-
та разнотолщинности стенки резонатора при 
определении расщепления частот. 

Для построения КЭМ использовался про-
граммный комплекс ANSYS Mechanical [12]. 
В рамках настоящей работы рассматривались 
две обособленные задачи создания модели: 

расчета точного значения рабочей соб-
ственной частоты резонатора;

оценки влияния различных факторов на 
эффект расщепления рабочей собственной 
частоты резонатора, например разнотол-
щинности.

Постановка задачи

В основе проведенного исследования ле-
жала задача определения собственных частот 
колебаний тонкостенной полусферической 
оболочки. При этом целесообразно приме-
нить вариационный принцип Гамильтона 
[13]:

где δI – вариация искомого функционала,  
L = T – W (Т, W – кинетическая энергия рас-

сматриваемого элементарного объема обо-
лочки и потенциальная энергия деформаций 
соответственно).

Выражения для кинетической и потенци-
альной энергии в общем виде можно запи-
сать как

где ρ, кг/см3, – плотность материала; V, м/с, 
– вектор абсолютной скорости произвольной 
точки упругого тела; σ11, σ22, σ33, Па, – нор-
мальные напряжения выделенного элемента 
упругого тела; ε11, ε22, ε33, – соответствующие 
им деформации удлинения; σ12, σ13, σ23, Па, – 
касательные напряжения выделенного эле-
мента упругого тела; ε12, ε13, ε23, – соответству-
ющие им деформации сдвига; σ, м3, – объем 
выделенного элемента упругого тела.

Выражения для T и W применительно 
к расчету собственной частоты резонатора 
можно найти в ряде работ; при этом выраже-
ния могут различаться тем, что в них отсут-
ствует учет каких-либо компонент тензора 
напряжений (деформаций). Так, в данной 
работе, для сравнения расчетных значений 
частот, полученных методом конечных эле-
ментов, использовались выражения в поста-
новке теории тонких оболочек, приведен-
ные, в частности, в книге [14]:
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где h, м, – толщина полусферической обо-
лочки; A

1
, A

2
 – параметры Ляме; ν – коэф-

фициент Пуассона материала; E, МПа, – мо-
дуль упругости материала; ε

1
, ε

2
 – параметры, 

характеризующие удлинение срединной 
поверхности; κ

1
, κ

2
 – параметры, характери-

зующие изгибные деформации срединной 
поверхности; ω, τ – параметры, характеризу-
ющие деформации сдвига и кручения соот-
ветственно; θ, φ, град, – зенитный и азиму-
тальный углы, соответственно.

Если использовать метод Ритца [15], то за-
дача по нахождению собственных частот сво-
дится к алгебраической задаче на собствен-
ные значения:

где A, B – матрицы, связанные с кинети-
ческой и потенциальной энергиями, а так-
же координатными функциями; C – век-
тор-столбец неизвестных коэффициентов; 
λ – вектор-столбец значений собственных 
частот.

Важно отметить, что приведенные выше 
соотношения в постановке теории оболочек 
соответствуют основным допущениям обо-
лочки Кирхгофа – Лява [16]:

плоское сечение, перпендикулярное сре-
динной поверхности до деформации, пер-
пендикулярно к ней и после нее;

нормальное напряжение по оси, перпен-
дикулярной срединной поверхности, не рас-
сматривается ввиду его малости;

толщина оболочки в процессе деформи-
рования не изменяется.

Также расчет подразумевает допущение о 
малости деформаций и, соответственно, об 
отсутствии учета геометрической нелиней-
ности.

Далее изложение задачи создания КЭМ 
будет включать не только объемные элемен-

( ) ( )

( )( )

23 2
2

1 22
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2
1 2 1 2

24 1

2 1 ,

Eh

A A d d

π
π

→ + κ + κ −−ν

− −ν κ κ − τ θ ϕ

∫ ∫
ты типа Solid, но и оболочечные элементы 
типа Shell. В используемом программном 
комплексе ANSYS моделирование с исполь-
зованием элементов типа Shell также под-
разумевает представленные выше допуще-
ния, за исключением первого, для оболочки 
Кирхгофа – Лява. В данном случае допуска-
ется изменение угла между плоским сечени-
ем и срединной поверхностью в результате 
деформации оболочки. Эта постановка со-
ответствует варианту оболочки Миндлина 
– Рейсснера [17], который в отечественной 
литературе более известен как оболочка Ти-
мошенко [18].

Выбор оптимальных КЭМ резонатора

Работа резонатора характеризуется чис-
ленным значением рабочей собственной ча-
стоты и соответствующей ей формой колеба-
ний. Значение собственной частоты и форма 
колебаний определяются следующими фак-
торами:

геометрическими размерами резонатора 
(радиус полусферы, ее толщина);   

размерами ножки и способом ее закре-
пления;

физико-механическими характеристика-
ми выбранного материала.

Традиционно работа ТВГ строится на со-
вместных колебаниях резонатора по двум 
гироскопически связанным эллиптическим 
формам, соответствующим его рабочей ча-
стоте [4, 19] (рис. 2).

Неидеальность геометрических параме-
тров резонатора влечет за собой возмущение 
осевой симметрии, вызывающее эффект рас-
щепления его собственных частот колеба-
ний. Этот эффект выражается в том, что вме-
сто одной частоты в спектре неидеального 
резонатора возникают две близкие частоты и 
возбуждаются две близкие собственные фор-
мы, приводящие к   изменению режима рабо-
ты прибора и недопустимому снижению точ-
ности [7]. Таким образом, разрабатываемая 
КЭМ должна обладать достаточной степе-
нью чувствительности, чтобы зафиксировать 
расщепление частоты, соответствующее его 
допустимому значению для исследуемого из-

( )2 0,A B− =Cλ
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Рис. 2. Эллиптическая форма колебаний резонатора, соответствующая его рабочей частоте  
(показаны две проекции, на правой показано для наглядности отклонение  

от идеальной круговой формы в плоскости колебаний)

делия. Другими словами, для оценки харак-
теристик резонатора, влияющих на точност-
ные параметры ТВГ, интерес представляет 
не столько определение точного значения 
собственной частоты колебаний выбранного 
конструктива, сколько зависимость ее изме-
нения от величины рассматриваемых откло-
нений от идеальной системы.

В связи с этим предлагается использовать 
различные модели для решения двух отдель-
ных задач: точное определение рабочей соб-
ственной частоты колебаний резонатора и 
определение влияния разнотолщинности на 
величину расщепления частоты. 

Критерием, определяющим качество раз-
работанных моделей, может служить требуе-
мая точность расчетного значения собствен-
ной частоты (для первой задачи) и величина 
расщепления частоты в зависимости от раз-
мера дефекта (для второй задачи). Отметим, 
что для первичного анализа определение 
значения собственной частоты с точностью 
до 1 Гц является достаточным. За максималь-
но допустимую погрешность вычисления 
расщепления (для второй задачи) принима-
лось значение 1·10–4 Гц, что на порядок выше 
допускаемого значения расщепления часто-
ты кварцевых полусферических резонаторов 
после балансировки.

Поскольку для построения КЭМ можно 
использовать различные типы элементов, 
в процессе исследования было проведено 

сравнение моделей, построенных с приме-
нением некоторых видов оболочечных и 
твердотельных элементов. При этом стави-
лась цель найти оптимальный баланс между 
трудоемкостью расчета и его точностью.  Для 
сравнения были построены четыре КЭМ.

Первая модель (КЭМ I). Полусфера разби-
валась на элементы типа SHELL181, т. е. на 
оболочечные элементы 1-го порядка, име-
ющие 4 узла с шестью степенями свободы в 
каждом (линейные перемещения вдоль трех 
осей и повороты вокруг этих осей);

Вторая модель (КЭМ II). Разбиение по-
лусферы осуществлялось на элементы типа 
SHELL281, т. е. на оболочечные элементы 2-го 
порядка, имеющие 8 узлов с шестью степеня-
ми свободы в каждом (линейные перемещения 
вдоль трех осей и повороты вокруг них);

Третья модель (КЭМ III). Полусфера раз-
бивалась на элементы типа SOLID186, т. е. на 
твердотельные элементы 2-го порядка, име-
ющие 20 узлов с тремя степенями свободы в 
каждом (линейные перемещения вдоль трех 
осей);

Четвертая модель (КЭМ IV). Построение 
сетки на полусфере осуществлялось элемен-
тами типа SOLID187, т. е. твердотельными 
элементами 2-го порядка, имеющими 10 
узлов с тремя степенями свободы в каждом 
(линейные перемещения вдоль трех осей).

Для повышения точности получаемых 
результатов было необходимо обеспечить 
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разбиение исходной геометрии объекта на 
регулярную конечно-элементную сетку. От-
личительной особенностью такой сетки яв-
ляется структурированность и упорядочен-
ность расположения используемых элемен-
тов, преимущественно правильной формы.

Во всех четырех КЭМ разбиение ножки 
осуществлялось твердотельными элемента-
ми 1-го порядка SOLID185. Это было сдела-
но с целью уменьшения расчетного време-
ни, так как степень разбиения ножки резо-
натора не влияет на значение собственной 
частоты его колебаний, соответствующей 
второй (эллиптической) форме колебаний. 
Разбиение участка скругления от ножки 
к полусфере осуществлялось элементами 
SOLID186 (рис. 3). Необходимо отметить, 
что отсутствие указанного влияния опре-
деляется конструкцией самой ножки, а 
именно ее диаметром и длиной. Выбранные 
конструктивные параметры обеспечивают 
достаточную отстройку частот колебаний 
резонатора, обусловленных изгибом ножки, 
от рабочей эллиптической частоты. В случае 
близких значений указанных частот воз-
можно возникновение негативных эффек-
тов, рассмотренных в статье [20].

Рис. 3. Сетки конечных элементов участка  
скругления (a) и ножки резонатора (b, c).  

Разбиение выполнено на элементы 
SOLID186 и SOLID185 соответственно; 

b, c – ножка и ее продольное сечение

В ходе расчетов, нацеленных на полу-
чение модели требуемой точности при ми-
нимизации расчетного времени, устанав-
ливалось минимально необходимое число 
элементов и узлов полусферы. В случае обо-
лочечных моделей размер элементов полус-
феры варьировался от 0,9000 до 0,1125 мм. 
Сетка конечных элементов SHELL281 пока-
зана на рис. 4, a, b.

При исследовании напряженно-дефор-
мированного состояния конструктивных 
элементов типа оболочка или пластина с 
использованием конечных элементов типа 
SOLID, для получения приемлемого резуль-
тата необходимо обеспечить при построении 
КЭМ достаточное количество элементов по 
толщине. Поэтому в работе рассматривались 
различные варианты моделей с количеством 
элементов по толщине стенки полусферы 
от одного до восьми. На рис. 4, c, d показан 
пример разбиения полусферы на элементы 
SOLID186.

На рис. 5, 6 показаны зависимости значе-
ний собственной частоты колебаний резона-
тора от количества узлов, использованных в 
моделях. По полученным графикам можно 
определить оптимальное количество узлов, 
при котором величина Δ – изменение зна-
чения полученного решения при увеличении 
количества узлов – будет менее 0,01 %.

Анализ графиков на рис. 5, соответству-
ющих моделям с оболочечными элемен-
тами, позволяет заключить, что значение 
собственной частоты устанавливается на 
уровне 4808 – 4809 Гц. Графики приводят-
ся для модели с использованием срединной 
поверхности в качестве поверхности приве-
дения. В КЭМ I величина Δ = 0,005 %, а в 
КЭМ II Δ = 0,006 %. Различие полученных 
значений частоты между двумя моделями 
составляет не более 0,6 Гц. Здесь же вид-
но, что применение элементов 2-го поряд-
ка (SHELL281) предпочтительнее, так как 
для достижения установившегося решения 
достаточно 50 тыс. узлов, тогда как при ис-
пользовании элементов 1-го порядка необ-
ходимо не менее 83 тыс. узлов.
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 a)     b)

 b)

Рис. 4. Разбиение полусферы (a, c) и ее поперечного сечения (b, d) 
на элементы SHELL281 (a, b) и SOLID186 (c, d)

Рис. 5. Расчетные графики зависимостей частоты колебаний резонатора от количества узлов,  
использованных в КЭМ I (SHELL281) (a) и КЭМ II (SHELL181) (b)

 c)     d)

 a)
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Рис. 6. Расчетные графики зависимостей, аналогичных приведенным на рис. 5,  
но для КЭМ III (SOLID186) (a) и КЭМ IV (SOLID187) (b)

 a)

 b)

Необходимо отметить, что сходимость ре-
зультатов в моделях с использованием обо-
лочечных элементов происходит с разных 
сторон. Задача с элементами типа SHELL181 
сходится к устойчивому решению от бóльших 
значений, что соответствует классическому 
поведению графиков сходимости численной 
задачи. Однако использование элементов 
SHELL281 показывает обратную картину. 
Это, возможно, связано с используемым ти-
пом контактного взаимодействия (SHELL-
SOLID) полусферы и ножки. Контакт между 
телами осуществляется по линии, что при-
водит к локальному нагружению по граням 
твердотельных элементов. При этом в случае 
исключения ножки из модели и реализации 
жесткой заделки по соответствующей грани 
полусферы «жесткая» характеристика графи-
ка сходимости наблюдается и для элемента 
SHELL281.

Анализ графиков твердотельных моделей 
(рис. 6) показывает, что искомое значение 
собственной частоты остается постоянным, 
начиная с определенной дискретизации 
модели. Различие значений частоты между 
твердотельными элементами SOLID186 и 
SOLID187 составляет не более 0,06 Гц. Зна-
чение Δ, полученное по результатам прове-
дения сеточной сходимости, для КЭМ III и 
КЭМ IV составили 0,0002 % в обоих случаях. 
Однако для получения близких по точности 
результатов, в случае применения элемен-
тов SOLID187 потребовалось в полтора раза 
большее количество узлов КЭМ. В связи с 
этим, для проведения расчетов целесообраз-
но применять элементы SOLID186. В целом 
можно заключить, что четыре элемента по 
толщине стенки полусферы является опти-
мальным вариантом разбиения для анализа 
собственных частот с точностью до 0,1 Гц. 
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Отметим, что для первичной оценки значе-
ния собственной частоты (с точностью до  
1 Гц) оказывается достаточным разбиение 
полусферы по толщине на два элемента. От-
личие при таком разбиении от установивше-
гося решения составляет 0,44 Гц.

Результаты расчета рабочей  
собственной частоты резонатора

Одновременно с конечно-элементным 
моделированием для сравнения проводился 
аналитический расчет по упрощенным выра-
жениям для полусферической оболочки, по-
лученным Рэлеем [21], и по теории оболочек 
Гольденвейзера [22], с уточнением в части 
учета растяжимости срединной поверхности. 
Результаты всех найденных значений соб-
ственной частоты для второй формы колеба-
ний приведены в табл. 2.

Необходимо отметить, что в настоящей 
работе при сравнении полученных данных 
за точное решение принимается результат 
установившегося расчета с использованием 
твердотельных элементов. Это объясняется 
тем, что модели с твердотельными элемен-
тами подразумевают решение задачи теории 
упругости без каких-либо упрощений. При 
этом точность результата определяется сте-
пенью дискретизации модели и математиче-
ской погрешностью самого метода решения 
задачи на собственные значения. 

Как видно из данных табл. 2, результат 
определения собственной частоты резонато-
ра, полученный с помощью рассмотренных 
КЭМ с оболочечными и твердотельными 
элементами, показывает сопоставимые зна-
чения. При этом среди расчетных результа-

тов, полученных с использованием аналити-
ческих методов, наиболее точным оказыва-
ется значение по Гольденвейзеру.    

При решении второй из поставленных 
выше задач, а именно – определении рас-
щепления собственных частот резонатора, 
использовались элементы типа SHELL281 
(КЭМ I) для анализа влияния разнотолщин-
ности на динамические характеристики резо-
натора. Применение оболочечных элементов 
позволяет довольно просто задавать измене-
ние толщины полусферы без фактического 
изменения ее геометрии, а также значитель-
но снижает расчетное время с сохранением 
достаточной точности вычислений.

Влияние дефектов на величину 
расщепления рабочей частоты резонатора

Особенности внесения в КЭМ резонатора 
различных дефектов. Для определения рас-
щепления рабочей частоты резонатора при 
наличии какого-либо дефекта необходимо 
внести в КЭМ функцию распределения это-
го дефекта. В реальном резонаторе распре-
деление таких дефектов, как разнотолщин-
ность и разноплотность по азимутальному 
или меридиональному углу имеет случайный 
характер. Однако при моделировании часто 
используется гармоническая зависимость 
распределения дефекта как наиболее простая 
в отношении вычислений:

где x
0
, м, – номинальная величина параметра 

(толщина полусферы, плотность материала); 
X, м, – амплитуда; m – номер гармоники де-

Таблица 2
Значения рабочей собственной частоты колебаний резонатора  

(вторая форма), рассчитанные различными методами

Метод расчета Частота, Гц
Рэлея 5277,60
Теории оболочек Гольденвейзера 4814,20
Конечных элементов

типа SHELL
типа SOLID

4809,02
4809,08

( ) ( )0 ,sinx x X mα = + ⋅ α +β
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фекта; α, β, град, – начальные угол и фаза со-
ответственно. 

Номер гармоники выбирается произволь-
но, в зависимости от моделируемой функ-
ции дефекта; отметим лишь, что четвертая 
гармоника имеет наибольшее влияние на 
расщепление частоты резонатора, соответ-
ствующей эллиптической форме колебаний. 
Причины указанного влияния подробно 
описаны в литературе [3, 19]. При этом гар-
моники, отличные от четвертой, имеют вли-
яние, меньшее на порядок. Таким образом, 
для моделирования наихудшего случая вли-
яния дефекта на расщепление частоты целе-
сообразно использовать четвертую гармони-
ку распределения дефекта.

Как упоминалось ранее, при использова-
нии МКЭ возникает «математическое» рас-
щепление даже при использовании идеаль-
ной геометрии. При этом важно отметить, 
что величина «математического» расщепле-
ния является измеримой (расчетной) вели-
чиной. Основной причиной возникновения 
«математического» расщепления являет-
ся неидеальность сетки конечных элемен-
тов. Таким образом, при решении задачи на 
собственные частоты в модели резонатора с 
внесенным дефектом x(α) в результате полу-
чается некоторое суммарное расщепление, 
одним из составляющих которого является 

величина «математического» расщепления.
Исходя из того, что рассматриваемая ра-

бочая собственная частота является эллипти-
ческой, а, следовательно, соответствует вто-
рой гармонике, «математическое» расщепле-
ние представляется в виде второй гармоники 
в качестве составляющей суммарного рас-
щепления. С учетом вышеизложенного, для 
того чтобы определить значения составляю-
щих расщепления, необходимо знать фазо-
вый сдвиг гармоник друг относительно дру-
га. При этом необходимо отметить, что при 
совпадении фаз гармоник, представляющих 
«математическое» расщепление и распреде-
ление дефекта, итоговое расщепление будет 
составлять сумму значений расщепления 
обоих дефектов, а в случае противофазы – 
разность значений. Отмеченное свойство на-
глядно прослеживается, например, при вне-
сении в модель четвертой гармоники дефекта 
с изменением угла начальной фазы от 0° до 
90° (рис. 7).

На этом рисунке по оси ординат отложе-
на суммарная величина расщепления ∑Δf, 
по оси абсцисс – фазовый угол β. Фазовый 
угол максимумов и минимумов зависит от 
построенной сетки и сохраняется при изме-
нении амплитуды или природы дефекта (де-
фект вызван погрешностями изготовления 
или неоднородностью материала).

Рис. 7. Расчетная зависимость суммарного расщепления рабочей частоты  
резонатора от фазового угла функции дефекта
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Вычисление величины расщепления при 
внесении дефектов в КЭМ резонатора. Одним 
из факторов, определяющих возникновение 
эффекта расщепления собственной частоты 
резонатора, выступает массовый дисбаланс 
чувствительного элемента. В реальном по-
лусферическом резонаторе неуравновешен-
ная масса непрерывно распределена по всей 
оболочке, что при возбуждении вызывает ко-
лебания его центра масс и приводит к расще-
плению частоты и снижению добротности за 
счет рассеяния энергии колебаний в опорах. 
Сам массовый дисбаланс вызван отмеченны-
ми выше геометрическими и физическими 
погрешностями, в том числе разнотолщин-
ностью и разноплотностью. В связи с тем, 
что применение МКЭ приводит к возникно-
вению «математического» расщепления, для 
вычисления составляющей внесенного де-
фекта разнотолщинности необходимо также 
найти значение данного расщепления. Это 
возможно, если в качестве функции распре-
деления дефекта – разнотолщинности – ис-
пользуется гармоническая функция:

где h
0
, м, – номинальная толщина стенки ре-

зонатора; Xh, м, – половина величины разно-
толщинности; α, град, – угловая координата, 
соответствующая азимутальному углу. 

В данной работе при решении задачи по 
нахождению собственных частот резонатора 
с помощью ANSYS, расщепление рабочей 
частоты может определяться через разность 
двух близких частот, соответствующих эл-
липтической форме колебаний. При этом 
результатом данного расчета будет некото-
рое суммарное расщепление от различных 
дефектов, если они внесены в КЭМ резона-
тора. В случае «идеальной» геометрии (от-
сутствие дефектов), суммарное расщепление 
будет равняться «математическому»:

где Δfm, Гц, – математическое расщепление; 

         Гц, – бóльшая и меньшая по значе-

( ) ( )0 sin ,hh h X mα = + α +β⋅

нию собственные частоты, определяющие 
расщепление. 

Если же в модель внесен для рассмотре-
ния дополнительный дефект, например раз-
нотолщинность, то суммарное расщепление 
будет определяться как

где Δfh, Гц, – расщепление, вызванное раз-
нотолщинностью; αi, βi, град, – углы и фазы, 
определяющие распределение дефектов по 
азимутальному углу.

Из приведенных выше соотношений вид-
но, что для однозначного определения Δfh 
необходимо знать начальные углы и фазы 
гармоник, соответствующих дефектам. Если 
это учесть и использовать два экстремальных 
значения суммарного расщепления (при на-
хождении гармоник в фазе и в противофазе), 
то можно составить простую систему из двух 
уравнений, позволяющую определить значе-
ние расщеплений от каждого дефекта:

Для автоматизации расчета по нахожде-
нию двух экстремальных значений суммар-
ного расщепления в ANSYS, можно опреде-
лить β и ∑Δf как параметры, построив тем са-
мым график, аналогичный приведенному на  
рис. 7. Следует отметить, что найденные угол 
и фаза, соответствующие «математическо-
му» расщеплению, сохраняются в модели и 
после изменения характеристик, описываю-
щих иные дефекты, что исключает необходи-
мость проведения дополнительных расчетов 
для обеспечения поиска экстремальных зна-
чений суммарного расщепления. Таким об-
разом, при использовании блочного метода 
Ланцоша в программном комплексе ANSYS 
можно определить величину расщепления, 
вызванного разнотолщинностью, путем уче-
та «математического» расщепления.

В качестве примера использования пред-( ) ( )2 1, ,II IIf f

( ) ( )2 1 ,m II IIf f f f∆ = ∆ = −∑

( ) ( )

( ) ( )

2 1

1 1 2 2

 
 sin 2 sin ,

II II

m h

f f f
f f m

∑∆ = − =

=∆ ⋅ α +β + ∆ ⋅ α +β

max

min

 ,
.

h m

h m

f f f
f f f

∑∆ = ∆ + ∆
∑∆ = ∆ −∆
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ставленной методики вычислений, для полу- 
сферического резонатора заданной конструк-
ции были получены численные значения рас-
щеплений, вызванных разнотолщинностью 
и разноплотностью (табл. 3). Каждый дефект 
рассматривался отдельно. Величина разно-
толщинности составляла 6 мкм, плотность 
кварцевого стекла изменяли в пределах 2200 – 
2220 кг/см3. Функции дефектов представлены 
в виде четвертой гармоники.

В результате полученные значения огра-
ничиваются применяемым методом числен-
ного расчета и упрощениями, принятыми в 
математической модели оболочки для ко-
нечных элементов типа SHELL281. 

В процессе исследования также был отме-
чен ряд особенностей, например при внесе-
нии в КЭМ дефекта плотности установлено, 
что величина «математического» расщепле-
ния изменяется пропорционально средне-
му арифметическому значению частот     и 
    , что позволяет вычислить величину «ма-
тематического» расщепления не только при 
проведении расчета, когда гармоники нахо-
дятся в фазе/противофазе. Это также не от-
меняет необходимости нахождения экстре-
мальных значений суммарного расщепления 
вновь разработанной КЭМ. Одновременно 
с этим, аналогичная зависимость не наблю-
дается при изменении, например, толщины 
полусферы или модуля упругости материала. 
Таким образом, при нахождении зависимо-
сти расщепления от дефектов, изменяющих 
сформированную матрицу жесткости КЭМ, 
необходимо при каждом изменении опре-
делять и новое значение «математического» 
расщепления.

Заключение

В представленном исследовании разрабо-
таны конечно-элементные модели (КЭМ) с 
применением различных типов элементов, 
которые могут использоваться для изучения 
динамики работы резонатора. Было уста-
новлено, что для определения собственной 
частоты полусферического резонатора с эл-
липтической формой колебаний следует ис-
пользовать элементы SHELL281 как опти-
мальные по соотношению времени расчета и 
точности. Также КЭМ с использованием ука-
занных элементов и методики, описанной и 
апробированной в данной работе, удобно 
применять для изучения влияния различных 
дефектов на работу резонатора.

Чувствительность оболочечных элементов 
к величине разнотолщинности, по-видимому,  
ограничивается погрешностью численного 
метода расчета, оценка которой выходит за 
рамки данной работы. Показанная методи-
ка позволяет исследовать расщепление ча-
стоты, вызванное неравномерным распре-
делением свойств материала (плотность, 
модуль упругости, коэффициент Пуассо-
на), а также разнотолщинностью внутрен-
ней, внешней или срединной поверхностей 
полусферы с использованием стандартных 
функций программного комплекса ANSYS 
Mechanical.

В работе также отмечена важность учета 
фазы функций, описывающих распределе-
ние дефектов, ввиду присутствия в любой 
КЭМ «математического» расщепления, вы-
званного погрешностью расчетного метода 
и несовершенством конечно-элементной 
сетки.

Таблица 3
Результаты определения расщепления рабочей частоты резонатора

Заданная функция дефекта Расщепление, Гц

7,7193

6,4881

( ) 2210 10 sin4ρ α = + ⋅ α

( ) 4 69 10 3 10 sin4h − −α = ⋅ + ⋅ ⋅ α

( )1
IIf

( )2
IIf
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