
104

DOI: 10.18721/JPM.14209
УДК 535.3, 535-15, 535.417

АНАЛИЗ ПОПРАВОК К ПОСТОЯННЫМ 
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Работа посвящена исследованию равномерно изогнутого слабонаправляющего оптического 
многомодового волокна с параболическим профилем показателя преломления. В рамках фор-
мализма малых возмущений записана формула для поправок второго порядка малости к по-
стоянным распространения мод равномерно возмущенного диэлектрического волновода. На 
этой основе получено простое аналитическое выражение для поправок к постоянным распро-
странения мод изогнутого параболического многомодового волокна. Показано, что поправки 
к квадратам постоянных распространения мод одинаковы для всех мод. При этом поправки к 
разности постоянных распространения мод в изогнутом волокне пропорциональны разности 
постоянных распространения мод прямолинейного волокна с коэффициентом, не зависящим 
от номеров мод. Результат особенно важен для анализа интерферометрических оптоволокон-
ных датчиков на основе изгиба чувствительного волокна.
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The goal of our work was to study a circularly bent, weakly guiding, multimode optical fiber with 
a parabolic refractive index profile. With this in mind, the second-order corrections to propagation 
constants of longitudinally perturbed arbitrary dielectric waveguide’s modes were found using the 
perturbation theory. Based on that general result, a simple analytic equation describing the corrections 
to the propagation constants of the modes in the bent parabolic optical fiber was derived. It was shown 
that the increments of squares of mode propagation constants were the same for all modes. Moreover, 
the increments of mode propagation constants’ differences in the bent fiber were proportional to those 
in the straight fiber. The proportionality coefficient was independent of the mode number. The obtained 
results are of high importance for development of optical fiber sensors, in which fiber bending is possible.
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Введение

В любых протяженных оптоволоконных 
трактах присутствуют изгибы волокна в той 
или иной степени. Для одних систем такие 
изгибы нежелательны, например в комму-
никационных системах, так как они приво-
дят к оптическим потерям. Для других, на-
против, изгиб составляет основу их работы, 
например, в оптических модуляторах [1], 
мультиплексорах [2], разветвителях [3], а так-
же может измеряться при помощи оптоволо-
конных датчиков. В частности, волоконно- 
оптические датчики позволяют на основе ре-
гистрации изгиба световода реализовывать 
контроль состояния зданий, сооружений и 
механических агрегатов [4 – 6], мониторинг 
состояния здоровья людей [7 – 9]; такие дат-
чики служат для создания медицинских при-
боров [10], аппаратуры в робототехнике [11] 
и для других целей. 

В связи с вышеизложенным, для проек-
тирования подобных волоконно-оптических 
систем важно иметь удобный аналитический 
аппарат, позволяющий рассчитывать влияние 
изгиба волокна на параметры распростра-
нения в нем света. К настоящему времени 
исследователи достаточно много внимания 
уделяли аналитическим [12, 13] и численным 
[14, 15] расчетам оптических потерь в изо-
гнутых волокнах. Однако не менее важным 
аспектом следует считать изменение фазовых 
набегов или постоянных распространения 
(ПР) волноводных мод оптического волок-
на при его изгибе. Например, это изменение 
играет решающую роль в интерферометри-
ческих волоконно-оптических датчиках, где 
интерференционный сигнал непосредствен-
но зависит от разности постоянных распро-
странения (РПР) интерферирующих мод  
[16 – 26]. Несмотря на актуальность данной 
проблемы для волоконно-оптических дат-
чиков изгиба, в литературе уделено недоста-

точно внимания вопросу расчета добавок к 
ПР мод при изгибе волокна, в частности для 
наиболее распространенного волокна с па-
раболическим профилем показателя прелом-
ления. В известных работах, посвященных 
расчетам изменений фазовых набегов или 
постоянных распространения волноводных 
мод при изгибе волокна [27 – 33], не получено 
простых выражений для добавок к ПР и РПР 
мод в параболическом волокне. В работе [34] 
введено общее выражение для изменений ПР 
мод волокна для случая равномерного воз-
мущения волокна, полученное из системы 
дифференциальных уравнений связанных 
мод. Однако данное выражение не позволяет 
вывести явное аналитическое выражение для 
случая параболического волокна, которое 
было бы удобным для расчетных оценок. В 
Приложении 1 данной статьи приведено это 
выражение и его краткий анализ.

Настоящая работа нацелена на анализ по-
стоянных распространения и их разности для 
случая слабонаправляющего многомодового 
оптического волокна с параболическим про-
филем показателя преломления, равномерно 
изогнутого по окружности. 

В связи с поставленной целью работы на-
ми была выведена сначала общая формула 
для расчета поправок к ПР мод диэлектриче-
ского волновода при его равномерном возму-
щении вдоль оси (использован метод малых 
возмущений), а затем на основе этой фор-
мулы был детально проанализирован случай 
параболического оптического волокна.

Расчет поправок к ПР m-ой моды 
возмущенного диэлектрического волновода

Для применения метода малых возмуще-
ний к решению задачи здесь мы базируемся 
на подходе, который в монографии [35] ис-
пользован для получения поправки первого 
порядка малости к ПР мод возмущенного 
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волновода. Как будет показано ниже, по-
правка первого порядка малости обращается 
в нуль в случае равномерного изгиба волок-
на. Поэтому для учета влияния изгиба нами 
была определена поправка для ПР мод вто-
рого порядка малости. 

Следуя указанному подходу, сформули-
руем постановку конкретной задачи. Пусть 
невозмущенный диэлектрический волновод 
имеет профиль относительной диэлектриче-
ской проницаемости

где n0 – профиль показателя преломления; r, 
φ – координаты в цилиндрической системе 
координат, в которой ось z совпадает с осью 
волокна. 

При введении возмущения, равномерного 
вдоль оси, профиль относительной диэлек-
трической проницаемости возмущенного 
волновода можно записать в виде

Пусть невозмущенные моды имеют вид

где поперечные модовые функции Em(r, φ) 
удовлетворяют невозмущенному волновому 
уравнению

Здесь мы пренебрегли членом              
что оправдано для линейно поляризованных 
мод оптического волокна [36]. 

Эти моды являются взаимно ортогональ-
ными и удовлетворяют следующему условию 
ортогональности:

Рассмотрим влияние возмущения отно-
сительной диэлектрической проницаемости 

( ) ( )2
0 0, , ,r n rε ϕ = ϕ

( ) ( ) ( )0, , , .r r rε ϕ = ε ϕ + ∆ε ϕ (1)

( ) ( )2 2 2
0 0 , , .t m m mk r r ∇ + ε ⋅ ϕ = β ϕ  E E (3)

( ) ,m′∇ ∇ ⋅E

.m l m mldS N∗ ⋅ = δ∫E E (4)

Δε(r, φ), которое мало, по сравнению с вели-
чиной ε(r, φ). Предположим, что столь малое 
возмущение будет вызывать лишь небольшие 
изменения модовых функций и постоянных 
распространения. 

Пусть модовые функции изменяются на 
величину        а квадраты постоянных рас-
пространения – на        В таком случае вол- 
новое уравнение принимает вид

Если пренебречь членами второго поряд-
ка малости          и             и вос-
пользоваться соотношением (3), то уравне-
ние (5) запишется в более простом виде:

Чтобы решить это уравнение, разложим 
      в ряд по невозмущенным модовым 
функциям:

где aml – постоянные коэффициенты. 
Подставляя в уравнение (6) выражение (7) 

для       и используя (3), получаем следую-
щее соотношение:

Если соотношение (8) скалярно умножить 
на комплексно-сопряженную величину     и 
интегрировать это произведение по всей по-
перечной плоскости, то выражение в левой 
части будет равно нулю в силу соотноше-
ния ортогональности (4). Таким образом, мы 
имеем следующее выражение:

( )12 .mδβ

( )1 ,mδE

( )( )
( )( ) ( )( )

12 2 2
0 0 0

1 12 2 .

t m m

m m m m

k k ∇ + ε + ∆ε ⋅ + δ = 

= β + δβ ⋅ + δ

E E

E E (5)

( )1
m∆ε ⋅δE ( ) ( )1 12

m mδβ ⋅δE

( )

( ) ( )

12 2 2
0 0 0

1 12 2 .

t m m

m m m m

k k ∇ + ε ⋅δ + ∆ε ⋅ = 

= β ⋅δ + δβ ⋅

E E

E E (6)

( )1
mδE

( )1
mδE

( )1 ,m ml laδ =∑E E (7)

( )
( )( )

2 2

12 2
0 .

ml l m l
l

m m

a

k

β −β ⋅ =

= δβ − ∆ε ⋅

∑ E

E
(8)

*
mE

( )( )12 2
0 0.m m mk dS∗ ⋅ δβ − ∆ε ⋅ =∫E E (9)

(2)
( ) ( ), exp ,

0,1, 2, ,
m m mr i t z

m

′ = ϕ ω −β  
=

E E





107

Радиофизика

Поскольку       – постоянная, из выра-
жения (9) следует, что

Это выражение дает поправку первого по-
рядка к квадрату постоянной распростране-
ния     Поскольку поправка к квадрату ПР 
мала, то можно записать поправку непосред-
ственно к самим ПР [35]:

В результате получим следующее выра-
жение:

Для расчета коэффициентов aml(m ≠ l)  
скалярно умножим левую и правую части 
уравнения (8) на     (m ≠ l) и проинтегри-
руем по всей поперечной плоскости. Тогда 
можно записать следующее выражение:

Таким образом, с точностью до обозначе-
ний, мы получили выражения для поправ-
ки первого порядка к ПР и коэффициентов 
aml(m ≠ l), аналогичные приведенным в мо-
нографии [35], за исключением введенного 
параметра нормировки Nm.

Аналогичным образом выведем поправ-
ки уже второго порядка к ПР мод. Для этого 
рассмотрим волновое уравнение в виде

( )12
mδβ

( )
2

012 .m m
m

m

k dS

N

∗ ⋅∆ε ⋅
δβ = ∫E E

(10)

2 .mβ

2 2 .m m mδβ = δβ β

,l
∗E

где            – поправки второго порядка 
к модовой функции и квадрату ПР соответ-
ственно. 

Если использовать соотношение (3) и 
дальнейшие допущения, такие как прене-
брежение слагаемыми третьего и четвертого 
порядков малости, использование (6) в каче-
стве начального приближения, то уравнение 
(13) можно привести к следующему виду: 

Чтобы решить это уравнение, разложим 
      в ряд по невозмущенным модовым 
функциям:

где bml – постоянные коэффициенты. 
Подставляя в уравнение (14) выражения 

(7) для        и (15) для        и используя 
(3), получаем следующее соотношение:

Если данное соотношение скалярно ум-
ножить на     и интегрировать по всей по-
перечной плоскости, то первое слагаемое в  
левой части и все члены суммы, за исключе-
нием члена с l = m, будут равны нулю в силу 
соотношения ортогональности (4). 

Если также использовать выражение (10), 
то можно записать следующее соотношение:

( ) ( )2 22,m mδ δβE
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mδE
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Далее, если учитывать, что первое слагае-
мое в правой части данного выражения вза-
имно уничтожается с членом суммирования 
l = m в левой его части, и использовать вы-
ражение (12), то поправку второго порядка 
к квадрату ПР m-ой моды при возмущении 
волновода, равномерном вдоль оси, можно 
записать в следующем виде:

или

С учетом того, что       – это поправка к 
квадрату ПР, а поправка непосредственно к 
ПР – это

получаем следующее выражение:

Выражения (19) и (20) представляют собой 
искомые выражения для поправки второго 
порядка к ПР моды оптического волокна. 

Отметим, что выражения (19) и (20) верны 
для любых диэлектрических волноводов, для 
которых при выводе волнового уравнения 
можно пренебречь членом                     

В Приложении 2 данной статьи проведено 
сравнение формулы (20) с формулой, полу-
ченной при помощи подхода, использован-
ного в статье [34].

Случай равномерного изгиба  
оптического волокна с параболическим 

профилем показателя преломления

Выражения (11) и (20) описывают общий 

( ) ( )22 2 2 ,m l m ml lm
l m

a a
≠

δβ = β −β∑ (18)

( )

( )
4

22 0
2 2

2
.

m
l m m l m l

m l

k
N N

dS

≠

∗

δβ = ×
β −β

× ⋅∆ε ⋅

∑

∫E E
(19)

( )22
mδβ

( ) ( )2 22 2 ,m m mδβ = δβ β

( ).m′∇ ∇ ⋅E

вид поправок к ПР мод при возмущении ди-
электрического волновода. Конкретизируем 
их для случая равномерно изогнутого пара-
болического волокна. 

Профиль относительной диэлектриче-
ской проницаемости параболического оп-
тического волокна описывается следующим 
выражением:

где a – радиус сердцевины; n1 – максималь-
ное значение показателя преломления в по-
перечном сечении; Δ – относительная раз-
ность показателей преломления,

(n2 – показатель преломления в области обо-
лочки).

В модели слабонаправляющего волокна 
с неограниченным параболическим профи-
лем собственные моды описываются в виде 
линейно поляризованных LPlp-мод [37]. Ска-
лярная компонента моды имеет вид

где Elp(r, φ) – скалярные поперечные модо-
вые функции, l – азимутальный порядок мо-
ды, индекс p – радиальный порядок моды. 

Поперечные модовые функции задаются 
следующими выражениями:

Здесь     представляют собой обобщен-
ные полиномы Лагерра порядка l и степени  
q (q = p – 1); они имеют вид

( ) ( )
( )

2

2 2
2
1

1 2 / , ,

1 2 , ,

r n r

r a r a
n

r a

ε = =

 − ∆ ⋅ <= 
− ∆ >

(21)

( )2 2 2
1 2 12n n n∆ = −

( ) ( ), exp ,lp lp lpE E r j t z ′ = ϕ ω −β  (22)
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, ,
sinlp

l
E r r

l
ϕ 
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2 2

2 22 2 exp .
l

l
q

r r rr L
w w w

    Ψ = −         
(24)

( )l
qL

(20)

( )

( )
4

2 0
2 2

2
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.

m
l m m m l m l

m l

k
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dS

≠

∗
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β β −β
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∑

∫E E
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( ) ( ) ( )
0

.
!

q
l

q

q l u
L u

q

ν

ν=

+ − 
=  − ν ν 
∑ (25)

1 0

2 .
2

aw
n k

=
⋅∆

(26)

Параметр w показывает границы суще-
ствования поля в радиальном направлении и 
определяется следующим выражением:

Постоянная βlp распространения LPlp-мо-
ды, с учетом выражения (26) и данных моно-
графии [37], определяется выражением

Для расчета поправок к ПР LPlp-моды 
воспользуемся нормализованными модовы-
ми функциями:

В этом случае параметр нормировки Nlp, 
введенный в условие (4), равен единице. Тог-
да соотношения (10), (11), (19) и (20) можно 
переписать в следующем виде:

( )1 0 2

41 2 1 .lp n k p l
w

β = − + − (27)

.lp
lpN

lp lp

E
E

E E dS
=
∫

(28)

( )12 2
0 ,lp lpN Nk E E dSηµδβ = ⋅∆ε ⋅∫ (29)

( )
2

1 0 ,
2lp lpN N

lp

k E E dSηµδβ = ⋅∆ε ⋅
β ∫ (30)

( )

( )
( )

4
22 0

2 2

2
,

lp
lp lp

lpN N

k

E E dS

≠ηµ ηµ

ηµ

δβ = ×
β −β

× ⋅∆ε ⋅

∑

∫
(31)

( )

( )
( )

4
2 0

2 2

2

2

.

lp
lp lp lp

lpN N

k

E E dS

≠ηµ ηµ

ηµ

δβ = ×
β β −β

× ⋅∆ε ⋅

∑

∫
(32)

Для анализа изгиба волокна с радиусом 
R (см. рисунок) можно применить следую-
щий распространенный подход [37]: введем 
вместо равномерно изогнутого по окружно-
сти волокна эквивалентное прямолинейное 
волокно, имеющее профиль относительной 
диэлектрической проницаемости ε(r, φ) вида 
(1). В данном случае ε0(r, φ) – профиль от-
носительной диэлектрической проницаемо-
сти неизогнутого прямолинейного волокна, 
а возмущение Δε(r, φ) описывается выраже-
нием

В этом случае распределения поперечных 
полей в изогнутом и эквивалентном прямо-
линейном волокнах будут одинаковыми [37].

В рамках модели эквивалентного прямо-
линейного волокна поправку первого поряд-
ка к ПР LPlp-моды изогнутого волокна мож-
но получить, подставив выражение (33) в вы-
ражение (30). Однако несложно убедиться, 
что она равна нулю ввиду антисимметрич-
ного характера возмущения. Поэтому для 
случая изгиба нельзя ограничиваться только 
первой поправкой. 

Подставив выражение (33) в выражение 
(31), получим поправку второго порядка к 
квадрату ПР LPlp-моды:

здесь мы ввели следующее обозначение ин-
теграла, характеризующего связь моды LPlp с 
модой LPημ:

Данный интеграл можно вычислить в яв-
ном виде для всех комбинаций LPlp-мод [37]. 
При этом ненулевыми будут следующие ин-
тегралы (35):

1. Интеграл, характеризующий связь LPlp- 
моды с LPl+1,p-модой, т. е.

2
12 cos .n r

R
ϕ

∆ε = (33)

( )

( )
4 4

22 20 1
,2 2 2

4 ;lp lp
lp lp

k n I
R ηµ

≠ηµ ηµ

δβ =
β −β

∑ (34)

2
, cos .lp lpN NI E r E drdηµ ηµ= ⋅ ϕ⋅ ϕ∫ ∫ (35)
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2. Интеграл, характеризующий связь LPlp- 
моды с LPl–1,p+1-модой, т. е.

3. Интеграл, характеризующий связь LPlp- 
моды с LPl–1,p-модой, т. е.

4. Интеграл, характеризующий связь LPlp- 
моды с LPl+1,p–1-модой, т. е.

при этом σl = 1, если l = 0, и σl = 2, если l ≠ 0.
Остальные моды оказались не связанны-

ми с LPlp-модой. Отметим, что все связанные 
моды отличаются на единицу по своему со-
ставному модовому числу m = 2p + l – 1.

Таким образом, модуль разности квадра-
тов ПР связанных мод не зависит от значе-

a) b)

c) d)

Схематические изображения для анализа изгиба с радиусом R волокна: a, b – искривленное  
волокно и эквивалентное ему прямолинейное; c, d – профили относительной  

диэлектрической проницаемости для волокон a и b соответственно

( ), 1
1

1;
2lp l p

l

w p lI −
−

+ −
=

σ
(38)

( )( ), 1 1
1,

2lp l p
l

w pI + −

−
=

σ
(39)

2 2
2

4 .lp wηµβ −β = (40)

ний l и p и следует выражению

Поэтому множитель перед интегралом в 
выражении (34) можно упростить и вынести 
за знак суммы (с учетом знаков плюс или ми-
нус). Тогда выражение (34) можно перепи-
сать в следующем виде:

Путем перебора всех возможных ком-
бинаций индексов l и p легко показать, что 
выражение в скобке соотношения (41) рав-
но w2/4 независимо от значений индексов и 
ориентации модовой функции LPlp (cos(lφ) 
или sin(lφ)).

Таким образом, искомое приращение ква-
драта постоянной распространения LPlp-мо-
ды в параболическом оптическом волокне 
принимает относительно простой вид:

( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )

4 4 2
22 0 1

2

2 2 2 2
, 1 , 1 1 , 1 , 1 1 .

lp

lp l p lp l p lp l p lp l p

k n w
R

I I I I+ − + − + −

δβ = ×

× + − −

(41)

(42)( )
4 4 4 2 2 2

22 2 0 1 0 1
2 24 2lp lp

k n w k n a
R R

δβ = δβ = =
∆ ⋅

( ), 1 ;
2lp l p

l

w p lI +

+
=

σ
(36)

( )( ), 1 1
1

;
2lp l p

l

w pI − +
−

=
σ

(37)
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2 2lp lpδβ β

и, что важно, не зависит от номера моды. 
Приращение непосредственно ПР δβlp = 

=          запишется в виде

Теперь можно перейти к расчету разно-
сти

– разности постоянных распространения 
мод при изгибе волокна, которая важна при 
расчете интерферометрических датчиков:

где              – РПР мод изогнутого и 
прямолинейного волокон, соответственно. 

Полученное выражение можно упростить, 
принимая во внимание, что          

Таким образом, изменение РПР мод в 
изогнутом параболическом оптическом во-
локне пропорционально РПР мод прямоли-
нейного волокна        с коэффициентом 
пропорциональности a2/(4Δ), не зависящим 
от номеров мод. Чтобы оценивать эффек-
тивность работы оптоволоконных датчиков, 
регистрирующих изгиб, важно иметь оценку 
чувствительности изменения РПР мод к об-
ратному квадрату радиуса изгиба, которая, 
согласно выражению (45), имеет вид

Следует иметь в виду, что как теоретиче-
ские формулы для модовых функций и ПР 
мод параболического волокна (22) – (27), так 

,
b b b
lp lpηµ ηµ∆β = β −β

, ,,b s
lp lpηµ ηµ∆β ∆β

,

2 2 2
0 1

, ,2 ,
4

b
lp

s s
lp lps s

lp

k n a
R

ηµ

ηµ ηµ
ηµ

∆β =

= ∆β − ∆β
⋅∆ ⋅β β

(44)

2 2
0 1 :s s

lp k nηµβ β ≈

2

, , 21 .
4

b s
lp lp

a
Rηµ ηµ

 
∆β = ∆β − ∆ ⋅ 

(45)

,
s
lp ηµ∆β

и выведенные нами формулы для поправок 
к ПР и РПР мод (42) – (46), были получены 
в приближении неограниченного параболи-
ческого профиля показателя преломления 
волокна. Поэтому, строго говоря, их нельзя 
использовать для описания поведения мод, 
близких к отсечке, поле которых начинает 
существенно выходить за пределы сердцеви-
ны волокна. 

При использовании полученных выраже-
ний для анализа реальных волокон необхо-
димо учитывать упругооптический эффект 
при записи выражения (33) для возмущенно-
го профиля относительной диэлектрической 
проницаемости. Для приближенного учета 
этого эффекта можно воспользоваться следу-
ющим подходом: заменить реальный радиус 
кривизны изгиба эффективным, например, 
для стеклянного волокна Reff = 1,27 R [30].

Заключение

В данной работе для анализа влияния из-
гиба параболического многомодового волок-
на на постоянные распространения мод и их 
разности получены аналитические выраже-
ния для поправок второго порядка малости с 
использованием метода малых возмущений. 
Показано, что приращения к квадратам по-
стоянных распространения мод одинаковы 
для всех мод. Также показано, что измене-
ние разности постоянных распространения 
мод в изогнутом волокне пропорционально 
разности постоянных распространения мод 
неизогнутого волокна с коэффициентом 
пропорциональности, не зависящим от но-
меров мод. При этом величина изменений 
определяется соотношением между радиу-
сом сердцевины волокна и относительной 
разностью показателей преломления сердце-
вины и оболочки. Полученный результат ва-
жен при разработке интерферометрических 
волоконно-оптических датчиков с регистра-
цией изгиба волокна, а также при анализе 
фазовых эффектов в волоконно-оптических 
системах с многомодовыми световодами. 
При этом выведенное обобщенное выраже-
ние для поправки второго порядка малости к 
постоянной распространения мод (20) может 

( ) 2
,

,

2

.
1 4

b
lp s

lp
a

R

ηµ
ηµ

∂ ∆β
= ∆β

∆ ∂  
 

(46)

2 2 2
0 1

2 .
4lp
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k n a
R

δβ =
β ⋅∆ ⋅

(43)
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представлять интерес не только для анализа 
оптических волокон, но и для анализа произ-
вольных диэлектрических волноводов с рав-
номерным возмущением.

Приложение 1

Известная оценка добавки к ПР m-ой моды 
оптического волокна с параболическим 

профилем при его равномерном возмущении

В работе [34] анализируется влияние изги-
ба волокна на ПР мод волокна, но, ввиду то-
го факта, что в методе возмущений поправка 
первого порядка обращается в нуль, авторы 
предложили использовать не метод возму-
щений, а основываться на более специфиче-
ском подходе анализа системы дифференци-
альных уравнений связанных мод.

В результате авторы статьи [34] получили 
следующую оценку к приращению ПР:

где δβm – добавка к ПР m-ой моды, вызван-
ная возмущением волокна, приводящим к 
связи мод; βm – ПР m-ой моды без возмуще-
ния; κmn – коэффициент связи m-ой и n-ой 
мод. 

Выражение для коэффициентов связи 
можно найти, например, в книгах [36, 37]: 

где k0 – волновое число; Δε(r, φ) – возмуще-
ние профиля относительной диэлектриче-
ской проницаемости волокна под действием, 
в частности, изгиба; EmN(r, φ) – нормализо-
ванная модовая функция; r, φ – координаты 
в цилиндрической системе координат, в ко-
торой ось z совпадает с осью волокна. При 
этом модовые функции удовлетворяют усло-
вию нормировки:

,ml lm
m

l m l

κ κ
δβ = −

β −β∑ (П1)

( ) ( )

( )

2
0 , ,

2
, ,

ml mN
m

lN

k E r r

E r rdrd

κ = ϕ ⋅∆ε ϕ ×
β

× ϕ ⋅ ϕ

∫ ∫
(П2)

2 1.mNE rdrdϕ =∫ ∫ (П3)

Если подставить выражение (П2) в (П1), 
то можно получить оценку для приращения 
ПР мод:

В случае оптического параболического 
волокна в формализме LPlp, ПР мод мож-
но найти при помощи выражения (27). Для 
указанного волокна интегралы в оценке (П4) 
также известны (см. формулы (35) – (39)). 
Однако выражение, полученное на основе 
(П4), все равно остается громоздким, что за-
трудняет анализ физического смысла.

Приложение 2

Сравнение выражений  
для приращения ПР при изгибе волокна

Сравним полученное нами выражение 
(20) с выражением (П4). Обратим внимание, 
что оценка (20) отличается от оценки (П4) 
знаменателем множителя перед интегралом. 
Знаменатель в выражении (20) можно распи-
сать в следующем виде:

Для слабонаправляющего оптического 
волокна, при устремлении относительной 
разности показателей преломления к нулю, 
βm ≈ βl, поэтому справедливо соотношение

и формулы асимптотически сходятся. 
Однако формула (20) представляется бо-

лее целесообразной для использования по 
трем причинам: 

во-первых, она получена на основе об-
щепринятого для подобного анализа метода 
малых возмущений с простыми и понятными 
приближениями, в то время как ряд прибли-
жений, сделанных в работе [34], не позволяет 
четко судить о порядке малости поправки к 

( )

( )

4
0

2

4

.

m
l m m l m l

mN lN

k

E E rdrd

≠

δβ = ×
β β β −β

× ⋅∆ε ⋅ ϕ

∑

∫ ∫
(П4)

( ) ( )( )2 22 2 .m m l m m l m lβ β −β = β β +β β −β

( )( ) ( )2 4m m l m l m l m lβ β +β β −β ≈ β β β −β
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ПР и условиях применимости полученной 
оценки; 

во-вторых, из формулы (20) мы получили 
простое и удобное выражение для приращений 
ПР при изгибе параболического волокна, в то 
время как выражение (П4) представляет собой 
сложную сумму с необходимостью записи ПР 
для всех мод, связанных с рассчитываемой; 

в-третьих, полученное нами выражение 

позволило сделать важные физические вы-
воды о приращения ПР мод при изгибе (они 
указаны в заключении), а на основе выраже-
ния (П4) сделать подобные выводы затруд-
нительно.

Исследование выполнено при финансовой 

поддержке РФФИ в рамках научного проекта  

№ 19-31-27001.
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