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ОТКЛОНЕНИЕ ИНТЕРФЕЙСНОЙ ТРЕЩИНЫ 
ОТ ПРЯМОЛИНЕЙНОГО РОСТА ВСЛЕДСТВИЕ 

НЕПРЯМОЛИНЕЙНОСТИ ГРАНИЦЫ РАЗДЕЛА МАТЕРИАЛОВ
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Рассматривается задача о поведении антиплоской полубесконечной интерфейсной трещи-
ны, вершина которой совпадает с угловой точкой границы раздела материалов. С помощью 
интегрального преобразования Меллина получено точное решение рассмотренной задачи.  
Для напряжений вблизи указанной угловой точки построены асимптотические выражения, 
которые могут содержать одно или два сингулярных слагаемых. Для анализа роста трещины 
использован силовой критерий разрушения (критерий Новожилова). На основе полученного 
точного решения проведена оценка точности вычислений угла отклонения трещины и разру-
шающей нагрузки, определяемых с помощью асимптотик. Исследованы зависимости этих ха-
рактеристик разрушения от параметров композиции материалов.
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Введение

В линейной механике разрушения, 
результаты которой базируются на решени-
ях уравнений линейной теории упругости, 
важную роль играют особые точки (точки 
сингулярности) полей напряжений, которые 
инициируют процесс разрушения. В каче-
стве таких точек могут выступать вершины 
трещин, вершины острых вырезов или вклю-
чений в материале. В вершине трещины, на-
ходящейся в однородной среде, имеет место 
классическая корневая сингулярность, т. е. 
показатель сингулярности равен 0,5. В дру-
гих случаях, вообще говоря, показатель син-
гулярности будет отличаться от указанного 
значения. Показатели сингулярности опре-
деляются корнями трансцендентных харак-
теристических уравнений, расположенными 
в интервале (0, 1). Обзор результатов, отно-
сящихся к этому утверждению, приведен в 
работах [1 – 3].

Среди множества проблем механики раз-
рушения выделяется класс задач о взаимо-
действии трещин с границей раздела матери-
алов. В плоской и антиплоской постановках 
этот класс задач изучался, например, в рабо-
тах [4 – 7]. При этом граница раздела пред-
полагалась прямолинейной. Следует отме-
тить, что в таких случаях классический кри-
терий разрушения Гриффитса – Ирвина не 
применим, поскольку порядок особенности 
в вершине трещины отличен от 0,5 и должны 
использоваться иные критериальные подхо-
ды. Краткий обзор таких подходов приведен 
в статье [8].

Если граница раздела материалов имеет 
точку излома, то, как показано в работе [9], 
такая точка в антиплоской задаче являет-
ся существенно особой. Другими словами, 
в этом случае характеристическое уравне-
ние при некоторых значениях параметров 
композиции имеет уже два различных кор-
ня, меньших единицы и определяющих два 
сингулярных слагаемых в асимптотике поля 
напряжений в вершине трещины.

В данной работе исследуется отклонение 
первоначально прямолинейной интерфейс-

ной трещины от прямолинейного роста, вы-
званное кусочно-прямолинейной границей 
раздела двух материалов. 

В качестве критерия разрушения ис-
пользован силовой критерий Новожилова 
[10]. На основе полученного точного реше-
ния основное внимание в работе уделяется 
оценке возможности использования асим-
птотик полей напряжений для определения 
угла отклонения трещины и разрушающей 
нагрузки, а также анализу зависимостей 
этих характеристик разрушения от параме-
тров композиции материалов. Аналогичная 
задача в плоской постановке рассматри-
валась в статье [11]. Однако ее результаты 
базировались на применении асимптотиче-
ских решений и численного метода конеч-
ных элементов.

Постановка задачи
 и построение ее точного решения

Рассмотрим полубесконечную интерфей-
сную трещину продольного сдвига, верши-
на которой совпадает с угловой точкой двух 
связанных клиновидных областей Ω

1
 и Ω

2
 с 

углами раствора α и (2π – α) соответствен-
но (рис. 1). Материалы областей считаются 
однородными и изотропными с модулями 
сдвига μ

1
 и μ

2
. К берегам трещины приложе-

ны на расстоянии r
0
 от вершины самоуравно-

вешенные сосредоточенные силы величиной 
Т. Контакт на границе раздела материалов 
предполагается идеальным.

Поля перемещений и напряжений в ка-
ждой из областей строятся в виде интегралов 
Меллина:

где трансформанты перемещений и напря- 
жений определяются как
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Здесь r, θ – полярные координаты.
Исходя из условий регулярности решения 

при r → 0 и r → ∞, контур интегрирования 
L расположен параллельно мнимой оси в по-
лосе

Подчиняя функции (1) условиям идеаль-
ного контакта при θ = π – α и условиям на-
гружения берегов трещины при θ = ±π, на-
ходим величины Ak(p) и Bk(p), входящие в 
формулы (2). В результате представления для 
напряжений будут иметь вид
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( )

, sin

cos ,
k k

k

W p A p p

B p p

θ = θ+

+ θ

( ) ( )
( )

, cos

sin .
zk k k

k

T p p A p p

B p p
θ θ = µ θ−

− θ

(2)

( )1 2 1 2Re , 0 .p−δ < < δ δ δ >

( )
( )

( )

1
0

0

, , ,
, ,

1, 2

p
k

zk
L

p m rT dp
ir p m r

k

+

θ

Φ θ α  τ =  π ∆ α  

=

∫
(3)

( )
( ) ( )

11 , , sin

sin cos 2 ,
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(5)

( ) ( )22 , , sin sin ,p m m p pϕ α = − α π−α

( ) ( ), , sin 2 sin 2 .p m p m p∆ α = π − π−α

Упругие свойства композиции отражены в 
этих формулах через одну биупругую посто-
янную

При всех сочетаниях модулей сдвига мате-
риалов эта величина удовлетворяет неравен-
ству |m| ≤ 1. Если материал включения (обла-
сти Ω

1
) является более жестким, по сравне- 

нию с материалом матрицы, то 0 < m < 1; в 

( ) ( )1 2 1 2 .m = µ −µ µ +µ

Рис. 1. Полубесконечная интерфейсная трещина,  
вершина которой совпадает с угловой точкой границы раздела материалов:

μ1, μ2 – модули сдвига материалов областей Ω1 и Ω2; α – угол раствора области Ω1; Т – самоуравновешенные  
сосредоточенные силы, приложенные на расстоянии r0 от вершины; r, θ – полярные координаты

(4)( ) ( )1, , , , , sink kp m p m pΦ θ α = ϕ α θ+

( )2 , , cos ,k p m p+ ϕ α θ (4)
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( ), , , 0.p m∆ α β = (6)

( ) ( ), , , 2 , .p m p m∆ α = ∆ π−α −

противном случае (для мягкого включения) 
величина m лежит в интервале –1 < m < 0. 
Значение m = 0 отвечает однородной среде, а 
значения m ± 1 определяют абсолютно твер-
дое включение и клиновидный вырез.

Полюсы подынтегральной функции в 
формуле (3) определяются корнями характе-
ристического уравнения

Функция (5) является целой нечетной 
функцией параметра интегрального преоб-
разования p, не имеющей нулей на мнимой 
оси, кроме однократного нуля p = 0. Однако, 
согласно формулам (4), эта точка является 
устранимой особой точкой. Поэтому контур 
интегрирования L в формуле (3) может быть 
совмещен с мнимой осью. Можно показать, 
что комплексных нулей, лежащих в полосе 
|Re p| ≤ 1, функция (5) не имеет.

В силу нечетности функции (5) каждому 
корню уравнения (6) p– < 0 соответствует ко-
рень p+ > 0, причем p– = –p+. Поскольку для 
исследования сингулярности напряжений (3) 
в вершине трещины интерес представляют 
корни, по величине не превосходящие еди-
ницы, для удобства будем изучать веществен-
ные корни характеристического уравнения, 
расположенные в интервале (0, 1).

Функция (5) обладает следующим свой-
ством:

Отсюда вытекает, что достаточно рас-
сматривать конфигурацию системы, когда  
0 < α < π при положительных и отрицатель-
ных значениях биупругой постоянной m.

Детальный анализ показывает, что в слу-
чае относительно более жесткой среды 1, 
когда μ1 > μ2 и, следовательно m > 0, при  
π/2 ≤ α < π характеристическое уравнение  
будет иметь один корень p1 ∈ (1/4, 1/2), а  
при 0 < α < π/2 – два корня: p1 ∈ (1/4, 1/2) и  
p2 ∈ (3/4, 1). 

Если m < 0, т. е. μ1 < μ2, уравнение (6) при  
0 < α ≤ π/2 имеет один корень p1 ∈ (1/2, 3/4), 

порождающий слабую особенность λ = 1 – 
– p1 < 1/2 напряжений (3), а при π/2 < α < π – 
два корня в интервале (1/2, 1).

Случай α = π/2 является особым, посколь-
ку при такой геометрии характеристическое 
уравнение имеет в интервале (0, 1) только 
один корень при любом m ∈ (–1, 1). При 
этом корни уравнения (6) распадаются на два 
множества, так как

Первый положительный нуль функции 
cos πp – m/2 является монотонно убываю-
щей величиной параметра m, принимающей 
значения, равные 2/3 при m = –1 и 1/3 при  
m = 1.

Аналогичное расщепление корней урав-
нения (6) также имеет место, например, при 
α = π/3 и α = 2π/3.

Критерий разрушения

Для вычисления напряжений в композит-
ной среде при r < r0 замкнем контур интегри-
рования L в формуле (3) слева полуокруж-
ностью большого радиуса и воспользуемся 
теоремой Коши о вычетах в полюсах подын-
тегральной функции. В результате напряже-
ния в каждой из областей будут иметь вид

В качестве критерия разрушения будем 
использовать силовой критерий, предло-
женный В.В. Новожиловым [10], согласно 
которому разрушение путем роста трещины 
происходит, когда среднее напряжение, вы-
численное на некотором расстоянии d от ее 
вершины, достигает критического значения, 
равного пределу прочности материала на 
сдвиг τc:
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Этот критерий в плоской и антиплоской 
задачах применялся, например, в работах [8, 
11, 12].

Используя представление (7), для средних 
напряжений получаем:

Углы θ1 (α, m) и θ2 (α, m), определяющие 
направления роста трещины, находятся из 
условий экстремума функций (9) в областях  
Ω1 и Ω2. Используя формулы (4), можно по-
казать, что производная ∂Φ1/∂θ < 0 при π –  
– α < θ < π и любых допустимых значениях 
параметра |m| ≤ 1. Иными словами, функция  
в области Ω1 является монотонно убываю-
щей и принимает наибольшее значение на 
границе θ = π – α. Поскольку распростра-
нение трещины в области Ω1 является не-
возможным, далее рассматривается только 
необходимое условие экстремума среднего 
напряжения               в области Ω2:

при – π < θ < π – α,

которое в силу равенства (9) принимает вид

Асимптотический подход

Если уравнение (6) имеет только один по-
ложительный корень p1 ∈ (0, 1), то асимпто-
тика напряжений (7) при r → 0 будет одно- 
членной:

( )
( )

1

2
1

2 1 0

0 1

,
, , ,2  
, ,

z
pp m rT

r p m r

θ

− +

τ =

Φ − θ α  =  ′∆ α  

(12)

( )
( )

1 1
2 1 2 2

0 1 1 0

2

, , ,2

.

 
, ,

p

c

p m dT
r p p m r

−
Φ − θ α  

= 
′

= τ

∆ α 
(13)

( ) 22
2 2 32

0 0 2

2, ,c

c

Kd
r r

 
= γ γ =   π τ 

( )2 1, , ,
0.

p m∂Φ − θ α
=

∂θ

а условие разрушения (8) на луче θ = θ2 при-
мет вид

Эта формула справедлива при любых зна-
чениях параметров α и m. Рассматривая слу-
чай однородной среды, положим в равенстве 
(13) m = 0 и, следовательно, p1 = 1/2, а θ2 = 0.  
Тогда, используя формулы (4) и (5), для от-
носительного критического расстояния d2 
получим следующее представление:

где γ – безразмерный геометрический пара-
метр,          – вязкость разрушения материала 
области Ω2. 

Заметим, что такое же представление для 
критического расстояния было получено для 
острого выреза в работах [8, 13].

Равенство (11), определяющее угол откло-
нения трещины θ2 (α, m), в рассматриваемом 
случае принимает вид

Тогда, используя формулы (4), для угла 
отклонения получаем представление

Отсюда заключаем, что при использова-
нии одночленной асимптотики (12) крити-
ческое расстояние d2 не влияет на величину 
угла отклонения трещины.

Зависимость угла отклонения от пара-
метров. На основе свойств функций (4) 
можно показать, что при m > 0 (μ1 > μ2) и  

( )
( )

22 1
2

1 21 1

, ,1  arctg .
, ,

p m
p p m

 ϕ α
θ = − ϕ α 

(14)

( )2
3cK
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2 2
1

1  arctg ,
4

m
p m

θ =
−

π/2 ≤ α < π угол θ2 > 0 и является монотонно 
возрастающей функцией параметра m. Ины-
ми словами, трещина будет отклоняться в  
сторону границы раздела с более жестким ма-
териалом. В предельном случае, когда мате-
риал области Ω1 является абсолютно твердым, 
т. е. m → 1, угол отклонения θ2 = π – α. Иначе 
говоря, разрушение будет происходить вбли-
зи границы раздела материалов. Кроме того, 
при рассматриваемых значениях параметров 
производная ∂θ2/∂α < 0 и, следовательно,  
угол θ2 является убывающей функцией пара-
метра α, которая стремится к нулю при α → π, 
что соответствует росту трещины по границе 
раздела двух разнородных полуплоскостей.

Если материал области Ω2 является отно- 
сительно более жестким (m < 0) и 0 < α ≤ π/2, 
то из формул (4) и (14) вытекает, что θ2 < 0. В 
этом случае рост трещины будет происходить 
в направлении от границы раздела матери-
алов. Наибольшее по величине отклонение 
трещины в отрицательном направлении от-
счета полярного угла будет происходить при  
m → –1. В силу монотонности функции θ2 по 
параметру α, максимум отклонения достига-
ется при α = π/2, когда θ2 → –π/4 для m → –1.

Заметим, что особенно простой вид зави-
симость (14) принимает, когда α = π/2:

где p1 – первый положительный нуль функ-
ции cos πp – m/2.

Используя найденное значение угла 
отклонения (14), из равенства (13) получаем 
критическую (разрушающую) нагрузку, вы-
зывающую рост трещины:

Учитывая, что критическая нагрузка для 
полубесконечной трещины в однородной 
среде определяется формулой T0 = 0,5πγr0τc2, 
введем в рассмотрение приведенную крити-
ческую нагрузку T * для композиции:
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При других значениях параметров харак-
теристическое уравнение имеет два корня: 
p1 и p2 на промежутке (0, 1), и асимптотика 
напряжений будет содержать два сингуляр-
ных слагаемых:

В таком случае условие разрушения имеет 
вид

При этом относительное критическое 
расстояние определяется формулой

Если γ << 1, то d2/r0 ~ γ2 и, следовательно, 
при достаточно малых значениях γ для кри-
тического расстояния можно использовать 
результат, полученный при одночленной 
асимптотике.

Угол отклонения трещины θ2 в данном 
случае будет корнем уравнения
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В отличие от одночленной асимптотики, 
здесь угол θ2 будет зависеть от критического 
расстояния.

После нахождения угла отклонения из 
критерия разрушения (17) вычисляется кри-
тическая нагрузка, а далее на основе опре-
деления (15) вычисляется и ее приведенная 
величина.

Численные результаты и их обсуждение

На основе точного решения (7) и крите-
рия разрушения (8), (9) тем же способом по-
лучаем, что относительное критическое рас-
стояние удовлетворяет уравнению

а приведенная разрушающая нагрузка нахо-
дится по формуле

При этом направление роста трещины 
определяется углом θ2, который есть корень 
уравнения (11).

Для оценки точности асимптотического 
подхода проведены вычисления характерис-
тик разрушения θ2 и T * на основе точного ре-
шения при различных значениях параметров 
α, m и γ. На рис. 2 приведена зависимость угла 
отклонения трещины θ2 от биупругой посто-
янной m, вычисленного на основе асимпто-
тики (14) и точного решения при α = π/2 и  
γ = 0,25. При этих значениях параметров 
асимптотика дает верхнюю оценку угла 
отклонения при m > 0 и нижнюю оценку при 
m < 0. Наибольшая погрешность асимпто-
тической оценки составляет 25,7 % в случае 
мягкого материала области Ω2 и около 69 % в 
случае относительно более жесткого матери-
ала этой области. Когда материал в области 
Ω1 становится очень жестким (m → 1) точ-

2 2

0 0

arctg ,d d
r r

= γ

ность асимптотической формулы (14) повы-
шается и рост трещины происходит вблизи 
интерфейса.

Аналогичная ситуация имеет место и при 
других значениях параметров α, m и γ, в том 
числе и в случае двучленной асимтотики 
(16), когда угол отклонения трещины опре-
деляется как корень уравнения (18). Отли-
чие от случая α = π/2 состоит только в том, 
что погрешность асимптотического подхода 
существенно снижается при отрицательных 
значениях биупругой постоянной.

Расчеты показывают, что точность вы-
числения угла отклонения возрастает при 
уменьшении параметра γ для всех возмож-
ных значений величин α и m. Следует также 
отметить, что учет только первого слагаемо-
го в двучленной асимптотике (16) приводит 
к очень большим ошибкам (более 100%) при 
нахождении угла отклонения и, следователь-
но, является неприемлемым.

Таким образом, использование асимпто-
тик поля напряжений вблизи вершины тре-
щины при достаточно малых значениях па-
раметра γ качественно верно определяет угол 
отклонения трещины, однако в количествен-
ном плане может приводить к существенным 
неточностям. 

На рис. 3 указана зависимость угла θ2, 
рассчитанного по точному решению, в слу-
чае относительно более жесткого материала 
области Ω1 при различных значениях ее угла 
раствора. В соответствии с выводами асим-
птотического подхода, в данном случае тре-
щина будет отклоняться в сторону границы 
раздела материалов, и при m → 1 ее рост бу-
дет происходить вблизи этой границы. При 
m < 0 разница в углах отклонения для различ-
ных значений угла α незначительна (меньше 
6 %) и зависимость θ2 от m близка к кривой 1 
на рис. 2.

Точность расчета приведенной разруша-
ющей нагрузки T *, выполненного на осно-
ве асимптотик, весьма высока и находится в 
пределах 5 % при значениях γ, не превыша-
ющих 0,5, для любых возможных значений 
величин α и m. При этом учет только сингу-
лярных членов полей напряжений опреде-
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Рис. 2. Зависимости угла отклонения интерфейсной трещины θ2 от биупругой  
постоянной m, полученные на основе точного решения (1) и на основе  

одночленной асимптотики напряжений (2); α = π/2, γ = 0,25

Рис. 3. Зависимости угла отклонения интерфейсной трещины θ2,  
вычисленного на основе точного решения, от биупругой постоянной m > 0  

при γ = 0,1 и различных значениях угла α: π/3 (1), π/2 (2), 2π/3 (3)

ляет нижнюю оценку разрушающей нагруз-
ки. Точность этой оценки повышается при 
уменьшении параметра γ. На рис. 4 приведе-
на зависимость величины T *, рассчитанной 
по точному решению (19), при α = π/2 и раз-
личных значениях параметра γ. Аналогич-
ные зависимости имеют место и для других 
значений угла α. Приведенные кривые пока-
зывают, что при m > 0 величина приведенной 
нагрузки меньше единицы, а при m < 0 боль-

ше единицы. Это означает, что для продви-
жения трещины в случае относительно более 
жесткой среды 1 необходимо приложить к 
ее берегам меньшие силы, по сравнению со 
случаем однородной среды. В ситуации бо-
лее мягкого материала области Ω1 наоборот: 
силы, прикладываемые к берегам трещины 
и вызывающие ее рост в композитной среде, 
будут превышать силы, прикладываемые в 
случае однородного материала.
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Заключение

На основе силового критерия Новожило-
ва (критерий разрушения), для характерис-
тик разрушения интерфейсной трещины, 
вершина которой совпадает с угловой точ-
кой раздела материалов, получены асимпто-
тические и точные соотношения. Характе-
ристики разрушения включают макроско-
пические параметры материала, такие как 
вязкость разрушения и предел прочности 
на сдвиг. Асимптотические формулы для 
достаточно малых значений безразмерного 
геометрического параметра γ качественно 
верно определяют верхнюю или нижнюю 

оценку угла отклонения первоначально 
прямолинейной интерфейсной трещины. 
Отклонение трещины будет происходить 
в сторону границы раздела с более жест-
ким материалом и в противоположном на-
правлении в случае, когда материал за этой 
границей является более мягким. Однако 
в количественном плане асимптотические 
формулы могут давать значительные по-
грешности. В то же время величины крити-
ческих нагрузок, вычисленных по асимпто-
тическим формулам, обладают достаточной 
точностью и могут применятся для оценки 
этих нагрузок.
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