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НОВЫЙ ПОДХОД К ОЦЕНКЕ МОЩНОСТИ ИЗЛУЧЕНИЯ 
ГЕЛИЙ-НЕОНОВОГО ЛАЗЕРА С РАЗЛИЧНОЙ ГЕОМЕТРИЕЙ 

ПОПЕРЕЧНОГО СЕЧЕНИЯ АКТИВНОГО ЭЛЕМЕНТА

В.А. Кожевников, В.Е. Привалов, А.Э. Фотиади

Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого, 
Санкт-Петербург, Российская Федерация

Предлагаемое исследование продолжает цикл статей, посвященных методам расчета ключе-
вых энергетических параметров гелий-неонового (He-Ne) газоразрядного лазера. Рассмотрено 
применение предложенного ранее метода расчета мощности излучения к лазерам, обладающим 
поперечными сечениями активного элемента в виде прямоугольника и эллипса. Использовано 
представление об эффективном модовом объеме лазера, указан расчетный алгоритм и предложе-
на процедура, снижающая громоздкость расчетов. Варьирование значений лазерных параметров 
позволило получить развернутую картину зависимости выходной мощности лазерного излучения 
от геометрических параметров объектов. Сравнение полученных результатов дало возможность 
выявить оптимальные значения параметров лазеров для достижения максимальной выходной 
мощности. Установлено, что результаты расчетов мощности излучения хорошо согласуются как с 
соответствующими результатами по коэффициентам усиления лазера для заданных сечений, так 
и с экспериментальными данными.
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A NEW APPROACH TO THE ASSESSMENT OF THE OUTPUT 
POWER FOR A HELIUM-NEON GAS LASER WITH DIFFERENT 
CROSS-SECTIONAL GEOMETRY OF THE ACTIVE ELEMENT

V.A. Kozhevnikov, V.E. Privalov, A.E. Fotiadi

Peter the Great St. Petersburg Polytechnic University, 
St. Petersburg, Russian Federation

The proposed study continues a series of articles devoted to design methods for the key energy 
parameters of a helium-neon (He-Ne) gas laser. An application of the previously proposed method for 
designing the emission power to lasers with the rectangle- and ellipse-shaped cross sections of active 
elements has been considered. An idea of effective mode volume was used, a calculation algorithm was 
presented, and a procedure reducing unwieldy calculations was put forward.  Varying the parameter 
values made it possible to get a detailed picture of dependencies of the output laser energy on the 
geometrical parameters of objects under study. A comparison of the obtained results permitted to find 
optimal laser parameters for maximum output power. The calculation results of the radiation energy 
were established to agree well both with those of the laser gain for the given cross sections and those of 
the experimental data.
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Введение

В последнее время активно изучаются эллиптические пучки (англ. Mathieu beams или 
Mathie-Gauss beams), которые представляют собой одно из четырех (наряду с обычными  
Гауссовыми, Бессель-Гауссовыми и параболическими пучками) фундаментальных семейств 
недифрагирующих решений волнового уравнения. Это связано с их экспериментальным об-
наружением и теоретическим рассмотрением [1 – 5]. 

В работе [6] нами был предложен метод оценки мощности излучения газоразрядного ла-
зера с произвольной формой поперечного сечения активного элемента. Напомним кратко 
суть этого метода. 

Для оптического резонатора с радиусом кривизны соответствующего эквивалентного кон-
фокального резонатора Re модуль электрического поля E основной Гауссовой моды TEM

00
 в 

цилиндрических координатах (r, z, φ) имеет следующий вид:

где ξ = 2z/Re, k = 2π/λ (координата z отсчитывается от перемычки Гауссового пучка, λ – длина 
волны лазерного излучения); E

0
 – значение E при ξ = 1 и r = 0. 

В первом приближении теории возмущений мощность индуцированного излучения мож-
но считать пропорциональной произведению E2δN, где δN – инверсия населенностей ак-
тивной среды. В первом приближении величина δN удовлетворяет однородному уравнению 
Гельмгольца

с однородным граничным условием

где Γ – граница поперечного сечения активного элемента. 
В предложенном методе было введено понятие эффективного модового объема NMV как 

тела, ограниченного поверхностью, где величина |E|2δN спадает в e2 раз, по сравнению с ве-
личиной              (δN

0
 – инверсия населенностей на оси). Введение этой величины учитывает 

как инверсию населенностей, так и распределение поля в резонаторе при произвольной гео- 
метрии активного элемента.

В работе [6] было предложено оценивать выходную мощность излучения лазера с помощью 
модового объема NMV по следующей формуле:
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где ε – соответствующий коэффициент пропорциональности.
Там же был указан алгоритм нахождения мощности излучения лазера при произвольной 

форме сечения активного элемента, состоящий из трех этапов.
Шаг 1. Расчет инверсии населенностей активной среды δN путем решения уравнений (2), 

(3) для данного значения границы Γ (например, методом нахождения приближенного ре-
шения этих уравнений (см. нашу работу [7]), позволяющим получать решения с высокой 
точностью при относительно небольшой вычислительной сложности).

Шаг 2. Нахождение границы эффективного модового объема NMV.
Шаг 3. Непосредственное интегрирование по формуле (4).
Метод оценки мощности излучения был проверен (см. работу [6]) для случая цилиндри-

ческой геометрии, и результаты расчетов по нему дали отличное согласие с эксперименталь-
ными данными. 

В данной работе рассматриваются поперечные сечения активного элемента в виде прямо-
угольника и эллипса.

Прямоугольное сечение активного элемента

Пусть стороны прямоугольника равны a и b, причем b ≤ a. Если использовать предложен-
ный в статье [7] метод решения уравнения Гельмгольца при произвольной форме границы 
поперечного сечения активного элемента, то в цилиндрической системе координат (начало 
отсчета которой находится в центре прямоугольника, а полярная ось, от которой отсчиты-
вается полярный угол φ, направлена параллельно большей стороне), вследствие симметрии, 
решение δN уравнений (2), (3) представимо в следующем виде:

где Jm(λr) – функции Бесселя порядка m. 
С другой стороны, решение уравнений (2), (3) для прямоугольника можно найти точно: 

легко проверить, что функция

удовлетворяет однородному уравнению (2) при

Если рассмотреть основной вклад с n = m = 1, то можно получить следующее уравнение 
для определения границы NMV в полярных координатах:

где   

Для каждого значения пары (z, φ) уравнение (5) можно решить численно относительно r 
и получить уравнение поверхности r(z, φ), ограничивающей эффективный модовый объем 
NMV. 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 2 2
1

, cos 2 ,
s

m m
m

N r N J r a J r m
=

 δ ϕ = δ λ + λ ⋅ ϕ 
 

∑

( ) ( ) ( )0, cos cos cos sinN r N nr a mr bδ ϕ = δ π ϕ π ϕ

( ) ( )2 2 2 2 2 2 2
, , 1, 2, ..., 1, 2, ... .n m n a m b n mλ = π + π = =

( ) ( )
2

2 2
2 2ln cos cos ln cos sin ln 2 0,eR rr r

a b kw z w z
 π π   ϕ + ϕ + + − =    

     
(5)

( ) ( )24 .e ew z R z R k= +



Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки. 14 (3) 2021

136

Ограничимся для определенности резонатором плоскость-сфера; в этом случае

где R – радиус кривизны сферического зеркала, d – расстояние между зеркалами. 
Тогда мощность излучения лазера с прямоугольным сечением трубки находится по фор-

муле:

Расчеты по формулам (5), (6) мы проводили с различными параметрами лазеров. На рис. 1  
приведена зависимость приведенной мощности лазера P/α (где коэффициент α выражается  
как                           ) от отношения сторон прямоугольника (a/b) при следующих значениях 
параметров: 

d = 2,2 м; R = 10 м; b = 5 мм;
a меняется от 5 до 150 мм; длина трубки l = 1,2 м;

активный элемент расположен в центре резонатора.
При указанных выше параметрах лазера, поверхность r(z,φ), ограничивающая объем NMV, 

представляет собой эллипс с малым эксцентриситетом. Результаты расчета показывают, что 
при фиксированном z эксцентриситет этого эллипса растет с увеличением отношения a/b, 
а при фиксированном значении этого отношения размеры эллипса растут с увеличением z. 

Представляло интерес сравнить мощности излучения лазеров, имеющих одинаковую пло-
щадь сечения активного элемента, но сечения разной формы: круглой и прямоугольной (и, 
соответственно, имеющих одинаковый объем при одинаковой длине трубки). Для кругло-
го сечения использовался метод расчета мощности, предложенный в работе [6], причем для 
данных сторон a и b прямоугольника брался радиус круглого сечения r

0
 = (ab/π)1/2 и те же зна-

чения d, R и l; величина              считалась одинаковой для обоих лазеров. Результаты расчетов 
показали, что мощность лазера с прямоугольным сечением активного элемента примерно на 
4 – 6 % меньше мощности лазера с цилиндрическим сечением (той же площади).

Следует отметить, что полученные нами результаты по оценке мощности излучения ла-
зера прямоугольного сечения хорошо согласуются как с нашими расчетными данными по 
усилению лазера [8], так и с экспериментальными. Из результатов, представленных в нашей 
работе [8], следует, что средний по сечению коэффициент усиления прямоугольного лазера, 
во-первых, не зависит от отношения сторон прямоугольника, а во-вторых, примерно на 6 % 
меньше соответствующего коэффициента лазера цилиндрического сечения. 

Из анализа графика на рис. 1 следует, что при увеличении отношения a/b в 30 раз мощ-
ность увеличивается примерно всего на 6,5 %, а начиная со значения a/b ≈ 6 можно считать, 
что мощность практически не меняется. Тот факт, что мощность лазера прямоугольного се-
чения примерно на 4 – 6 % меньше таковой для цилиндрического сечения, соответствует 
экспериментальным данным работы [9]. Поэтому мы можем считать, что предложенный на-
ми метод расчета мощности лазера вполне корректен.

Несколько непривычное соотношение между значениями длины резонатора и длины ак-
тивного элемента определяется тем, что такими они были в экспериментальной установке 
работы [9]. Может возникнуть вопрос, почему в расчетах не фигурируют значения темпера-

( ){ }1 2
2 ,eR d R d= −
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Рис. 1. Зависимость мощности излучения лазера P/α (α =                          )  
от отношения сторон прямоугольника при d = 2,2 м, R = 10 м, b = 5 мм, l = 1,2 м

туры электронов и газа. Они, конечно, влияют на инверсию населенностей. Но в экспери-
менте это автоматически учитывается, так как в работе [9] измерялась мощность излучения 
лазера, которая включает в себя инверсию населенностей

Эллиптическое сечение активного элемента

Пусть полуоси эллипса равны a и b (b < a). Для нахождения точного решения однородного 
уравнения (2) для эллипса рассмотрим его в эллиптических координатах (u, v, z). Их связь с 
декартовыми координатами такая:

Представим δN как δN = δN0  f(u, v, z) и найдем функцию f(u, v, z), воспользовавшись ме-
тодом разделения переменных:

Отсюда получаем набор трех уравнений:

где c, d – постоянные разделения. 
Обозначая q = (λ2 – c)ρ2/4, получаем из третьего уравнения каноническую форму уравне-

ния Матье (здесь и далее, при вводе функций Матье и связанных с ними величин, мы при-
держиваемся обозначений из книг [10, 11], у разных авторов они различаются):

2
0 0E N kα = ε δ
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ch 2 2 ,

cos 2 2 ,

d dz c

w d w du c u d

g d g dv c v d

−

−

−

ϕ ϕ = −

+ λ − ρ =

− + λ − ρ =

( ) ( )( ) ( )
2

2 2 cos 2 0,
d g v

d q v g v
dv

+ − = (7)

Plα, m2

a/b

( ) ( )ch cos , sh sin , ,
const 0, 0, 0 2 .

x u v y u v z z
u v

= ρ⋅ ⋅ = ρ⋅ ⋅ =

ρ = > ≥ ≤ < π

( ) ( ) ( ) ( ), , .f u v z z w u g v= ϕ ⋅ ⋅



Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки. 14 (3) 2021

138

а из второго уравнения – модифицированное уравнение Матье:

Выберем за начало отсчета значение u = 0, т. е.  центр эллиптического сечения. При не-
зависимости от z постоянная разделения c = 0 (отсюда q = λ2ρ2/4). Ввиду симметрии задачи, 
нас интересует четное по v периодическое решение, и из теории следует, что будет существо-
вать бесконечная счетная последовательность собственных значений d = dr(q), отвечающих 
четным периодическим решениям (7), причем для вещественного q > 0 эти собственные зна-
чения вещественны, различны и d

0
 < d

1
 < d

2
 … . Как и для сечений в виде круга и прямоуголь-

ника, мы рассматриваем основную моду с минимальным значением параметра λ, поэтому 
интересующее нас решение (7) – функция Матье вида ce

0
(v, q). Уравнение (8) получается из 

(7) заменой v = iu, и интересующее нас решение – это функция Матье Ce
0
(u, q). Итак,

где α – нормировочный множитель (поскольку по определению δN = δN0  f, функция f должна 
быть нормирована на единицу в центре сечения). 

Пусть эллипс имеет полуоси a и b, тогда его уравнение в декартовых координатах имеет 
вид

и для его уравнения u = u
0
 в эллиптических координатах выполняются выражения

откуда ρ = (a2 – b2)1/2 (т. е. ρ – фокальное расстояние),

В качестве α тогда нужно взять значение

Итак, решение однородного уравнения Гельмгольца (2) принимает вид

Из однородного граничного условия (3) следует, что λ должно быть такое, что
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Отсюда можно получить уравнение для определения границы объема NMV в эллиптиче-
ских координатах:

Для упрощения анализа формы NMV, последнее уравнение лучше переписать в цилин-
дрических координатах. Как известно [12], для установления взаимно-однозначного соот-
ветствия между точками плоскости 0xy (за исключением полуоси (–1, ∞)) и областью пло-
скости 0uv (u ≥ 0, 0 ≤ v < 2π), частям гиперболы

принадлежащих I, II, III и IV квадрантам, приписываются соответственно значения

Тогда уравнение для определения границы NMV в цилиндрических координатах (r, φ, z) 
имеет вид
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Для каждого значения (z, φ) уравнение (11) можно решить численно относительно r и по-
лучить уравнение поверхности r(z, φ), ограничивающей объем NMV. 

Далее, учитывая, что

получаем выражение для оценки мощности излучения лазера с эллиптическим поперечным 
сечением активного элемента:

где    

Громоздкость расчетов возникает при вычислении функций Матье, и методы вычисления 
функций Матье до сих пор являются предметом многих исследований (см., например, рабо-
ты [13, 14]). Для их вычисления обычно используется следующий ряд:

(формула для Ce
0
(u, q) получается заменой v = iu, т. е. заменой тригонометрического косину-

са гиперболическим), но получение коэффициентов              не тривиально. Для нахождения 
функций Матье мы использовали следующий алгоритм.

В таблицах [15] есть табулированный набор коэффициентов для 145 значений q (следует 
отметить связь обозначений, приведенных там и у нас:
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Для данных λ, a, b мы рассчитывали q и с помощью значений из работ [10, 11, 15] нахо-
дили d

0
(q) (для недостающих значений мы проводили интерполяцию). Далее мы находили 

коэффициенты A2k, придерживаясь правила: если q достаточно близко к одному из значений 
в работах [10, 11, 15], то проводили интерполяцию коэффициентов, в противном случае ис-
пользовали следующие рекуррентные соотношения для коэффициентов A2k:

При найденных значениях d и q выражали с помощью формул (14) все коэффициенты A2k 
через A

0
. Далее использовали условие нормировки функций Матье (следует учесть, что нор-

мировки у разных авторов тоже различаются):

Взяв достаточное количество коэффициентов A2k в равенстве (15) и подставив их выраже-
ния через A

0
, получали формулу для нахождения A

0
. Затем обратно из формул (14) получали 

коэффициенты A2k и по выражению для ряда (13) строили функцию ce
0
(v, q) (аналогично 

строили Ce
0
(u, q)). При этом мы значительно упростили первый шаг алгоритма: находили 

λ при данных a, b с помощью метода, использованного в работе [7], что частично избавля-
ло нас от весьма громоздких вычислений. Мы контролировали это значение λ с помощью 
формулы (10), и тот факт, что это уравнение удовлетворялось с хорошей точностью, служит 
еще одним признаком правильности нахождения λ по методу [7]. После построения функ-
ций ce

0
(v, q) и Ce

0
(u, q) появилась возможность решить уравнение (11) и затем рассчитать 

мощность излучения лазера с эллиптическим поперечным сечением активного элемента по 
формуле (12).

Расчеты производились с варьированием параметров лазеров. В качестве примера на  
рис. 2 приведены результаты для следующих параметров (они близки к использованным в 
расчетах для лазера с прямоугольным поперечным сечением, описанных выше): 

d = 2,2 м; R = 10 м; b = 2,5 мм; a = 2,75 – 15,0 мм; l = 1,2 м;
трубка расположена в центре резонатора;

резонатор полуконфокальный.
При данных параметрах лазера, функция r(z, φ), которая является решением уравнения 

(11), также представляет собой эллипс с малым эксцентриситетом, причем поведение зави-
симостей аналогично прямоугольному случаю: эксцентриситет при фиксированном z растет 
с увеличением отношения a/b, а при фиксированном значении отношения a/b размеры эл-
липса растут с увеличением значения z.

Мы также сравнивали мощности излучения лазеров с эллиптическим и круглым попереч-
ными сечениями активного элемента одинаковой площади (и при одинаковой длине трубки 
– одинакового объема): при заданных значениях a и b мы брали радиус круглого сечения как 
r

0
 = (ab)1/2 с теми же значениями d, R и l и рассчитывали мощности излучения по методу, 

представленному в работе [6], считая величину              одинаковой для обоих лазеров. 
Результаты расчетов мощности лазера с эллиптическим сечением согласуются с таковыми 

для наших расчетов коэффициента усиления лазера. В работе [7] был получен средний по 
сечению коэффициент усиления эллиптического лазера для отношения полуосей a/b. Было 
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