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Аннотация. Данная статья продолжает цикл работ, посвященных решению проблемы, 

согласно которой неединичный класс сопряженности в конечной простой неабелевой 
группе содержит коммутирующие элементы. Ранее это утверждение было проверено 
для спорадических, проективных, знакопеременных групп и ряда исключительных 
групп. В этой работе проверяется справедливость вышеупомянутого утверждения для 
серии исключительных конечных простых групп 2F4(q). После основных определений 
доказываются две теоремы: о содержании в группе коммутирующих элементов и о 
наличии сопряжения полупростого элемента со своим обратным. Затем рассмотрены 
классы унипотентных и смешанных элементов. Использованные в статье методы 
исследования рекомендовано применять для проверки общей гипотезы при рассмотрении 
других групп.
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Abstract. This article continues a series of papers devoted to solving the problem by which 

a non-identity conjugacy class in a finite simple non-Abelian group contains commuting el-
ements. Previously, this statement was tested for sporadic, projective, alternating groups and 
some exceptional groups. In this article, the validity of the above-mentioned statement for the 
series exceptional groups 2F4(q) has been verified. After some basic definitions two theorems 
were proved. The former said about the content of commuting elements in the group, the latter 
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did about the presence of conjugation of a semisimple element with its inverse. Then classes of 
unipotent and mixed elements were considered. The investigative techniques used were recom-
mended for testing the general hypothesis when dealing with other groups.
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Введение

Проблема, для решения которой необходимо провести вычисления в теории конечных 
групп, возникла при изучении леводистрибутивных квазигрупп, т. е. при исследовании 
бинарных систем G(°) с тождеством левой дистрибутивности

x°(y °z) = (x ° y) ° (x ° z) для x, y, z ∈ G(°). 

Привлекательность тождества левой дистрибутивности состоит в том, что в бинарной 
системе G(°) с ним отображение 

La = (x → a ° x) 

есть, очевидно, эндоморфизм, а если G(°) – квазигруппа, то даже и автоморфизм.
Данное направление основательно изучено в работе [1]. Исследование леводистрибу-

тивных квазигрупп эквивалентно рассмотрению однородных пространств, т. е. множество 
смежных классов групп П по некоторой ее подгруппе Т. Если перейти к группоидам, ос-
лабляя аксиому правой делимости ,x a a x a= ⇒ =  то, вообще говоря, представить груп-
поид однородным пространством нельзя.

Леводистрибутивные группоиды в приложениях встречаются довольно часто, и обна-
руживаются их глубокие связи с группами. Можно указать симметрические пространства 
в дифференциальной геометрии, характеристику узлов из топологии [2, 3]. Для конеч-
ных групп возможность их представления однородным пространством были высказаны 
Л. Н. Ерофеевой в ряде работ [4 – 6]. Это утверждение оказывается эквивалентным чисто 
теоретико-групповой гипотезе, согласно которой при объединении двух классов сопря-
женности конечных групп всегда найдутся коммутирующие элементы. В статье [7] вы-
сказано более сильное утверждение, согласно которому в неабелевой конечной группе 
неединичный класс должен содержать коммутирующие элементы.

Настоящая статья продолжает проверку гипотезы, высказанной в работе [7], согласно 
которой неединичный класс сопряженных элементов в конечной простой группе содер-
жит коммутирующие элементы. В статьях [8 – 11] с моим соавторством были проверены 
некоторые исключительные группы лиевского типа и простые группы SP4(q). Эта работа 
посвящена проверке серии исключительных групп 2F4(q).

Основные определения

Общие сведения о группах Шевалле предполагаются известными. Они достаточно 
подробно представлены в монографии Р. Стейнберга [12]. Специфические результаты о 
строении групп F4(q) и 2F4(q) можно найти, в первую очередь, в статьях К. Шиноды [13, 
14], а также в работе группы авторов [15].

В обозначениях будем в основном следовать таковым, принятым в статьях К. Шиноды 
[13, 14]. Отметим некоторые отличия. Основное поле в группе F4(q) – это поле из q-эле-
ментов, q = 22n+1; Шинода же в своей работе вместо q использует букву l, а .q l=  Далее, 
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вместо xα(t) для α = ei ± ej он использует обозначение xi±j, а для 1 2 3 4
1 ( )
2

e e e eα = ± ± ±  ис-
пользует запись x1±2±3±4.

Приведем основные определения о группах F4(q) и 2F4(q). Диаграмма Дынкина типа 
F4 имеет вид, представленный на рис. 1. В ней вершины графа 1, 2, 3, 4 соответствуют 
корням

где ei (i = 1 ‒ 4) – система ортогональных единичных векторов в R4.

1            2            3            4

Рис.1. Диаграмма Дынкина:
вершины графа 1 – 4 соответствуют корням e2 – e3, e3 – e4, e4, (e1 – e2 – e3 – e4)/2

Полная система корней состоит из векторов

; ( )i i je e e i j± ± ± ≠  и 1 2 3 4
1 ( ).
2

e e e e± ± ± ±

Группа F4(q) строится на образующих xα(t), где α ‒ корень, t ∈ Fq – конечное поле 
из q элементов с определенными соотношениями (см. [12, С. 32]), из которых отметим 
коммутаторную форму:

где cij – некоторые константы из основного поля.
«Скрученная» группа 2F4(q) строится следующим образом. В диаграмме Дынкина (см. 

рис. 1) выделяется так называемый автоморфизм σ: 1↔ 4; 2↔3. Оказывается, его мож-
но продолжить до некоторой перестановки всех корней, причем длинный переводит-
ся в короткий, и, наоборот, короткий в длинный. В поле 2q

F  выделяется автоморфизм 
2: ,

n

x xΘ →  называемый полевым. Теперь автоморфизм σ на группе F4(q) действует на 
образующих xα(t) – корневых подгруппах таким образом:

                                       если α ‒ длинный корень,
                                        если α ‒ короткий корень.

Подгруппа σ-неподвижных элементов в группе F4(q) и есть нужная группа 2F4(q). По-
следняя при n ≥ 1 является простой. Несколько особняком стоит группа 2F4(2), для кото-
рой в случае n = 0 полевой автоморфизм Θ  тождествен. Эта группа не есть простая, но 
простым  является ее коммутант 2

4( (2))F ′  индекса 2 в 2F4(2).
Анализ особенностей группы 2F4(q)

В последующем исследовании группы 2F4(q) существенную роль играют следующее 
утверждения.

Утверждение 1. В простой конечной группе класс инволюций содержит коммутирующие 
элементы.

В его доказательстве нет надобности; оно вытекает из теоретико-групповой теоремы 
Глаубермана, подробную информацию об этом можно найти в работе [7].

Утверждение 2. Если число классов элементов данного порядка n с централизаторами од-
ного и того же порядка меньше φ(n), то в классе найдутся коммутирующие элементы.

( )2 3 3 4 4 1 2 3 4
1; ; ; ,
2

e e e e e e e e e− − − − −

( ) ( )( ), ( ) ( 0),
i J

i j
x ijx t x t c t u
α+ βα β = α +β ≠∏

( )
2

( )

( ),
: ( )

( ),
x t

x t
x t

Θ
σ α

α Θ
σ α

σ → 

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Здесь φ(n) – функция Эйлера.
Это утверждение можно считать элементарным, оно также доказывается в публикации 

[7].
Перейдем к исследованию соответствующей группы.
Теорема 1. В группе 2F4(q) неединичный класс сопряженности содержит коммутирую-

щие элементы.
Дока з а т ельс тво . Обратимся к данным табл. 1, где приведены классы элементов и 

их централизаторы для группы 2
4( (2))F ′  (таблица взята из атласа [16]). В данной табли-

це, например, имеется представитель класса сопряженности 8А, 8В**; это означает, что 
имеется два класса 8А и 8В** элементов 8-го порядка с централизаторами соответствую-
щих элементов порядка 32. Наличие коммутирующих элементов в классе инволюций обе-
спечивается Утверждением 1, по которому этот факт верен для любой конечной простой 
группы. Для остальных классов применяется Утверждение 2.

Теорема доказана.
Перейдем теперь к исследованию клас-

сов полупростых элементов.
Теорема 2. Полупростой элемент в группе 

2F4(q) сопряжен со своим обратным.
Доказательство. Следует отметить, что 

полупростой элемент имеет нечетный поря-
док, т.е. среди полупростых элементов нет 
инволюций. В алгебраической группе ,G  
получающейся из группы G, алгебраиче-
ским замыканием поля Fq полупростой эле-
мент сопряжен с картановским элементом, 
т.е. элементом вида

где α1, α2, α3, … – простые корни.
Обозначим через ω элемент группы Вей-

ля, который можно получить, если взять 
произведение отражений относительно че-
тырех ортогональных корней, например, 
относительно векторов e1, e2, e3, e4. Сопря-
жение картановского элемента с помощью 
ω переводит его в равенство

Но элемент h‒α(t)h‒α(t
‒1) коммутирует с 

элементами любой корневой подгруппы 
xβ(u), а центр в универсальной и присое-
диненной группе типа F4 тривиален [17]. 

Поэтому h‒α(t) = (hα(t))
‒1 сопряжен с hα(t). Таким образом, полупростой элемент сопряжен 

с обратным в алгебраической группе. Сопряженность в подгруппе 2F4(q) алгебраической 
группы следует из указанного выше замечания о тривиальности центра [17, 18].

Дальнейшая логика здесь такова. Алгебраическая группа F4 односвязна, централизатор 
полупростого элемента связан (см. [17, С. 192, предл. 3.9]). При переходе от алгебраической 
группы G к Gσ, расщепления класса полупростых элементов не происходит, т. е. элемент 
из группы Gσ, сопряженный в G, сопряжен и в Gσ (см. [17, С. 171, предл. 3.4 (с)]). А со-
пряженность полупростого элемента с обратным в алгебраической группе отмечена выше.

Теорема доказана.
Далее рассмотрим класс унипотентных элементов.
В 2F4(q) насчитывается 18 классов унипотентов, перечисленных в статье [13] вместе с по-

рядками централизаторов соответствующих элементов. Приведем фрагмент этой таблицы 
(табл. 2).

1 21 2( ) ( )...,h t h tα α

1 2 1 2( ) 1 ( ) 2 1 2( ) ( )... ( ) ( )... .w wh t h t h t h tα α −α −α=

Класс элементов Централизатор

2А 10240

2В 1536

3А 102

4А 192

4В 128

4С 64

5А 50

6А 12

8А, 8В** 32×2

8С, 8D 16×2

10А 10

12А,12В 12×2

13А,13В* 13×2

16А,16В**,
16С*5,16D**5 16×4

Таблица  1 

Представители классов сопряженности
для группы (2F4(2))'



97

Математика

u |Z(u)| u ~ x
u1 q12(q ‒ 1)(q2 + 1) x3

u2 q10(q2‒1) x4

u3 2q7(q‒1)(q2+1) x10

u4 2q7(q‒1)(q2+1) x10

u11 4q4 x28

u12 4q4 x28

u13 2q3 x29

u14 2q3 x29

u15 4q4 x34

u16 4q2 x32

u17 4q2 x34

u18 4q2 x32

Таблица  2
Отобранные классы унипотентных 

элементов

Обозначения: ui, xi – представители класса в 
подгруппах 2F4(q) и в F4(q) соответственно, |Z(u)| – 
порядок централизатора Z(u) соответствующего 
элемента.

В статье К. Шиноды [13] в таблицу 
не выписаны классы x5 – x10, поскольку 
соответствующие представители сопря-
жены с обратными из-за единственности 
значения порядка централизатора. 

В статье [15] указаны порядки пред-
ставителей классов xi. Так, в частности, 
представители классов u1 и u2 будут ин-
волюциями (x3, x4 имеют порядок, рав-
ный 2). Следовательно, в них имеют-
ся коммутирующие элементы, в силу 
Утверждения 1. Порядки элементов u11 и 
u12, равные порядкам элементов x28, рав-
ны 8, поэтому, согласно Утверждению 1, 
в обоих классах есть коммутирующие 
элементы. Те же рассуждения применя-
ются как для классов u13, u14, порядки 
элементов которых равны 8, так и для 
классов u15 – u18, порядки элементов ко-
торых равны 16.

Остается рассмотреть классы с пред-
ставителями

                                                 

             и
Оба класса обратны друг другу, что 

нетрудно проверить с помощью комму-
таторной формулы или принять во внимание, что оба класса сливаются в F4(q). Таким 
образом, достаточно рассмотреть один из них, например x4.

Имеем следующее равенство:

Этот элемент лежит в подгруппе, порожденной корневыми подгруппами 

Этой подгруппе соответствует следующая диаграмма Дынкина на рис. 2.

       
e2                       e1 – e2

Рис. 2. Диаграмма Дынкина:
e2, (e1 – e2) – корни вершин графа 

Диаграмма Дынкина строится известным образом, исходя из скалярного произве-
дения корней вершин. Графовый автоморфизм представляет вершины, полевой оста-
ется прежним, таким же, как в группе F4(q).

Скрученный вариант приводит к группе Сузуки 2B2(q), для которой гипотеза, вы-
сказанная в статье [7], уже проверена авторами работы [9]. Таким образом, в классе 
сопряженных элементов u3 коммутирующие элементы обязательно найдутся даже в 
подгруппе 2 2

2 4( ) ( ).B q F q⊂
Перейдем к исследованию классов смешанных элементов.
Сведения о смешанных элементах сведены в таблицу в статье К. Шиноды [13], ко-

торая воспроизводится ниже (табл. 3). 

3 2 1 2 4 1 1 2(1) (1) (1) (1) (1)u x x x x x− +=

4 2 1 2 4(1) (1) (1).u x x x−=

4 5 2 1 2 4(1) (1) (1) (1).u x x x−= α =

2 (1 2) 1( ), ( ), ( ).x t x t x t± ± − ±
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N Представитель класса Порядок 
централизатора

1 t1x1(1)x1+2(1) q2(q – 1)

2 t1x1−2(1)x2(1) x1(1) 2q(q – 1)

3 t1x1−2(1)x2(1) x1+2(1) 2q(q – 1)

4 t2x1+2−3+4(1)x1-4(1) q(q – 1)

5 t4x1+2+3−4(1)x1+4(1) q3(q + 1)

6
1 2 1 2

2
4 1 2 3 4 0 1 4 0(1) (1) ( ) (1) (1) ( )t x x x x x x Θ

α α + + − β β +τ τ 3q2

7
1 2 1 2

2 2 2
4 1 2 3 4 1 1 4 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )l lt x x x x x xΘ Θ Θ

α α + + − β β +η η τ η η τ 3q2

8
1 2 1 2

2 3 4 4 2
4 1 2 3 4 2 1 4 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )l lt x x x x x xΘ Θ Θ

α α + + − β β +η η τ η η τ 3q2

9 t5x1+2+3−4(1)x1+4(1) q(q + 1)

10 t7x1(1)x1+2(1) 2 ( 2 1)q q q− +

11 t7x1−2(1)x2(1) x1(1) 2 ( 2 1)q q q− +

12 t7x1−2(1)x2(1) x1+2(1) 2 ( 2 1)q q q− +

13 t9x1(1)x1+2(1) 2 ( 2 1)q q q+ +

14 t9x1−2(1)x2(1) x1(1) 2 ( 2 1)q q q+ +

15 t9x1−2(1)x2(1) x1+2(1) 2 ( 2 1)q q q+ +

Таблица  3 [13]

Классы смешанных элементов

Здесь представители классов записаны в виде произведения полупростого и унипо-
тентного множителей, т. е. u sx x u= ⋅ – разложение смешанного элемента в произведение 
полупростого множителя xs и унипотента us. Множители коммутируют, если разложение 
Жорданово, но в табл. 3 для представителей классов смешанных элементов это тре-
бование не всегда выполнено. Из существования жорданова разложения смешанного 
элемента следует, что он лежит в централизаторе полупростого множителя. Структура 
же централизаторов полупростых множителей легко определяется. Каждый такой цен-
трализатор Z(t) содержит степени t и, будучи редуктивной группой, имеет полупростой 
фактор. Рассматривать элементы t3, t6, t8, t10, t11, t12 нет надобности, так как их централи-
заторы не содержат унипотентов полупростых элементов. Просмотр централизаторов t1, 
t2, t4, t5, t7, t9 показывает, что как редуктивная группа они имеют полупростые части по-
рядков. Структура централизаторов рассматриваемых полупростых элементов представ-
лена в табл. 4. В ней множитель типа Zm является циклической группой, состоящей из 
степеней t и входящей в центр централизатора t. Вторые множители 2В2(q), SL2(q), U3(q) 
представляют собой группу Сузуки, линейную группу и унитарную соответственно. От-
метим, что эти множители являются простыми группами. Наличие коммутирующих уни-
потентных множителей, лежащих в одном классе, для группы Сузуки 2В2(q) и линейной 
SL2(q) доказано в работе [7]. Для унитарной группы коммутант силовской р-подгруппы 
лежит в ее центре. Если унипотент лежит в центре, то сопряжение его элементом из кар-
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t Порядок централизатора Структура

t1 (q – 1)q2(q – 1)(q2 + 1) Zq–1 
2B2(q)

t2 (q – 1)q(q – 1) Zq–1SL2(q)

t4
3 2 313 ( 1)( 1)

3
q q q− + Z3U3(q)

t5 (q + 1)q(q2 – 1) Zq+1SL2(q)

t7
2( 2 1) ( 1)( 1)q q q q q− + − + 2

22 1 ( )q qZ B q
− +

t9
2( 2 1) ( 1)( 1)q q q q q+ + − + 2

22 1 ( )q qZ B q
+ +

Таблица  4

Структура централизаторов полупростых элементов

тановской подгруппы дает коммутирующий элемент из того же класса сопряженности. 
Если же унипотент u не из центра силовской р-подгруппы, то найдется другой унипотент 
u', не коммутирующий с u. Элементы u и u'' = u'·u·(u')‒1 лежат в одном классе и комму-
тируют, так как их коммутатор лежит в центре силовской р-подгруппы. Элементы x и 
u'·x·(u')‒1, очевидно, коммутируют и лежат в одном классе, причем различны, поскольку 
u ≠ u''. Таким образом, рассмотрение смешанных элементов закончено.

Заключение

Данная работа является очередным этапом проверки общей гипотезы, согласно кото-
рой неединичный класс сопряженности в конечной простой неабелевой группе содержит 
коммутирующие элементы. В настоящей статье излагаются методы проверки этой гипо-
тезы для исключительной группы 2F4(q).

Методы исследования, которые здесь использовались, можно непосредственно при-
менять для проверки общей гипотезы при рассмотрении других групп.
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