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Аннотация. В работе рассмотрена задача определения стационарного поля 

вынужденных совместных гравитационных движений несжимаемой жидкости 
в цилиндрическом водоеме и круглой упругой пластины, покрывающей его 
поверхность. Указанные движения вызываются точечной нагрузкой, совершающей 
периодические перемещения по внешней поверхности пластины, и представляют 
собой вынужденные гармонические колебания. Предложена процедура построения 
аналитического представления для вибрационного поля изгибных смещений пластины. 
Сформулированы условия возникновения нежелательных механических резонансов. 
Полученные результаты позволяют находить величины изгибающих моментов и 
сдвиговых сил при необходимости оценки прочности пластины, а полезны, например, 
при организации безопасного регулярного движения автомобильного транспорта по 
слою льда, покрывающего водоем.
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Abstract. The two-dimensional problem of determining the steady-state field of enforced 
joint gravitational motions of incompressible fluid and a round elastic plate covering its surface 
has been considered. The motions are caused by a point load moving periodically along the 
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outer surface of the plate, and refer to enforced harmonic oscillations in the system. A proce-
dure for constructing an exact analytical representation of the vibrational field of the plate’s 
bending displacements was proposed. The unwanted mechanical resonance conditions were 
formulated. The results obtained make it possible to find bending moments and shear forces, if 
need be, in assessment of the strength of a plate. Moreover, they may be useful, for instance, 
in organizing safe regular movement of vehicles on a layer of ice covering a body of water.

Keywords: cylindrical reservoir, gravitational fluid motion, elastic plate, moving load, 
harmonic oscillations
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Введение

Организация безопасного регулярного движения автомобильного транспорта по слою 
льда, покрывающего водоем, требует адекватной математической модели и предваритель-
ных численных экспериментов. В первой половине XX века расчеты, связанные с указан-
ной проблемой, строились по упрощенной схеме, согласно которой слой льда опирается 
на винклеровское основание. Такой подход полностью оправдал себя при организации 
«Дороги жизни» по льду Ладожского озера. Вместе с тем, при действии больших верти-
кальных (под тяжестью транспорта) и горизонтальных (под воздействием ветров) нагру-
зок на лед модель локально упругой поверхности среды под слоем льда может значимо 
отклоняться от реального положения вещей.

Ледовая переправа, как правило, предполагает периодическое движение автотранспор-
та. Частота такого движения обычно существенно меньше низшей из собственных частот 
системы лед-вода и не может повлечь за собой вредные резонансы. Вместе с тем, ритм 
колебаний силовой установки транспортного средства может сблизиться с собственной 
частотой системы, а опасный околорезонансный рост амплитуд колебаний следует пре-
дотвращать.

В задачах о гравитационных колебаниях водной среды под слоем льда, которые рас-
сматривались в литературе пятьдесят и более лет назад, имели место, как правило, две 
среды: идеальная несжимаемая жидкость и упругая ледовая пластина. В последние деся-
тилетия все большее внимание в литературе стало уделяться системам, в которых учиты-
вается влияние дополнительных структур, передвигающихся по поверхности пластины.

Пластина считалась бесконечной в работах [1 – 3], полубесконечной в [4, 5], ограни-
ченной в размерах в [6, 7]. Пластина-полоса как ледовое покрытие бесконечно длинного, 
водонесущего канала рассматривается в статьях [8, 9]. Влияние трещины в пластине на 
механические процессы учитывается в работах [3, 10]. Возможность целенаправленного 
разрушения льда под движущейся нагрузкой, в частности, под аппаратом на воздушной 
подушке, изучена в публикациях [7, 11]. Дополнительные обстоятельства, усложняющие 
постановку задачи, учитываются в статьях [2] (неровная поверхность пластины) и [12] 
(слабонелинейная модель). Решение поставленных задач ведется численными методами 
в работах [1, 3, 7, 11]. Обширный обзор литературы, а также подходов к решению задачи 
и анализ достигнутых результатов на тему лед-вода-структура содержится в работе [13]. 
Обзор подтверждает, что задачам, в постановке которых объем водной среды считается 
конечным, не уделяется пока должного внимания.

Численные методы, при всей их универсальности, характеризуются двумя недостатка-
ми, а именно – высоким расходом вычислительных ресурсов и затруднениями при оцен-
ке погрешности получаемых результатов. Первый недостаток ослабляется только по мере 
совершенствования компьютерной техники, которое не зависит от предметного исследо-
вателя. Второй недостаток подконтролен исследователю, если погрешности универсаль-
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ных численных методов оцениваются путем сравнения с результатами решения частных 
эталонных задач, допускающих применение аналитических методов.

В данной работе предлагается аналитическое решение задачи о колебаниях водоема 
ограниченных размеров, покрытого ледовой пластиной, под действием периодически 
движущейся, точечной нагрузки.

Постановка задачи

Идеальная несжимаемая жидкость заполняет цилиндрический объем радиусом R и вы-
сотой H, где, разумеется, целесообразно использовать цилиндрическую систему коорди-
нат (r, φ, z):

Круглая упругая пластина, покрывающая поверхность жидкости, лежащей вдоль пло-
скости z = H, способна только к изгибным колебаниям.

В отрицательном направлении оси Oz на пластину действует сила p, гармонически из-
меняющаяся во времени, представленная в виде

где t – время; ωk – круговая частота, ωk = 2πk / T (T – период действия нагрузки); pkmn – 
заданные постоянные коэффициенты; ( ) ( ) / ( )mn m mn m mnf r J q r J j= (Jm(x) – функция Бес-
селя, qmn = jmn / R, jmn – корень уравнения J'm(j) = 0; j00 = 0); n0 = 0, nm = 1 при m ≠ 0.

Поле изгибных смещений пластины w(r, φ, t) и функция ψ(r, φ, z, t), такая, что 
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териала пластины); 2
0 1/ .k k Dν = ρ ω

Условие безотрывности смещений пластины и волнений поверхности жидкости имеет 
вид

(5)

Края упругой пластины жестко закреплены, так что

(6)

Wkm(R) = 0.                                                  (7)

Построение решения

Искомые функции следует представить в виде

(8)

(9)

(10)

(11)

(12)

где η0n = 1, 2 2 2/ ( )mn mn mnj j mη = −  при m ≠ 0; ψkmn, wkm1n, Ckm − неизвестные пока коэффи-
циенты.

Функции Wkm1(r) отводится роль частного решения неоднородного дифференциально-
го уравнения (4), тогда как функция Wkm0(r) есть общее решение однородного дифферен-
циального уравнения, соответствующего требованию (4).

Представления (8) − (12) удовлетворяют требованиям (1) − (3), (6).
Правая часть выражения (12) построена разложением правой части (11) в ряд по функ-
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Решение системы позволяет получить следующие формулы:
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Слагаемое с n = 0 отсутствует в формуле (15) ввиду несжимаемости жидкости в водоеме. 
Условие (7) постановки задачи позволяет выразить последний из искомых коэффициентов:

(16)

Уравнение 

(17)

служит для поиска собственных частот колебательной системы водоем − ледовая пластина 
[14, 15].

При возбуждении процессов на собственных частотах амплитуды колебаний с течени-
ем времени неограниченно возрастают, что может повлечь разрушение пластины.

Численный эксперимент
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Динамика формы изгибных смещений w пластины радиусом R в моменты времени
t = ‒3∆t (a), –2 Δt (b), –Δt (c), 0 (d), Δt (e), T/2 (f), где / (4 3)t T∆ =

Выбранные значения геометрических и физических параметров таковы:

R = 1000 м, H = 10 м, A = 500 м, h1 = 0,2 м;

T = 1000 с, F = 1 Н, E1 = 3·1010 Н/м2;

σ1 = 0,3, ρ1 = 919,4 кг/м3, ρ0 = 1000 кг/м3.

На рисунке показаны формы изгибных смещений пластины. Декартова система коор-
динат Oxy стандартным образом совмещена с полярной системой координат Orφ. Стрел-
ками, направленными вертикально вниз, отмечены точки приложения движущейся на-
грузки.

Выводы

Построено аналитическое решение задачи об определении вибрационного поля изгиб-
ных смещений пластины w(r, φ, t) под действием точечной нагрузки, периодически дви-
жущейся по пластине. Полученное представление для поля позволяет (при необходимости 
оценки прочности пластины) находить величины изгибающих моментов и сдвиговых сил.

( ) ( )22 2 2( ) 2 / , ( ) arctan 2 / ( ) , .t A Bt T t Bt AT B R Aα = + β = = −
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