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Аннотация. В статье рассматриваются численные алгоритмы для определения коэф-
фициентов многочленов с фиксированным старшим коэффициентом, которые обеспе-
чивают на заданном интервале минимальное отклонение от нуля в минимаксной норме 
с заданной весовой функцией. Указанные многочлены служат полезным инструментом 
во многих численных методах, в частности в тау-методе Ланцоша, обеспечивающего 
нахождение приближенного численно-аналитического решения обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений с коэффициентами в виде многочленов от независимой пере-
менной. Частным случаем таких многочленов являются хорошо известные многочлены 
Чебышева, определяемые аналитически, однако в большинстве случаев весовых функ-
ций такие многочлены можно определить и табулировать только численно.
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Abstract. The article considers numerical algorithms for determining the coefficients of 
polynomials with a fixed leading coefficient, the algorithms supplying a minimum deviation 
from zero in a minimax norm with a given weight function. The polynomials serve as a useful 
tool in many numerical methods, in particular, in the Lanczos’ tau method which provides an 
approximate numerical analytic solution of ordinary differential equations with coefficients as 
polynomials in the independent variable. The well-known Chebyshev polynomials determined 
analytically are the special case of such polynomials, however, in most cases of weight func-
tions, such polynomials can only be determined and tabulated numerically.
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Введение

Применение аппроксимаций функций, оптимальных по минимаксной (равномерной) 
норме, имеет существенные преимущества перед более простой аппроксимацией функ-
ций по методу наименьших квадратов [1]. Для приближенного конструирования подоб-
ных аппроксимаций часто используют разложение функции в усеченный ряд, состоящий 
из многочленов, наименее отклоняющихся от нуля [2, 3, 5 – 7]. Кроме того, многочлены, 
наименее уклоняющиеся от нуля, оказываются полезными при оптимальном выборе точек 
коллокации для интерполяции функций многочленами (эти точки есть нули соответству-
ющих многочленов [1]), а также при построении приближенных решений для линейных 
обыкновенных дифференциальных уравнений с коэффициентами в виде многочленов от 
независимой переменной [1, 2, 4]. 

К сожалению, набор многочленов, наименее отклоняющихся от нуля на заданном ин-
тервале, для которых имеется явное алгебраическое представление в аналитичекой форме, 
не слишком велик. В данной работе исследуется уточненный вариант быстро сходящегося 
численного алгоритма для вычисления коэффициентов многочленов, наименее отклоня-
ющихся от нуля на заданном интервале с заданным весом, который частично был рас-
смотрен в докладе [8]. 

Многочлены, наименее отклоняющиеся от нуля

Задача о построении многочлена заданной степени, наименее отклоняющегося от нуля 
на заданном интервале с заданным весом, выглядит следующим образом. Пусть имеется 
непрерывная функция f(x) и конечный интервал [a, b], для которого задана непрерывная 
весовая функция q(x), строго положительная на этом интервале; однако исключениями 
могут быть концы интервала, где функция q(x) может обращаться в нуль 1. Требуется най-
ти многочлен степени n вида

1 Для весовой функции с нулями внутри интервала [a, b] потребуется, чтобы максимумы и миниму-
мы Чебышева (и пробные точки для численного алгоритма) не совпадали с нулями весовой функции, а 
знаки попеременных максимумов и минимумов изменялись в соответствии со знаком весовой функции. 
Также интервал [a, b] может быть бесконечным справа и/или слева, но при этом весовая функция q(x) 
должна стремиться к нулю на бесконечности не медленнее, чем степенная функция 1/xk [5 – 7].
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p(x) = a0 + a1x + a2x
2 + … + an‒1x

n–1 + anx
n                            (1)

с заранее неопределенными коэффициентами a0, a1, a2, …, an–1 и старшим коэффициен-
том an = 1, который является решением оптимизационной задачи

max |q(x)p(x)| → min.                                                  (2)

Здесь максимизация выполняется по переменной x  [a, b], а минимизация – по ко-
эффициентам a0, a1, a2, …, an–1. Такой многочлен называется многочленом, наименее 
отклоняющимся от нуля на интервале [a, b] с весом q(x). 

Наименьшее отклонение от нуля на интервале [–1, +1] с весом q(x) = 1 обеспечивают 
многочлены Чебышева первого рода

Tn(x) = cos[n arccos(x)],

которые масштабируются с помощью множителя 2–n таким образом, чтобы старший коэф-
фициент многочлена был равен единице. Наименьшее отклонение от нуля на интервале 
[–1, +1] с весом q(x) = (1 – x2)1/2 обеспечивают масштабированные многочлены Чебышева 
второго рода

Un(x) = sin[(n+1)arccos(x)]/(1 – x2)1/2.

Многочлены степени n, обеспечивающие наименьшее отклонение от нуля на интерва-
ле [0, 1] с весом q(x) = x, получаются при выделении множителя в виде весовой функции 
из многочленов Чебышева первого рода степени n + 1, для которых надо выполнить такую 
замену аргумента x → ax + b, чтобы интервал [xa + 1] значений аргумента отобразился на 
интервал [0, 1], где

xa = cos[π(2n + 1)/(2n + 2)] 

– это минимальный нуль функции Tn+1(x). 
Многочлены степени n, обеспечивающие наименьшее отклонение от нуля на интер-

вале [0, 1] с весом q(x) = x(1 – x), получаются при выделении множителя в виде весовой 
функции из многочленов Чебышева первого рода степени n + 2, для которых надо вы-
полнить такую замену аргумента x → ax + b, чтобы интервал [xb, xc] значений аргумента 
отобразился на интервал [0, 1], где 

xb = cos[π(2n + 3) / (2n + 4)] и xc = cos[π / (2n + 4)]

– это минимальный и максимальный нули функции Tn+2(x). 
В книгах [6, 7] приведены и другие примеры многочленов, наименее отклоняющихся 

от нуля, но в целом таких многочленов, для которых имеются явные алгебраические вы-
ражения, известно крайне мало.

Критерий Чебышева

Фундаментальные свойства многочленов, наименее уклоняющихся от нуля, определя-
ются следующим утверждением.

Утверждение 1 (критерий Чебышева для многочленов, наименее отклоняющихся от ну-
ля). Для того чтобы многочлен p(x) степени n со старшим коэффициентом, равным единице, 
был решением задачи (2), необходимо и достаточно, чтобы существовал такой набор из n + 1 
точек x0 < x1 < x2 < … < xn, принадлежащих интервалу [a, b], и такое число ε (положительное 
либо отрицательное), чтобы были выполнены условия

–|ε| ≤ q(x)p(x) ≤ |ε| при x  [a, b],                                    (3)

q(xk)p(xk) = (–1)kε при k = 0, 1, 2, …, n.                               (4)

Данный критерий является частным случаем более общего утверждения о равномер-
ных аппроксимациях дробно-рациональными функциями, которые были исследованы  
П. Л. Чебышевым в его мемуарах [17] (см. также работы [6, 7]). Мемуары не были опу-
бликованы, поэтому точную дату, когда был получен данный результат, установить до-
статочно сложно. Следует отметить, что задачей о наилучшем равномерном приближении 
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многочленами П. Л. Чебышев активно интересовался и ранее (см., например, работу 
[16]), а к идеям, высказанным в [17], он неоднократно возвращался впоследствии (см., 
например, его труды [18]). 

Далее приводится современное доказательство критерия Чебышева для многочленов, 
наименее отклоняющихся от нуля, которое для удобства изложения разбито на несколько 
вспомогательных утверждений 2 – 6: оценка нормы (2) сверху и снизу, существование 
оптимального решения, достаточность критерия Чебышева, необходимость критерия Че-
бышева, единственность решения. 

Очевидно, что при выполнении условий (3), (4) справедиво равенство  
max |q(x)p(x)| = |ε|. Точки x0 < x1 < x2 < … < xn+1 интервала [a, b] с чередующимися по-
ложительными минимумами и отрицательными максимумами, равными по абсолютной 
величине максимуму модуля исследуемой функции, называются альтернансом Чебыше-
ва. Согласно теореме Чебышева об альтернансе [6, 7, 16 – 20], рассматриваемое условие 
является необходимым и достаточным, чтобы многочлен p(x) был решением оптимиза-
ционной задачи (2), причем такое решение всегда существует и является единственным. 

a) b)

c)

Рис. 1. Многочлены Чебышева Tn(x) при n = 5 (a), 8 (b) и 16 (c), которые 
наименее отклоняются от нуля на отрезке [–1, +1]

Графики многочленов Чебышева первого рода [1 – 3], демонстрирующие выполнение 
данного условия на интервале [–1, +1] с весом q(x) = 1, приведены на рис. 1.

В соответствии с условиями (3), (4), для оптимального многочлена p(x) с коэффициен-
том при старшей степени, равным единице, имеется набор из n + 1 пробных точек xk, в 
которых отклонение от нуля q(x)p(x) имеет локальные чередующиеся отрицательные ми-
нимумы и положительные максимумы, равные ±|ε|, причем значения этих минимумов и 
максимумов являются глобальными на интервале [a, b]. 

Данный критерий является частным случаем теории Чебышева о минимаксной ап-
проксимации функций с помощью дробно-рациональных функций [6, 7], однако в слу-
чае многочленов, наименее отклоняющихся от нуля, доказательство соответствующих 
утверждений упрощается. 
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Утверждение 2 (теорема Валле – Пуссена [6, 7, 21 – 23]). Если функция q(x)p(x) для неко-
торого многочлена p(x) степени n со старшим коэффициентом, равным единице, принимает 
в N последовательных точках x0 < x1 < …< xN–1 интервала [a, b] отличные от нуля значения 
λ0, λ1, …, λN–1 с чередующимися знаками, где N ≥ n + 1, то для любого другого многочлена r(x) 
степени n со старшим коэффициентом, равным единице, справедливо соотношение

max |q(x)r(x)| ≥ min {|λ0|, |λ1|, …, |λN–1|}.

Доказ а т ельс тво . Пусть имеется многочлен r(x), для которого выполняется условие 
max |q(x)r(x)| < min (|λ0|, |λ1|, …, |λN–1|). Будем считать, что в последовательности xk для 
четных точек значения q(xk)p(xk) строго положительные, а для нечетных – строго отрица-
тельные. (Рассуждения аналогичны, когда для нечетных точек значения положительные, 
а для четных – отрицательные). Это означает, что в четных точках xk выполнено условие 

q(xk)r(xk) < |λk| = q(xk)p(xk),

а в нечетных точках xk – условие 
q(xk)r(xk) > –|λk| = q(xk)p(xk).

В результате величина q(x)[p(x) – r(x)] – строго положительна в четных точках xk и 
строго отрицательна в нечетных xk. Значения q(xk) не обращаются в нуль и, следователь-
но, – строго положительны. Не равный тождественно нулю многочлен p(x) – r(x) степени 
n – 1 попеременно принимает положительные и отрицательные значения как минимум в 
n + 1 точках и, в силу этого, имеет не менее n нулей. Следовательно, многочлен r(x), для 
которого 

max |q(x)r(x)| < min (|λ0|, |λ1|, …, |λN–1|),
не существует.

Утверждение 2 доказано.
Замечание. Теорема Валле – Пусена позволяет получить для решения оптимизацион-

ной задачи (2) оценку снизу. Если λ0, λ1, …, λN–1 – это локальные максимумы и минимумы 
функции q(x)r(x) с чередующимися знаками, то такая конструкция называется альтер-
нансом Валле – Пуссена, и для решения оптимизационной задачи (2) она дает не только 
оценку снизу, но и оценку сверху, равную max {|λ0|, |λ1|, …, |λN–1|}. 

Утверждение 3. Существует многочлен p(x), который обеспечивает решение оптимизаци-
онной задачи (2). 

Данное утверждение является важным, поскольку исключает из рассмотрения вари-
ант, когда есть многочлены pk(x) со все более и более уменьшающимися значениями  
Pk = max |q(x)pk(x)|, в то время как минимум этой величины никогда не достигается на 
множестве многочленов фиксированной степени. В частности, не существует решения 
оптимизационной задачи (2) без априорного ограничения степени многочлена p(x).

Дока з а т ельс тво . Значения величин Pk = max |q(x)pk(x)| ограничены снизу нулем, 
поэтому для значений Pk на множестве многочленов существует точная нижняя грань P. 
В соответствии с определением точной нижней грани, существует последовательность 
многочленов pk(x) степени n:

pk(x) = a0,k + a1,kx + a2,kx
2 +… + an–1,kx

n–1 + xn,

для которой P ≤ Pk ≤ 2P и lim Pk = P при k→. 
Следовательно, начиная с некоторого номера k, значения многочленов pk(x) на ин-

тервале [a + δ, b – δ] (где δ достаточно мало) будут ограничены сверху и снизу (при этом 
от концов интервала пришлось сделать отступ, чтобы учесть случай, когда непрерывная 
весовая функция q(x) на концах интервала может быть равна нулю). Из формулы Лагран-
жа [15] для многочлена p(x) степени n, который в n + 1 заданных точках xk принимает 
значения yk и имеет вид

( ) ( )
( )1, 1 1, 1,

,i
j

j n i n i j j i

x x
p x y

x x= + = + ≠

 −
 =

−  
∑ ∏  
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следует, что, когда в n + 1 фиксированных точках xk значения многочлена yk ограничены 
сверху и снизу, каждый из коэффициентов многочлена по отдельности также ограничен 
сверху и снизу. В соответствии с теоремой Больцано – Вейерштрасса (лемма Больцано – 
Вейерштрасса) о предельной точке, для любой бесконечной ограниченной последователь-
ности точек пространства Rn можно выделить бесконечную подпоследовательность, ко-
торая будет иметь предельное значение. Поэтому в рассматриваемой последовательности 
многочленов pk(x) (представлены в виде векторов длины n + 1, состоящих из ограничен-
ных сверху и снизу коэффициентов многочлена) можно выбрать такую подпоследователь-
ность, в которой для каждого из коэффициентов многочлена имеется предел.

Другими словами, имеется такая последовательность многочленов pk(x), для которой 
lim Pk = P при k → , а у коэффициентов многочленов pk(x) имеются предельные значе-
ния bj = lim aj,k при k → . Очевидно, это условие выполняется в том числе и для старших 
коэффициентов многочленов pk(x), по определению равных единице.

Рассмотрим многочлен r(x) с коэффициентами bj:

r(x) = b0 + b1x + b2x
2 + … + bn‒1x

n–1 + xn.

Поскольку bj = lim ajk, для любого фиксированного значения x выполнятся условие 

lim pk(x) = r(x) при k→,

причем стремление к пределу является равномерным на рассматриваемом конечном ин-
тервале значений x. Из неравенства

max |q(x)r(x)| = max |q(x){pk(x) + [r(x) – pk(x)]}|  
 max |q(x)pk(x)| + max |q(x)|max |r(x)–pk(x)|

следует, что max |q(x)r(x)| = P.
Действительно, max |q(x)r(x)| не может быть меньше P; в то же время при k →  пер-

вое слагаемое в правой части неравенства стремится к P, а второе слагаемое – к нулю. 
Таким образом, для многочлена r(x) величина (2) достигает своей нижней границы P.

Утверждение 3 доказано.
Утверждение 4. Если для многочлена p(x) выполнены условия (3), (4) критерия Чебышева, 

то оптимальное значение для правой части оптимизационной задачи (2) равно |ε|, а многоч-
лен p(x) (возможно, один из многих) обеспечивает достижение этого оптимума. 

Доказ а т ельс тво . Для многочлена p(x), удовлетворяющего критерию Чебышева, вы-
полняется условие max|q(x)p(x)| = |ε|, так что решение оптимизационной задачи (2) не 
превышает величины |ε|. Однако поскольку альтернанс Чебышева является специальным 
случаем альтернанса Вале – Пуссена, то, согласно теореме Валле – Пуссена (см. Утверж-
дение 2), решение оптимизационной задачи (2) не может быть меньше |ε|. Следовательно, 
решение оптимизационной задачи (2) равно |ε|, а многочлен p(x) обеспечивает достиже-
ние этого оптимума.

Утверждение 4 доказано.
Утверждение 5. Многочлен p(x), обеспечивающий решение оптимизационной задачи (2), 

обязан удовлетворять критерию Чебышева (см. Утверждение 1). 
Доказ а т ельс тво . Рассмотрим поведение функции F(x) = q(x)p(x) на отрезке [a, b]. 

Функция q(x) может обращаться в нуль только на концах интервала, поэтому число нулей 
функции F(x) внутри интервала конечно, не превышает n, а все нули – это изолирован-
ные точки. 

Пусть y1, y2, …, ym – это упорядоченный набор из нулей нечетной кратности 
для этой непрерывной функции (возможно, он не содержит ни одной точки). Точки  
y1, y2, …, ymразбивают отрезок [a, b] на m + 1 интервалов, на каждом из которых функция 
F(x) принимает попеременно то положительное, то отрицательное значение. Если же у 
функции F(x) нет нулей, то весь отрезок [a, b] представляет собой интервал, на котором 
функция F(x) положительна или на котором она отрицательна.

Для интервалов с положительными значениями F(x) выбираем точку с максималь-
ным значением функции на этом интервале (возможно, она не единственная на этом  
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интервале), а для интервалов с отрицательными значениями F(x) выбираем точку с ми-
нимальным значением функции на этом интервале. Получаем набор точек y1, y2, …, ym, 
которые разбивают отрезок [a, b] на m + 1 интервалов, на которых функция F(x)сохраняет 
свой знак, но изменяет его при переходе через границу интервала. Набор же принадлежа-
щих этим интервалам точек x0, x1, x2, …, xm, xm+1, не совпадающих с концами интервалов, 
состоит из чередующихся положительных максимумов и отрицательных минимумов λ0, λ1, 
λ2, …, λm+1 функции F(x). 

Пусть λ = max|λk|. Если на каком-либо интервале максимум равен λ, а на соседнем 
(последующем или предшествующем) интервале модуль минимума меньше λ, то этот ин-
тервал вместе с последующим интервалом с положительным максимумом, независимо от 
его значения, присоединяется к текущему интервалу (рис. 2, а). Полученный интервал 
обладает тем свойством, что из функции F(x) можно вычесть такую положительную кон-
станту, чтобы положительный максимум функции на интервале уменьшился, но при этом 
модуль отрицательного минимума функции на интервале увеличился не настолько, чтобы 
превысить новый положительный максимум. 

Рис. 2. Процедура объединения отрезков с чередующимися знакопеременными максимумами 
и минимумами при конструировании альтернанса Чебышева (длина объединенных отрезков 

показана между выносными линиями):
а – одиночный или несколько последовательно расположенных минимумов лежат выше минимального 
уровня функции F(x); b – одиночный или несколько последовательно расположенных максимумов лежат 

ниже ее максимального уровня.
Экстремумы указаны стрелками

a) b)

Точно так же, если на каком-то интервале минимум равен –λ, а на соседнем интервале 
максимум меньше λ, то этот интервал вместе с последующим интервалом, содержащим 
отрицательный минимум, присоединяется к текущему интервалу (см. рис. 2, b). Для этого 
интервала к функции F(x) можно прибавить такую положительную константу, которая 
бы уменьшала абсолютное значение отрицательного минимума функции на интервале, но 
при этом положительный максимум функции на интервале увеличивала бы не настолько, 
чтобы превышалось абсолютное значение нового отрицательного минимума.

В конечном итоге на интервале [a, b] для заданного многочлена p(x) будет получен 
набор из N интервалов и принадлежащих им точек x0, x1, x2, …, xN–1 с чередующимися 
положительными максимумами и отрицательными минимумами функции F(x), равными 
±ε, где ε = max |q(x)p(x)|. Если же N больше или равно n + 1, то такой многочлен p(x) 
удовлетворяет критерию Чебышева и, в соответствии с утверждением 2, будет решением 
оптимизационной задачи (2).

Пусть N теперь меньше или равно n. На этапе объединения интервалов были опреде-
лены границы новых интервалов – набор точек y1, y2, …, yN–1, в которых функция F(x)
обращается в нуль и меняет свой знак. Также имеются константы δk > 0 и универсаль-
ная константа δ = min δk. Эти константы можно вычитать из функции F(x) на интерва-
лах с положительными максимумами или прибавлять к функции F(x) на интервалах с  
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отрицательными минимумами, уменьшая при этом минимаксную норму на соответству-
ющем интервале.

Пусть на первом интервале функция F(x) принимает положительные значения (рас-
суждения аналогичны, если на первом интервале функция F(x) принимает отрицательные 
значения). Рассмотрим функцию Q(x), которая представляет собой произведение много- 
члена степени не выше n – 1 и весовой функции q(x):

Q(x) = q(x)(y1 – x)(y2 – x) ∙ ∙ ∙ (yN–1 – x).
Функция Q(x) строго положительна на тех интервалах, где имеется чебышевский мак-

симум функции F(x), и строго отрицательна на тех, где имеется чебышевский минимум 
этой функции. 

Пусть R = max |Q(x)|. Если вычесть из функции F(x) функцию sQ(x) с достаточно 
малым положительным множителем s (например, можно выбрать s = (δ/R)), то это безо-
пасным образом уменьшит положительные максимумы функции F(x) и уменьшит ее от-
рицательные минимумы, и тем самым уменьшит величину max |F(x)|. Следовательно, рас-
сматриваемый многочлен p(x) не может служить решением для оптимизационной задачи 
(2), так как можно получить еще меньшее значение для max |F(x)| при замене текущего 
многочлена p(x) степени n (его старший коэффициент равен единице) новым многочле-
ном r(x) степени n, у которого старший коэффициент также будет равен единице: 

G(x)= F(x) – (δ/R)Q(x) = q(x)p(x) – (δ/R)q(x)(y1 – x) ∙ ∙ ∙ (yN–1 – x) =
= q(x)[p(x) – (δ/R) (y1 – x) ∙ ∙ ∙ (yN–1 – x)] = q(x)r(x),

max |G(x)| < max |F(x)|.

Таким образом, оптимальный многочлен степени n, рассмотренный в утверждении 3, 
обязан удовлетворять критерию Чебышева.

Утверждение 5 доказано.
Утверждение 6. Многочлен p(x), удовлетворяющий критерию Чебышева и обеспечивающий 

решение оптимизационной задачи (2), является единственным. 
Дока з а т ельс тво . Пусть имеются два многочлена p(x) и r(x) степени n, у которых 

старшие коэффициенты равны единице и которые являются решением оптимизационной 
задачи (2). Поскольку многочлены p(x) и r(x) не равны тождественно нулю, у выражений 
q(x)p(x) и q(x)r(x) на интервале [a, b] имеются не равные нулю максимумы и минимумы. 

В соответствии с утверждением 5, каждый из многочленов p(x) и r(x) удовлетворяет 
критерию Чебышева, причем значение ε ≠ 0 для них одно и то же. Многочлены вида 

s(x, α) = (1 – α)p(x) + αr(x)
будут многочленами степени n с единичным коэффициентом при старшей степени. При 
0 < α < 1 эти многочлены также являются решениями оптимизационной задачи (2): из 
цепочки неравенств 

|q(x)s(x,α)| = |q(x)[(1 – α)p(x) + αr(x)]| ≤ (1 – α)|q(x)p(x)| + α|q(x)r(x))| ≤ |ε|
следует, что max |q(x)s(x,α)| ≤ |ε|, а поскольку случай max |q(x)s(x,α)| < |ε| невозмо-
жен в силу того, что |ε| – это решение оптимизационной задачи (2), получаем, что  
max |q(x)s(x,α)| = |ε|.

Пусть x1, x2, …, xn+1 – это чебышевские точки уклонения с чередующимися максимума-
ми и минимумами функции q(x)s(x,α), равными ±ε. Если xk – это точка отрицательного 
минимума функции q(x)s(x,α), равного –|ε|, то из условий

q(xk)s(xk,α) = (1 – α)q(xk)p(xk) + αq(xk)r(xk) = –|ε|, 

q(xk)p(xk) ≥ –|ε|, q(xk)r(xk) ≥ –|ε|, 0 < α < 1

следует, что случай, когда 

q(xk)p(xk) = –|ε| и q(xk)r(xk) = –|ε|,
– единственно возможный. 
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Аналогичным образом, если xk – это точка положительного максимума функции  
q(x)s(x,α), который равен |ε|, то из условий

q(xk)s(xk,α) = (1 – α)q(xk)p(xk) + αq(xk)r(xk) = |ε|, 

q(xk)p(xk) ≤ |ε|, q(xk)r(xk) ≤ |ε|, 0 < α < 1,
следует, что 

q(xk)p(xk) = |ε| и q(xk)r(xk) = |ε|.

Поскольку значения многочленов p(x) и r(x) степени n со старшим коэффициентом, 
равным единице, одинаковы в n + 1 различных точках x1, x2, …, xn+1, эти многочлены тож-
дественно равны друг другу.

Алгоритм конструирования многочлена, 
наименее отклоняющегося от нуля

Из приведенного выше критерия Чебышева (утверждение 1) следует алгоритм числен-
ного построения многочленов, наименее отклоняющихся от нуля, который представляет 
собой измененный и оптимизированный алгоритм Ремеза [9 – 14].

Шаг 1. Произвольным образом выбирается начальный набор точек x0 < x1 < x2 < … < xn, 
принадлежащих интервалу [a, b].

Шаг 2. Для текущего набора точек 

a ≤ x0 < x1 < x2 < … < xn ≤ b

конструируется многочлен p(x) степени n, для которого выполнены условия

q(xk)p(xk) = (–1)k при k = 0, 1, 2, ..., n.
Очевидно, что такой многочлен существует, определяется единственным образом и 

может быть вычислен в явном виде по формуле Лагранжа [15]. 
Шаг 3. Для многочлена p(x) находятся корни, принадлежащие интервалу [a, b]. По-

скольку на краях интервалов [xk, xk+1] значения многочлена p(x) имеют разные знаки, вну-
три каждого такого интервала существует по крайней мере один корень многочлена p(x). 
Имеется ровно n таких интервалов, поэтому на каждом из интервалов [xk, xk+1] имеется 
ровно один корень, а все корни многочлена p(x) – вещественные, принадлежат интервалу 
[a, b] и не являются кратными. Определение этих корней с помощью подходящего чис-
ленного метода не представляет трудности. 

Шаг 4. К списку корней 
a < y1 < y2 < … < yn < b,

принадлежащих интервалу [a, b], которые были найдены на шаге 3, добавляются нача-
ло и конец интервала y0 = a и yn+1 = b. Поскольку на интервалах [yk, yk+1] многочлен p(x) 
степени n сохраняет знак, на каждом из интервалов [yk, yk+1] существует либо глобальный 
максимум (при положительных значениях многочлена), либо глобальный минимум (при 
отрицательных значениях многочлена) для функции q(x)p(x). Если функция q(x) меняется 
достаточно медленно, чтобы на малом интервале [yk, yk+1] ее можно было бы считать кон-
стантой (типичный случай), то на каждом из интервалов [yk, yk+1] существует ровно один 
локальный максимум либо минимум, совпадающий тем самым с глобальным максимумом 
либо минимумом на этом интервале, поскольку производная многочлена p(x) имеет сте-
пень n – 1 и в силу этого не может иметь более, чем n – 1 нулей. 

Шаг 5. Пусть a ≤ z0 < z1 < z2 < … < zn ≤ b – это список из чередующихся положительных 
максимумов и отрицательных минимумов функции q(x)p(x), которые были найдены на 
шаге 4. Рассмотрим в этих точках значения

q(zk)p(zk) = (–1)kεk при k = 0, 1, 2, ..., n,

которые, в соответствии с шагом 4, должны быть то положительными, то отрицатель-
ными экстремумами для интервалов [yk, yk+1] с чисто положительными или с чисто  
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отрицательными значениями функции q(x)p(x). Если в пределах заданной точности вы-
полнено условие εk ≈ const, то получен многочлен p(x), наименее уклоняющийся от ну-
ля и удовлетворяющий критерию Чебышева. При этом из теоремы Валле – Пуссена о 
наилучшем приближении функции многочленами (см. утверждение 2) [6, 7] следует, что 
точный оптимум для задачи (2) лежит в диапазоне между min|εk| и max|εk| (с поправкой на 
текущий множитель перед старшим коэффициентом многочлена вместо единицы). Если 
же значения εk заметно отличаются друг от друга, то заменяем пробные точки 

a ≤ x0 < x1 < x2 < … < xn ≤ b
точками a ≤ z0 < z1 < z2 < … < zn ≤ b
и возвращаемся к шагу 2.

Шаг 6. Осталось нормировать многочлен p(x) так, чтобы его старший коэффициент 
стал равным единице. Поскольку у многочлена p(x) имеется n корней, а сам многочлен 
не является тождественным нулем, его старший коэффициент не может быть нулем и, 
следовательно, такая нормировка осуществима. Дополнительным полезным результатом 
является приложение к многочлену p(x) списка из n вещественных корней многочлена, 
расположенных на интервале [a, b] (найдены на шаге 3).

Алгоритм сходится со скоростью геометрической прогрессии в следующем смысле: для 
любой непрерывной весовой функции и для любой степени n найдутся такие числа C > 0 
и 0 < λ < 1, для которых

max |q(x)pi(x)| ≤ 1 + Cλi,

где i – номер итерации.

a) b)

c) d)

Рис. 3. Результаты итераций g(x) = q(x)p(x) при вычислении многочлена p(x) пятой степени, 
наименее уклоняющегося от нуля на интервале [0, 1] с весом q(x) = x3: начальное состояние 

после шага 1 алгоритма (a), а также первая (b), вторая (c) и третья (d) итерации
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Рис. 4. Осцилляции функции g(x) = q(x)p(x), наименее отклоняющейся от нуля на интервале 
[0, 1] при n = 5 и q(x) = x3 (сплошная линия).

Масштабированный многочлен Чебышева степени 5 + 3 = 8, сдвинутый с интервала [–1, +1] 
на интервал [0, 1], имеющий 1 в качестве старшего коэффициента, показан штриховой линией

Доказательство сходимости представленного алгоритма аналогично таковому для алго-
ритма Ремеза в монографии [11]. Численные эксперименты показали, что во всех практи-
чески проверенных случаях наш алгоритм очень быстро сходился.

На рис. 3 показан результат проверки работоспособности алгоритма для случая

a = 0, b = 1, q(x) = x3, p(x) = a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3 + a4x
4 + x5.

Видно, что уже третья итерация обеспечивает вполне приемлемое отклонение от нуля. 
Алгоритм окончательно сходится на пятой итерации. 

Решением является многочлен с коэффициентами 

a0 = –0,018464, a1 = 0,712942, a2 = –2,851981,

a3 = 4,650795, a4 = –3,493237.
Отклонение от нуля равно 5,5∙10–5. Сравнение между отклонениями от нуля много- 

члена q(x)p(x) и многочлена Чебышева первого рода той же самой степени показано на 
рис. 4.

Поскольку весовая функция q(x) на каком-то из концов интервала [a, b] может об-
ращаться в нуль, то для гарантированной возможности выполнения шага 2 потребуется, 
чтобы пробные точки, выбираемые на шаге 1, лежали строго внутри интервала [a, b]:

a < x0 < x1 < x2 < … < xn < b.                                  (5)

Очевидно, что если q(a) = 0 либо q(b) = 0 и при этом сохраняется требование (5), то на 
шаге 5 точки zk будут удовлетворять условию

a < z0 < z1 < z2 < … < zn < b,

в результате чего условие (5) сохранится как на следующей итерации, так и на всех по-
следующих. Поэтому достаточно обеспечить выполнение условия (5) на первом шаге ал-
горитма.

Для улучшения работы алгоритма на шаге 1 рекомендуется выбирать в качестве на-
чальных точек (5) нули многочлена Чебышева первого рода степени n + 1, либо ми-
нимумы и максимумы многочлена Чебышева второго рода степени n, смещенные и  
масштабированные с интервала [–1, +1] к интервалу [a, b]. На шаге 2 вместо условия  
q(xk)p(xk) = (–1)k рекомендуется использовать условие 

q(xk)p(xk) = (–1)k∙[(b – a)/4]n,

чтобы избежать неоправданно больших коэффициентов у многочлена p(x). Такой выбор 
масштаба соответствует осцилляциям многочлена Чебышева первого рода степени n (ми-
нимально отклоняющегося от нуля на отрезке [–1, +1] с весом q(x) ≡ 1), пересчитанного 
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от интервала [‒1, +1] к интервалу [a, b] и масштабированного так, чтобы старший коэф-
фициент был равен единице2. 

Для нахождения на шаге 2 многочлена p(x), который принимает в заданных точках 
заданные значения, не рекомендуется использовать прямое решение системы линейных 
уравнений q(xk)p(xk) = (–1)k относительно неизвестных коэффициентов aj. Матрица таких 
линейных уравнений при больших n (матрица Вандермонда) характеризуется большим 
числом обусловленности, в силу чего результат решения уравнений весьма чувствителен 
к ошибкам округления чисел с плавающей точкой [15]. Формула Лагранжа [15] для мно-
гочлена степени n, принимающего в заданных n + 1 точках заданные значения, свободна 
от подобной неустойчивости. На практике вместо явной формулы Лагранжа при больших 
степенях многочлена можно применять итерационную схему Эйткена [15], позволяю-
щую шаг за шагом прибавлять к уже существующему интерполяционному многочлену 
новую степень и новую интерполяционную точку. Однако, по всей видимости, лучше все-
го использовать на шаге 2 одну из схем конечных разностей Ньютона [15] вместо явной 
формулы Лагранжа. Поскольку все, что требует алгоритм, – это возможность вычислять 
значение многочлена p(x) в заданной точке x, до окончания работы алгоритма нет необ-
ходимости пересчитывать форму конечных разностей Ньютона в многочлен, представ-
ленный в явной форме (1). 

Следует также отметить, что все вычисления нужно по возможности выполнять с вы-
сокой точностью, поскольку ошибки округления, вносимые на промежуточных этапах, 
способны исказить результаты вычислений самым неприятным образом и привести к 
неустойчивости алгоритма.

При проведении вычислений использовалась программа Wolfram Mathematica версии 11 
[24].

2 Строго говоря, эта оценка не совсем точна, поскольку не учитывает вида весовой функции q(x). 
Так, для рассматриваемого примера n = 5 и q(x) = x3, так что q(x)p(x) – это многочлен восьмой степе-
ни, и надо рассматривать масштаб осцилляций для многочленов Чебышева степени n = 8 вместо n = 5. 
Уточненная оценка амплитуды осцилляций имеет вид [4/(b – a)]–n–m, где m – «эффективная степень» 
весовой функции q(x) (ее можно установить, аппроксимируя q(x) многочленом по минимаксной норме 
с единичной весовой функцией).
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