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Аннотация. В работе рассмотрены колебания при нелинейном параметрическом 
воздействии и комбинации запаздываний в упругости и демпфировании. Моделью 
является стержень с пружиной, приводимый в движение источником энергии 
ограниченной мощности. Для решения нелинейных дифференциальных уравнений 
движения системы использован метод прямой линеаризации нелинейности. Получены 
уравнения для определения нестационарных и стационарных значений амплитуды и 
фазы колебаний, скорости источника энергии. На основе критериев Рауса – Гурвица 
выведены условия устойчивости стационарных режимов движения. Проведены расчеты 
амплитудно-частотных характеристик при различных значениях параметров, линейной 
и нелинейной силах упругости. Соответствующие графики наглядно представляют 
совместное влияние различных значений запаздываний на амплитудно-частотные 
кривые. Показано, что запаздывания изменяют амплитудные кривые, существенно 
влияя на устойчивость колебаний.
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Abstract. The paper considers oscillations under nonlinear parametric action and combina-
tions of delays in elasticity and damping. The model for the study is a rod with a spring, which 
is driven by an energy source of limited power. To solve nonlinear differential equations of mo-
tion of the system, the method of direct linearization of nonlinearity has been used. Equations 
were obtained for determining the nonstationary and stationary values of the amplitude and 
phase of oscillations, the speed of the energy source. Based on the Routh – Hurwitz criteria, 
the conditions for the stability of stationary motion modes were derived. To obtain informa-
tion about the combined effect of delays on the dynamics of oscillations, the calculations were 
carried out for their various values, linear and nonlinear elastic forces. The graphs constructed 
based on the calculation results clearly show the combined effect of various delay values on the 
amplitude-frequency curves. The delays measure the amplitude curve, shift it to the right-left, 
up-down, and affect the stability of the oscillations.
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Введение

Все явления в природе (Вселенной) цикличны, колебательное движение происходит 
во всех видах систем (физических, биологических, технических и т. д.) [1]. Возбуждение 
колебаний может быть обусловлено различными причинами, в том числе наличием за-
паздывания во многих системах [2, 3 и др.]. К появлению запаздывания в механических 
системах может привести упругость материалов и внутреннее трение в них. Исследова-
нию систем с запаздыванием посвящено достаточно много работ [3 – 17 и др.], однако в 
них не учитываются свойства источника энергии, поддерживающего функционирование 
системы. В то же время функционирование реальных физических систем происходит 
благодаря некоторому источнику энергии, имеющему ограниченную мощность. Опубли-
ковано немного работ, в которых это учитывается. Вопросы потребления энергии, а также 
связанные с этим проблемы экологии и изменения климата в настоящее время приобрели 
особую актуальность. 

Изучение систем с запаздыванием проводится в большинстве случаев на основе нели-
нейных дифференциальных уравнений с отклоняющимся аргументом. При решении этих 
уравнений используются различные методы нелинейной механики [18 – 20 и др.], для 
которых характерны большие затраты труда и времени. Методу же прямой линеаризации 
(МПЛ), изложенному в работах [21 – 23 и др.], не присущи эти затраты, что и определяет 
его преимущество перед известными методами нелинейной механики. Его существен-
ными свойствами также являются простота и возможность получения конечных соотно-
шений независимо от степени нелинейности, что позволяет легко его использовать при 
проведении практических расчетов. 

Как известно, во многих системах (маятник с колеблющейся точкой подвеса, вал, кар-
данная передача, зубчатая передача, железнодорожный мост и др.) возникают параметри-
ческие колебания, которые могут быть обусловлены возбуждением как линейного, так и 
нелинейного вида. Параметрические колебания при линейном и нелинейном (квадратич-
ном) возбуждениях рассмотрены в монографии [24].

Целью настоящей работы является анализ параметрических колебаний, учитывающий 
свойства источника энергии, нелинейного параметрического воздействия (кубического) и 
наличие запаздываний в упругости и трении.

Уравнения системы и решения

Возьмем за основу модель и уравнения (выведены на основе предположения, что ко-
лебания стержня имеют вид первой формы свободных изгибных колебаний), в которой 
динамика системы поддерживается двигателем ограниченной мощности (рис. 1) [25]. С 
учетом нелинейности параметрического возбуждения, а также запаздываний в упругости 
и трении имеем следующие уравнения движения:

2 3 1
1 ,sin ( )y y y by m f y k y c y−

η η τ τ+β +ω + ϕ = − − −                             
(1)

2
2 3 4( ) 0,5 cos 0,5 sin 2 cos ,J M c y c cϕ = ϕ − ϕ− ϕ− ϕ 
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Рис. 1. Модель колебательной системы: 
r1 – радиус кривошипа; l – геометрический 
размер; c1 – коэффициент жесткости пружины; 

ϕ  – скорость вращения двигателя

В уравнениях (1) величины ω, с, m, β, b, с2, 
с3, с4, P0, P1, являются постоянными; c1, β – ко-
эффициенты жесткости и сопротивления; ρ – 
масса единицы длины стержня; EIx – жесткость 
стержня на изгиб в направлении оси у; f0 – 
первоначальное поджатие пружины; f(y) – не-
линейная составляющая упругости; cτ = const,  
kη = const, yτ = y(t − τ), ( ),y y tη = −η   τ = const 
и η = const − запаздывания; J – момент инер-
ции ротора двигателя, который вращает свя-
занный с пружиной кривошип радиуса r1; 
 ( )M ϕ  – движущий момент двигателя (с учетом 
сил сопротивления); ϕ  – скорость вращения 
двигателя.

На практике широкое распространение полу-
чило представление нелинейности посредством 
полиномиальной функции. Примем ее для не-
линейной составляющей силы упругости f(y) в 
виде

,( ) s
s

syf y γ=∑  

где γs = const, s = 2, 3, … .
Используя МПЛ [21], заменим этот полином линейной функцией

( ) .f ff y B c y∗ = +

Здесь Bf, cf − коэффициенты линеаризации, определяемые выражениями

,s
f s s

s
B N a= γ∑  s = 2, 4, 6, … (s − четное),                            

(2)
1,s s

s
f

s
c N a −= γ∑  s = 3, 5, 7, …  (s − нечетное),

где a = maxy; Ns = (2r + 1)/(2r + 1 + s), (2 3) (2 2 );sN r r s= + + +  r  параметр точности 
линеаризации, интервал выбора которого не ограничен, но достаточен в пределах 0  2.

Уравнения (1), с учетом выражений (2), примут вид

2 3 1
1 sin ( ) ,f fy y y by m B c y k y c y−

η η τ τ+β +ω + ϕ = − + − −  

                     (3)

2
2 3 4( ) 0,5 cos 0,5 sin 2 cos .J M c y c cϕ = ϕ − ϕ− ϕ− ϕ 

 

Для решения уравнений (3) применим МПЛ и процедуру, которые представлены в 
работах [23 и др.]. 

Используя функции 

cos , cos( ), sin( ), , , 2,y a y a p y ap p pt pητ= ψ = ψ − τ = − ψ − η ϕ = Ω ψ = + ξ = Ω  

получим для нестационарных движений следующие уравнения:

( )
3

1
1 cos 2 sin cos 2 ,

2 4
da a bak p c p
dt

−
η τ= − β + η− Ω τ + ξ

Ω                        
(4)

 



Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки. 17 (1) 2024

50

2 2 24 1 sin cos sin 2 ,
4 2 2

fc cd bak p p
dt m η

τξ ω −Ω
= + + η+ τ− ξ

Ω Ω Ω Ω                  
(4)

2
21 ( ) .
8

d c aM
dt J

 
 
  

Ω
= Ω −

Условия 0, 0, 0a = ξ = Ω = 

  доставляют для стационарных движений соотношения

4m2A2 + D2 = 4m2b2a4, 

tg2ξ = − D/2mA,                                                       (5)

M(Ω) − S(a) = 0,

где A = 2Ω(β1 + kη cospη) – 4cτ sinpτ, D = m(4ω2 − Ω2) + 4cf + 2mΩkη sinpη + 4 mcτcospτ, 
S(a) = c2a2/8.

Выражение S(a) представляет собой нагрузку на источник энергии со стороны колеба-
тельной системы. Точки пересечения кривых M(Ω) и S(a) определяют значения скорости 
Ω.

Условия устойчивости

Стационарные движения необходимо исследовать на устойчивость. Составив уравне-
ния в вариациях для уравнений (4) и используя критерии Рауса  Гурвица, получим усло-
вия устойчивости стационарных колебаний:

1 3 1 2 30, 0, 0,D D D D D> > − >                                      (6)

где 1 11 22 33 2 11 33 11 22 22 33 23 32 12 21 13 31( ), ,D b b b D b b b b b b b b b b b b= − + + = + + − − −

3 11 23 32 12 21 33 11 22 33 12 23 31 13 21 32 ,D b b b b b b b b b b b b b b b= + − − −  
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2
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2 4
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4 4

sin 2 ,
2
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2
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f f

b Q b b b
J

bab k p c p

c a a bac p
J

bab

c cc ba bab p b
m m a

ba db Q M
d

−
η τ

τ

τ

=

= − β + η− Ω τ + ξ
Ω

= − = = − τ− ξ
Ω Ω

= − ξ
Ω
∂ω= − − − − τ + ξ = − ξ

Ω Ω Ω Ω Ω ∂ Ω

= − ξ = Ω
Ω Ω

.

 

Крутизна характеристики источника энергии Q = dM/dΩ позволяет определить ее об-
ласти, в пределах которых колебания устойчивы или неустойчивы.

Проведенные расчеты и их основные результаты

Расчеты проведены для получения информации о влиянии нелинейного параметриче-
ского воздействия и запаздываний на динамику колебаний. Нелинейная составляющая 
силы упругости была принята в виде

f(y) = γ3y
3, γ3 =  0,2 кгс · см3,

а другие параметры имели следующие значения:

ω = 1 с1, m = 1 кгс·с2·см1, с2 = 0,07 кгс·см1, 

β = 0,02 кгс·с·см1, kη = 0,05 кгс·с·см1, cτ = 0,05 кгс·см1.
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Для запаздываний приняты следующие значения:

pη = 0, π/2, π, 3π/2; pτ = 0, π/2, π, 3π/2.

Коэффициент линеаризации 3 ,3 4N =  что соответствует параметру точности линеари-
зации r =1,5.

Имеет место совпадение всех расчетных результатов по МПЛ и широко применяемому 
асимптотическому методу усреднения Боголюбова – Митропольского [18], так как число 
3/4 получается при использовании обоих методов.

a) b)

c) d)

Рис. 2. Амплитудно-частотные кривые для случая линейной силы упругости; γ3 = 0; варьируются 
значения параметров pη и pτ. На всех графиках для сравнения дан случай отсутствия 

запаздываний (kη = 0, cτ = 0, кривые 1). 
Заштрихованные секторы для крутизны источника энергии Q (в точке А и других) соответствуют 
устойчивым колебаниям. Значения параметров: pη = 0 (a), π/2 (b), π (c), 3π/2 (d); pτ = π/2 (кривые 2), 

π (кривые 3), 3π/2 (кривые 4)

a) b) c)

Рис. 3. Амплитудно-частотные кривые, аналогичные представленным на рис. 2, но при 
нелинейной силе упругости; γ3 = 0,2. Значения параметров pη: π/2 (a), π (b), 3π/2 (c). 

Нумерация кривых также соответствует таковой на рис. 2



Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки. 17 (1) 2024

52

Рис. 4. Амплитудно-частотные кривые, аналогичные представленным 
на рис. 3, но γ3 = – 0,2. Значения параметров pη: π/2 (a), π (b), 3π/2 (c). 

Нумерация кривых соответствует таковой на рис. 2 и 3

a) b) c)

На рис. 2 – 4 представлены амплитудно-частотные кривые a(Ω) при линейной и не-
линейной силах упругости (величины на графиках нормализованы). На всех графиках 
представлены варианты разных значений параметров, и сплошная кривая 1, которая при-
ведена для сравнения, соответствует отсутствию запаздываний (kη = 0, cτ = 0). Критерии 
(6) выполняются в пределах заштрихованных секторов (см. рис. 2) для крутизны Q харак-
теристики источника энергии, и устойчивые колебания имеют место лишь в достаточно 
узких диапазонах частот при

γ3 = 0, kη = 0, pτ = π и pτ = 3π/2.

Эти секторы должны быть указаны на кривой нагрузки S(a), но для краткости приве-
дены на амплитудно-частотных кривых. А в случаях γ3 =  0,2 нет устойчивости во всем 
диапазоне резонансных частот при рассмотренных запаздываниях.

Заключение
В работе рассмотрена динамика стержня с источником энергии ограниченной мощно-

сти при нелинейном параметрическом воздействии и комбинации запаздываний в упруго-
сти и демпфировании. Для получения информации о влиянии запаздываний на динами-
ку системы проводились расчеты для стационарных колебаний. Полученные результаты 
наглядно показывают совместное влияние различных запаздываний на амплитудно- 
частотные кривые. Анализ полученных результатов позволяет заключить, что запаздыва-
ния оказывают существенное влияние на картину взаимодействий:

изменяют амплитудную кривую в амплитудно-частотной плоскости, смещая ее вправо- 
влево, вверх-вниз; 

влияют на устойчивость колебаний. 
Результаты анализа взаимодействия колебательных систем с источниками энергии и 

возникающие при этом явления подробно описаны в монографиях [25, 26] и многих дру-
гих работах, посвященных этому направлению в изучении теории колебаний. Поэтому не 
будем на них останавливаться и отметим лишь тот факт, что такие же эффекты обнару-
живаются при наличии запаздываний.
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