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Аннотация. Предложен подход к оптимизации микроструктуры композиционных 

материалов с учетом накладываемых ограничений на их свойства. Подход основан на 
применении методов условной оптимизации. Определение эффективных упругих свойств 
осуществлялось с помощью метода конечно-элементной гомогенизации. Методами 
искусственного интеллекта выполнена оптимизация дисперсно-армированного 
композита с шарообразными включениями с ограничениями на коэффициент 
теплопроводности и модуль упругости материала на макроуровне.
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Abstract. In the paper, an approach to optimizing the microstructure of composite materials 
under given restrictions on its properties has been put forward. The approach is based on the 
application of conditional optimization methods.  The effective elastic properties were deter-
mined using the finite element homogenization procedure.  As an example, the fiber-reinforced 
composite with ball-shaped inclusions was optimized taking into account the limitations on 
its thermal conductivity and elastic modulus at macro level using artificial intellect methods. 
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Введение

Композиционные материалы находят применение практически во всех областях дея-
тельности человека. Многообразие материалов, представляющих собой отдельные компо-
ненты современных композитов, применяемых в производстве, а также огромное число 
их возможных комбинаций в совокупности с широкими технологическими возможностя-
ми по созданию различных вариантов топологии структуры, позволяют создавать мате-
риалы с уникальными свойствами, зачастую превосходящими таковые у традиционных 
материалов. Широкие возможности по выбору компонентов, их объемного соотношения 
и вариантов структуры композиционных материалов делают актуальной задачу разработ-
ки и создания композитов с оптимальными свойствами. 

Примером таких задач может служить разработка новых материалов для тепловой 
защиты аэрокосмических аппаратов, которые одновременно должны иметь высокие  
теплопрочностные свойства, низкую теплопроводность и плотность. Другой яркий при-
мер – это композиционные электроизолирующие материалы. Диэлектрические матери-
алы для систем электрической изоляции современных высоковольтных электрических 
машин должны обладать практически взаимоисключающими свойствами: высокой элек-
троизоляционной способностью и одновременно высокой теплопроводностью. 

В современной промышленности широкое применение нашло введение в полимерное 
связующее вещество дисперсных частиц с высокой теплопроводностью, например оксида 
алюминия Al2O3 или нитрида бора BN. Таким образом, можно поставить задачу условной 
оптимизации: подобрать концентрацию дисперсных включений, которая бы обеспечивала 
максимальную теплопроводность композита при ограничениях на его электроизоляцион-
ные свойства. 

Целью настоящего исследования является разработка методов проектирования опти-
мальной микроструктуры композиционных материалов с учетом накладываемых ограни-
чений на их свойства.

Определение эффективных свойств композиционных материалов

Наиболее достоверные данные о механических, теплофизических, диффузионных 
свойствах, электропроводности и других характеристиках композиционных материалов 
дают лабораторные исследования. Однако практически неограниченное число возможных 
комбинаций компонентов в совокупности с дороговизной испытаний приводят к необ-
ходимости использования аналитических или численных оценок эффективных свойств 
композитов. 

Аналитическую оценку упругих свойств можно получить, основываясь на простейшие 
оценки А. Ройсса [4] или В. Фойгта [5]; некоторые подходы базируются на решениях за-
дачи Эшелби [6 – 8] об эллиптическом включении в бесконечную однородную упругую 
среду. Вариационные оценки упругих свойств были получены Цви Хашином и С. Штрик-
маном [9 – 11], нельзя также не отметить широкое развитие методов асимптотического 
осреднения [1, 11 – 13]. 

Теплопроводность и диффузионные свойства материалов можно оценить на основе 
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подходов, предложенных Дж. Максвеллом [14], лордом Дж. Рэлеем [15], Д. Бруггерманом 
[16], Т. Мори и К. Тонакой [7], а также другими исследователями [16 – 23]. Основным 
недостатком аналитических оценок следует считать их низкую точность для композитов 
со сложной топологией.

Одним из наиболее распространенных методов определения эффективных свойств яв-
ляется конечно-элементная (КЭ) гомогенизация [8, 24, 25]. В основе данного метода 
лежит концепция существования элементарного представительного объема (ЭПО, англ. 
ERV), содержащего всю статистическую информацию относительно распределения и 
морфологии неоднородностей материала. ЭПО материала можно вводить при условиях 
статически однородного распределения характеристик материала и сепарабельности мас-
штабов неоднородностей. На рис. 1. представлены примеры ЭПО для различных типов 
полимерных композиционных материалов.

a) b) c)

d) e)

Рис. 1. Примеры ЭПО для различных типов полимерных композиционных материалов: 
дисперсно-армированный (а – c), однонаправленный волокнистый (d) и тканный (e)

Конечно-элементное (КЭ) моделирование процессов деформирования, теплопередачи, 
диффузии и других процессов применительно к ЭПО позволяет решать две основные 
задачи: 

определять эффективные свойства ЭПО композиционного материала (задача гомоге-
низации); 

получать экстремальные значения полей напряжений гетерогенного ЭПО в целях по-
следующего анализа прочности (задача гетерогенизации).

В основе применяемого в расчетах КЭ-программного комплекса PANTOCRATOR [26] 
для решения краевых задач теории упругости используется уравнение виртуальных работ:

,V S
V V S

dV dV dS⋅ ⋅ = ⋅ + ⋅∫ ∫ ∫ó å f u f u
σ

δ δ δ                                  (1)

где ( ) ;Sδ = ∇δå u fV, fS – заданные объемные и поверхностные силы.
С помощью уравнения (1) можно получить уравнения равновесия ∇ ∙σ+ fV = 0 в объеме 

и статические (силовые) граничные условия .SSσ
⋅ =n fσ

σ

ε

δδε δ
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Для решения стационарных задач теплопроводности используется следующая вариаци-
онная формулировка:

( )

( ) ( ) ( )
II III

,

v
V

S S
S S

T q TdV

n T q TdS n T a T T TdS∞

∇ ⋅ ⋅∇ + δ =  

= ⋅ ⋅∇ + δ + ⋅ ⋅∇ + − δ      

∫

∫ ∫

K

K K
                

(2) 

где qv, qs – объемная и поверхностная плотности теплового потока, соответственно; K – 
тензор коэффициентов теплопроводности; SII, SIII – площади поверхностей, на которых 
заданы граничные условия второго (условие Неймана) и третьего (условие Коши) рода, 
соответственно. 

Использование уравнения (2) позволяет получить уравнение теплопроводности

( ) 0Sn T q⋅ ⋅∇ + =K  

и естественные граничные условия Неймана и Коши:

( ) ( ) ( ), ,S Sn T q n T a T T∞− ⋅ ⋅∇ = − ⋅ ⋅∇ = −K K .

Для определения напряженно-деформированного состояния, соответствующего гомо-
генизированному материалу, использовались осредненные по представительному объему 
значения тензоров деформаций и напряжений, полученных в КЭ решении:

EVREVR

1 ,
V

dV
V

= ∫ε ε                                               (3)

EVREVR

1 .
V

dV
V

= ∫σ σ                                               (4)

Эффективные свойства гомогенизированного материала принимались соответствую-
щими ортотропному упругому материалу, для которого закон Гука можно записать в сле-
дующем виде:

4 ,= ⋅⋅Cε σ                                                   (5)

где C4  – тензор упругих податливостей 4-го ранга, имеющий для ортотропного матери-
ала следующий вид (в собственных осях ортотропии):
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  

                               
(6)

причем 13 31 23 3212 21

1 2 1 3 2 3

, , .v v v vv v
E E E E E E

= = =

Эффективные коэффициенты теплопроводности определяются на основе закона  
Фурье, который для гомогенизированного материала записывается как

С
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,T= − ⋅∇q K                                                   (7)

где 
ERVERV

1

V

TdV
V

= − ⋅∇∫q K  – вектор теплового потока, осредненный по объему; 

ERV ERVERV ERV

1 1

V S

T TdV TdS
V V

∇ = ∇ = −∫ ∫ n  осредненный градиент температуры.

Тензор коэффициентов теплопроводности K  для ортотропного материала имеет вид

1

2

3

0 0
0 0 .
0 0

 λ
 = λ 
 λ 

K                                               (8)

Для определения эффективных упругих свойств гетерогенного материала можно ис-
пользовать три вида граничных условий: 

кинематические –
* ,

uS
= ⋅u rε                                                   (9)

статические –
*

SSσ
⋅ = ⋅ =n n fσ σ                                            (10)

и условия периодичности –
( )

1 2

*
1 2 ,

u uS S
= + ⋅ −u u r rε                                        (11)

где u – вектор перемещений; r – радиус-вектор; * *,ε σ – заданные постоянные сим-
метричные тензоры, соответствующие различным деформируемым состояниям (осевые 
растяжения/сжатия и сдвиги) и различным напряженным состояниям (осевые растяже-
ния/сжатия и сдвиги), соответственно. 

В работах [8, 27, 28] установлено, что при использовании условий периодичности (11) 
удовлетворительная точность достигается при использовании ЭПО, которые включают 
меньшее количество (в 2 – 4 раза) ячеек периодичности, чем при использовании гранич-
ных условий (9), (10).

Для определения эффективных коэффициентов теплопроводности использовались 
граничные условия первого рода (условие Дирихле):

1 2

* *
1 2, ,

S S
T T T T= =                                             (12)

где S1, S2 – поверхности ЭПО, на которых заданы значения температуры *
1T  и *

2 ,T  причем  
* *

1 2 .T T≠
Предполагается, что на границе раздела отдельных компонентов композиционного ма-

териала выполняется условие идеального механического и теплового контакта:

u(i) = u(j); n(i) ∙ σ(i) = n(j) ∙ σ(j),                                      (13)

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ); ,i j i i j jT T T T= ⋅ ⋅∇ = − ⋅ ⋅∇n K n K                           (14)

где верхним индексом (i) отмечены величины, относящиеся к одному компоненту, а ин-
дексом (j) – к другому.

Постановка задачи оптимизации

В общем случае рассматривается композиционный материал, состоящий из матрицы 
и включений, содержащий N различных материалов. В линейной постановке каждый из 
материалов характеризуется упругими свойствами 4Сi, плотностью ρi, теплопроводностью 
Ki и имеет объем Vi, где 1, 1.i N= +  Аналогично можно рассматривать и другие характери-
стики, такие как прочностные, коэффициент диффузии, диэлектрическую проницаемость, 
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удельное сопротивление и т. п. Каждую из перечисленных характеристик можно рассма-
тривать как в качестве целевой функции оптимизируемого материала, так и в качестве 
накладываемых ограничений. 

Для определенности рассмотрим задачу минимизации массы композиционного мате-
риала с заданной топологией микроструктуры, при ограничениях на значения модуля 
Юнга и коэффициента теплопроводности вдоль одной из осей ортотропии:

1

1
min,

N

i i
i

M V
+

=

= ρ →∑                                             (15)

( ) ( )1 1, ,i iE c E K c K≥ ≤                                         (16)

где ci = Vi / V – объемные доли i-й фазы.
Такая задача может возникнуть, например, при проектировании консоли заданной гео-

метрии с ограничением на максимальный прогиб или на частоту собственных колебаний, 
на которую планируется установка чувствительного к температуре датчика. Другие задачи 
оптимизации ставятся аналогичным образом.

Сведение задачи безусловной минимизации функционала (15) к задаче об условной 
минимизации с учетом ограничений (16) можно осуществить одним из методов искус-
ственного интеллекта [29, 30]. Приведем их идеи.

Метод множителей Лагранжа:

( ) ( )
1

1 1 2 1
1

min,
N

i i i i
i

L cV E E c K c K
+

=

   = ρ + λ − + λ − →   ∑                  (17)

где λ1, λ2 – множители Лагранжа.
Метод штрафных функций:

( ) ( )( ) ( )( )
1

1 1 1 2 2 1
1

min,
N

k k
k i i i i i

i
Q c cV r g E E c r g K c K

+

=

= ρ + − + − →∑            (18)

где 1 ,kr  2
kr – коэффициенты метода штрафных функций; ( )( )1 1 ,ig E E c−  ( )( )2 1 ig K c K−  – 

штрафные функции. 
Отдельно упоминания требует семейство генетических алгоритмов оптимизации, по-

зволяющих получать оптимальное решение без априорной информации о поведении це-
левой функции [31].

Выбор метода оптимизации является нетривиальной задачей. Так, при известных зави-
симостях целевой функции и ограничений от параметров системы, в отдельных случаях 
метод множителей Лагранжа позволяет получать аналитическое решение задачи условной 
оптимизации. Что касается широко распространенного класса методов штрафных функ-
ций, то его применение может приводить к «овражистости» рельефа минимизируемого 
функционала. Широкий класс задач позволяет решать метод Недлера – Мида [32, 33], не 
требующий взятия производных. Наиболее же универсальными можно считать генетиче-
ские алгоритмы. Однако, несмотря на многообразие методов оптимизации, в произволь-
ном случае ни один из алгоритмов не гарантирует нахождение глобального экстремума.

Оптимизация дисперсно-армированного композита
 с шарообразными включениями

Рассмотрим задачу минимизации массы дисперсно-армированного композита с шаро-
образными включениями (рис. 1, а – c). В силу симметрии и стохастического располо-
жения включений в матрице, результирующие макросвойства материала можно считать 
изотропными с высокой степенью достоверности. 

Важной задачей является выбор ЭПО, адекватно отражающего структуру и свойства 
рассматриваемого композиционного материала. В случае материалов с хаотично распло-
женными включениями можно рассматривать регуляризованные модели ЭПО. В про-
тивном случае, а именно – для материалов с непериодической структурой, следует рас-
сматривать стохастическую задачу с последующей статической обработкой результатов, 
что существенно повышает трудоемкость и времязатратность определения эффективных 
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свойств. В работе [34] показано, что для случая однонаправленных волокнистых компо-
зиционных материалов максимальные различия между упругими свойствами регуляризо-
ванной модели и модели со случайным расположением армирующих волокон не превы-
шают 10 %. 

Если исходить из условия эквивалентности свойств регуляризованной модели и реаль-
ного дисперсно-армированного композита, то соответствующий ему ЭПО должен обла-
дать следующими свойствами:

объемная доля включений в ЭПО должна совпадать с их концентраций в реальном 
материале;

структура ЭПО должна иметь свойства центральной симметрии. 
В случае с дисперсно-армированным композиционным материалом можно рассмо-

треть три приближения для ЭПО: с единичным включением (см. рис. 1,а), объемно-цен-
трированный кубический (см. рис. 1,b) и гранецентрированный кубический (см. рис. 1,с) 
В данном случае, с точки зрении изотропии эффективных свойств, наиболее адекватной 
моделью будет гранецентрированный кубический ЭПО, однако его использование приве-
дет к существенно большим вычислительным затратам, по сравнению с ЭПО с единич-
ным включением, поэтому для решения задачи оптимизации микроструктуры рассматри-
вался ЭПО с единичным включением.

На рис. 2 представлены варианты КЭ моделей ЭПО с различной объемной долей вклю-
чения. В расчетах использовали трехмерные 20-узловые изопараметрические конечные 
элементы.

Рис. 2. Варианты конечно-элементных моделей ЭПО с различной объемной 
долей включения с (показана 1/8 часть ЭПО); с, %: 5 (а), 25 (b), 50 (с)

Для двухфазных материалов задачу о минимизации массы удобно свести к задаче о 
минимизации объемной доли наиболее плотной фазы, в данном случае – к минимизации 
объемной доли включений. Тогда функционал метода Лагранжа (17) запишется в виде

( ) ( )1 2 min .L c E E c c  = + λ − + λ λ −λ →                             (19)

Минимизацию данного функционала можно выполнить различными способами, таки-
ми как метод градиентного спуска, метод секущих (конечно-разностная аппроксимация 
метода Ньютона), алгоритм Левенберга – Марквардта, и многими другими. В данном 
случае, ввиду гладкости и монотонности зависимости эффективных свойств от объемной 
доли включений, мы применяли метод последовательной аппроксимации, который за-
ключается в аппроксимации функций-ограничений дифференцируемой функцией. Для 
нахождения стационарных точек функционала (19) можно организовать итерационную 
процедуру последовательного вычисления производных, с последующим уточнением ко-
эффициентов аппроксимирующих функций. Такой подход удобен также для поиска на-
чального приближения при использовании других методов.

a) b) c)
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Ввиду линейности постановки, аппроксимационные зависимости модуля Юнга и 
коэффициента теплопроводности можно найти для широкого класса материалов матрицы 
и включения путем введения безразмерных параметров

,m

p p

E Ee e
E E

= =   и  , ,m

p p

l lλ λ
= =
λ λ

где индекс m соответствует параметрам материала матрицы, p – материалу включения. 
На рассматриваемые соотношения налагали требования монотонности во всем диапа-

зоне изменения параметров. Рассмотрены следующие параметры, описывающие исследу-
емые зависимости: 

( ) ( ) ( )2, exp 1 ,EC
E E E E Ee e c A B e D E c F c = − + + +                      (20)

( ) ( ) ( ) 2, exp 1 1 .Cl l c A B l D E G l c F cλ
λ λ λ λ λ λ
   = − + + + +                 (21)

Таблица  1

Значения параметров аппроксимирующих 
функций в двух уравнениях

Параметр 
уравнений

Значение параметра в 
уравнении

(20) (21)
A 32,40 9,85
B 0,13 0,23
C 4,36 2,66
D 2∙10–5 3∙10–6

E 6,69 0,05
F 0,66 1,17
G – 9.00

Коэффициент 
корреляции R2 0,997 0,998

Путем многовариантных вычислитель-
ных экспериментов была создана база рас-
четных вариантов значений эффективного 
модуля Юнга и коэффициента теплопрово-
дности. Параметры моделей (20), (21) были 
определены при помощи метода наимень-
ших квадратов с применением алгоритма 
Левенберга – Марквардта. Значения па-
раметров обеих моделей и коэффициен-
тов корреляции R2 представлены в табл. 1. 
Видно, что для обеих моделей коэффициент 
корреляции близок к единице, что свиде-
тельствует об их адекватности. Результаты 
сравнения исходных данных и их аппрок-
симации показаны на рис. 3.

Таким образом, в случае заданных пара-
метров материалов матрицы и включения 
функционал (19), с учетом уравнений (20), 
(21), запишется в следующем виде: 

Рис. 3. Зависимости эффективных модуля Юнга (a) и коэффициента 
теплопроводности (b) композиционного материала от отношений ē и l 

(см. формулы (20) и (21)), а также от объемной доли включений с.
Точками представлены данные базы расчетных вариантов

a) b)
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( ) ( )2 2
1 21 1 min,E E EL c E A E c F c A E c F cλ λ λ
   = + λ − + + + λ + + −λ →            (22)

где ,EA Aλ  и Eλ  – параметры, зависящие от свойств материалов матрицы и включения:

( )
( )
( )

exp ,

exp ,

1 .

EC
E E E E p

C
p

A A B e D E

A A B l D

E E G l

λ
λ λ λ λ

λ λ λ

 = − + 
 = − + λ 
= +

                                   (23)

Стационарные точки функционала (22) можно найти из следующих условий:

( ) ( )

( )

( )

1 2

2

1

2

2

1 2 2 0,

1 0,

1 0.

E E E

E E E

L A E c F A E c F
c

L E A E c F c

L A E c F c

λ λ λ

λ λ λ

∂
= + λ + + λ + =

∂
∂

= − + + =
∂λ
∂

= + + −λ =
∂λ

                       (24)

Таблица  2

Характеристики рассмотренных 
материалов

Параметр
Значение параметра

Матрица Включение
ρ, кг/м3 1100 2600
Е, ГПа 2,0 70

ν 0,20 0,35
λ, Вт/(м·K) 0,7 0,2

Обозначения : ρ – плотность, Е – модуль Юнга,  
ν, λ – коэффициенты Пуассона и теплопроводности.

Для определенности в качестве материа-
ла матрицы рассмотрим кремнийорганиче-
ское связующее с материалом включений – 
стеклом. Характеристики обоих материалов 
представлены в табл. 2 [29]. В качестве огра-
ничений взяты ограничения на коэффициент  
теплопроводности λ и модуль Юнга  
E: λ ≤ 0,3 Вт / (м ∙ Κ), E ≥ 3 ГПа.

В силу простоты функционала, который 
следует минимизировать, поиск оптималь-
ного соотношения между матрицей и вклю-
чениями можно проиллюстрировать графи-
чески, путем нанесения на один график 
зависимостей от концентрации включений 
эффективных значений параметров матери-
ала, на которые накладываются ограниче-
ния (рис. 4).

Рис. 4. Зависимости эффективных значений коэффициента теплопроводности 
(кривая синего цвета) и модуля Юнга (кривая красного цвета) от концентрации включений
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На основе вышеизложенной оптимизационной процедуры получено оптимальное зна-
чение концентрации стеклянных включений в кремнийорганической матрице композита, 
которое обеспечивает минимальную массу композита при заданных ограничениях; оно 
составляет 21,3 %. 

Важно отметить, что в общем случае нельзя гарантировать существование решения, 
удовлетворяющего всем накладываемым ограничениям. В таком случае решение можно 
найти через замену материалов, изменение структуры композита или смягчение наклады-
ваемых ограничений.

Заключение
В работе представлен и использован подход, позволяющий определять оптимальные 

параметры композиционных материалов при заданных ограничениях на его свойства. 
Подход основан на методе конечно-элементной гомогенизации, который позволяет нахо-
дить эффективные характеристики гетерогенных материалов, а также на методах условной 
оптимизации. В качестве примера решена задача о минимизации плотности композита, 
дисперсно-армированного шаровыми включениями, с ограничениями на модуль упруго-
сти и коэффициент теплопроводности матрицы и включений. Задача условной оптимиза-
ции решалась с использованием метода множителей Лагранжа и метода последовательной 
аппроксимации. Предложены аппроксимирующие зависимости, адекватно описывающие 
изменение эффективного коэффициента теплопроводности и модуля Юнга (коэффици-
ент корреляции R2 ≥ 0,99). 

Разработанный алгоритм можно использовать для многокритериальной оптимизации 
композиционных материалов с различной топологией армирования и послужить основой 
для создания базы данных, чтобы обучать нейронные сети. Этот подход и алгоритм по-
зволят ускорить поиск начального приближения задачи оптимизации. 
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