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Аннотация. Статья посвящена сравнению эффективности двух методов реализации 
модального управления для активного гашения колебаний распределенных упругих 
систем: метода модальных фильтров, предполагающего линейное преобразование 
измеренных и управляющих сигналов, и метода наблюдателей, использующих 
модель объекта для восстановления вектора состояния по результатам измерений. 
Для этого численно решается задача (в двух постановках) гашения вынужденных 
изгибных колебаний тонкой металлической балки на нескольких низших резонансах 
с помощью пьезоэлектрических сенсоров и актуаторов. Полученные результаты 
показали бесспорное преимущество метода наблюдателей перед методом модальных 
фильтров. Проанализированы эффекты передачи сигнала в контуре управления, 
возникающие в реальных системах, но не принимаемые, как правило, во внимание 
в численных исследованиях. Установлено, что эти эффекты существенно влияют на 
эффективность синтезируемых систем управления, поэтому их необходимо учитывать 
при моделировании.
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Abstract. The article compares the efficiency of two methods for implementing modal con-

trol for active vibration suppression of distributed elastic systems. The former is the modal filter 
method, which implies a linear transformation of measured and control signals; the latter is the 
method of modal observers, which uses the object model to reconstruct the state vector from 
the measurement signals. For this purpose, the problem of suppression of forced bending vibra-
tions of a thin metal beam at several lower resonance frequencies has been solved numerically 
for two different objects. The simulation results showed an undeniable advantage of the observ-
er method over the modal filter one. The inherent effects of signal transmission in the control 
loop, occurring in real systems but usually neglected in numerical studies were analyzed. It was 
established that these phenomena had a significant impact on the efficiency of the synthesized 
control systems. Therefore, they must be taken into account in numerical simulations.
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Введение

В последние десятилетия динамично развивается такая область техники, как активное 
управление колебаниями распределенных упругих систем. Подобные задачи встречаются 
во многих сферах: строительстве, робототехнике, машиностроении, автомобилестроении, 
аэрокосмической отрасли и т. п. Зачастую проблема управления формулируется как зада-
ча гашения вынужденных колебаний объекта, поскольку такие колебания могут ухудшать 
эксплуатационные характеристики конструкции, вызывать нежелательный шум и даже 
служить причиной ее повреждения и выхода из строя. Рассмотрению указанной задачи и 
посвящена данная работа.

Активное управление с обратной связью механическими колебаниями упругих систем 
подразумевает наличие в системе управления (СУ) сенсоров (датчиков), сигнал которых 
служит входом для СУ, и актуаторов (приводов), прикладывающих к объекту управляю-
щее воздействие, которое является выходом СУ. Для данных целей широкое распростра-
нение получили пьезоэлектрические элементы, способные выполнять функции сенсоров 
и актуаторов благодаря прямому и обратному пьезоэффектам. Такие элементы просты и 
удобны в использовании, легко принимают нужную форму и могут работать в широком 
диапазоне частот, что делает их очень привлекательными для задач активного управления 
колебаниями. Именно такие сенсоры и актуаторы в виде пьезопластин, покрытых элек-
тродами и наклеиваемых на объект управления (металлическую балку), рассматриваются 
в данной работе.

В предыдущих работах авторов проводилось экспериментальное [1] и численное  
[2, 3] сравнение различных методов активного управления на примере задачи гашения 
вынужденных изгибных колебаний тонкой металлической балки в диапазоне частот, 
включающем две низшие резонансные частоты. Рассматривались локальный подход (каж-
дый контур управления содержит один сенсор и один актуатор, расположенные с двух 
сторон балки в одной и той же области), модальный подход (каждый контур управления 
соответствует определенной форме колебаний и использует все имеющиеся сенсоры и 
актуаторы), а также метод управления формой (используется только один контур управ-
ления, настроенный таким образом, чтобы компенсировать известную форму внешнего 
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возмущения). Результаты исследований свидетельствуют о том, что при необходимости 
гасить вынужденные колебания объекта на нескольких резонансных частотах наибольшей 
эффективностью среди перечисленных обладает модальный подход.

В упомянутых исследованиях, при реализации модального подхода, для разделения 
форм колебаний в СУ авторами был использован метод модальных фильтров, т. е. ма-
триц, задающих линейное преобразование измеренных и управляющих сигналов. Данная 
процедура позволяет «отфильтровывать» ненужные формы, для того чтобы обеспечивать 
соответствие каждого контура управления одной определенной форме колебаний объекта. 
Такой способ прост в применении, однако его эффективность ограничена, особенно в 
случае использования малого количества сенсоров и актуаторов. Существует другой, бо-
лее продвинутый метод разделения форм в контурах управления – метод наблюдателей. 
Он предполагает использование модели объекта для восстановления вектора состояния 
по результатам измерений, и за счет этого должен обеспечивать более эффективное раз-
деление форм. Однако данный подход также не решает полностью основную пробле-
му модального управления – спилловер-эффект, т. е. перетекание энергии на высшие  
неуправляемые формы [4], что может привести к дестабилизации замкнутой системы. 

Основная задача данной работы состоит в том, чтобы сравнить в одинаковых условиях 
два описанных метода реализации модального управления: метод модальных фильтров и 
метод наблюдателей.

Особенностью данного численного исследования является максимальная приближен-
ность постановки задачи к условиям эксперимента, а именно – учет эффектов передачи 
сигнала в контуре управления, неотъемлемых в реальных системах. Приняты во внимание 
такие эффекты, как сдвиг фазы и изменение амплитуды управляющего сигнала, кото-
рые возникают вследствие запаздывания и наличия дополнительных элементов в контуре 
управления.

Как правило, при численном моделировании указанные эффекты не учитываются  
[5, 6], однако настоящее исследование с убедительностью доказывает, что они существен-
но влияют на результат синтеза СУ и ее эффективность, и потому их непременно следует 
учитывать в численных исследованиях, если их конечной целью является эксперимен-
тальная реализация рассматриваемых систем.

Теоретические основы рассматриваемых подходов

Истоки модального подхода восходят к началу 1960-х годов, когда его основные прин-
ципы были впервые сформулированы в статье [7]. Затем предложенный метод был развит 
в работах [8, 9]. В настоящее время модальный подход уже можно назвать классическим: 
он хорошо изучен и используется в разных областях техники [10 – 12]. При реализации 
этого подхода используют как метод модальных фильтров (для распределенных сенсоров 
и актуаторов [13, 14] или их дискретных систем [15, 16]), так и метод наблюдателей [5, 
17, 18].

В данном разделе дается общая формулировка указанных методов, а также разъясня-
ются особенности их использования в рамках настоящего исследования.

Метод модальных фильтров. Рассмотрим задачу управления изгибными колебаниями 
балок с помощью пьезоэлектрических сенсоров и актуаторов. Представим поперечное 
смещение точек балки w(x, t) в виде разложения по собственным формам:

( ) ( ) ( )
1

, ,
n

i i
i

w x t X x q t
=

=∑                                          (1)

где n – число собственных форм колебаний балки, учитываемых в модели; Xi(x) – соб-
ственные формы колебаний; qi(t) – обобщенные координаты.

Запишем в матричной форме уравнения колебаний балки для собственных форм:
22 ,c dq q q Q Q+ ξΩ +Ω = +                                         (2)

где qn×1(t) – вектор обобщенных координат длиной n; Ωn×n – диагональная матрица соб-
ственных частот колебаний балки; ξ – скалярный коэффициент демпфирования (для 
простоты принимаем его одинаковым для всех форм); ( ) ( )1 1,c d

n nQ t Q t× ×  – векторы обоб-
щенных сил, соответствующие управлению и внешнему возмущению.



163

Механика

Для простоты предположим, что число сенсоров и актуаторов одинаково и равно  
m (m ≤ n). Их работа описывается следующими уравнениями:

1 1,
s

m m n ny q× × ×= Θ                                                (3)

1 1,
c a
n n m mQ u× × ×= Θ                                                (4)

где ym×1(t) – вектор сигналов сенсоров; um×1(t) – вектор управляющих сигналов, подавае-
мых на актуаторы; ,s a

m n n m× ×Θ Θ  – матрицы влияния для сенсоров и для актуаторов (они 
показывают, насколько интенсивно каждый сенсор реагирует на каждую из форм колеба-
ний, а каждый актуатор возбуждает каждую из форм).

В задачах, рассматриваемых в статье, сенсоры и актуаторы расположены согласованно: 
парами сенсор-актуатор по обеим сторонам балки. Это означает, что матрицы влияния 
также взаимосвязаны:

( ) ,
Ta as s

n m m nk× ×Θ = Θ = Θ                                            (5)

где kas – скалярный коэффициент, зависящий от физических и геометрических параме-
тров сенсоров и актуаторов.

Числовые значения элементов матриц влияния зависят от того, как актуаторы и сен-
соры расположены на объекте управления. Существуют критерии, позволяющие опти-
мизировать места установки данных элементов – эти критерии формулируются как раз 
для матрицы Θ. Например, в статьях [6, 17] предлагается максимизировать минимальное 
сингулярное число матрицы Θ, или же минимальное собственное число матрицы ΘTΘ, 
что по сути означает то же самое. 

В настоящем исследовании пьезоэлементы размещаются на балке таким образом, что-
бы максимизировать их влияние на первую и вторую собственные формы колебаний бал-
ки, поскольку задача управления состоит в гашении колебаний именно по двум низшим 
формам.

Наконец, мы подошли к определению модальных фильтров. Модальные фильтры – 
это матрицы, задающие линейные преобразования измеренных и управляющих сигналов 
и обеспечивающие соответствие каждого контура управления определенной форме коле-
баний объекта.

Будем считать, что управление ведется по k формам. За обработку измеренных сигна-
лов отвечает матрица T – анализатор форм:

1 1ˆ ,k k m mq T y× × ×=                                                  (6)

где ( )1ˆkq t×  – вектор оценок k низших обобщенных координат qi(t).
Управляющие воздействия задаются в соответствии с матрицей F – синтезатором форм:

1 1
ˆ ,m m k ku F Q× × ×=                                                 (7)

где ( )1
ˆ

kQ t×  – вектор желаемых управляющих воздействий на k низших собственных форм. 
Поскольку мы рассматриваем именно модальное управление, вектор желаемых воздей-

ствий зависит от вектора оценок обобщенных координат следующим образом:

1 1
ˆ ˆ ,k k k kQ R q× × ×= −                                                (8)

где Rk×k – диагональная матрица коэффициентов усиления.
Элементы данной матрицы в общем случае задают законы управления в каждом конту-

ре, поэтому их можно записать как функции комплексной переменной s:

( ).ii iR R s=                                                    (9)

Очевидно, что в простейшем случае k = m = n матрицы T и F должны определяться 
следующим образом:
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( ) ( )1 1
, .s aT F

− −
= Θ = Θ                                          (10)

Это будет означать выполнение равенств

ˆˆ , .cq q Q Q= =  

Однако обычно при управлении распределенными системами число форм n, которые 
необходимо учитывать, превышает число сенсоров и актуаторов m, а число форм k, по 
которым ведется управление, также может отличаться от данных чисел. 

В таком случае можно представить матрицы влияния в следующем виде:

( )
( )

, ,
a
k ms s s a

am n m k n mm n k
n k m

×
× × ×× −

− ×

 Θ
 Θ = Θ Θ Θ =    Θ  





                            (11)

а анализатор и синтезатор форм при этом будут определяться как псевдообратные соот-
ветствующим компонентам матриц влияния:

( ) ( ), .s a
k m m k m k k mT F

+ +

× × × ×= Θ = Θ                                     (12)

Именно такой метод определения модальных фильтров использован в данной работе. 
Например, в случае управления по двум низшим формам колебаний с помощью двух пар 
сенсор-актуатор (k = m = 2), описанный метод гарантирует, что первая форма колебаний 
не возбуждается и не воздействует на первый контур управления, а вторая – на второй 
контур. 

Однако более высокие формы колебаний будут как возбуждаться, так и воздействовать 
на оба контура управления. Это явление носит название спилловер-эффекта (перетека-
ние энергии на высшие формы) и является основным препятствием, ограничивающим 
эффективность модального управления.

Необходимо отметить, что ранее авторами был предложен алгоритм, получивший на-
звание метода экспериментальной идентификации [19]: он позволяет экспериментально 
реализовать описанный способ определения модальных фильтров.

Между тем существуют и другие способы задания матриц T и F. Первый из них [20] 
близок к уже рассмотренному:

( )
( )

( ) ( ), .k ms a
m n n m m k m n k

n k m

T
F FT

+ +×
× × × × −

− ×

 
 Θ = Θ =     





                         (13)

Можно также определять анализатор форм T через аппроксимацию функции смеще-
ния точек балки w(x, t), применяя значения смещения, измеренные сенсорами [20] (при 
использовании пьезопластин, измеряющих и воздействующих на кривизну балки, пра-
вильнее аппроксимировать функцию кривизны w΄΄(x, t)); аналогично можно определять и 
синтезатор форм F.

Предложенный метод можно приближенно описывать следующими формулами:

( ) ( ), ,
T Ts s a a

k m k k m k m k k m k kT M F M× × × × × ×= Θ = Θ                         (14)

где ,s a
k k k kM M× ×  – некоторые диагональные матрицы, элементы которых задают степень 

возбуждения и реагирования системы управления на отдельные формы. 
При увеличении числа сенсоров и актуаторов (если они стремятся покрыть всю по-

верхность объекта управления) рассмотренные методы приводят к одинаковым результа-
там, поскольку собственные формы колебаний упругого тела ортогональны.

К достоинствам метода модальных фильтров следует отнести простоту его реализа-
ции, а также отсутствие явления дестабилизации высших форм колебаний объекта вслед-
ствие спилловер-эффекта, в случае использования достаточно большого числа сенсоров и 
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актуаторов [20]. Но при малом числе сенсоров и актуаторов указанный эффект в такой 
системе все же опасен и может вызывать неустойчивость высших форм.

Метод наблюдателей. Для описания метода необходимо представить систему (2) в про-
странстве состояний:

,n nq Aq Bu Dd= + +                                            (15)

где qn – вектор состояния системы, связанный с вектором обобщенных координат из (2) 
следующим образом:

( )1 1 ;Tn
n nq q q q q= … …                                   (16)

d – вектор внешних воздействий длиной ,m  а матрица D имеет вид

0
,n m

n m

D
D

×

×

 
=  
 

                                                (17)

так что выполняется следующее равенство:

1 1.
d

n m m nD d Q× × ×=                                                (18)

Остальные матрицы, использованные в уравнении (15), также можно выразить через 
матрицы из уравнений (2) и (4):

2

0 0
, ,

2
n n n n n m

a
n n n n n m

I
A B× × ×

× × ×

   
= =   −Ω − ξΩ Θ   

                               (19)

где 0n×n и 0n×m – матрицы, состоящие из нулей; In×n – единичная матрица.
Аналогичным образом записывается уравнение для сигналов сенсоров:

0 .n s n
m n m ny Cq q× × = = Θ                                         (20)

Для того чтобы сформулировать законы работы наблюдателей, перепишем уравнения 
(15) и (20), разделив систему на две части. При этом будем считать, что наблюдение осу-
ществляется по тем же k низшим формам колебаний, по которым ведется управление  
(k < n):

( ) ( ) ( )1 1 1 ,k kq A q B u D d= + +                                         (21)

( ) ( ) ( )2 2 2 ,n k n kq A q B u D d− −= + +                                      (22)

( ) ( )1 2 .k n ky C q C q −= +                                            (23)

Здесь вместо одного вектора состояния появляется два:

( )1 1 ,Tk
k kq q q q q=  

                                    (24)

( )1 1 ,Tn k
k n k nq q q q q−
+ +=  
                                 (25)

и соответствующим образом на две части разделятся матрицы из уравнений (15) и (20). 
Далее сформулируем закон работы наблюдателей в предположении, что матрицы A(1), B(1), 
C(1) известны:

( ) ( ) ( )( )1 1 1ˆ ˆ ˆ .q A q B u L y C q= + + −                                     (26)

Здесь 2 1ˆ kq ×  – оценка вектора состояния qk, или вектор оценок k первых обобщенных 
координат и скоростей.

Предположим, что закон управления задан по аналогии с уравнениями (7), (8) с посто-
янной матрицей управления R:
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1 1 2 2 1
ˆ ˆ .m m k k m k k k ku F Q F R q× × × × × ×= = −                                     (27)

Заметим, что здесь, в отличие от формулы (8), матрица R является не квадратной, а 
прямоугольной (размер k × 2k), поскольку вектор q̂  содержит оценки не только обобщен-
ных координат, но и скоростей. 

Для записи общего уравнения для всей замкнутой системы введем вектор ошибок на-
блюдения e2k×1 и перепишем уравнения (21), (22), (26) и (27):

( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

1 1 1 1

2 2 2

1 1 2 1

ˆ ,

,

,

,

.

k

k

k k

n k n k k

n k

e q q

u FR q e

q A B FR q B FRe D d

q A q B FR q e D d

e A LC e LC q D d

− −

−

= −

= − +

= − − +

= − + +

= − + −







                             

(28)

  

(29)

  

(30)

  
(31)

  (32)

Таким образом, уравнение всей системы можно записать в следующем виде:

,q Aq Dd= +                                                 (33)

где введены следующие обозначения:

( )
( ) ( )

( )
( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

1 1 1
2 2

2 2 2

2 1 1
2 2

1

2

1

,

0

,

0

.

Tk n k

k n k

k k

q q q e

A B FR B FR

A B FR A B FR

LC A LC

D

D D

D

−

× −

×

=

 − −
 
 = − −
 
 −
 

 
 

=  
 
−  

                            

(34)

  
(35)

  

(36)

Можно заметить, что в случае, если k = n, вторая строка и второй столбец матрицы 
замкнутой системы A  исчезают и полюса системы задаются двумя матрицами:

 ( ) ( )1 1
11A A B FR= −  и ( ) ( )1 1

33 .A A LC= −  

Таким образом, задачи наблюдения и управления разделяются, и можно независимо 
синтезировать матрицы L и R, исходя из требуемых свойств замкнутой системы. Наличие 
же высших неуправляемых форм (при k < n) сразу же усложняет задачу: появляется уже 
упомянутый ранее спилловер-эффект. Можно выделить у этого эффекта две части: первая 
– ошибка наблюдения (observation spillover), которая возникает из-за активизации выс-
ших форм, за нее отвечает компонент матрицы ( )2

32 ;A LC=  вторая – ошибка управления 
(control spillover), т. е. возбуждение системой управления высших форм, она выражается 
компонентами матрицы 

( )2
21 23 .A A B FR= = −  

Спилловер-эффект мешает работе системы управления и ограничивает ее эффектив-
ность, в том числе он способен привести к дестабилизации замкнутой системы.

Очевидно, что если динамика системы с управлением описывается уравнением (33) с 
матрицей (35), то данное описание позволяет явно находить решение во временной или 
частотной области, а также анализировать устойчивость системы по собственным числам 
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матрицы .A  Однако такой способ годится только в том случае, когда матрица управления 
R постоянна, т. е. ее компоненты не зависят от комплексной переменной s. В реальных 
же условиях, в отличие от теоретических моделей, в контуре управления всегда есть за-
паздывание, которое можно описать как раз заданием зависимости R(s). Также в контуре 
управления могут присутствовать дополнительные элементы, такие как фильтры нижних 
частот и усилители, имеющие свои амплитудно- и фазочастотные характеристики, что 
также влияет на передаточные функции (ПФ) в контурах управления.

В таком случае для вычисления динамического отклика системы при использовании 
наблюдателей можно применять следующие формулы для отображений Лапласа перемен-
ных, введенных ранее:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )

11 1 1
2

11 1 1
2

1
2

ˆ ,

ˆ ,

,

.

k

k

n

q s sI A LC B FR s Ly s

u s FR s q s K s y s

K s FR s sI A LC B FR s L

q s sI A BK s C Dd s

−

−

−

= − + +

= − = −

= − + +

= − +

                      

(37)

  

(38)

  
(39)

  (40)

В настоящей работе в моделях объекта, используемых в наблюдателях, матрица R счи-
тается постоянной. Это допущение необходимо, в том числе, для возможности анализа 
устойчивости наблюдения по матрице Aobs:

( ) ( ) ( )1 1 1 .obsA A LC B FR= − −                                       (41)

Таким образом, в работе наблюдателя не учитываются перечисленные дополнительные 
эффекты, влияющие на передачу сигнала в контурах управления, в то время как в общей 
модели системы эти эффекты учтены. Одна из задач настоящего исследования как раз и 
состоит в том, чтобы проанализировать, как указанные эффекты влияют на эффектив-
ность управления с наблюдателями.

Рассмотрим подробнее структуру матрицы наблюдения L и матрицы управления R. По-
скольку мы используем модальный подход, эти матрицы должны обеспечивать раздельное 
управление различными формами колебаний объекта. Для этого зададим матрицы следу-
ющим образом:

2 2, ,
L

R Rdk k
k k k m k k k k k kLd

k k

K
L T R K K

K
×

× × × × ×
×

 
 = =   

 
                            (42)

где Tk×m – анализатор форм; , , ,L Ld R Rd
k k k k k k k kK K K K× × × ×  – диагональные матрицы с элементами   

, ,L Ld R
i i iK K K  и ,Rd

iK  i = 1, 2, …, k. 
Элементы R

iK  и Rd
iK  показывают, как управляющее воздействие на i-ю форму зави-

сит от оценок i-й обобщенной координаты и скорости; элементы L
iK  и Ld

iK  отражают 
влияние ошибки оценивания i-й обобщенной координаты на динамику оценок i-й обоб-
щенной координаты и скорости. Указанная ошибка получена из ошибок определения из-
меряемых сигналов ŷ y−  с помощью линейного преобразования, заданного матрицей T. 

Стоит отметить, что в наблюдении и управлении участвуют матрицы, введенные ра-
нее при рассмотрении метода модальных фильтров. Это матрица-анализатор и матрица- 
синтезатор форм T и F (см. уравнения (27) и (42)). Они осуществляют ту же самую функ-
цию – разделение форм колебаний объекта в системе управления; их можно определить 
теми же способами, которые изложены в разделе «Метод модальных фильтров».

Подводя итог, необходимо отметить, что метод наблюдателей более сложен в при-
менении, чем метод модальных фильтров, и можно ожидать, что он обеспечит более 
точную оценку обобщенных координат, поскольку для решения данной задачи метод 
наблюдателей предполагает использование модели объекта управления. Более того, метод 
наблюдателей в целях повышения эффективности можно дополнительно усложнить за 
счет расширения вектора оцениваемых переменных или использования распределенных 
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наблюдателей, а также нелинейных методов управления [21 – 24].

Шарнирно-опертая балка

Первая часть исследования посвящена созданию модальных СУ для гашения коле-
баний шарнирно-опертой балки. Для системы, рассмотренной в данном разделе, задача 
синтеза СУ с помощью модальных фильтров решена в статье [25] одного из авторов на-
стоящего исследования.

Итак, рассматривается шарнирно-опертая алюминиевая балка сечением 3 × 35 мм и 
длиной 1 м, совершающая изгибные колебания в плоскости xz (рис. 1). 

Рис. 1. Схематичное изображение шарнирно-опертой балки
 с сенсорами и актуаторами; l – длина балки, M0 – внешний изгибающий момент 

К балке в сечении с координатой x0 = 0,4 м приложено внешнее гармоническое возму-
щающее воздействие – изгибающий момент величиной M0 = 0,1 Н·м. Система управле-
ния включает в себя два сенсора и два актуатора, представляющих собой тонкие прямо-
угольные пьезоэлектрические пластинки размером 50 × 30 мм, покрытые электродами и 
приклеенные к балке парами сенсор-актуатор на двух участках. 

Задача системы управления состоит в том, чтобы погасить вынужденные изгибные 
колебания балки в диапазоне частот, включающем две низшие резонансные частоты ко-
лебаний. В численной модели балки учитывается n = 33 низших формы колебаний.

В соответствии с целью управления выбираются координаты сенсоров и актуаторов 
на балке: они расположены симметрично относительно середины балки таким образом, 
чтобы эффективно реагировать и воздействовать на первую и вторую формы изгибных 
колебаний. Для этого было принято решение разместить их равномерно, на расстояниях 
l/3 = 0,333 м от концов балки.

Рассмотрим этапы синтеза модальной СУ методом модальных фильтров. Сперва не-
обходимо задать эти модальные фильтры, т. е. матрицы T и F (анализатор и синтезатор 
форм). Они заданы через обращение компонент матриц влияния, в соответствии с фор-
мулой (12) для простейшего случая k = m = 2; результат приведен в статье [25]. Следующий 
этап – задание законов управления для каждого контура. На этом этапе варьировались 
коэффициенты ПФ в контурах управления с помощью процедуры оптимизации [3, 26] 
и определялись наиболее эффективные из них. При этом отслеживалось условие устой-
чивости замкнутой системы с помощью критерия Найквиста для случая двух контуров 
управления [2].

Синтез модальной системы управления с наблюдателями состоял из аналогичных эта-
пов. Во-первых, необходимо было задать матрицы T и F – они были заданы точно таким 
же образом. Во-вторых, следовало задать матрицы наблюдения L и управления R: их 
структура выбиралась в соответствии с формулой (42), поэтому оставалось определить 
только диагональные элементы матриц 2 2 2 2 2 2, ,L Ld RK K K× × ×  и 2 2 ,RdK ×  для чего опять же исполь-
зовалась упомянутая выше процедура оптимизации.

Заметим, что для первой задачи – синтеза СУ методом модальных фильтров – в 
контурах управления учитывались особенности эксперимента, т. е. запаздывание по фазе 
и снижение амплитуды сигнала на высших частотах. Эти явления моделируются следую-
щим звеном ПФ:

( ) 1 .
1 0,0005

delR s
s

=
+

                                          (43)



169

Механика

Данное звено входило в общие ПФ контуров управления, полученные методом опти-
мизации. 

Вторая задача – синтез СУ с использованием наблюдателей – решается в двух вариан-
тах: с учетом и без учета запаздывания (43). В случае, когда запаздывание не учитывается, 
замкнутая система допускает описание (33) с матрицей (35), в то время как при учете 
запаздывания задача описания системы становится более сложной, и для этого исполь-
зуются уравнения (37) – (40). При этом в модели системы, используемой в наблюдателе, 
матрица R, как было отмечено ранее, считается постоянной.

ПФ в контурах управления для метода модальных фильтров приведены в работе [25]. 
Далее приводятся оптимальные параметры СУ для метода наблюдателей. Для случая, ког-
да запаздывание не учитывается, параметры имеют вид

{ } { }
{ }2 2

diag 0,75 3,60 , diag 155 2650 ,
0 , diag 195 640 .

L Ld

R Rd

K K
K K×

 = = − −
 = =

                    (44)

Если запаздывание учитывается, то

{ } { }
{ }2 2

diag 0,015 2,000 , diag 163 2600 ,
0 , diag 3600 1120 .

L Ld

R Rd

K K
K K×

 = = − −
 = =

                  (45)

Перейдем к сравнению результатов, полученных для различных систем управления. На 
рис. 2 представлены амплитудно-частотные характеристики замкнутой системы с различ-
ными вариантами управления, в диапазоне частот от 0 до 40 Гц. 

В качестве контролируемой величины используется интенсивность колебаний балки E 
в установившемся режиме, определяемая следующим образом:

( ) 2

0

1 , .
l

E w x t dx
l

= ∫                                            (46)

Рис. 2. Амплитудно-частотная характеристика шарнирно-опертой балки
 без управления (кривая 1), с управлением методом модальных фильтров (2)

 и методом наблюдателей без учета (3) и с учетом (4) запаздывания 
в контуре управления

Результаты гашения вынужденных колебаний на первом (I) и втором (II) резонансах 
для различных систем управления представлены в табл. 1.
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                                       Таблица  1

Снижение резонансных амплитуд колебаний 
шарнирно-опертой балки для различных систем управления

Система управления
Снижение амплитуды, 

дБ, на резонансе
I (ΔE1) II (ΔE2) 

С модальными фильтрами –15,9 –16,2
   С наблюдателями: 

без учета запаздывания
с его учетом

–26,0
–32,6

–25,1
–24,1

Анализ данных на рис. 2 и в табл. 1 приводит к заключению, что метод наблюдате-
лей (кривые 3, 4) значительно эффективнее, чем метод модальных фильтров (кривая 2). 
При этом учет запаздывания в контуре управления оказывает существенное влияние на 
результат: если вблизи второго резонанса это влияние оказывается небольшим, то на 
первом оно приводит к сильному изменению амплитуды колебаний, повышая эффектив-
ность управления.

Упругозащемленная балка

Вторая часть исследования посвящена созданию модальных систем управления ко-
лебаниями другой упругой системы – балки, упруго защемленной в промежуточном се-
чении. Это численное исследование логически продолжает эксперимент, проведенный 
авторами ранее [1].

Постановка задачи повторяет использованную в эксперименте. Схема установки по-
казана на рис. 3. Алюминиевая балка 1 сечением 3 × 35 мм и длиной 70 см расположе-
на вертикально и закреплена в одной точке на расстоянии 10 см от нижнего конца. В 
конструкцию закрепления, соединяющую балку с неподвижным основанием 3, входит 
пьезоэлектрический стержень-толкатель 2, продольные колебания которого вызывают 
вибрацию опоры, выступающую в роли внешнего возбуждения. 

В состав системы управления входят две пары сенсор-актуатор (4 – сенсоры, 5 – ак-
туаторы), такие же, как в задаче, рассмотренной в разделе «Шарнирно-опертая балка». 

Цель системы управления, как и ранее, – гашение изгибных колебаний балки на пер-
вом (I) и втором (II) резонансах. Расположение сенсоров и актуаторов на балке выбрано 
в соответствии с указанной целью [1].

Рис. 3. Схема экспериментальной установки:
1 – алюминиевая балка; 2 – пьезоэлектрический стержень-толкатель; 

3 – неподвижное основание; 4 – сенсоры; 5 – актуаторы; 
6 – дискретный контроллер; 7 – фильтры нижних частот; 8 – усилители 
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Помимо дискретного контроллера 6, преобразующего измеренные сигналы в управ-
ляющие, в цепь управления входят дополнительные элементы – фильтры нижних частот 
7 и усилители 8. Фильтры сглаживают высокочастотные составляющие сигнала, возни-
кающие из-за его дискретизации в контроллере, и в целом повышают устойчивость зам-
кнутой системы; усилители увеличивают амплитуду управляющего сигнала перед подачей 
на актуаторы в 25 раз. Кроме этого, необходимо также учитывать изменения сигнала в 
цепи управления, возникающие из-за релаксации заряда пьезосенсоров при измерении 
напряжения на них и проявляющееся на низких частотах. Этот эффект был обнаружен 
экспериментально и затем учтен при моделировании.

На рис. 4 показаны логарифмические амплитудные и фазовые частотные характеристи-
ки фильтров, усилителей и пьезосенсоров, поскольку все они влияют на передачу сигнала 
в цепи управления, а значит, их необходимо учитывать в модели системы.

Рис. 4. Амплитудно-частотные (a, с, e) и фазочастотные (b, d, f) характеристики элементов 
цепи управления, влияющих на передачу сигнала: фильтров нижних частот (a, b), усилителей 

(c, d) и пьезосенсоров (e, f) 

a) c) e)

b) d) f)

Численное моделирование замкнутой системы осуществляется в несколько этапов. 
Во-первых, создается трехмерная модель балки с пьезоэлементами и конструкцией за-

крепления в пакете ANSYS, гармонический анализ которой позволяет получать различ-
ные амплитудно- и фазочастотные характеристики объекта. В настоящем исследовании 
используется конечно-элементная (КЭ) модель, содержащая 3 534 элемента и 21 088  
узлов; коэффициент демпфирования в такой модели принят одинаковым для всех форм: 
ξ = 0,002. 

Более подробно КЭ-модель описана в работах [2, 26]; там же приведено сравнение 
результатов КЭ-расчетов и эксперимента, показавшее высокую точность используемой 
модели. 

На втором этапе моделирования для каждого варианта тестируемой системы управле-
ния задаются ее параметры и определяются амплитудно- и фазочастотные характеристи-
ки, после чего в результате комбинирования полученных характеристик [2] вычисляются 
частотные характеристики замкнутой системы. Для определения эффективности управле-
ния анализируется амплитуда колебаний точки на верхнем конце балки.

Результаты работы систем управления, синтезированных ранее с помощью процедуры 
оптимизации и основанных на методе модальных фильтров, приведены в работах [3, 26]. 
При создании СУ методом наблюдателей было принято решение управлять не по двум, 
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а по трем низшим формам (k = 3), при этом количество сенсоров и актуаторов и их рас-
положение на балке остаются такими же, как и для метода модальных фильтров (m = 2). 
Это можно считать неоспоримым достоинством метода наблюдателей: модель системы в 
контуре наблюдения может быть сколь угодно сложной, даже при малом числе исполь-
зуемых сенсоров и актуаторов. В методе же модальных фильтров это число накладывает 
ограничение на количество форм колебаний, управляемых независимо: k ≤ m.

Для СУ с наблюдателями, матрицы T и F задавались в соответствии с формулой (12):

6

0,38 0,28
8,16 28,48 49,17

1,32 2,84 10 , .
6,06 61,12 47,54

2,29 2,21
T F−

 
−  = − ⋅ =       

                   (47)

Матрицы наблюдения L и управления R, полученные с помощью процедуры оптими-
зации, имеют следующую структуру (с учетом вида обеих матриц (42)):

{ } { }
{ }3 3

diag 90 5,08 2 , diag 4280 4920 4660 ,
0 , diag 9800 610 3600 .

L Ld

R Rd

K K
K K×

 = − = − − −
 = =

           (48)

На рис. 5 представлены результаты гашения колебаний балки с помощью различных 
систем управления, а именно – амплитудно-частотные характеристики замкнутой систе-
мы, где в качестве отслеживаемой величины выступает амплитуда колебаний точки на 
верхнем конце балки, в диапазоне частот от 0 до 300 Гц.

Рис. 5. Амплитудно-частотные характеристики упругозащемленной 
балки без использования системы управления (кривая 1), 

а также с управлением, основанном на методах
модальных фильтров (2) и наблюдателей (3) 

В табл. 2 приведены результаты гашения вынужденных колебаний балки для различ-
ных систем управления на резонансах с первого (I) по пятый (V). Следует отметить, что 
в задачу первой СУ входило управление только по двум низшим формам, а второй – по 
трем, однако, как оказалось, данные системы могут работать и на более высоких резо-
нансах.

Из данных на рис. 5 и в табл. 2 видно, что метод наблюдателей, как и в случае шарнир-
но-опертой балки, оказывается эффективнее метода модальных фильтров: он приводит к 
большему снижению амплитуды вынужденных колебаний балки не только на первом (I) 
и втором (II), но также и на нескольких последующих резонансах.
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Таблица  2

Снижение резонансных амплитуд колебаний 
упругозащемленной балки для различных систем управления

Система управления
Снижение амплитуды, дБ, на резонансе

I (Δy1) II (Δy2) III (Δy3) IV (Δy4) V (Δy5)
С модальными 

фильтрами –31,96 –31,06 +11,42 –8,73 –14,72

С наблюдателями –36,50 –36,52 –22,85 –15,94 –24,51

Заключение

В работе было проведено численное сравнение двух методов реализации модального 
управления колебаниями распределенных систем: метода модальных фильтров и метода 
наблюдателей. Показано, что второй метод позволяет создать более эффективные систе-
мы управления, чем первый, приводящие к большему снижению амплитуд вынужденных 
колебаний объекта на большем числе резонансных частот. При этом важным преимуще-
ством метода наблюдателей является простота синтеза управления: вместо задания гро-
моздких передаточных функций можно обойтись оптимизацией элементов нескольких 
диагональных матриц.

Кроме того, было исследовано влияние запаздывания в контуре управления, возника-
ющего в реальных системах, в том числе ввиду наличия в цепи управления дополнитель-
ных элементов (таких как фильтры и усилители), на результат синтеза модальной системы 
управления с наблюдателями. Было показано, что такое влияние существенно, поэтому в 
численных моделях необходимо учитывать данные эффекты.

Для дальнейшего численного исследования интересными представляются несколько 
направлений: поиск оптимального способа задания матриц – синтезатора и анализато-
ра форм, модификация наблюдателя путем расширения вектора наблюдений, а также 
использование нелинейных законов наблюдения и управления. Перспективной видится 
также задача экспериментального подтверждения результатов сравнения эффективности 
различных методов реализации модального управления, полученных в статье теоретиче-
скими методами.
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