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Аннотация. В работе исследована нестационарная динамика тонкой упругой ани-
зотропной неограниченной пластины Чоу, связанной с упруго-инерционным основа-
нием. Рассмотрена модель анизотропии, в которой упругая среда имеет одну плоскость 
симметрии, геометрически совпадающую со срединной плоскостью пластины. Основа-
ние пластины характеризуется его коэффициентом жесткости и массовым коэффициен-
том. Постановка задачи включает уравнения движения в перемещениях, начальные 
условия и условия на бесконечности. Решение задачи построено с применением ме-
тода фундаментальных решений и интегральных преобразований Фурье по простран-
ственным координатам и Лапласа по времени. Оригиналы по Фурье найдены численно 
с применением метода интегрирования быстро осциллирующих функций.  Приведен 
пример расчета.
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TRANSIENT DYNAMICS OF AN ANISOTROPIC CHOW PLATE 
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Abstract. In the paper, the unsteady dynamics of a thin elastic anisotropic unbounded Chow 
plate mounted on an elastic-inertial base has been studied. An anisotropy model where the 
elastic medium had one plane of symmetry geometrically coinciding with the median plane of 
the plate was considered. The base was specified by its stiffness coefficient and mass one. The 
problem statement included equations of motion in displacements, initial conditions and those 
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of infinity. The solution of the problem was constructed using the method of fundamental 
solutions and integral Fourier transforms in spatial coordinates and Laplace ones in time. The 
Fourier originals were found numerically using the method of integrating rapidly oscillating 
functions.  An example of the calculation was given.
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transformation
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Введение

Тонкостенные конструкции, в том числе пластины, относятся к числу конструктивных 
элементов, которые широко применяются в самых разных отраслях промышленности.

Легкость и рациональность форм, присущие таким конструкциям, сочетаются с их вы-
сокой технологичностью. Для их производства часто используются уже хорошо зарекомен-
довавшая себя технология листового проката [1, 2]. Развиваются и аддитивные технологии 
[3 – 5]. Для создания композиционных материалов исследуется возможность внедрения ни-
тей сложной структуры [6], в том числе для производства материалов с пространственным 
армированием. Обращение к подобным технологиям приводит к целенаправленному или, 
как в случае технологии листового проката, побочному производству пластин, обладающих 
анизотропией свойств материала, включая конструктивную.

Необходимость в таких конструктивных решениях возникает в наукоемких отраслях, 
например в авиакосмической промышленности. Это, в свою очередь, стимулирует разра-
ботку соответствующих математических моделей и подходов к их решению при проекти-
ровании новых агрегатов. Несмотря на установившийся характер нагрузок в технических 
системах (циклические, статические), при моделировании импульсных или ударных воз-
действий необходимо пользоваться методами нестационарной динамики.

На этом пути решение соответствующих начально-краевых задач сопряжено с немалыми 
математическими трудностями, поскольку искомые результаты зависят не только от про-
странственных координат, но и от времени. При этом далеко не всегда имеется возмож-
ность воспользоваться процедурой разделения переменных, что существенно осложняет 
выполнение преобразования Лапласа как основного инструмента решения нестационарных 
задач.

Наиболее основательные исследования в области нестационарной динамики пластин 
начали проводиться во второй половины XX века, что существенным образом инициирова-
но развитием вычислительной техники. В работах Т. С. Чоу [7, 8] были получены динами-
ческие уравнения ортотропных многослойных пластин на основе концепций балочной те-
ории Тимошенко, которые учитывают эффекты поперечного сдвига и инерции вращения. 
К. Э. Фельстрём и О. Линдблом провели экспериментальные и теоретические исследования 
характера распространения нестационарных волн нормальных перемещений в изотропных, 
ортотропных и анизотропных пластинах для случая действия ударной нагрузки [9 – 11]. Ю. 
Микловиц в своих работах [12, 13] исследовал процессы распространения нестационарных 
изгибных волн в неограниченных изотропных пластинах и продольных волн в анизотроп-
ных пластинах. К. Дарос в своей работе [14] представил динамическое фундаментальное 
решение для анизотропных пластин Кирхгофа. В работах [15 – 21] методом конечных эле-
ментов проведены исследования нестационарной динамики анизотропных, трехслойных и 
многослойных пластин при ударных нагрузках и контактном воздействии.
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Представленный краткий обзор охватывает широкий спектр подходов к исследованию 
нестационарных процессов в анизотропных пластинах. В современных исследованиях за-
метна тенденция к преобладающему применению численных процедур, основанных на 
применении методов конечных разностей, конечных и граничных элементов. При этом 
практически отсутствуют работы, посвященные разработке аналитических методов реше-
ния задач нестационарной динамики пластин. Между тем, именно аналитические реше-
ния позволяют выполнять полноценные параметрические исследования напряженно-де-
формированного состояния пластины в зависимости от характера нагрузки и физических 
свойств материала.

Следует также отметить достаточно большое разнообразие существующих моделей пла-
стин – от наиболее простых, основанных на гипотезах Кирхгофа, до более сложных, типа 
Тимошенко, которые учитывают, в отличие от первых, сдвиговые деформации. 

Теория пластин Чоу представляет собой некий промежуточный вариант, сочетающий 
в себе простоту модели Кирхгофа и возможность учета при этом сдвиговых деформаций.

В данной работе решена аналитически новая нестационарная задача теории упругости, 
а именно – найдены новые фундаментальные решения для нормального перемещения 
анизотропной пластины Чоу [7]. Достоверность теории пластины Чоу проверена экспе-
риментально [9].

Постановка задачи

В прямоугольной системе координат Ox1x2x3 исследуется нестационарная динамика 
неограниченной упругой пластины Чоу, связанной с упруго-инерционным основанием 
и находящейся под действием нестационарного давления p(x1,x2,t) (рис. 1). Срединная 
плоскость пластины совпадает с плоскостью Ox1x2.

Пластина имеет постоянную толщину. Основание характеризуется двумя параметрами: 
жесткостью c и массовым коэффициентом mf.

Уравнения движения анизотропной пластины Чоу, находящейся под действием рас-
пределенной поверхностной нагрузки p(x1,x2,t), имеют следующий вид [7, 8]:

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2

22 2

2 22

1 22 2 2
1 2

,

,

b s s b s f b s

b b
b s

h w w hK w p c w w m w w
t t

w wI IK w hK w
t x x

∂ ∂
ρ + = + − + − +

∂ ∂
 ∂ ∂∂

ρ + = + ∂ ∂ ∂ 

               (1)

Рис. 1. Постановка задачи:
неограниченная упругая анизотропная пластина Чоу 
(APCh) толщиной h связана с упруго-инерционным 
основанием (EIB) и подвергается нестационарному 
давлению p(x1,x2,t); ρ – плотность материала APCh; 

c, mf – жесткость и массовый коэффициент EIB

где p, Па, – нагрузка; ρ, кг/м3, – плот-
ность материала пластины; h, м, – ее 
толщина; c, Па/м, – жесткость осно-
вания; mf, кг/м2, – его массовый ко-
эффициент; wb, ws, м, – нормальные 
перемещения, вызванные изгибом и 
сдвигом пластины, соответственно; 
I, м3, – погонный момент инерции,  
I = h3/12; K1, K2 – дифференциальные 
операторы уравнений движения.

Рассмотрена упругая среда с одной 
плоскостью симметрии. Эта плоскость 
геометрически совпадает со срединной 
плоскостью пластины Ox1x2. В этом слу-
чае физические характеристики упругой 
среды характеризуются восемью компо-
нентами тензора упругих постоянных:

c11, c12, c16, c22, c26, c44, c55, c66,

и они входят в выражения для K1 и K2:
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Полное нормальное перемещение пластины Чоу определяется суммой нормальных пе-
ремещений, вызванных как ее изгибом, так и ее сдвигом: 

( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2, , , , , , ;b sw x x t w x x t w x x t= +  

это особенность данной модели и отличает ее, в частности, от моделей пластин Кирхгофа 
и Тимошенко.

В предположении неограниченности пластины уравнения (1) дополняются условиями 
ограниченности искомых полей на бесконечности и нулевыми начальными условиями, 
которые означают, что пластина в начальный момент времени находится в невозмущен-
ном состоянии:
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Фундаментальные решения

Решение задачи (1) – (3) построено с применением метода фундаментальных решений 
(функций Грина, функций влияния):
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               (4)

где Gb(x1, x2, t), Gs(x1, x2, t), с/кг, – фундаментальные решения (функции Грина) для нор-
мальных перемещений, вызванных изгибом и сдвигом пластины, соответственно.

Постановка задачи о фундаментальных решениях следует из уравнений движения, на-
чальных условий и условий ограниченности решения на бесконечности (1) – (3), где в 
качестве нагрузки выступает дельта-функция Дирака δ(x1, x2)δ(t):
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Решение задачи (5), (6) построено с применением прямых и обратных интегральных 
преобразований Фурье по пространственным координатам x1, x2 и Лапласа по времени t 
[22]:
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Решение системы (7) имеет вид
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Корни знаменателя в решении (8) находятся по формулам
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Оригиналы по Лапласу фундаментальных решений (8) строятся аналитически с помо-
щью вычетов:
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Обращение преобразования Фурье осуществляется численно, на основе метода инте-
грирования быстро осциллирующих функций [23]:
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В соотношениях (11), (12) параметры численного интегрирования E и Q (границы 

интегрирования), а также R и F (шаги интегрирования) вычисляются с использовани-
ем двойного итерационного цикла аналогично методу, описанному в статье [24]. Это 
позволяет обеспечить построение фундаментальных решений с заданной точностью.

Новые фундаментальные решения Gb (11) и Gs (12) позволяют исследовать нестаци-
онарную динамику не только анизотропных пластин, но и пластин, материал которых 
ортотропный, трансверсально-изотропный или изотропный.

Пример исследования фундаментальных решений

Условия задачи и анализ результатов. В качестве примера рассмотрим две пластины, 
выполненные из ортотропного (E-стекловолокно [25]) и анизотропного (углепластик [26]) 
материалов. Физические свойства материалов пластин приведены в таблице. Обе пласти-
ны имеют толщину h = 0,003 м и связаны с упруго-инерционным основанием, обладаю-
щим жесткостью c = 100 Па/м и массовым коэффициентом mf = 30 кг/м2. 

Т аблица

Физические свойства материалов пластин, 
выбранных в качестве примера

Материал Компоненты тензора  
упругих постоянных, ГПа ρ, кг/м3

E-стекловолокно 
(ортотропный)

c11 = 48,210, c12 = 5,357, 

c16 = 0, c22 = 12,500, c26 = 0, 

c44 = 3,850, c55 = c66 = 5,000

2000

Углепластик 
(анизотропный)

c11 = 95,50, c12 = 28,90, c16 = 44,70, 

c22 = 25,90, c26 = 15,60, c44 = 4,40, 

c55 = 6,45, c66 = 32,70

1957

Примечание . Пластины имеют одинаковую толщину h = 0,003 м.
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На рис. 2 представлены пространственные зависимости фундаментальных решений 
Gb(x1, x2, t) и Gs(x1, x2, t) в выбранный момент времени t = 8 мс (см. формулы (11) и (12) 
соответственно). Анализ этих данных позволяет выявить особенности распространения 
возмущений: для ортотропной среды отчетливо видны две плоскости симметрии, тогда 
как для анизотропной наблюдается асимметричный характер указанного распростране-
ния. Стоит отметить, что амплитуды фундаментальных решений Gs оказались на четыре 
порядка меньше амплитуд функции Gb. Следовательно, и вклад в нормальное перемеще-
ние пластины фундаментальное решение Gs даст незначительный.

Новые фундаментальные решения Gb (11) и Gs (12) также позволяют исследовать пла-
стины без учета упруго-инерционного основания или рассматривать случай только упру-
гого основания. 

Оценим на примере нестационарной функции (11), как параметры инерционного  
основания c и mf влияют на характер поведения фундаментального решения. Исходные 
геометрические данные и параметры анизотропного материала пластины из углепластика 
следующие [9]:

Толщина, м . . . . . . . . . . . . . . . . . .0,0041,
Плотность материала, кг/м3 . . . . 1957,
Компоненты тензора 
упругих постоянных, ГПа . . . c11 = 23,51, c12 = 1,74, c16 = 0,88,
                                                     c22 = 14,63, c26 = –3,54, c44 = 4,44,
                                                     c55 = 4,22, c66 = 8,88

a) b)

c) d)

Рис. 2. 3D-зависимости фундаментальных решений Gb(x1, x2, t) (a,c) и Gs(x1, x2, t) (b,d) для 
нормальных перемещений, вызванных изгибом (a,c) и сдвигом (b,d) пластин из E-стекловолокна 

(a,b) и углепластика (c,d). Взят момент времени t = 8 мс
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a) b)

c) d)

Рис. 3. Влияние коэффициента жесткости (a,b) и массового коэффициента (c,d) основания 
пластины Чоу на характер функции Gb в моменты времени t, мс: 8 (a,c) и 10 (b,d). 

Значения коэффициента жесткости с, МПа/м: 0 (кривая 1), 1 (кривая 2), 2 (3), 3 (4) и с = 100 Па/м 
(кривые 5 – 8); значения массового коэффициента mf, кг/м2: 0 (кривые 1 – 5), 30 (кривая 6), 60 (7), 90 (8)

На рис. 3, a,b представлено поведение фундаментального решения Gb(x1) в моменты 
времени t = 8 и 10 мс при варьировании значения коэффициента жесткости основания с, 
причем массовый коэффициент основания постоянный: mf = 0 кг/м². Здесь кривые 1 – 4 
соответствуют следующим значениям с, МПа/м: 0, 1, 2 и 3, соответственно. На рис. 3. 
a,b видно, что с увеличением жесткости основания максимальная амплитуда фундамен-
тального решения снижается. Кроме того, при изменении момента времени t с 8 до 10 мс  
интенсивность снижения амплитуды возрастает по мере увеличения жесткости основа-
ния.

Рис. 3, c,d иллюстрирует поведение фундаментального решения Gb(x1) в моменты вре-
мени 8 и 10 мс при варьировании значения массового коэффициента основания mf, но 
постоянном значении с = 100 Па/м. Здесь кривые 5 – 8 соответствуют следующим значе-
ниям mf, кг/м2: 0, 30, 60 и 90, соответственно. Следует отметить, что массовый коэффи-
циент mf по мере увеличения его значения не только снижает максимальную амплитуду 
фундаментального решения, но и замедляет во времени распространение возмущений 
(см. рис. 3, c,d).

Построенные новые фундаментальные решения (11), (12) позволяют исследовать не-
стационарную динамику анизотропных, ортотропных или изотропных пластин Чоу на 
упруго-инерционном основании или вообще без него при решении прямых, обратных 
или контактных нестационарных задач другими исследователями. Ниже приведен пример 
решения прямой задачи. 

Пример решения прямой задачи. Рассматривается воздействие двух нагрузок, распре-
деленных по прямоугольным площадкам, которые следуют выражению вида
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1 2 1 2
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i i
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   

∑                  (13)

где
a1 = − 0,3, b1 = 0, c1 = 0,03, d1 = 0,03, a2 = 0,3, b2 = 0, c2 = 0,03, d2 = 0,03,

A1(t) = − 120000sin(200πt)e−1000tH(0,01 – t),

A2(t) = − 20000[(1 – cos(200πt)]H(0,01 – t);

эти нагрузки действуют на пластину Чоу, связанную с упруго-инерционным основанием. 
В этом выражении Ai(t) – законы изменения амплитуды i-ой площадки давления;  

H(t) – функция Хэвисайда; ai, bi – координаты по осям x1, x2 действия i-ой равно-
действующей площадки давления в начальный момент времени; ci, di – размеры i-ой 
прямоугольной площадки давления.

Материал пластины – углепластик (исходные расчетные данные, в том числе упру-
гие постоянные, приведены выше). Толщина пластины и параметры основания при-
няты следующие: h = 0,006 м, c = 0,4 МПа/м, mf = 10 кг/м2.

Схема нагружения и закон для амплитуды нестационарной нагрузки приведены на 
рис. 4.

Подстановка выражения (13) в условия (4), с учетом фундаментальных решений 
(11) и (12), приводит к результатам, приведенным на рис. 5: нормальные перемеще-
ния анизотропной пластины Чоу на упруго-инерционном основании. 

Пространственные картины нормального перемещения в фиксированные момен-
ты времени (см. рис. 5) демонстрируют их сложную зависимость как от расстояний, 
так и от времени. В момент времени t = 2 мс хорошо виден асимметричный характер  
возмущений, обусловленный анизотропными свойствами материала пластины.

Далее можно наблюдать, как возмущения от двух источников давления постепенно 
достигают друг друга (момент t = 4 мс), что приводит к их объединению (t = 6 мс) и 
взаимовлиянию в целом (t = 8 мс).

a) b)

Рис. 4. Графическое представление условий задачи по нестационарному воздействию: 
a – схема нагружения; b – динамика амплитуд нагрузок A1(t) (кривая 1) и A2(t) (кривая 2)
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Рис. 5. Нестационарные нормальные перемещения анизотропной пластины 
Чоу на упруго-инерционном основании в разные моменты времени t, мс:

2 (a), 4 (b), 6 (c), 8 (d) 

a) b)

c) d)

Заключение

В данной работе были получены новые решения для нестационарной задачи теории 
упругости, поставленной для тонкой упругой анизотропной неограниченной пластины 
Чоу, которая связана с упруго-инерционным основанием. Эти новые фундаментальные 
решения представляют собой значимый вклад в исследование нестационарных процес-
сов не только в анизотропных пластинах, но и в изотропных, трансверсально-изотроп-
ных и ортотропных конструкциях. 

Данное достижение открывает возможности для применения новых фундаменталь-
ных решений в различных областях, включая исследование нестационарной динамики 
пластин с начальными возмущениями, решение контактных задач, задач с адгезией, а 
также в обратных ретроспективных исследованиях для определения закона нагрузки на 
основе нормальных перемещений.

Практическая значимость полученных результатов заключается в возможности вы-
работки инженерных рекомендаций для решения прикладных задач, связанных с ис-
следованием нестационарных нормальных перемещений пластин в моменты времени, 
когда возмущения еще не достигли опор. Связь функции нормальных перемещений с 
известными физическими соотношениями для погонных изгибающих моментов, а так-
же с нормальными и касательными напряжениями и, кроме того (через обратный за-
кон Гука), с деформациями позволяет существенно улучшить результаты исследований,  
основываясь на фундаментальных решениях, полученных в работе.
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