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Научная статья
УДК 621.383.52
DOI: https://doi.org/10.18721/JPM.18201

ФОТОДЕТЕКТОРЫ ИНФРАКРАСНОГО ДИАПАЗОНА
НА ОСНОВЕ ЭПИТАКСИАЛЬНЫХ НИТЕВИДНЫХ 

НАНОКРИСТАЛЛОВ InAsP НА КРЕМНИИ
А. С. Голтаев 1 ✉, С. В. Федина 1, 2, В. В. Фёдоров 1, 2, 

А. М. Можаров 1, 2, К. Н. Новикова 1, 2, А. А. Максимова 1, 
А. И. Баранов 1, А. К. Кавеев 1, 3, А. В. Павлов 1, 2, Д. В. Минив 1, 

Р. В. Устименко 2, М. Я. Винниченко 2, И. С. Мухин 1, 2

1 Академический университет им. Ж. И. Алфёрова РАН, Санкт-Петербург, Россия;
2 Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого, 

Санкт-Петербург, Россия;
3 Физико-технический институт им. А. Ф. Иоффе РАН, Санкт-Петербург, Россия

✉ goltaev@goltaev.ru
Аннотация. В работе представлена усовершенствованная технология формирования 

эпитаксиальных массивов нитевидных нанокристаллов (ННК) InAsP, синтезированных 
на подложках кремния методом молекулярно-пучковой эпитаксии; исследованы 
оптические и электрофизические свойства этих ННК. На основе выращенных 
структур создан прототип фотодиода коротковолнового инфракрасного диапазона 
(1,2 – 1,9 мкм). Промоделированы зонные диаграммы фотодиода. Экспериментально 
исследованы температурные зависимости вольтамперных характеристик и спектральной 
чувствительности этого прототипа. Установлено, что внешняя квантовая эффективность 
фотопреобразования излучения с длиной волны 1380 нм составила примерно 0,25 % 
при температуре 100 K. 

Ключевые слова: InAsP, кремниевая подложка, молекулярно-пучковая эпитаксия, 
нитевидный нанокристалл, фотодетектор, квантовая эффективность

Финансирование: А. В. Павлов благодарит Российский научный фонд (соглашение 
№23-72-01091) за финансовую поддержку при расчете зонной диаграммы InAsP. Работы 
по эпитаксиальному синтезу, созданию прототипов ИК-фотодиодов и их характеризации 
выполнены при финансовой поддержке Министерства науки и высшего образования 
РФ в рамках Государственного задания на проведение фундаментальных исследований 
(код темы FSEG-2023-0007).

Для цитирования: Голтаев А. С., Федина С. В., Фёдоров В. В., Можаров А. М., 
Новикова К. Н., Максимова А. А., Баранов А. И., Кавеев А. К., Павлов А. В.,  
Минив Д. В., Устименко Р. В., Винниченко М. Я., Мухин И. С. Фотодетекторы 
инфракрасного диапазона на основе эпитаксиальных нитевидных нанокристаллов  
InAsP на кремнии // Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические 
науки. 2025. Т. 18. № 2. С. 9–21. DOI: https://doi.org/10.18721/ JPM.18201

Статья открытого доступа, распространяемая по лицензии CC BY-NC 4.0 (https://
creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/)
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St. Petersburg State Polytechnical University Journal. Physics and Mathematics. 2025. Vol. 18. No. 2
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Введение

На сегодняшний день гетероструктуры на основе узкозонных полупроводников (их ши-
рина запрещенной зоны составляет менее 1 эВ) находят широкое применение в области 
инфракрасной (ИК) оптоэлектроники [1, 2]. Практическая значимость работ в данном на-
правлении определяется возможностью создания мультиспектральных ИК радиометров и 
тепловизоров для систем разведки и опознавания, а также сенсоров химического состава, 
применяемых в системах обнаружения и идентификации взрывчатых веществ. Наиболее 
востребованной материальной платформой для ИК детекторов является арсенид индия 
InAs. Выбор узкозонного (ширина запрещенной зоны Eg составляет 0,35 эВ при темпера-
туре 300 K) полупроводникового материала InAs продиктован высокой подвижностью но-
сителей заряда (более 104 см2/(В·с)) и большим временем жизни неосновных носителей. 
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Однако дальнейшее развитие технологии производства детекторов ограничивается двумя 
основными факторами. Во-первых, малая ширина запрещенной зоны неизбежно ведет к 
ускорению темпов термогенерации и сопровождается безызлучательной рекомбинацией 
носителей заряда, что приводит к высоким значениям темнового тока, повышению уров-
ня шумов и снижению чувствительности фотопреобразующих структур [3]. Во-вторых, 
проблема согласования параметров кристаллических решеток слоев планарной гетеро-
структуры А3В5 и подложки существенно ограничивает возможности управления зонным 
профилем гетероструктур [4].

Для улучшения приборных характеристик фотодетекторных структур имеется возмож-
ность перехода от планарных структур к структурам с развитой поверхностью, а именно – 
к массивам нитевидных нанокристаллов (ННК) [5]. В этом случае можно за счет разви-
той боковой поверхности ННК выращивать наноструктуры высокого кристаллического 
совершенства на подложках, рассогласованных с ними по параметру кристаллической 
решетки, в частности, на кремниевых. Более того, массивы ННК характеризуются более 
интенсивным поглощением падающего светового потока, по сравнению с поглощением 
света планарными слоями того же состава и эквивалентной толщины [6, 7]. Добавление 
фосфора P в твердый раствор InAsP вызывает увеличение ширины запрещенной зоны, а 
значит – снижение темновых токов и соответствующих шумов фотоприемников, работа-
ющих в коротковолновом ИК-диапазоне (1,0 – 3,5 мкм) [8].

В настоящей работе предложен усовершенствованный технологический подход к соз-
данию фотодетекторов ближнего и коротковолнового ИК-диапазонов (1,3 – 1,9 мкм), в 
качестве активной области которых используются массивы ННК InAsP, эпитаксиально 
выращенные на подложках кремния. Эффекты локализации и резонансного усиления 
электромагнитного поля ИК-диапазона в ННК позволяют существенно улучшить харак-
теристики таких фотодетекторов:

уменьшить объем их активной области, сохранив при этом их чувствительность;
снизить их темновой ток;
повысить быстродействие устройств на их основе [9].

Материалы и методы

Гетеропереход InAsP/Si представляет собой переход II типа с частичным перекрытием 
зон, что определяет выбор полярности диода. Как следует из зонной диаграммы (рис. 1), 

Рис. 1. Зонная структура фотодиода n-InAsP/p-Si 
в продольном (a) и поперечном (b) направлениях

для работы структуры в качестве фотоди-
ода возможна только комбинация InAsP 
с электронным типом проводимости и 
кремниевая подложка Si с дырочным ти-
пом проводимости (n-InAsP/p-Si). Проти-
воположная комбинация (p-InAsP/n-Si) 
будет приводить к формированию барье-
ров для носителей заряда. Таким образом, 
встроенное поле формируется на гетеро-
переходе n-InAsP/p-Si (см. рис. 1, а). Как 
известно, поверхностные состояния ННК 
сильно влияют на энергетическую зонную 
диаграмму наноструктур. 

С учетом вышеизложенного,, в рас-
сматриваемой модели для ННК InAsP на 
боковую поверхность были добавлены де-
фекты, наличие которых в случае матери-
ала InAsP с шириной запрещенной зоны 
примерно до 600 – 650 мэВ приводит к 
принудительной инжекции электронов с 
уровней дефектов, изгибу зон вблизи по-
верхности (см. рис. 1, b) и дополнитель-
ному вкладу в процесс разделения носите-
лей заряда при работе фотодиода.

a)

b)
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Формирование эпитаксиальных массивов ННК InAsP осуществлялось на подложках 
кремния, легированных до p-типа проводимости (дырочный кремний, легированный бо-
ром (КДБ) Si (111)). Подложки имели диаметр 3 дюйма, были разориентированы на 4° к 
(111), обладали удельным сопротивлением 0,4 – 0,6 Ом·см. 

Используемая установка молекулярно-пучковой эпитаксии (МПЭ) Veeco GEN III бы-
ла оснащена эффузионной ячейкой индия, а также молекулярными источниками фос-
фора P

2
 и мышьяка As

4
 крекерного типа с игольчатыми клапанами. Интенсивность мо-

лекулярных потоков элементов V и III групп считалась пропорциональной давлению, 
измеренному с помощью ионизационного вакуумметра Байярда – Альперта. Температура 
подложки (ростовая температура) измерялась термопарой, откалиброванной по темпе-
ратуре фазового перехода поверхностной реконструкции Si (111) 7×7 ↔ 1×1. Контроль 
процесса зарождения и анализ кристаллической структуры ННК осуществлялся in situ 
методом дифракции быстрых электронов на отражение. 

Основные этапы процесса формирования массивов ННК на кремнии представлены 
на рис. 2. Предварительно перед началом процесса МПЭ ННК подложки кремния очи-
щались по модифицированному методу Шираки [10]. На заключительном этапе очистки 
она осуществлялась методом мокрого химического окисления в кипящем водном раство-
ре аммиака и перекиси водорода (NH

4
OH : H

2
O

2
 : H

2
O) с соотношением компонентов  

1 : 1 : 3. В результате процедуры на поверхности кремния формировался тонкий (около 
1,5 нм) слой окисла SiO

x
 (см. рис. 2, a).

a) b) c)

SiO
x

Рис. 2. Основные этапы процесса формирования эпитаксиальных массивов ННК InAsP 
на кремнии:

1 – подготовка подложки, 2 – выращивание материала методом молекулярно- пучковой эпитаксии; a – 
очистка методом мокрого химического окисления, b – формирование дефектов в оксидном слое SiO

x
; 

c – рост указанных массивов

Непосредственно перед началом этапа эпитаксиального роста кремниевые подложки 
подвергались термическому отжигу в условиях сверхвысокого вакуума в течение 30 мин 
при температуре 780 °С, что приводило к образованию дефектов в слое поверхностного 
окисла кремния, служащих центрами нуклеации ННК (рис. 2, b) [11, 12]. Затем в про-
цессе охлаждения подложки до ростовой температуры в потоке мышьяка As

4
, в дефек-

тных областях поверхностного слоя SiO
x
 стабилизировалась As-замещенная поверхность 

кремния (рис. 2, b) [13]. Формирование ННК инициировалось путем вывода источников 
V группы на необходимые рабочие потоки и открытия шторки молекулярного источника 
индия (рис. 2, c). Для обеспечения равномерного распределения молекулярных потоков 
в процессе роста подложка вращалась со скоростью 5 об/мин. В целом, варьирование ро-
стовых потоков V группы позволяет регулировать встраивание атомов фосфора и мышья-
ка в ННК InAsP, управляя тем самым шириной запрещенной зоны ННК для обеспечения 
заданной спектральной чувствительности фотодетекторов на их основе.

Исследуемые массивы ННК выращивались при температуре подложки 520°С в течение 
60 мин и соотношении потоков P/As, равном 1. Легирования InAsP ННК в процессе роста 
не осуществлялось, при этом с учетом большого количества поверхностных состояний на 
боковой поверхности ННК, синтезируемые наноструктуры характеризовались проводи-
мостью n-типа. Дополнительно были выращены референсные образцы ННК InAs.
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Важно отметить, что особенностью применяемого метода самоиндуцированного фор-
мирования массивов ННК является возможность достижения чрезвычайно высокой по-
верхностной плотности ННК (≥10 мкм–2), что существенно снижает рассеяние света и 
проявляется в виде матово-черной поверхности образца. Для создания фотодетекторных 
структур в данной работе использовались выращенные ННК InAsP диаметром 110±41 нм, 
длиной 900±300 нм и поверхностной плотностью 5,5 мкм–2. Морфология синтезирован-
ных массивов исследовалась методом сканирующей электронной микроскопии (СЭМ), 
микроскопом Zeiss SUPRA 25-30-63. (см. далее СЭМ-изображение на вставке рис. 4, a).

Исследования кристаллической структуры ННК методом просвечивающей электрон-
ной микроскопии (ПЭМ) показали, что ось роста ННК совпадает с осью [0001]. При этом 
в ННК наблюдается большое число дефектов упаковки по плоскости роста (0001) [14, 15].

Исследования фотолюминесцентных (ФЛ) свойств массивов ННК проводились на 
вакуумном ИК-Фурье спектрометре Bruker Vertex 80v, оснащенном светоделителем из 
бромида калия KBr и германиевыми оптическими окнами. Разрешение спектров фотолю-
минесценции составляло около 8 мэВ. Для низкотемпературных измерений применялся 
криостат замкнутого цикла (Janis PTCM-4-7, США) с окнами из селенида цинка. Для 
возбуждения фотолюминесцентного отклика использовался непрерывный твердотельный 
Nd:YAG лазер с диодной накачкой (λ = 1064 нм). Измерения проводились при p-поля-
ризации и угле падения излучения накачки в 45°. Для модуляции лазерного излучения 
использовался оптико-механический модулятор с частотой 340 Гц. Сигнал ФЛ регистри-
ровался фотодиодом на основе антимонида индия, охлаждаемым жидким азотом, и детек-
тировался синхронным усилителем SR830 DSP.

Для моделирования электрооптических свойств твердых растворов применялось при-
ближение виртуальных кристаллов (англ. Virtual-Crystal Approximation (VCA)). Для пред-
ставления волновых функций использовался базис плоских волн; при оптимизации гео-
метрии использовался вид обменно-корреляционной энергии PBEsol [16]; для корректно-
го описания электронных свойств и при построении зонных диаграмм использовался 
meta-GGA потенциал TB09 [17]. Расчет проводился с учетом спин-орбитального взаимо-
действия. В соответствии с результатами расчетов (см. рис. 4, b), наблюдаемый сдвиг 
положения максимума ФЛ соответствует составу InAs0,81P0,19.

Электрофизические характеристики и спектральная зависимость эффективности фото-
преобразования исследуемой структуры измерялись на четырехзондовой станции, смон-
тированной на холодном пальце азотного криостата. В качестве перестраиваемого источ-
ника монохроматического излучения использовалась галогеновая лампа и монохроматор 
(SOLAR Laser Systems М266-IV). Измерение фототока проводилось с использованием то-
кового предусилителя Stanford Research System SR570 и синхронного детектора Stanford 
Research System SR830. Для калибровки применялся реперный фотодиод с известными 
характеристиками в спектральном диапазоне 600–2000 нм.

Создание мезаструктур фотодетектора
Для исследования функциональных характеристик приборных структур, на основе вы-

ращенных эпитаксиальных массивов ННК InAsP на Si методами постростовых технологий 
были созданы мезаструктуры фотодетектора. На рис. 3 схематически представлены этапы 
процесса формирования и упрощенная конструкция фотодетектора на основе ННК. 

Рис. 3. Процесс формирования и конструкция фотодетектора на основе ННК InAsP 
на кремниевой подложке: 

пассивация H+ и удаление оксидного слоя с тыльной стороны подложки (1); термическое осаждение и 
последующее вжигание Al-контакта (2); планаризация массива ННК слоем эпоксидной смолы SU-8 (3); 

формирование верхнего прозрачного контакта из ITO (4)

4.
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На первом этапе была проведена пассивация водородной плазмой H+ под давлением 
500 мТорр, при разрядной мощности 20 Вт, в течение 5 мин; эта обработка необходи-
ма для подавления поверхностных состояний и центров рекомбинации на гетерогранице 
ННК InAs/Si [18]. После удаления оксидного слоя, методами вакуумного термическо-
го испарения (нагрев мишени электронным пучком) и быстрого термического отжига 
(300 °С) формировался тыльный омический контакт (алюминиевый, толщиной 200 нм) к 
кремниевой подложке. Для частичной планаризации массива ННК, на лицевую сторону 
структуры методом центрифугирования наносился слой эпоксидной смолы (фоторезист 
SU-8), заполняющий свободное пространство между ННК в массиве. Толщина наноси-
мого слоя фоторезиста, которая контролировалась методом СЭМ, обеспечивала форми-
рование лицевого контакта к вершинам ННК (см. рис. 3). Для удаления поверхностного 
окисла с вершин ННК, структуры предварительно обрабатывались в водном растворе 
соляной кислоты с концентрацией 1 : 3 (HCl : H

2
O). Верхним прозрачным контактом 

служил слой оксида индия-олова (ITO) толщиной 200 нм, осаждаемый через теневую ма-
ску методом высокочастотного магнетронного распыления; для его создания применялась 
установка Boc Edwards Auto 500 RF 10 (Великобритания). 

Результаты и их обсуждение

Характерные спектры ФЛ, полученные при температуре 5 K от массивов референсных 
ННК InAs и ННК твердого раствора InAsP представлены на рис. 4, a. Видно, что поло-
жение максимума ННК InAsP смещено в область более высоких энергий примерно на 
120 мэВ относительно ННК InAs; это есть следствие большей ширины запрещенной зоны 
твердого раствора InAsP.

a) b)

Рис. 4. Спектры низкотемпературной ФЛ от эпитаксиальных массивов ННК 
InAs и InAsP на кремнии (а) и расчетная зонная диаграмма InAs0,81P0,19 

со сфалеритной кристаллической структурой (b). 
На вставке: СЭМ-изображение ННК InAsP 

Чтобы оценить концентрацию фосфора в рассматриваемом образце, результаты изме-
рений низкотемпературной ФЛ сравнивались с результатами моделирования в рамках те-
ории функционала плотности (см. рис. 4, b). Расчет проводился в программе ABINIT [19].

На рис. 5, а представлены измеренные и расчетная темновые вольтамперные характе-
ристики (ВАХ) при различных температурах. Численный расчет показывает, что в идеаль-
ном случае при отрицательном смещении должна наблюдаться постоянная величина тока. 
Это означает, что основной вклад в систему вносят только термогенерированные носи-
тели заряда. Прямая ветвь отражает экспоненциальную зависимость, что соответствует 
процессу инжекции дырок из кремниевой подложки в структуру InAsP.

Полученная экспериментально ВАХ (зависимость обратного тока от величины об-
ратного смещения) указывает на наличие токов утечки в исследуемой структуре, свя-
занных с безызлучательной рекомбинацией. Последняя вызвана захватом носителей за-
ряда на состояния ловушек, формирующихся вблизи интерфейса структуры InAsP/Si.  
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a) b)

Рис. 5. Электрофизические и спектральные температурно-зависимые 
характеристики фотодиода: а – зависимости плотности тока, нормированного 

на площадь массива ННК в мезе, от напряжения; b – спектры внешней 
квантовой эффективности (EQE)

При этом уменьшение рабочей температуры ведет к замедлению темпов как термогенера-
ции носителей, так и их рекомбинации через дефекты, что проявляется в понижении об-
ратного тока. Помимо этого, наблюдается рост напряжения открытия диода, вызванный 
увеличением ширины запрещенной зоны соединения InAsP при понижении температу-
ры. Прямая ветвь имеет характерный изгиб, связанный с наличием последовательного 
сопротивления в измерительной схеме, даваемого, в частности, верхним токособирающим 
контактом.

Для исследуемой фотодетекторной структуры были экспериментально получены 
спектральные зависимости внешней квантовой эффективности фотопреобразования  
(англ. External Quantum Efficiency (EQE)) при нулевом смещении в диапазоне длин волн 
1300 – 1900 нм. Эти спектры EQE приведены на рис. 5, b. Следует отметить, что фотоот-
клик для длин волн менее 1300 нм, обусловленный поглощением в кремниевой подложке, 
в данном исследовании не рассматривался. Так, вне диапазона поглощения кремния, при 
температуре 200 K и выше (без приложения внешнего электрического смещения) фотоот-
клик отсутствует, что свидетельствует о высоком темпе рекомбинации фотогенерируемых 
носителей заряда. При уменьшении температуры ниже 200 K, фототок в длинноволновой 
области спектра начинает возрастать. При температуре 100 K значение EQE на длине 
волны 1380 нм доходит до значения 0,25 %.

Можно предположить, что такое поведение EQE вызвано изменением механизма 
транспорта носителей в активной области наноструктуры при снижении температуры. 
Для проверки этого предположения была оценена длина экранирования Дебая в рассма-
триваемой структуре. Установлено, что при 300 K расчетное значение длины Дебая для 
InAsP составляет около 150 нм (концентрация частиц ni = 8·1014 см–3), что существенно 
короче длины ННК. Поэтому термогенерированные носители заряда эффективно экра-
нируют встроенное электрическое поле, и в активной области структуры осуществляется 
преимущественно диффузионный транспорт носителей. Вследствие малого латерального 
размера и развитой поверхности ННК, такой тип транспорта оказывается малоэффектив-
ным, что приводит к преимущественной рекомбинации фотогенерируемых носителей на 
поверхностных состояниях.

При снижении температуры длина Дебая возрастает, а область экранирования увеличи-
вается. В области неполного экранирования основным механизмом транспорта выступает 
дрейф носителей во встроенном электрическом поле между p-Si и n-InAsP, возникающим 
ввиду разницы энергетического расположения уровней Ферми в материалах.

Из вышеизложенного можно заключить, что длина диффузии фотогенерируемых но-
сителей в исследуемых структурах при T ≥ 200 K оказывается недостаточной для эф-
фективного разделения носителей заряда. Это, вероятно, связано с высокой плотностью 
дефектов упаковки в ННК, снижающих подвижность носителей заряда.

Анализ наблюдаемой неравномерности спектральной зависимости фотоотклика струк-
туры приводит к заключению, что эффективность поглощения света сильно зависит от 
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диаметра и поверхностной плотности ННК в массиве [20]. Расчетные данные и учет 
морфологии массива ННК (диаметр ННК составляет около 110 нм, поверхностная плот-
ность – около 5,5 мкм–2) позволяют заключить, что коэффициент поглощения излучения 
с длиной волны 1300 нм в исследуемой структуре не превышает 5 – 7 %.

Следовательно, для того чтобы в дальнейшем повысить чувствительность ИК-фото-
детектора на основе ННК InAsP, необходимо оптимизировать параметры морфологии 
массива ННК путем увеличения их диаметра до 400 – 500 нм и поверхностной плотности 
до 10 мкм–2 и более.

Заключение

В работе проведено комплексное исследование процессов формирования массивов 
ННК InAsP, а также их оптических и электрофизических свойств. Развиты соответствую-
щие постростовые технологии и изготовлены прототипы фотодетекторов на основе мас-
сивов ННК InAsP на поверхности кремниевой подложки Si (111). Изучены температур-
ные зависимости их спектральной чувствительности и электрофизических характеристик. 
Установлено, что экспериментально измеренная внешняя квантовая эффективность ис-
следуемой системы достигает 0,25% для ИК-диапазона. 
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Аннотация. В работе рассматривается поведение дырочного кубита в гетероструктуре 

Si/Ge/Si. С этой целью проведено квантовомеханическое исследование с применением 
теории функционала плотности и метода псевдопотенциала. Для элементарной структуры 
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Введение

В настоящее время проблема создания квантового вычислителя является приоритетной 
задачей для современной микроэлектроники. Квантовые вычислители – это устройства, 
основанные на принципах квантовой механики, которые используют квантовые биты (или 
кубиты) для обработки информации. В отличие от классических битов в обычных ком-
пьютерах, которые способны принимать только одно из состояний (0 или 1), кубиты мо-
гут находиться в суперпозиции нескольких состояний одновременно [1, 2], что позволяет 
квантовым компьютерам выполнять вычисления на порядки быстрее и эффективнее. Они 
могут использоваться для решения сложных математических задач, криптографии, опти-
мизации, моделирования молекулярных и химических процессов, исследований искус-
ственного интеллекта и во многих других областях. Создание квантовых компьютеров 
обещает преобразовывать способы обработки информации, открывая новые возможности 
для инноваций и научных открытий [3 – 5]. На сегодняшний день существует множество 
реализаций квантовых процессоров. Однако наиболее популярны кубиты на основе фо-
тонов и сверхпроводниковые кубиты. 

В настоящей статье мы рассматриваем дырку в качестве кубита. Основным преиму-
ществом дырочного кубита выступает его сильное спин-орбитальное взаимодействие и 
возможность образовывать сверхпроводящие парные корреляции. Именно эти свойства 
дырок крайне важны для быстрого управления дырочными кубитами [6, 7]. Возможны-
ми материалами для создания подобного вычислителя могут послужить двухмерная ал-
лотропная модификация кремния (силицен) или германия (германен) с использованием 
дырочного кубита [8, 9]. 

Для указанной цели в данной работе мы решили рассмотреть интерфейс Si/Ge/Si. 
Эта структура обладает уникальными электромагнитными свойствами благодаря разли-
чию кристаллических решеток кремния и германия [10]. В этом случае, ввиду низкой 
эффективной массы дырок [11, 12], можно получать кубит с большим временем отклика и 
удобной возможностью управлять его состоянием с помощью внешнего магнитного поля. 
Сама же структура при этом обладает отличной совместимостью с существующей микро-
электронной компонентой базой [13], и ее легко внедрить в существующее электронное 
производство. 
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Цель нашей работы заключалась в квантовомеханическом исследовании поведения ды-
рочного кубита в двухмерном слое кремний-германий-кремний (Si/Ge/Si) с использова-
нием теории функционала плотности в рамках неколлинеарной намагниченности.

Методы исследования

Расчеты характеристик структур проводились с помощью пакета программ VASP 
[14 – 16], основанном на теории функционала плотности и методе псевдопотенциала. 
Были проведены неколлинеарные расчеты с учетом спин-орбитальной связи и дополни-
тельными поправками в обобщенном градиентном приближении (Generalized Gradient 
Approximation), (GGA + U)-подходе [17]. Для расчета магнитных и электронных свойств 
сначала для каждого атома устанавливался начальный магнитный момент, затем прово-
дилась полная релаксация системы с учетом обобщенной теории локальной спиновой 
плотности, а результирующая намагниченность на атомах определялась с учетом полу-
ченных результатов. Использовался плосковолновой базис функций с энергией обреза-
ния, равной 450 эВ. Для элементарных ячеек использовалась сетка k-точек 18 × 18 × 1. 
Для увеличенной ячейки использовалась сетка k-точек 6 × 6 × 1, построенная по схеме  
Монхорста – Пака [18].

Результаты и их обсуждение

Исследование атомной и электронной структуры двухмерного интерфейса Si/Ge/Si на 
первом этапе было направлено на рассмотрение одиночных структур силицена и германе-
на. На первом этапе мы провели полную релаксацию атомных структур силицена и гер-
манена для нахождения минимума сил и полной электронной энергии для исследуемых 
систем. Релаксация структуры проводилась с сохранением симметрии ячейки, при этом 
процедура выполнялась над параметрами ячейки и координатами атомов. 

На втором этапе мы строили атомную структуру двухмерного интерфейса Si/Ge/Si. 
Она создавалась в виде сэндвича, в котором слой германена должен был быть расположен 
между двумя слоями силицена. На третьем и дальнейших этапах была произведена пол-
ная атомная релаксация созданной структуры по такому же принципу, как это уже было 
выполнено отдельно для силицена и германена. 

С помощью программного пакета VASPKIT для постобработки полученных данных, 
для исследуемого интерфейса были рассчитаны плотность состояний и зонная структура. 
Расчеты производились с числом k-точек, равным 20. Для наглядности плотность состоя-
ний была сопоставлена с зонной структурой исследуемого материала (рис. 1).

Анализ данных на рис. 1 позволяет заключить, что наибольшие по энергии состояния 
локализованы в диапазоне от −2 до −4 эВ. Полученная зонная структура внешне сильно 
напоминает индивидуальные зонные структуры силицена и германена. Это говорит о 

a) b)

Рис. 1. Построенные зонная структура (a) и плотность 
состояний (b) интерфейса Si/Ge/Si

появлении новых энергетических 
уровней в результате наложения 
двух структур, а это в свою оче-
редь вызывает образование интер-
фейсных состояний на границах 
раздела структур кремния и гер-
мания.

Для дальнейшего исследования 
электронных и магнитных свойств 
выбранной системы было необхо-
димо увеличить исходную систему. 
Для этого мы транслировали ис-
ходную ячейку интерфейса с трое-
кратным увеличением параметров 
a и b. В результате сформирова-
лась суперъячейка со следующи-
ми структурными параметрами:  
a = 11,421 Å, b = 11,421 Å,  
c = 25,166 Å. Параметр с был  
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выбран равным 25,166 Å, с тем чтобы исключить влияние взаимодействия между транс-
лируемыми слабами. Межатомное расстояние в слое силицена Si – Si соответствова-
ло значению 2,260 Å, а расстояние Ge – Ge в слое германена составило 2,486 Å. При 
этом расстояние между слоями было равно 3,647 Å. Полученная суперъячейка состояла в  
общей сложности из 54 атомов (рис. 2).

Рис. 2. Изображение структурной модели 
суперъячейки 2D-интерфейса Si/Ge/Si: 
структура состоит из 54 атомов, в которой  
18 – это атомы германия и 36 – атомы 

кремния

Затем в системе Si/Ge/Si создавалась 
свободная валентная связь (дырка) и зада-
валась начальная намагниченность. Дырка 
создавалась путем удаления одного элек-
трона из системы. Для наглядной демон-
страции вклада созданной электронной ва-
кансии в электростатический потенциал мы 
сопоставили графики зависимостей элек-
тростатического потенциала системы от 
концентрации дырок и заданного направ-
ления начальной намагниченности (рис. 3).

Видно, что при добавлении в систе-
му дырки электростатический потенциал 
уменьшается. Графики практически иден-
тичны как при заданном направлении на-
магниченности вверх (рис 3, a), так и вниз 
(рис 3, b). Разница состоит лишь в том, 
что в первом случае расстояние Δ между 
первыми пиками составляет 0,670 эВ (рис.  
3, a), а во втором − 0,642 эВ (рис. 3, b). Это 
указывает на тот факт, что знак намагни-
ченности практически не вносит вклада в 
распределение электростатического потен-
циала в систему, при этом само значение 
потенциала больше приходится на атомы 
кремния. 

a) b)

Рис. 3. Сравнение зависимостей электростатического потенциала 
системы Si/Ge/Si от концентрации дырок с заданными направлениями 

намагниченности системы +1 (вверх) и –1 (вниз) (a и b соответственно). 
Сопоставлены случаи системы без дырок (синие кривые) 

и с одной дыркой (зеленые кривые)

Расчет электростатического потенциала был выполнен для того, чтобы рассчитать ра-
боту выхода W для каждого случая. С этой целью применялась следующая формула:

,fW e E= − ϕ−  

где e – заряд электрона, φ – значение электростатического потенциала вблизи вакуума, 
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EF – уровень Ферми. 
Полученные расчетные результаты представлены в таблице.

                                               Таблица

Зависимость работы выхода для интерфейса от направления 
намагниченности и наличия дырок

Направление 
намагниченности

Работа выхода W, эВ
Отсутствие дырки Наличие дырок

вверх 4,946 6,460
вниз 4,970 6,456

Из данных рис. 3 и таблицы следует, что значение электростатического потенциала 
уменьшается при добавлении в систему дырки, а работа выхода растет. Кроме того, мож-
но сделать вывод, что в системе с направлением намагниченности −1 (вниз) работа вы-
хода в отсутствие дырок больше, чем в системе с намагниченностью +1 (вверх). В случае 
наличия дырок работа выхода становится примерно одинаковой для обоих случаев.

Заключение

В данной работе были рассчитаны зонная структура и плотность состояний для двух-
мерного слоя Si/Ge/Si. Эти расчеты показали, что основная часть электронных состояний 
локализована в интервале энергий от −2 до −4 эВ. Изменения же в зонной структуре  
Si/Ge/Si, по сравнению с индивидуальными зонными структурами германия и кремния, 
вызваны образованием интерфейсных состояний, что приводит к появлению в ней новых 
энергетических полос. При добавлении в систему дырки электростатический потенциал 
снижается за счет смещения уровня энергетического вакуума, при этом знак заданной 
начальной намагниченности вносит несущественный вклад в изменение электростатиче-
ского потенциала в системе. Показано, что в системе с отрицательной начальной намаг-
ниченностью работа выхода больше, чем в системе с положительной, и что добавление 
дырки в системы с разной намагниченностью уравнивает значения работы выхода. 

В заключение следует отметить, что полученные результаты могут быть использованы 
для проектирования квантовых вычислителей или квантовых сенсоров для наноэлектро-
ники следующего поколения.

Исследования выполнены с использованием ресурсов Центра коллективного пользования 
научным оборудованием «Центр обработки и хранения научных данных» Вычислительного 
центра Дальневосточного отделения Российской академии наук», г. Хабаровск.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Chibisov A. N., Chibisova M. A. Ab initio calculation of the equilibrium quantum state for hole 
qubit and electrostatic characteristics of the B : Si system // Journal of Computational Electronics. 
2021. Vol. 20. No. 5. Pp. 1959–1963.

2. Chibisov A. N., Aleshin M. S., Chibisova M. A., DFT analysis of hole qubits spin state in 
germanium thin layer // Nanomaterials. 2022. Vol. 12. No. 13. P. 2244.

3. Fang Y., Philippopoulos P., Culcer D., Coish W. A., Chesi S. Recent advances in hole-spin qubits 
// Materials for Quantum Technology. 2023. Vol. 3. No. 1. P. 012003.

4. Valentini M., Borovkov M., Prada E., Martí-Sánchez S., Botifoll M., Hofmann A. C., Arbiol J., 
Aguado R., San-Jose P., Katsaros G. Majorana-like Coulomb spectroscopy in the absence of zero-bias 
peaks // Nature. 2022. Vol. 612. No. 7940. Pp. 442–447.

5. Watzinger H., Kukučka J., Vukušić L., Gao F., Wang T., Schäffler F., Zhang J.-J., Katsaros G. 
A germanium hole spin qubit // Nature Communications.  2018. Vol. 9. 25 September. P. 3902.

6. Goncharov A. V., Chibisov A. N. Effect of external pressure and quantum state on the local 
magnetization of germanium layers: Ab initio calculation // Advanced Theory and Simulations. 2023. 
Vol. 6. No. 3. P. 2200816.



27

Физика конденсированного состояния

7. Chibisov A. N., Chibisova M. A., Prokhorenko A. V., Obrazcov K. V., Fedorov A. S., Yu Yang-
Xin. Possibilities of controlling the quantum states of hole qubits in an ultrathin germanium layer using 
a magnetic substrate: Results from ab initio calculations // Nanomaterials. 2023. Vol. 13. No. 23. P. 
3070.

8. Watzinger H., Kloeffel C., Vukušić L., et al. Heavy-hole states in germanium hut wires // Nano 
Letters. 2016. Vol. 16. No. 11. Pp. 6879–6885.

9. Ueno N., Sacuraba M., Osakabe Y., Akima H., Sato S. Electronic properties of Si/Si-Ge Alloy/
Si(100) heterostructures formed by ECR Ar plasma CVD without substrate heating // Materials 
Science Semiconductor Processing. 2017. Vol. 70. 1 November. P. 55–62.

10. Antonova I. V., Kagan M. S., Polyakov V. I., Golik L. L., Kolodzey J. Effect of interface states 
on population of quantum wells in SiGe/Si structures // Physica Status Solidi C. 2005. Vol. 2. No. 6. 
Pp. 1924–1928.

11. Žutić I., Fabian J., Erwin S. C. Spin injection and detection in silicon // Physical Review 
Letters. 2006. Vol. 97. No. 2. P. 026602.

12. Gao F., Zhang J. Y., Wang J. H., et al. Ge/Si quantum wires for quantum computing // 
Proceedings of the 5th IEEE Electron Devices Technology and Manufacturing Conference 
(EDTM-2021). April 8–11, 2021. Chengdu, China, IEEE Inc. P. 9420817.

13. Ercan H. E., Friesen M., Coppersmith S. N. Charge-noise resilience of two-electron quantum 
dots in Si/SiGe heterostructures // Physical Review Letters. 2022. Vol. 128. No. 24. P. 247701.

14. Paquelet Wuetz B., Loset M. P., Koelling S., et al. Atomic fluctuations lifting the energy 
degeneracy in Si/SiGe quantum dots // Nature Communications. 2022. Vol. 13. 13 December. P. 
7730.

15. Kresse G., Hafner J. Ab initio molecular dynamics for liquid metals // Physical Review B. 1993. 
Vol. 47. No. 1. P. 558.

16. Kresse G., Furthmüller J. Efficiency of ab-initio total energy calculations for metals and 
semiconductors using a plane-wave basis set // Computational Materials Science. 1996. Vol. 6. No. 
1. Pp. 15–50.

17. Perdew J. P., Burke K., Ernzerhof M. Generalized gradient approximation made simple // 
Physical Review Letters. 1996. Vol. 77. No. 18. P. 3865.

18. Monkhorst H. J., Pack J. D. Special points for Brillouin-zone integrations // Physical Review 
B. 1976. Vol. 13. No. 12. P. 5188.

REFERENCES

1. Chibisov A. N., Chibisova M. A., Ab initio calculation of the equilibrium quantum state for hole 
qubit and electrostatic characteristics of the B:Si system, J. Comput. Electron. 20 (5) (2021) 1959–
1963.

2. Chibisov A. N., Aleshin M. S., Chibisova M. A., DFT analysis of hole qubits spin state in 
germanium thin layer, Nanomaterials. 12 (13) (2022) 2244.

3. Fang Y., Philippopoulos P., Culcer D., et al., Recent advances in hole-spin qubits, Mater. 
Quantum Technol. 3 (1) (2023) 012003.

4. Valentini M., Borovkov M., Prada E., et al., Majorana-like Coulomb spectroscopy in the absence 
of zero-bias peaks, Nature. 612 (7940) (2022) 442–447.

5. Watzinger H., Kukučka J., Vukušić L., et al., A germanium hole spin qubit, Nat. Commun. 9 
(25 Sept) (2018) 3902.

6. Goncharov A. V., Chibisov A. N., Effect of external pressure and quantum state on the local 
magnetization of germanium layers: Ab initio calculation, Adv. Theory Simul. 6 (3) (2023) 2200816.

7. Chibisov A. N., Chibisova M. A., Prokhorenko A. V., et al., Possibilities of controlling the 
quantum states of hole qubits in an ultrathin germanium layer using a magnetic substrate: Results from 
ab initio calculations, Nanomaterials. 13 (23) (2023) 3070.

8. Watzinger H., Kloeffel C., Vukušić L., et al. Heavy-hole states in germanium hut wires, Nano 
Lett. 16 (11) (2016) 6879–6885.

9. Ueno N., Sacuraba M., Osakabe Y., et al., Electronic properties of Si/Si-Ge Alloy/Si(100) 
heterostructures formed by ECR Ar plasma CVD without substrate heating, Mater. Sci. Semicond. 70 
(1 Nov) (2017) 55–62.



Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки. 18 (2) 2025

28

10. Antonova I. V., Kagan M. S., Polyakov V. I., et al., Effect of interface states on population of 
quantum wells in SiGe/Si structures, Phys. Status Solidi C. 2 (6) (2005) 1924–1928.

11. Žutić I., Fabian J., Erwin S. C., Spin injection and detection in silicon, Phys. Rev. Lett. 97 (2) 
(2006) 026602.

12. Gao F., Zhang J. Y., Wang J. H., et al., Ge/Si quantum wires for quantum computing, Proc. 
5th IEEE Electron Devices Technology and Manufacturing Conf. (EDTM-2021). April 8–11, 2021. 
Chengdu, China, IEEE Inc. (2021) 9420817.

13. Ercan H. E., Friesen M., Coppersmith S. N., Charge-noise resilience of two-electron quantum 
dots in Si/SiGe heterostructures, Phys. Rev. Lett. 128 (24) (2022) 247701.

14. Paquelet Wuetz B., Loset M. P., Koelling S., et al., Atomic fluctuations lifting the energy 
degeneracy in Si/SiGe quantum dots, Nat. Commun. 13 (13 Dec) (2022) 7730.

15. Kresse G., Hafner J., Ab initio molecular dynamics for liquid metals, Phys. Rev. B. 47 (1) (1993) 
558.

16. Kresse G., Furthmüller J., Efficiency of ab-initio total energy calculations for metals and 
semiconductors using a plane-wave basis set, Comput. Mater. Sci. 6 (1) (1996) 15–50.

17. Perdew J. P., Burke K., Ernzerhof M., Generalized gradient approximation made simple, Phys. 
Rev. Lett. 77 (18) (1996) 3865.

18. Monkhorst H. J., Pack J. D., Special points for Brillouin-zone integrations, Phys. Rev. B. 13 
(12) (1976) 5188.

СВЕДЕНИЯ ОБ АВТОРАХ

ОБРАЗЦОВ Кирилл Владимирович – лаборант кафедры физики Тихоокеанского государствен-
ного университета, младший научный сотрудник Вычислительного центра Дальневосточного от-
деления РАН, г. Хабаровск, Россия. 

680035, Россия, г. Хабаровск, Тихоокеанская ул.,136. 
2018102293@pnu.edu.ru
ORCID: 0009-0001-6034-7757

ЧИБИСОВ Андрей Николаевич – доктор физико-математических наук, ведущий научный 
сотрудник Вычислительного центра Дальневосточного отделения Российской академии наук, г. 
Хабаровск, Россия.

680000, Россия, г. Хабаровск, ул. Ким Ю Чена, 65
andreichibisov@yandex.ru
ORCID: 0000-0002-5410-8661 

МАМОНОВА Марина Владимировна – кандидат физико-математических наук, доцент 
кафедры теоретической физики Омского государственного университета имени Ф. М. Достоев-
ского, г. Омск, Россия.

644077, г. Омск, проспект Мира, д. 55-А
mamonovamv@omsu.ru
ORCID: 0000-0001-7466-086X

THE AUTHORS

OBRAZCOV Kirill V.
Pacific National University
Computing Center of the Far Eastern Branch of the RAS.
136 Tikhookeanskaya St., Khabarovsk, 680035, Russia 
2018102293@pnu.edu.ru
ORCID: 0009-0001-6034-7757

CHIBISOV Andery N.
Computing Center of the Far Eastern Branch of the Russian Academy of Sciences
65 Kim Yu Chen St., Khabarovsk, 680000, Russia
andreichibisov@yandex.ru
ORCID: 0000-0002-5410-8661 



29

Физика конденсированного состояния

MAMONOVA Marina V.
Omsk State University Named after Dostoevsky
55-A Mir Ave., Omsk, 644077, Russia
mamonovamv@omsu.ru
ORCID: 0000-0001-7466-086X

© Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого, 2025

Статья поступила в редакцию 09.12.2024. Одобрена после рецензирования 16.01.2025. 
Принята 16.01.2025.

Received 09.12.2024. Approved after reviewing 16.01.2025. Accepted 16.01.2025.



30

Научная статья
УДК 539.3
DOI: https://doi.org/10.18721/JPM.18203

ПРИМЕНЕНИЕ МАТЕМАТИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ 
ДЛЯ ОПИСАНИЯ ПОВЕДЕНИЯ СЛОИСТЫХ ПАНЕЛЕЙ 

С ТЕТРАЭДРАЛЬНЫМ ЗАПОЛНИТЕЛЕМ

О. В. Антонова 1 ✉, М. В. Иванов 1, А. А. Михайлов 1, В. А. Кузьмин 2 
1 Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого, 

Санкт-Петербург, Россия;
2 ООО «Тетрал», Санкт-Петербург, Россия

✉ antonova_ov@spbstu.ru
Аннотация. В работе выполнено математическое моделирование с целью описания 

поведения слоистых панелей с тетраэдральным заполнителем под действием различных 
нагрузок. При этом была реализована серия численных расчетов в программном 
комплексе конечно-элементного анализа ANSYS. При моделировании использованы 
полученные ранее эффективные упругие характеристики, что позволило заменить 
прямое моделирование структуры тетраэдрального заполнителя элементами 
простой формы с применением ортотропного материала, имеющего эквивалентные 
характеристики. Решена задача о трехточечном изгибе пластины, проанализировано 
деформированное состояние панели и характер ее прогиба. Установлена необходимость 
применения принципов разномодульной теории упругости при моделировании таких 
объектов и учета эффективных упругих характеристик, полученных при растяжении 
и сжатии ячейки периодичности. Даны рекомендации по использованию в расчетах 
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Abstract. In the paper, mathematical modeling methods for describing the behavior of 
sandwich panels with a tetrahedral core under various loads have been used, and a series of nu-
merical calculations carrying out by the ANSYS software. In so doing the previously obtained 
effective elastic characteristics were taken, which made it possible to replace the direct mode-
ling of the tetrahedral core structure with elements of a simple form using orthotropic material 
with equivalent characteristics. The problem of the plate’s three-point bending was solved, and 
a deformed state and deflection character of the panel were analyzed. The necessity of applying 
the heteromodular elasticity theory when modeling such objects and of taking into account the 
effective elastic characteristics obtained by tension and compression of the periodicity cell was 
established. Recommendations were given for the use of periodicity cells when computing the 
iterative changes in material properties and effective characteristics obtained during tension 
and compression.

Keywords: tetrahedral core, layered panel, effective elastic characteristics, finite element 
method 

For citation: Antonova O. V., Ivanov M. V., Mikhailov A. A., Kuzmin V. A., Application 
of mathematical modeling for describing the behavior of layered panels with a tetrahedral core, 
St. Petersburg State Polytechnical University Journal. Physics and Mathematics. 18 (2) (2025) 
30–40. DOI: https://doi.org/10.18721/JPM.18203

This is an open access article under the CC BY-NC 4.0 license (https://creativecommons.
org/licenses/by-nc/4.0/)

Введение

В связи с возрастающими потребностями различных отраслей промышленности к ис-
пользованию композитных панелей с заполнителями разного вида, все чаще требуется 
проведение анализа и расчетное обоснование применения таких конструктивных элемен-
тов с привлечением методов математического моделирования, использующего высоко-
производительное вычислительное оборудование и современное программное обеспече-
ние [1, 2]. При проектировании, подготовке и проведении испытаний и, как следствие, 
моделировании таких панелей и изделий из них [3 – 5], повышенное внимание уделяется 
особенностям структуры и формы именно заполнителя [6, 7]. Наиболее широкое распро-
странение в настоящее время получил сотовый заполнитель в составе различных элемен-
тов авиационной, автомобильной техники, а также строительных конструкций [8 – 11]. 
Отметим, что соты имеют закрытую структуру ячеек и хорошо подходят для тепловой 
защиты; кроме того, они обеспечивают прочность, надежность и несущую способность 
при значительных нагрузках [12]. 

С другой стороны, структуры с ферменным заполнителем обладают менее эффек-
тивным сопротивлением нагружению [13], но обеспечивают возможность вентиляции. 
Именно поэтому такие виды заполнителя зарекомендовали себя как решение, способ-
ное продлить срок службы строительных фасадов путем защиты от негативного влияния 
внешних климатических воздействий [14 – 16]. Одна из возможных конфигураций за-
полнителя – это тетраэдральный заполнитель, представляющий собой комбинацию из 
усеченных тетраэдров [17, 18].

При моделировании композитную панель с сотовым или ферменным заполнителем 
можно описать как композиционный материал со сложной микроструктурой. В вычис-
лительной механике сплошных сред заполнитель допустимо считать однородным матери-
алом, эффективные свойства которого могут быть как анизотропными, так и ортотроп-
ными [19, 20]. При численном моделировании панели с тетраэдральным заполнителем 
рассматриваются как конструктивно ортотропный композиционный материал [21, 22].

Для того чтобы корректно осуществить такой подход, на первом этапе выделяется 
ячейка периодичности и задаются ее эффективные упругие характеристики. Послед-
ние часто определяют с использованием метода прямой гомогенизации [23], который 
позволяет вычислить эффективные значения ортотропных физико-механических параме-
тров композиционного материала со сложной микроструктурой; метод применим и для 
двоякопериодических структур.
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Основная цель данной работы – обосновать расчетным путем необходимость примене-
ния принципов разномодульной теории упругости для моделирования композиционных 
панелей с заполнителем. 

Для этого были поставлены и решены следующие задачи: 
рассчитать жесткостные параметры панели с тетраэдральнымм заполнителем при 

растяжении и сжатии;
определить напряженно-деформированное состояние панели в задаче о трехточечном 

изгибе.
Объект исследования

Общий вид конструкции панели и тетраэдрального заполнителя с его геометрически-
ми характеристиками, которые рассмотрены в данном случае, представлены на рис. 1. 
Панели такого вида нашли преимущественное применение в строительной отрасли, а  
именно – в конструкциях вентилируемых фасадов и ограждающих сооружений.

b)

c)

а)

Рис. 1. Общий вид панели с тетраэдральным заполнителем (a), 
ее заполнитель (b) и его геометрические характеристики (c)

Значения физико-механических параметров используемого материала АМГ2 следующие:
Плотность, кг/м3 …………………………...…2 680;
Модуль упругости, ГПа …………………..…71,0;
Временное сопротивление, МПа ………..190;
Предел текучести, МПа …………………......80;
Коэффициент Пуассона ………………….…0,33.

Предполагается, что для изготовления несущих листов панели и заполнителя 
используется один и тот же материал. 

b)а)

Рис. 2. Схематические изображения ячейки периодичности (a) 
и тетраэдрального заполнителя (вид сверху) (b);

прямоугольником выделена эта ячейка 
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Рассматриваемая ячейка периодичности, имеющая размеры 28 × 58 × 19 мм, представ-
лена рис. 2. 

Значения упругих параметров были определены методом прямой гомогенизации (соот-
ветствующие результаты и подробное описание метода приведены в работе [24]). Исполь-
зованный метод прямой гомогенизации основан на кинематико-статических граничных 
условиях [25] и позволил определить ортотропные эффективные физико-механические 
свойства композиционного материала со сложной микроструктурой. 

Задача о трехточечном изгибе композитной панели

Указанная задача представляет как научный, так и практический интерес [26 – 28]. 
Рассмотрим такую задачу для пластины с тетраэдральным заполнителем, причем струк-
тура заполнителя будет моделироваться без каких-либо упрощений, а конструкция пред-
ставляться в виде однородной среды с эффективными свойствами. 

Схема нагружения в задаче о трехточечном изгибе такой панели (ее габаритные разме-
ры – 292 × 140 × 19 мм) представлена на рис. 3.

Рис. 3. Схема нагружения к постановке задачи 
о трехточечном изгибе панели. Показаны 
геометрические параметры и направление 

нагружающей силы F

При численном моделировании были 
использованы оболочечные нелинейные 
конечные элементы. После проведения 
анализа сходимости была выбрана модель, 
состоящая из 156050 элементов, число  
узлов – 532325; характерный размер эле-
мента – 1 мм. 

На основании проведенного расчета 
проанализируем деформированное состоя-
ние панели. На рис. 4 представлены вер-
тикальные перемещения рассматриваемой 
панели и график зависимости ее прогиба в 
центральном сечении вдоль длины l. 

Из представленных результатов видно, 
что для пластины с тетраэдральным  

b)а)

Рис. 4. Деформированное состояние сэндвич-панели: a – вертикальные перемещения 
(цветовая шкала, масштаб 10 : 1), b – график зависимости прогиба панели в ее центральном 

сечении вдоль длины l (см. рис. 3)

заполнителем наблюдается влияние расположения заполнителя на величину и характер 
прогиба. В местах креплений заполнителя прогиб меньше. 

Для дальнейшего изложения процедуры моделирования следует установить соответ-
ствие между средним прогибом панели с заполнителем и прогибом при изгибе аналогич-
ной панели, но изготовленной из однородного разномодульного материала с ортотроп-
ными характеристиками. Подчеркнем, что для этого необходимо сравнить поведение под 
нагрузкой двух объектов:

панель с тетраэдральным заполнителем, 
панель из однородного разномодульного материала с ортотропными характеристиками. 
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Для указанного сравнения предварительно рассмотрим две вспомогательные задачи: 
оценку поведения ячейки периодичности при растяжении и сжатии,
анализ возможности применения принципов разномодульной теории упругости. 
Отметим, что постановки этих задач представляют самостоятельный научный интерес.

Применение принципов разномодульной теории упругости

При переходе на макроуровень возникает вопрос о корректном учете геометрических 
особенностей выбранной ячейки периодичности и ее поведения под нагрузкой. Тетра- 
эдральный заполнитель в составе слоистых конструкций, обладая сложной структурой, 
ведет себя различным образом при растяжении и сжатии [25, 29, 30], что делает обосно-
ванным применение подходов, лежащих в основе разномодульной теории упругости [31 
– 33]. 

Как известно, в классической теории упругости механические характеристики одно-
родного изотропного материала, описываются двумя упругими константами: модулем 
Юнга E и коэффициентом Пуассона ν.

Согласно же разномодульной теории упругости, материал имеет разные модули Юнга 
для случаев одноосного растяжения и одноосного сжатия: Е+ и Е– соответственно, а также 
разные коэффициенты Пуассона, характеризующие поперечное сужение при растяжении 
и поперечное расширение при сжатии: ν+ и ν–, соответственно.

Рис. 5. Начальный участок характерной 
диаграммы деформирования (напряжение σ – 
деформация ε) согласно разномодульной 
теории упругости: материал обладает модулями 
упругости Е+ для одноосного растяжения и Е– 

для одноосного сжатия

Согласно разномодульной теории упру-
гости, диаграмму деформирования в пер-
вом приближении можно представить в ви-
де двух прямых (рис. 5). 

Для проверки применимости указанного 
подхода и его обоснования, другими слова-
ми, – возможности применения принципов 
разномодульной теории упругости при про-
ектировании конструкций из слоистых па-
нелей с тетраэдральным заполнителем, бы-
ла проведена серия численных эксперимен-
тов по растяжению ячейки периодичности 
(см. рис. 2, b) в направлениях осей x, y и z. 

Эти расчеты были выполнены с по-
мощью программного комплекса ANSYS 
Mechanical. При численном моделировании 
были использованы оболочечные нелиней-
ные конечные элементы. После проведения 
анализа сходимости была выбрана модель, 
состоящая из 4148 элементов и числа узлов 
13177; характерный размер элемента соста-

Рис. 6. Интенсивность механических напряжений по Мизесу (см. цветовые шкалы) 
для ячейки периодичности при растяжении (a) и сжатии (b) вдоль оси x

b)а)

вил 1 мм. Ранее такая же конечно-элементная модель использовалась в работе [24].
На рис. 6 представлено распределение интенсивности напряжений по Мизесу при 

растяжении и сжатии ячейки вдоль оси х.
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Поведение ячейки периодичности при растяжении и сжатии

График зависимостей силы реакции от максимального перемещения Umax при раз-
ных направлениях воздействия представлен на рис. 7. Пунктиром показана линейная 
зависимость усилия от перемещения в области сжатия с жесткостью, равной жесткости 
при растяжении. Значения реакций при смене знака воздействия приведены в табл. 1.

Таким образом, сравнение поведения ячейки периодичности при растяжении и сжатии 
продемонстрировало различие в величине реакций при воздействии в направлениях x и y.

Отметим, что на этом этапе исследования были использованы значения эффективных 
упругих характеристик (табл. 2), представленных нами в работе [24].

Рис. 7. График зависимостей силы реакции от нормализованного максимального перемещения 
при разных направлениях воздействия (по осям x, y, z). 

Пунктирными прямыми показаны линейные зависимости усилия от перемещения в области сжатия 
с жесткостью, равной жесткости при растяжении 

                                                        Таблица  1

Сравнение реакций ячейки периодичности 
при смене направления и знака приложения нагрузки

Направление 
воздействия

Значение параметра
+F1, кН –F

2
, кН |Umax|/h, %

Ось x 0,347 0,271 2

Ось y 5,991 2,032 50

Ось z 1,561 1,562 2
Обозначения : +F1, –F2 – силы реакции при растяжении и 
сжатии, соответственно; |Umax|/h – отношение максимального 
перемещения по каждой оси к толщине листа.

                                                              Таблица  2

Значения эффективных упругих параметров, использованные в расчетах

Модули Юнга, ГПа Коэффициенты Пуассона Модули сдвига, ГПа
E1

* = 58,60 ν12
* = 0,31; ν21

* = 0,03 G12
*= 1,030

E
2

* = 0,899 ν 23
* = 0,01; ν

32
* = 0,10 G

23
*= 0,113

E
3

* = 4,53 ν13
*= 0,29; ν31

*= 0,30 G13
*= 0,832

Примечание . Значения параметров, приведенные в таблице, были ранее 
представлены нами в работе [24].
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Данные на рис. 7 и в табл. 1 демонстрируют, что в направлениях x и y наблюдаются 
различные значения реакций при смене знака воздействия. Особенно сильно это выраже-
но для направления y (вертикального). Этот результат позволяет сделать вывод, что для 
описания поведения конструкций с выбранным видом заполнителя применение разномо-
дульной теории упругости вполне обосновано. Для более же точного описания поведения 
ячейки периодичности необходимо находить эффективные характеристики и для случая 
сжатия.

Заключение

Результаты численного моделирования показали, что композитная панель с выбран-
ным видом тетраэдрального заполнителя обладает различными жесткостными характери-
стиками при сжатии и растяжении. 

Обоснована целесообразность применения метода гомогенизации совместно с прин-
ципами разномодульной теории упругости для повышения точности описания поведения 
пластины на макроуровне.

Полученные результаты открывают возможности для дальнейших исследований. На 
следующем этапе предстоит подтвердить соответствие величины среднего прогиба панели 
с заполнителем аналогичному прогибу при изгибе панели, сделанной из однородного раз-
номодульного материала. Необходимо также сравнить поведение панели с тетраэдраль-
ным заполнителем с поведением панели из однородного разномодульного материала с 
ортотропными характеристиками. Необходимо отдельно отметить, что разномодульное 
поведение конструкции планируется описывать путем итерационного уточнения равно-
весного состояния для текущей деформированной конфигурации конструкции.
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ВЛИЯНИЕ МАГНИТНОГО ПОЛЯ НА ЭФФЕКТИВНОСТЬ 
МАГНИТНОГО ЭКРАНИРОВАНИЯ В РУБИДИЕВЫХ АТОМНЫХ ЧАСАХ
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Аннотация. В работе представлены результаты экспериментальных исследований 
зависимости продольного коэффициента экранирования магнитного экрана (в 
направлении оси экрана) малогабаритных рубидиевых атомных часов (РАЧ) от 
напряженностей и взаимной ориентации их внутреннего рабочего и дополнительного 
внешнего магнитных полей. При этом дополнительное поле намагничивает извне 
магнитный экран РАЧ и проникает внутрь него. Установлено существенное влияние этих 
полей в их взаимосвязи на экранирующие свойства магнитного экрана РАЧ. Полученные 
результаты позволяют определять продольный коэффициент экранирования РАЧ при 
действующих значениях рабочего и дополнительного магнитных полей и, как следствие, 
компенсировать влияние вариаций геомагнитного поля на частоту бортовых РАЧ.
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Abstract. The paper presents the experimental study results of the dependence of the lon-

gitudinal shielding coefficient of a magnetic shield (in the direction of the shield axis) on the 
strengths and mutual orientation of the operational internal and additional external magnetic 
fields of a small-sized rubidium atomic clock (RAC). In this case, an additional field mag-
netizes the RAC’s magnetic shield from the outside and penetrates inside it. The significant 
influence of these fields in their interrelation on the shielding properties of the magnetic shield 
of the RAC has been found. The obtained results allowed us to determine the longitudinal 
RAC-shielding coefficient at the effective values of the operational and additional magnetic 
fields and, as a consequence, to compensate for the effect of geomagnetic field variations on 
the frequency of the onboard RAC.
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Введение

В настоящее время с помощью околоземных спутниковых систем решаются важней-
шие задачи навигации. Точность таких систем в значительной степени зависит от харак-
теристик бортовых атомных часов [1 – 3], в качестве которых для мини- и наноспутников 
можно использовать малогабаритные рубидиевые атомные часы (РАЧ) [4]. Магнитный 
экран последних ослабляет влияние вариаций внешнего магнитного поля (геомагнитно-
го) на частоту РАЧ. Однако вследствие неизбежных дефектов (например, швы и комму-
никационные отверстия) такие экраны не позволяют полностью исключать влияние ва-
риаций указанного поля на стабильность частоты РАЧ [5]. Эти неоднородности конструк-
ции экрана приводят к резкому различию поперечного и продольного (вдоль оси экрана) 
коэффициентов экранирования [6]. Подобное различие коэффициентов экранирования 
приводит к изменению величины и направления магнитного поля, проникающего в маг-
нитный экран при расположении РАЧ, например, на борту спутника [7], движущегося 
по околоземной орбите и приводящего к возникновению ориентационной зависимости 
частоты бортовых РАЧ. Для ослабления такой зависимости обычно прибегают к при-
менению многослойных магнитных экранов, обеспечивающих достаточно высокую ста-
бильность частоты РАЧ. Так например, использование пятислойного магнитного экрана 
в бортовом варианте атомно-лучевых цезиевых часов с лазерной накачкой, описанного в 
статье [8], позволило получить долговременную относительную нестабильность частоты 
на уровне 3,5·10−15 при значении кратковременной относительной нестабильности 10−13.  
При этом экспериментальное значение коэффициента экранирования составляло 3·105 в 
магнитном поле с напряженностью, равной ±24 А/м. 

Негативным фактором использования многослойных магнитных экранов в бортовых 
РАЧ (особенно малогабаритных) является увеличение их суммарных габаритов и веса, 
что стимулирует поиск новых схемных решений, обеспечивающих требуемую стабиль-
ность частоты РАЧ. В нашей статье [9] было показано, что намагничивание двухслойно-
го магнитного экрана РАЧ дополнительным постоянным внешним полем существенно 
повышает его коэффициент экранирования, что позволяет снизить влияние вариаций 
внешнего магнитного поля на стабильность частоты РАЧ. В частности, было обнаружено 
восьмикратное увеличение коэффициента экранирования для напряженности дополни-
тельного постоянного намагничивающего поля примерно 12,8 А/м, направленного пер-
пендикулярно оси РАЧ (направление наибольшего коэффициента экранирования маг-
нитного экрана РАЧ), при амплитуде внешнего вращающегося магнитного поля около  
2,5 А/м, имитирующего геомагнитное поле на орбите навигационного спутника. 

Дальнейшие эксперименты показали, что при указанных значениях дополнительного 
намагничивающего и вращающегося магнитных полей коэффициент экранирования маг-
нитного экрана РАЧ зависит как от величины, так и от ориентации рабочего магнитного 
поля Нop (внутреннее поле РАЧ), создаваемого в окрестности газовой ячейки магнитной 
системой РАЧ. 

В настоящей работе анализируются детали указанной зависимости по результатам  
измерений сдвигов частоты РАЧ при встречной и соосной ориентациях внешнего  
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дополнительного постоянного магнитного поля Н
0
 относительно рабочего магнитного 

поля Нop.
Данное дополнительное поле Н

0
 проникает извне внутрь экрана и ориентируется вдоль 

продольной оси этого экрана. При этом небольшое значение продольного (по сравнению 
с поперечным) коэффициента экранирования S характеризует степень проникновения 
поля Н

0
 внутрь экрана и, как следствие, чувствительность частоты РАЧ к вариациям 

внешнего магнитного поля. Таким образом, измерения сдвигов частоты РАЧ позволяет 
извлекать информацию о значениях продольного коэффициента экранирования S.

Цель данного исследования состояла в поиске средств компенсации влияния внешнего 
магнитного поля на частоту рубидиевых атомных часов (РАЧ). Первоочередная задача, 
стоявшая в этом случае, – определить поведение ключевой величины – продольного 
коэффициента экранирования магнитного экрана РАЧ, значения которого можно опти-
мизировать и использовать для указанной компенсации.

Для решения поставленной задачи было необходимо изучить влияние напряженностей 
рабочего (Нop) и дополнительного (Н

0
) магнитных полей, а также их взаимной ориента-

ции на величину S.

Методика измерений продольного коэффициента экранирования магнитного экрана 

Экспериментальная оценка продольного коэффициента экранирования двухслойного 
магнитного экрана серийных малогабаритных РАЧ проводилась на установке, описан-
ной в нашей работе [10]. Установка содержала магнитную систему из трех пар колец 
Гельмгольца, в центре которой размещались малогабаритные РАЧ, подключенные к схе-
ме регистрации вариаций их частоты. С помощью катушек Гельмгольца полностью (с 
точностью до десятков нТл) компенсировалось геомагнитное поле в зоне размещения 
РАЧ и создавалось дополнительное постоянное магнитное поле Н

0
 различной напря-

женности. Вектор Н
0
 был ориентирован сонаправлено (ориентация ↑↑) либо противопо-

ложно направлено (ориентация ↑↓) относительно рабочего магнитного поля Нop. Экран 
был изготовлен из ферромагнитного сплава пермаллоя 79 НМ. Определение продольного 
коэффициента экранирования S для обеих ориентаций (↑↑ и ↑↓) рабочего и дополнитель-
ного магнитных полей проводилось путем измерения сдвига частоты РАЧ относительно 
частотного эталона при двух фиксированных значениях тока в катушке, создающей рабо-
чее магнитное поле Нop. 

Значение величины |Нop| находили с помощью известного выражения для частоты ра-
бочего перехода РАЧ (см. монографию [5]) с добавлением компоненты ∆Нin: 

ν = ν
0
 + β·(Hop ± ∆Hin)2,                                        (1)

где ν
0
 – частота атомного перехода для атомов 87Rb (ν

0
 = 6,835 МГц); β – коэффициент 

пропорциональности (β = 90,5 мГц∙м2/А2); ∆Нin – компонента внешнего дополнительного 
поля Н

0
, проникающая внутрь магнитного экрана и ориентированная соосно с рабочим 

магнитным полем Нop. Значение последнего в РАЧ обычно составляет порядка десяти  
А/м [5]. 

В наших экспериментах измерение продольного коэффициента экранирования прово-
дилось при двух значениях Нop: 11,68 и 12,16 A/м.

Значения приращений поля ±∆Нin (они действуют внутри экрана и обусловлены 
приращениями поля ±∆Н

0
), необходимые для последующих вычислений продольного 

коэффициента экранирования экрана РАЧ, определяли через измерения разности частот 
исследуемых РАЧ и частотного эталона по формуле (1).

В отличие от методики, приведенной в нашей работе [9], в данной работе не исполь-
зовалось внешнее вращающееся магнитное поле; в нем не было надобности, поскольку 
исследование было посвящено влиянию на РАЧ приращений дополнительного поля ∆Н

0
, 

имитирующего геомагнитное поле Земли. 

Измерения продольного коэффициента экранирования 

На рисунке приведены примеры осциллограмм относительного сдвига частоты РАЧ 
в диапазоне приращений напряженности магнитного поля ∆Н

0
, равном 5 – 30 А/м, а в  

табл. 1 представлены соответствующие значения относительного сдвига частоты РАЧ.
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a)

b)

Осциллограммы относительного сдвига частоты РАЧ под действием приращений ∆Н
0 

дополнительного постоянного внешнего магнитного поля Н
0
 различной ориентации при двух 

значениях рабочего магнитного поля Н
op
, A/м: 11,68 (a) и 12,16 (b). 

Числа над отрезками выражают номера периодов (см. табл. 1).

Таблица  1 

Значения относительного сдвига частоты рубидиевых атомных 
часов при различных приращениях напряженности внешнего 

магнитного поля и двух значениях рабочего магнитного поля Н
op

Номер 
периода

Приращение внешнего 
магнитного поля 

∆Н
0
, А/м

Относительный сдвиг 
частоты, 10–9 отн. ед.

Нop =11,68 А/м Нop = 12,16 А/м
1 0 –1,4990 –1,3396
2 +5 –1,5047 –1,3449
3 –5 –1,4881 –1,3201
4 +10 –1,5083 –1,3463
5 –10 –1,4831 –1,3251
6 +15 –1,5113 –1,3539
7 –15 –1,4771 –1,3184
8 +20 –1,5196 –1,3576
9 –20 –1,4655 –1,3112
10 +25 –1,5259 –1,3645
11 –25 –1,4635 –1,3062
12 +30 –1,5262 –1,3707

13 –30 –1,4552 –1,3009
14 0 –1,4917 –1,3521
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В качестве эталона частоты, относительно частоты которого измерялся частотный 
сдвиг РАЧ, использовались малогабаритные РАЧ, однотипные исследуемым. Эти мало- 
габаритные часы были расположены вне магнитной системы, создающей приращения 
∆Н

0
.

Для определения продольного коэффициента экранирования S было использовано 
следующее выражение: 

S = ∆Н
0
/∆Нin.                                                 (2)

На основании данных табл. 1, по формуле (2) (и с учетом выражения (1)) были вычис-
лены значения продольного коэффициента экранирования S для различных комбинаций 
взаимного направления векторов Нop и Н

0
. Результаты этих вычислений представлены в 

табл. 2.

                                                 Таблица  2

Сводная таблица значений коэффициента продольного 
экранирования для двух значений рабочего магнитного поля Н

op
 

и его ориентации относительно внешнего поля Н0

∆Н
0
, А/м

Значение коэффициента продольного экранирования S
Нop =11,68 А/м Нop = 12,16 А/м↑↑ ↑↓ ↑↑ ↑↓

5 128 329 89 294
10 181 366 219 294
15 200 398 225 323

20 178 310 250 351
25 665 293 240 320

30 205 352 250 305

40 294 265 305 234

60 288 290 307 209
80 313 290 260 173

Обозначения : ∆Н0 – приращение внешнего магнитного поля; ↑↑ и ↑↓ – 
взаимная ориентация магнитных полей Н0 и Нop.

Из данных табл. 2 следует, что наибольшее расхождение в значениях коэффициента 
экранирования S для ориентаций внешнего дополнительного (Н

0
) и рабочего (Нop) маг-

нитных полей (обозначены как ↑↑ и ↑↓) наблюдается в области значений ∆Н
0
 = 5 А/м,  

т. е. там, где магнитная проницаемость материала магнитного экрана (пермаллоя) пре-
терпевает наиболее резкое изменение функции внешнего постоянного магнитного поля 
[11], причем по порядку его величина сравнима с напряженностью геомагнитного поля 
на орбите спутников навигационных систем. Динамика изменения коэффициента экра-
нирования как функции модулей векторов Нop и Н

0
 и направлений их взаимной ориента-

ции дает возможность определять значение коэффициента экранирования для различных 
комбинаций как напряженностей, так и направления этих полей. Информация, относя-
щаяся к коэффициенту экранирования, позволяет определять параметры намагничива-
ющего поля, направленного перпендикулярно оси магнитного экрана, для повышения 
его коэффициента экранирования [9], а также обеспечивать возможность компенсации 
влияния вариаций внешнего магнитного поля на частоту РАЧ. 

Заключение

Анализ полученных в работе результатов позволяет сделать следующие выводы.
1. Продольный коэффициент экранирования магнитного экрана РАЧ существенно  
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зависит как от напряженностей рабочего и дополнительного намагничивающего магнит-
ных полей, так и от их взаимной ориентации.

2. При этом максимальное различие в коэффициентах экранирования для двух проти-
воположных ориентаций дополнительного намагничивающего поля Н

0
 и рабочего поля 

Нop наблюдается для значений приращения поля ∆Н
0
 ≈ 5 А/м, что примерно соответствует 

геомагнитному полю на орбите навигационных спутников. 
3. Полученная зависимость коэффициента экранирования имеет принципиальное зна-

чение для коррекции частоты РАЧ на основе использования данных об изменении вели-
чины и направления внешнего магнитного поля при движении спутника по орбите.
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РЕНТГЕНО-АБСОРБЦИОННАЯ ИММЕРСИОННАЯ ТЕХНОЛОГИЯ
ОБОГАЩЕНИЯ АЛМАЗОСОДЕРЖАЩИХ РУД: 

ФИЗИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ И ПРАКТИЧЕСКАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ
В. Д. Купцов ✉

Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого, 
Санкт-Петербург, Россия
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Аннотация. В работе представлены физические основы рентгено-абсорбционной 
иммерсионной технологии (РАИТ), основанной на регистрации рентгеновского 
излучения, прошедшего через алмазосодержащую руду, пустоты между кусками которой 
предварительно заполняются иммерсионной средой (ИС). При этом определен диапазон 
энергий рентгеновских фотонов, в котором алмаз более прозрачен, чем компоненты 
руды. На основе предложенной аппроксимации массовых коэффициентов ослабления 
элементов суммой двух степенных функций проведено обоснование осознанного 
выбора массового коэффициента ослабления ИС, равного среднему значению по всем 
компонентам руды с учетом их весового содержания. По результатам тестирования 
предложен оптимальный состав ИС в виде сыпучего материала: порошок сплава 
алюминия с цинком.  Эксперименты, проведенные на разработанном и изготовленном 
образце сепаратора, подтвердили возможность применения РАИТ, обладающей 
существенными преимуществами над аналогами. 

Ключевые слова: рентгено-абсорбционная технология, иммерсионная среда, массовый 
коэффициент ослабления, рентгеновское излучение, алмазы
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Abstract. The paper presents physical principles of X-ray absorption immersion technology 
(XRAIT) based on recording X-ray radiation passed through diamond-containing ore, pore 
spaces between the pieces of which are preliminarily filled with an immersion medium (IM). 
The energy range of X-ray photons where the diamond is more transparent than the ore com-
ponents has been determined. Based on the proposed approximation of the mass attenuation 
coefficients of elements by the sum of two power functions, a justification for a conscious 
choice of the mass attenuation coefficient of the IM equal to the average value for all ore 
components was carried out taking into account their weight content. An optimal composition 
of the IM in the form of a bulk material, namely aluminum-zinc alloy powder, was proposed. 
Experiments conducted on a developed and manufactured prototype of the separator confirmed 
the possibility of using the XRAIT with significant advantages over analogues.
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Введение

Рентгено-абсорбционная технология обогащения полезных ископаемых использует 
в своей физической основе ослабление (поглощение и рассеивание) электромагнитного 
излучения рентгеновского диапазона при прохождении через алмазосодержащую руду. 
Разделительным признаком при сепарации минералов служит различие интенсивностей 
излучения, прошедшего через руду в ее сечениях, содержащих алмазы и не содержащих.

Рост технологических показателей рентгено-абсорбционной технологии, достигнутый 
в последнее время, указывает на возможность заменить широко применяемые методы 
обогащения алмазосодержащих руд этой технологией, причем не только на доводочных, 
но и на основных операциях их обогащения [1]. 

В настоящее время на горно-обогатительных фабриках широкое распространение по-
лучили рентгенолюминесцентная, гравитационная и липкостная технологии. 

Физической основой рентгенолюминесцентной технологии является люминесцентное 
излучение алмаза в результате воздействия на него импульсного рентгеновского излуче-
ния. Для анализа этой люминесценции используют два критерия разделения: автокорре-
ляционную функцию и соотношение компонент времени затухания люминесценции [1]. 
Такой анализ предполагает, что алмаз должен находиться на поверхности куска кимбер-
лита, иначе он не будет обнаружен. Следовательно, эта технология требует дезинтеграции 
руды в шаровых мельницах мокрого самоизмельчения или в щековых дробилках, а это 
наносит вред (технологические сколы) самим драгоценным камням, значительно сни-
жая их стоимость. Кроме проблемы образования технологических сколов, при рентгено- 
люминесцентной сепарации возникают потери, обусловленные нехарактерной кинетикой 
люминесценции, которая свойственна части алмазов [2].

Для преодоления этого недостатка технологии, ведутся исследования по обработке 
сырья люминофорсодержащими органическими композициями для модифицирования 
рентгенолюминесцентных свойств слаболюминесцирующих алмазов и их избирательной 
идентификации в рентгенолюминесцентных сепараторах [3]. 

Физической основой гравитационной (тяжелосредной) технологии является раз-
личие значений плотности алмазов и пустой породы. Плотность алмаза составляет  
3,40 – 3,55 г/см3, а пустой породы – около 2,5 г/см3. В процессе такого разделения, в 
жидкой среде с плотностью примерно 3,0 г/см3 куски руды с алмазами опускаются ко 
дну емкости, а пустая порода всплывает. Применение вращения жидкости вместе с ку-
сками руды в специальных гидроциклонах ускоряет процесс разделения [4]. К преимуще-
ству гравитационной технологии относится возможность извлечения невскрытых алма-
зов (находящихся внутри кусков руды). К ее недостаткам можно отнести необходимость 
прецизионного поддержания плотности тяжелосредной жидкости на уровне 3,0 г/см3, а 
главное – экологический вред окружающей среде. 

Физической основой липкостной (жировой) технологии является разница в адгезии 
алмаза и кусков кимберлита к жировому покрытию. Липкостная сепарация применима, в 
основном, на доводочных операциях извлечения алмазов.

Технологии обогащения алмазосодержащих руд постоянно совершенствуются. Сре-
ди последних достижений стоит выделить двуэнергетический рентгенографический ме-
тод, использующий наносекундные импульсы двух уровней энергии взрывоэмиссион-
ной рентгеновской трубки [5], а также объединение и взаимное дополнение рентгено- 
люминесцентного и рентгено-абсорбционного методов [6, 7].
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Перечисленные недостатки технологий обогащения алмазосодержащей руды мож-
но существенно снизить и даже полностью устранить путем внедрения рентгено- 
абсорбционной иммерсионной технологии [8].

Рентгено-абсорбционная иммерсионная технология основана на помещении кусков 
алмазосодержащей руды в иммерсионную среду, имеющую линейный коэффициент осла-
бления рентгеновского излучения, близкий к линейному коэффициенту ослабления ким-
берлита. Предназначение иммерсионной среды состоит в ее способности заполнять все 
полости между кусками алмазосодержащей руды и создавать таким образом композицию 
руды с этой средой, обладающую постоянной толщиной на конвейере [9].

Иммерсионная среда позволяет представлять подготовленную композицию кусков ал-
мазосодержащей руды на конвейере в виде параллелепипеда из кимберлита, внутри ко-
торого может находиться алмаз. Принципиальная блок-схема рентгено-абсорбционной 
иммерсионной технологии представлена на рис. 1.

Рис. 1. Принципиальная блок-схема рентгено-абсорбционной иммерсионной технологии:
immersion medium – иммерсионная среда; piece ore – кусковая руда; X-ray tube control unit – блок 
управления рентгеновской трубкой; receiving and converting device – приемно-преобразующее устройство 

Целями настоящей работы являлись теоретический анализ физических основ рентгено- 
абсорбционной иммерсионной технологии и решение ее основных технологических про-
блем.

Для достижения указанных целей было необходимо выявить особенности ослабления 
рентгеновского излучения в алмазе и сопутствующих минералах, а также на этой основе 
провести экспериментальную апробацию предложенной технологии.

Ослабление рентгеновского излучения различными средами

Проникающее излучение, генерируемое в рентгеновской трубке, проходит сквозь смесь 
руды и иммерсионной среды, преобразуется в оптическое излучение в сцинтилляторе, ко-
торое, в свою очередь, преобразуется в электрический сигнал в приемно-преобразующем 
устройстве. Тормозное излучение рентгеновской трубки возникает при криволинейном 
движении электронов в кулоновском поле атомов анода трубки. Кроме тормозного излу-
чения, рентгеновские трубки излучают достаточно узкие спектральные линии характери-
стического рентгеновского излучения, связанные с переходом электронов с одной орбиты 
на другую. Однако в характеристическом излучении сосредоточена значительно меньшая 
энергия, по сравнению с тормозным, что позволяет не учитывать характеристическое из-
лучение в расчетах интенсивности прошедшего излучения.

Принцип рентгено-абсорбционной иммерсионной технологии основан на регистрации 
излучения, прошедшего через руду, помещенную в иммерсионную среду с линейным 
коэффициентом ослабления, близким к линейному коэффициенту ослабления пустой 
породы алмазосодержащей руды. В итоге уровень интенсивности рентгеновского излу-
чения после прохождения алмазосодержащей руды в иммерсионной среде определяется 
ослаблением излучения в кимберлите, алмазе, иммерсионной среде и сцинтилляторе. В 
приемно-преобразующем устройстве формируется уровень фототока, пропорциональный 
интенсивности прошедшего рентгеновского излучения.
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Интенсивность рентгеновского излучения I
x
 на глубине среды x определяется законом 

Бугера – Ламберта:
( ) ( )0 0exp exp ,x x mI I x I x= −µ = −µ ρ                                   (1)

где µ
x
 – линейный коэффициент ослабления рентгеновского излучения, µm – массовый 

коэффициент ослабления, ρ – плотность поглощающего вещества, I
0
 – интенсивность 

падающего излучения. 
Массовый коэффициент ослабления, в отличие от линейного, не зависит от агрегатно-

го состояния вещества. Значения массовых коэффициентов ослабления элементов, полу-
ченные экспериментально, приведены в таблицах Интернет-источника [10].

Для аналитических расчетов проникающего излучения применяются аппроксимации 
энергетической зависимости массовых коэффициентов ослабления. В отличие от дис-
кретного набора энергий в таблицах экспериментальных данных [10], аппроксимирован-
ные зависимости позволяют проводить расчеты ослабления рентгеновского излучения 
непрерывно по всем энергиям фотонов.

Из рассмотренных автором аппроксимаций массового коэффициента ослабления наи-
меньшую погрешность обеспечивает аппроксимация в виде суммы двух степенных функ-
ций:

11 12

21 22

1 11 12 1

2 21 22 2

,    ;
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b b
k

b b
k

a E a E c E E

a E a E c E E

− −

− −

µ = + + <

µ = + + ≥

                                (2)

где Ek – энергия k-края поглощения. 
Для элементов с атомным номером Z, меньшим 26, в диапазоне энергий 1 – 150 кэВ 

относительная погрешность данной аппроксимации не превышает 1 % по сравнению с 
экспериментальными данными [10].  Для элементов с атомным номером выше 26 (26Fe), в 
диапазоне 1 – 400 кэВ относительная погрешность не превышает 2 %. В табл. 1 приведе-
ны полученные аппроксимации массовых коэффициентов ослабления элементов алмазо-
содержащей руды, материалов анодов рентгеновских трубок, фильтров и сцинтилляторов. 
Характеристическое излучение не учитывалось.

Массовый коэффициент ослабления сложной молекулы равен

( ) ,m mol i mi
i

Cµ = µ∑                                              (3)

где µmi – массовый коэффициент ослабления i-го элемента в молекуле, Ci – весовое  
содержание i-го элемента в молекуле, причем суммирование проводится по всем элемен-
там в молекуле. Аналогично определяются массовые коэффициенты ослабления смесей 
суспензий, сплавов, растворов. В этом случае Ci – весовое содержание i-го вещества в 
такой среде [11].

Интенсивность прошедшего излучения снижается вдвое в так называемом слое поло-
винного поглощения [11]:

( ) ( ) ( )
ln 2 ln 2 .

m x

d E
E E

= =
µ ⋅ρ µ

                                        (4)

Химический состав основных компонентов алмазосодержащей руды приведен в табл. 
2. На основании полученных энергетических зависимостей массовых коэффициентов ос-
лабления элементов и в соответствии с выражениями (3) и (4), рассчитаны слои половин-
ного ослабления компонентов алмазосодержащей руды в зависимости от энергии рентге-
новских фотонов для диапазонов 10 – 100 и 100 – 1000 кэВ (рис. 2).

В диапазоне энергий фотонов 10 – 50 кэВ наблюдается существенное превышение 
значения слоя половинного ослабления алмаза по отношению к любому из компонентов 
алмазосодержащей руды (см. рис. 2, a). При энергии 30 кэВ слой половинного ослабле-
ния алмаза в два раза превышает слой половинного ослабления ближайшего компонента 
алмазосодержащей руды – серпентина.

За основу рентгено-абсорбционной иммерсионной технологии взята особенность ос-
лабления рентгеновского излучения алмазом в диапазоне энергий фотона 10 – 50 кэВ, в 
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Таблица  1
Формулы полученных аппроксимаций массовых коэффициентов

ослабления элементов суммой двух степенных функций (см. ф-лу (2))

Элемент Формула аппроксимации μ (E, кэВ), см2/г Пределы энергии E, кэВ
6C 2,781·103·E–3,100 – 8,477·10–4·E0,840 + 0,1930 1,0000 ≤ E < 200,00
8O 6,284·103·E–3,032 – 3,403·10–4·E0,977 + 0,1820 1,0000 ≤ E < 200,00

11Na 1,575·104·E–3,010 – 7,884·10–7·E2,044 + 0,1557 1,0000 ≤ E < 200,00
12Mg 2,130·104·E–3,007 – 6,825·10–6·E1,655 + 0,1640 1,0000 ≤ E < 200,00

13Al
1,955·103·E–2,623 – 10,5560

2,390·104·E–2,961 – 1,880·104·E–4,541 + 0,1430
1,0000 ≤ E < 1,5596 
1,5596 ≤ E < 105,00

14Si
1,582·103·E–2,616 – 12,2000

3,190·104·E–2,967 – 3,020·104·E–4,403 + 0,1480
1,0000 ≤ E < 1,8389 
1,8389 ≤ E < 110,00

19K
4,272·103·E–2,684 – 2,100·102·E–6,354 – 3,7300
7,720·104·E–2,949 – 1,080·105·E–4,094 + 0,1350

1,0000 ≤ E < 3,6074 
3,6074 ≤ E < 125,00

20Ca
5,163·103·E–2,677 – 2,900·102·E–6,183 – 4,3500
8,565·104·E–2,930 – 1,855·105·E–4,367 + 0,1365

1,0000 ≤ E < 4,0381 
4,0381 ≤ E < 125,00

25Mn
9,770·103·E–2,716 – 1,680·103·E–4,701 – 1,3000
1,380·105·E–2,902 – 7,830·105·E–4,580 + 0,1185

1,0000 ≤ E < 6,5390 
6,5390 ≤ E < 150,00

26Fe
1,113·104·E–2,709 – 2,050·103·E–4,758 – 1,4000
1,555·105·E–2,897 – 10,45·105·E–4,609 + 0,1204

1,0000 ≤ E < 7,1120 
7,1120 ≤ E < 150,00

29Cu
1,505·104·E–2,709 – 3,700·103·E–4,741 – 1,0000
1,840·105·E–2,864 – 8,300·106·E–5,350 + 0,1120

1,0961 ≤ E < 8,9789 
8,9789 ≤ E < 175,00

30Zn
1,685·104·E–2,710 – 4,600·103·E–4,617 – 0,9000
2,029·105·E–2,859 – 3,600·106·E–4,872 + 0,1100

1,1936 ≤ E < 9,6586 
9,6586 ≤ E < 195,00

39Y
3,210·104·E–2,660 – 2,777·104·E–5,381 – 0,9100
3,131·105·E–2,791 – 8,232·107·E–5,558 + 0,0950

2,3725 ≤ E < 17,0384 
17,0384 ≤ E < 220,00

42Mo
4,007·104·E–2,665 – 9,713·104·E–5,978 – 0,6500
3,852·105·E–2,792 – 1,489·108·E–5,533 + 0,0970

2,8655 ≤ E < 19,9995 
19,9995 ≤ E < 220,00

47Ag
5,557·104·E–2,667 – 5,017·105·E–6,354 – 0,3500
4,413·105·E–2,751 – 1,476·109·E–6,066 + 0,0895

3,8058 ≤ E < 25,5140 
25,5140 ≤ E < 280,00

48Cd
5,733·104·E–2,663 – 8,930·105·E–6,629 – 0,3200
4,439·104·E–2,743 – 4,511·108·E–5,663 + 0,0850

4,0180 ≤ E < 26,7112 
26,7112 ≤ E < 320,00

53I
8,091·104·E–2,693 – 1,333·106·E–5,932 + 0,0600
5,245·105·E–2,724 – 1,200·109·E–5,790 + 0,0824

5,1881 ≤ E < 33,1694 
33,1694 ≤ E < 320,00

55Cs
8,757·104·E–2,684 – 2,230·106·E–6,050 + 0,0260
5,920·105·E–2,732 – 2,150·1010·E–6,447 + 0,0860

5,7143 ≤ E < 35,9846 
35,9846 ≤ E < 320,00

56Ba
8,986·104·E–2,679 – 2,253·106·E–5,983 + 0,0210
5,943·105·E–2,725 – 1,631·1010·E–6,368 + 0,0839

5,9888 ≤ E < 37,4406 
37,4406 ≤ E < 320,00

64Gd
1,294·105·E–2,669 – 3,501·105·E–6,639 + 0,0800

7,300·105·E–2,689 – 1,330·108·E–4,800 + 0,0818
8,3756 ≤ E < 50,2391 
50,2391 ≤ E < 320,00

65Tb
1,341·105·E–2,664 – 4,335·107·E–6,673 + 0,0740

7,520·105·E–2,684 – 2,260·107·E–4,300 + 0,0804

8,7080 ≤ E < 51,9957 
51,9957 ≤ E < 320,00

74W
1,959·105·E–2,665 – 2,036·107·E–5,619 + 0,1390
7,715·105·E–2,623 – 3,140·108·E–4,981 + 0,0775

12,0998 ≤ E < 69,5250
69,5250 ≤ E < 400,00

79Au
2,194·105·E–2,642 – 3,200·107·E–5,631 + 0,1290
8,118·105·E–2,600 – 2,784·107·E–4,400 + 0,0795

14,3528 ≤ E < 80,7249
80,7249 ≤ E < 400,00

82Pb
2,385·105·E–2,636 – 3,226·107·E–5,471 + 0,1250

7,526·105·E–2,569 + 0,0770

15,8608 ≤ E < 88,0045

88,0045 ≤ E < 400,00
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Таблица  2

Ключевые характеристики природных 
минералов алмазосодержащей руды

Номер Минерал Химическая 
формула

Плотность, 
кг/м3

1 Серпентин Mg6Si
4
O18H8

2,52

2 Кварц SiO
2

2,60

3 Алмаз С 3,51

4 Кальцит CaCO
3

2,65
5 Пироп Mg

3
Al

2
Si

3
O12 3,55

6 Дистен Al
2
O

8
Si 3,58

7 Диопсид CaMgSiO
2

3,28

8 Биотит KMg
3
Fe

3
AlO12H2

F
2

3,00

9 Ильменит FeTiO
3

4,73

10 Пирит FeS
2

4,95
11 Магнетит Fe

3
O

4
5,00

12 Циркон SrSiO
4

4,66
13 Шеелит CaWO

4
5,90

Рис. 2. Зависимости слоев половинного ослабления рентгеновского излучения 
компонентами алмазосодержащей руды от энергии рентгеновских 

фотонов в диапазонах 10 – 100 кэВ (a) и 100 – 1000 кэВ (b).
Номера кривых соответствуют приведенным в табл. 2

а) b)

котором толщина слоя половинного ослабления рентгеновского излучения алмазом ока-
зывается превышенной над таковой для всех остальных минералов руды, а также обсто-
ятельство заполнения пустот между кусками руды иммерсионной средой с линейным 
коэффициентом ослабления, близким к среднему значению линейных коэффициентов 
всех компонентов руды с учетом их весового содержания.

В диапазоне энергий фотона 10 – 50 кэВ алмаз значительно прозрачнее, чем любой 
из остальных компонентов алмазосодержащей руды. Иммерсионная среда применяется 
для заполнения пустот между кусками алмазосодержащей руды. Тогда в сечении алмаза 
возникает существенное увеличение интенсивности прошедшего рентгеновского излуче-
ния. Если же пустоты оставить незаполненными, то интенсивность прошедшего рентге-
новского излучения в сечениях пустот возрастает так же, как если бы в этом сечении был 
большой алмаз. Пустот между кусками руды на многослойном конвейере очень много, 
поэтому без применения иммерсионной среды рентгено-абсорбционная технология не 
способна выделять куски руды, содержащие алмаз.
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В случае, когда иммерсионная среда равномерно заполняет все пустоты между кусками 
руды, рентгеновское излучение будет гарантированно проходить при движении конвейера 
через одинаковую толщину смеси компонентов: руды, алмаза и иммерсионной среды. 
Разделительным признаком алмаза от пустой породы служит превышение уровня про-
шедшего рентгеновского излучения над пороговым, определяемым флуктуациями рентге-
новского фона, связанными с неоднородным составом руды.

В патенте [5] предложен способ двуэнергетической рентгенопроекционной сепарации 
минерального сырья, основанный на эффектах снижения показателя ослабления излуче-
ния, по сравнению с исходной вмещающей породой при низком уровне энергии рентге-
новского излучения (приводятся значения 20 – 230 кэВ) и (наоборот) повышения этого 
показателя на высоком уровне энергии (250 – 700 кэВ).

Следует отметить, что в энергетическом диапазоне 250 – 700 кэВ компоненты руды 
серпентин, кварц, кальцит и биотит меньше ослабляют первичное излучение, чем алмаз 
(см. рис. 2, b). Следовательно, эти минералы подходят под разделительный признак, пред-
ложенный в патенте [5]. Однако такие минералы, как диопсид, пироп и дистен практи-
чески неотличимы по ослаблению проникающего излучения от алмаза. Что же касается 
таких минералов, как ильменит, пирит, магнетит, циркон и шеелит, то они так же, как и 
в диапазоне прозрачности алмаза 10 – 50 кэВ, обладают значительно меньшей прозрач-
ностью, по сравнению с алмазом. Значит, эти минералы противоречат разделительному 
признаку, предложенному в патенте [5]. В итоге метод, предложенный авторами патента 
[5], не всегда применим для отделения алмаза от его руды. 

Результаты экспериментов, проведенных
на рентгено-абсорбционном иммерсионном сепараторе

Рентгено-абсорбционные иммерсионные сепараторы составляют производственное 
оборудование предложенной технологии. Образец такого сепаратора был создан, и на нем 
были проведены эксперименты по обнаружению невскрытых алмазов в кусках кимберли-
та. В состав сепаратора входят следующие части:

рентгеновская трубка с блоком управления и системой охлаждения вольфрамового 
анода проточной водой;

вибропитатель для подачи руды;
устройство подачи иммерсионной среды;
отделяющее устройство;
приемно-преобразующее устройство. 
Преобразование рентгеновского излучения, прошедшего сквозь руду в иммерсионной 

среде, в электрический сигнал осуществляется в приемно-преобразующем устройстве, 
в состав которого входят позиционно-чувствительный сцинтилляционный детектор на  
основе оксисульфида гадолиния Gd

2
O

2
S(Tb) (толщина – 0,3 мм), 256 фотоинтеграто-

ров на основе фотодиодов и операционных усилителей с емкостной обратной связью, а  
также блок регистрации проникающего рентгеновского излучения, обработки информа-
ции и управления исполнительными устройствами сепаратора. Сцинтиллятор Gd

2
O

2
S(Tb) 

преобразует прошедшие рентгеновские лучи в оптическое излучение зеленого цвета (ви-
димый диапазон), которое подается на фотодиоды. Электрический заряд с фотодиодов, 
пропорциональный прошедшему рентгеновскому излучению, поступает на операционные 
усилители интегрирующего типа. Блок регистрации позволяет визуализировать интен-
сивность прошедшего рентгеновского излучения в поперечном сечении конвейера в виде 
графиков на экране монитора компьютера.

Иммерсионная среда может быть жидкой: как в виде суспензий, так и водных раство-
ров солей. Проведенные экспериментальные исследования показали возможность приме-
нения суспензий сульфата бария BaSO

4
 и ферросилиция FeSi. Тестирование многих во-

дных растворов позволило выделить для практического применения йодистый калий KI, 
уксуснокислый свинец Pb(CH

3
COO)

2
∙3H

2
O и вольфрамат натрия Na

2
WO

4
∙2H

2
O. Чтобы 

достичь требуемого линейного коэффициента ослабления рентгеновского излучения им-
мерсионной среды, необходим подбор соответствующей концентрации. При этом важно 
отметить, что требуемая весовая плотность иммерсионных суспензий и растворов оказа-
лась ниже, чем плотность жидких сред в гравитационной технологии. 
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Однако возникла следующая проблема: при смешении кусковой руды и жидкой  
иммерсионной среды образовывались воздушные пузырьки, которые еще прозрачнее для 
рентгеновского излучения, чем алмазы; как следствие этого, пузырьки ошибочно реги-
стрировались как крупные алмазы. Несмотря на попытки устранять пузырьки путем бар-
ботирования, эффективного решения указанной проблемы получить не удалось.

Гораздо лучше зарекомендовала себя иммерсионная среда в виде сыпучего порошка. 
При использовании сыпучего материала дополнительно требовалось выравнивание тол-
щины слоя насыпного материала, но эта задача была легко решена с помощью скребка, 
установленного над конвейером. Были проведены эксперименты по применению измель-
ченного ферросилиция, оксида железа, отдельно железного и алюминиевого порошков, 
порошков сплавов алюминия с оловом и медью, алюминия с цинком, алюминия с нике-
лем, а также кварцевого песка. 

Рис. 3. Распределение интенсивности 
рентгеновского излучения, прошедшего через 
руду с алмазом размером 4 мм, помещенную 
в иммерсионную среду (порошок сплава  
Al +Zn) вдоль поперечного сечения конвейера. 
По горизонтали отложены номера фотодиодов 
позиционно-чувствительного сцинтилляционного 

детектора

Порошки сплавов металлов использу-
ются в порошковой металлургии, поэтому 
они доступнее, так как налажен их выпуск 
в промышленных масштабах. По рентгено- 
абсорбционным и потребительским свой-
ствам лучше всех остальных зарекомендовал 
себя порошок сплава алюминия с цинком 
(94 % Al + 6 % Zn) с фракцией 100 – 200 
мкм. Этот материал обладает целым рядом 
преимуществ: он полностью безвреден и 
неопасен, ему свойственна хорошая сыпу-
честь, беспыльность, он отлично отделяется 
от кусков алмазосодержащей руды, просу-
шивается и не комкуется. Перечисленные 
свойства определяют сравнительную лег-
кость его возврата в оборотный цикл им-
мерсионной среды на обогатительных пред-
приятиях. Применение порошка позволило 
полностью решить проблему воздушных 
пузырьков на конвейере.

Распознавание невскрытых ал-
мазов по предложенному рентгено- 
абсорбционному иммерсионно-
му методу было проведено на экс-

периментальном образце сепаратора. Полученные результаты представлены на  
рис. 3, где приведено распределение интенсивности прошедшего рентгеновского излу-
чения через кусковую руду в поперечном сечении конвейера при анодном напряжении 
рентгеновской трубки 30 кВ и толщине слоя 26 мм. Иммерсионной средой служил поро-
шок сплава алюминия с цинком (94 % Al + 6 % Zn), фракция 100 − 200 мкм, насыпная 
плотность – 1,46 г/см3. 

Амплитуда отклика алмаза размером 4 мм вдвое превышала средний уровень прошед-
шего рентгеновского излучения. Отношение полезного сигнала, определяемого наличием 
алмаза, к уровню флуктуаций, связанных с неоднородностью фракций в составе кусков 
кимберлита, превышало пятикратное значение. В итоге вероятность определения алмаза 
в куске алмазосодержащей руды составила 99 %.

Заключение

Исследования физических основ рентгено-абсорбционной иммерсионной технологии 
выявили особенности распространения электромагнитных волн рентгеновского диапа-
зона в алмазосодержащей руде, содержащей много разных минералов. Это серпентин, 
кварц, кальцит, пироп, дистен, диопсид, биотит, ильменит, циркон и шеелит. Нами  
найден и обоснован удобный диапазон энергий фотонов рентгеновского излучения:  
10 – 50 кэВ, в котором алмаз более прозрачен для проникающего рентгеновского из-
лучения, по сравнению с другими природными минералами алмазосодержащей руды.  



57

Приборы и техника физического эксперимента

Установлено, что в этом диапазоне наиболее близким по прозрачности к алмазу является 
серпентин. 

Для математического описания физического явления ослабления проникающего рент-
геновского излучения через набор изучаемых объектов создана модель, для которой пред-
ложена аппроксимация массовых коэффициентов ослабления суммой двух степенных 
функций, содержащих набор ключевых параметров. Предложенные аппроксимации обе-
спечивают относительную погрешность 1 – 2 % в энергетическом диапазоне 1 – 400 кэВ 
и пригодны для расчета энергетических зависимостей проникающего рентгеновского из-
лучения.

На основе выявленных закономерностей ослабления рентгеновского излучения пред-
ложена рентгено-абсорбционная иммерсионная технология извлечения природных алма-
зов, которая предполагает заполнение пустот между кусками кимберлита иммерсионной 
средой с линейным коэффициентом ослабления, равным среднему значению по всем 
компонентам руды, с учетом их весового процентного содержания. Выявлены преимуще-
ства применения иммерсионной среды в виде сыпучего материала (порошок сплава алю-
миния с цинком) над жидкими иммерсионными средами, с которыми возникла проблема 
устранения влияния образующихся воздушных пузырьков.

Экспериментальная апробация предложенного рентгено-абсорбционного иммерсион-
ного метода была проведена на разработанном и созданном образце сепаратора, на кото-
ром проведены эксперименты по обнаружению невскрытых алмазов в кусках кимберлита. 
Проведенные эксперименты показали, что амплитуда отклика алмаза 4 мм вдвое превы-
шает средний уровень прошедшего рентгеновского излучения. Такой важный показатель, 
как отношение полезного сигнала, отвечающего наличию алмаза, к уровню флуктуаций, 
связанных с неоднородностью фракций в составе кусков кимберлита, как установлено, 
превышал пятикратное значение. В результате наличие алмаза в куске алмазосодержащей 
руды определяется с высокой вероятностью – 99 %. 

Предлагаемая рентгено-абсорбционная иммерсионная технология извлечения природ-
ных алмазов обладает существенными преимуществами: 

возможностью извлечения невскрытых алмазов, 
уменьшением количества техногенных сколов при дезинтеграции руды, 
возможностью извлечения слабо люминесцирующих алмазов,
малым нанесением экологического вреда окружающей среде. 
Разумеется, реализация столь значимых преимуществ потребует введения на горно- 

обогатительных предприятиях дополнительного оборудования, связанного с необходи-
мостью смешения иммерсионной среды (сухого порошка) с дезинтегрированной алмазо- 
содержащей рудой и обеспечения замкнутого цикла по многократному использованию 
иммерсионной среды. Потребуется также перестройка технологических схем предприя-
тия. 

Но такие затраты, несомненно, оправданы и быстро окупятся: даже сбережение от 
сколов всего одного алмаза в 100 карат дает выручку вплоть до десятков млн. долларов. 

Настройка технических параметров рентгено-абсорбционных иммерсионных сепарато-
ров позволит добиться извлечения алмазов на беднотоварных и удаленных месторождени-
ях, и даже разработки отвальных терриконов на действующих месторождениях с высокой 
экономической эффективностью. 
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Введение

Комбинированной ионной ловушкой обычно называют ловушку Пеннинга с подан-
ным на ее электроды периодическим питанием. Фактически эта ловушка представляет 
собой комбинацию ловушек Пеннинга и Пауля [1, 2]. Комбинированная ионная ловушка 
хотя и обладает недостатками каждой из составляющих, однако имеет ряд достоинств, в 
частности увеличенную зону стабильности. 

Построение областей устойчивости ионов в комбинированной ловушке удобно прово-
дить во вращающейся системе координат, позволяющей разделить переменные и получить 
пару независимых уравнений Хилла [3] (в частном случае – уравнений Матье). Область 
устойчивости системы в этом случае строится как область пересечения зон устойчивости 
полученных уравнений Хилла. 

Однако данный прием эффективен лишь для систем с осевой симметрией. В то же 
время существует ряд вариаций конфигурации комбинированной ловушки, выводящих 
систему из числа осесимметричных, но сохраняющих линейность уравнений движения 
ионов. Последний факт дает возможность изучать характер движения ионов, применяя 
аналитические средства теории Флоке [4, 5]. Подход с использованием указанной теории 
уже использовался нами ранее [6 − 8]. Он позволяет непосредственно прояснять условия 
устойчивости движения ионов, а значит, облегчать исследование системы и делать пред-
положения о возможных режимах ее работы. 
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В данной статье показана возможность использования теории Флоке для анализа ион-
ных ловушек на основе неосесимметричных гиперболических электрических полей с пе-
риодическим питанием, погруженных в однородное магнитное поле произвольного на-
правления.

Исследование устойчивости безразмерной модели ловушки

Для упрощения дальнейшего изложения введем безразмерные единицы измерения [6], 
полагая, что размерные координаты R = (X, Y, Z) и время t связаны с соответствующими 
безразмерными координатами r = (x, y, z) и временем τ следующими соотношениями: 

R = ℓr, t = Tτ,                                                 (1)

где ℓ, T – линейный и временной масштабы, выбранные из физических соображений.
Движение частицы заряда e и массы m в ловушке происходит в однородном постоян-

ном магнитном поле с вектором магнитной индукции, определяемом его величиной B
0
 и 

направлением, задаваемым полярным и азимутальным углами (θ, φ) относительно систе-
мы координат, привязанной к геометрии электрического квадруполя:

B = B
0
 (sinθ·cosφ, sinθ·sinφ, cosθ)                                 (2)

и в электрическом поле (с периодическим питанием), квадратичном по координатам:

[ ]
2 2 2

0 1 2
( ) ,X Y ZU U U f t α +β + γ

= − ω


 

( ( )) ( ),f t f tω +σ = ω                                            (3)

α + β + γ = 0, 

где U
0
, U1 – амплитуды постоянной и переменной составляющих питающего напряже-

ния; ω – круговая частота последнего, ϭ – его период; α, β, γ –параметры, которые зада-
ют геометрию поля.

Безразмерные уравнения движения в указанных полях образуют систему 

[ ]
[ ]
[ ]

2 2 (2 ) ,

2 2 (2 ) ,

2 2 (2 ) ,

z y

x z

y x

x a q f x y b z b

y a q f y z b xb

z a q f z xb y b

=− α − ⋅ τ + −

=− β − ⋅ τ + −

=− γ − ⋅ τ + −

  

 

 

                               (4)

где компоненты безразмерного магнитного поля определяются равенством

b = b (sinθ cosφ, sinθ sinφ, cosθ) = (b
x
, by, bz),                      (5)

а коэффициенты a, q, b, при выборе масштаба времени T = 2/ω, задаются соотношениями 

0 01
2 2 2 2

4 22, , .eU eBeUa q b
m m m

= = =
ω ω ω 

                                (6)

Точки над переменными в уравнениях (4) обозначают дифференцирование по безраз-
мерному времени τ. 

Система (4) имеет в общем случае шесть независимых параметров, влияющих на устой-
чивость:

традиционные a и q; 
новые – b, θ, φ, которые связаны с индукцией и направлением магнитного поля;
два параметра геометрии электрического поля, например α, β (с учетом последнего 

уравнения системы (3)).
Визуализация многомерной зоны возможна, очевидно, лишь сечениями с размерно-

стью не более трех. Здесь мы ограничимся традиционными двумерными диаграммами.
Для безразмерного магнитного поля b = b (0, 0, 1), направленного вдоль оси симметрии 

поля электрического, вид уравнений (4) упрощается:
2 ( 2 (2 ))
2 ( 2 (2 ))

2 ( 2 (2 )) ( 2 (2 ))z z

x a q f x b y
y a q f y b x

z a q f z a q f z

=− α − τ +
=− β − τ −

=− γ − τ =− − τ

 
 


                         (7)
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Электрическому полю с осевой симметрией соответствует набор параметров
(α, β, γ) = (–1/4, –1/4, 1/2).

Дальнейшие изображения зонных диаграмм будут приведены в координатах  
(q, a) = (qz, az). 

Устойчивость движения ионов в осесимметричном гиперболическом электрическом 
и продольном магнитном полях исследуется в системе координат, вращающейся вокруг  
оси z. Напомним, что если ввести комплексную переменную ξ = x + iy при α = β = –1/4, то 
из первых двух уравнений системы (7) мы получаем следующее уравнение: 

[ ]1 2 (2 ) .
2

a q f ibξ = − ⋅ τ ξ − ξ                                         (8)

Далее, переходя к вращающейся системе координат η = x* +iy*, используя преобразо-
вание 

ξ = η exp(–ibτ/2),

приводим уравнение (8) к следующему виду:
21 2 (2 ) 0.

2 2

ba q f
 

η− − − ⋅ τ η = 
 

                                     (9)

Таким образом мы получаем уравнение Хилла со смещением по параметру a. И тогда 
систему, включающую третье уравнение системы (7) и уравнения (8), (9), можно легко 
исследовать на устойчивость традиционным способом суперпозиции зон устойчивости 
уравнения Хилла [1, 2]. 

Случай I. Рассмотрим вариант, когда электрическое поле осесимметрично, а имен-
но (α, β, γ) = (–1/4, –1/4, 1/2), а магнитное направлено под углом θ к оси z, т. е. име-
ет место несоосность магнитного поля и оси симметрии поля электрического. Зави-
симости от азимутального угла нет, вектор индукции безразмерного магнитного поля  
b = b (sin θ, 0, cos θ). Тогда система (4) принимает следующий вид: 

(1/ 2) ( 2 (2 )) cos ,
(1/ 2) ( 2 (2 )) ( sin cos ),

( 2 (2 )) sin .

x a q f x b y
y a q f y b z x

z a q f z b y

= − τ + θ
= − τ + θ− θ

=− − τ − θ

 
 


                       (10)

Систему (10) уже невозможно свести к набору уравнений Хилла, но она остается ли-
нейной с периодическими коэффициентами и потому подлежит исследованию по мето-
дике статьи [6].

Перепишем систему уравнений (4) в следующем виде: 

ẋ = A(τ)x, A(τ + A) = A(τ),                                           (11)где

1 2 3 4 5 6( ) ( )T Tx x x x x x x x y y z z= =x                          (12)

(верхним индексом T обозначено транспонирование);

[ ]

[ ]

[ ]

0 1 0 0 0 0
2 2 (2 ) 0 0 0

0 0 0 1 0 0
( ) .

0 2 2 (2 ) 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 2 2 (2 ) 0

z y

z x

y x

a q f b b

b a q f b

b b a q f

 
 − α − ⋅ τ − 
 

τ =  
− − β − ⋅ τ 

 
  − − γ − ⋅ τ 

A      (13)

Вынести суждение об устойчивости решений (13) позволяет, согласно теории Флоке 
[4, 5], анализ собственных чисел матрицы монодромии системы (11). Процедура построе-
ния диаграмм устойчивости системы (11) − (13) достаточно подробно описана в статье [6];
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Рис. 1. Зоны устойчивости (показаны горизонтальной штриховкой) для различных значений 
угла θ – угла рассогласования оси симметрии электрического поля с направлением магнитного 

поля; b = 1; f(τ) = cos τ (случай I)

Рис. 2. Зоны устойчивости (показаны горизонтальной штриховкой) для различных значений 
параметра асимметрии ε электрического поля; b = 1, f(τ) = cos τ (случай II)
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Рис. 3. Диаграмма (q, a) (нижняя часть рисунка) и зависимость L(q) (его верхняя часть):
первая показывает конфигурацию областей устойчивости в координатах (q, a), вторая – смену значения 
спектрального радиуса матрицы монодромии L с единичного на неединичное и обратно на границах 

областей устойчивости при изменении параметра q вдоль линии a = 0,02 
(горизонтальная пунктирная линия)

кратко напомним ее суть: строится фундаментальная матрица решений X(τ), X(0) = E. 
Далее исследуется спектр матрицы монодромии X(A). Значениям параметров, соответ-
ствующим устойчивому движению, отвечает спектральный радиус, равный единице. 

Рис. 1 иллюстрирует динамику изменения конфигурации первой зоны устойчивости 
для f (τ) = cos τ при b = 1 и варьировании параметра θ.

Случай II. Рассмотрим ситуацию, когда нарушена осевая симметрия электри-
ческого поля. Введем параметр ε, который лежит в интервале 0 < ε < min (α, β), 
и проанализируем случай электрического поля с геометрическими параметрами  
(α, β, γ) = (–1/4 – ε, –1/4 + ε, 1/2). Условие равенства нулю суммы параметров соблюдается, 
при ε = 0 имеем поле с эквипотенциалями – гиперболоидами вращения, при ε ≠ 0 – гар-
моническое неосесимметричное поле. Система уравнений движения – та же: (11) − (13). 
Хотя в этом случае важны все компоненты (5) вектора магнитного поля b, для простоты 
визуализации остановимся на варианте b = b (0, 0, 1). Представленный далее результат 
получен при выполнении уже указанной выше последовательности действий. Рис. 2 де-
монстрирует изменение конфигурации первой зоны устойчивости комбинированной ло-
вушки для f(τ) = cos τ при b = 1 и изменении ε.

Заметим, что при получении диаграмм (рис. 1, 2) была реализована методи-
ка уточнения точек границы как точек перехода к/от неединичности спектрально-
го радиуса матрицы монодромии, ранее использованная для более простой системы  
[7, 8]. Указанный подход иллюстрирует рис. 3, в верхней части которого показана 
зависимость спектрального радиуса матрицы монодромии L от параметра q уравнений 
(10) при значении параметра a = 0,02 (вариант b = 1, ε = 0,05); в нижней части рисунка 
показано соответствие значений q изменения спектрального радиуса границам областей 
устойчивости системы (10).

Заключение

Несоосность электрического и магнитного полей, как и неосесимметричность электри-
ческого поля существенно влияют на структуру диаграммы устойчивости традиционной 
(осесимметричной) комбинированной ионной ловушки и приводят к изменению этой 
диаграммы. Последняя дробится на фрагменты, определяя по-новому поведение системы 
в зависимости от значений параметров неидеальности. 

Полученные результаты и методику можно использовать как для оценки влияния де-
фектов изготовления и юстировки на работу традиционной ионной ловушки, так и для 
проектирования новых ловушек, не использующих осевую симметрию.
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Аннотация. В работе были исследованы морфологические особенности 
поликристаллических пленок гибридных перовскитов MA

x
MEA1−x

PbI
3
, сформированных 

одностадийным методом центрифугирования из растворов ДМФ и ДМСО (4:1). Результаты 
исследований показали, что увеличение доли моноэтаноламмония в MA

x
MEA1−x

PbI
3 

приводит не только к изменению спектров поглощения и увеличению межплоскостных 
расстояний кристаллической решетки, но также к существенному изменению 
морфологии пленок от вытянутых расщепленных кристаллитов до однородного покрытия 
из нанокристаллитов. Увеличение доли моноэтаноламмония йодида в растворе также 
обеспечивает улучшение смачиваемости растворов и сплошность покрытия подложек 
гибридным перовскитом MA

x
MEA1−x

PbI
3
 без дополнительных процессов активации их 

поверхности. Увеличенная ширина запрещенной зоны MA
x
MEA1−x

PbI
3
, по сравнению 

с MAPbI
3
, делает эти гибридные перовскиты привлекательными для использования в 

тандемных солнечных элементах.
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Abstract. In this work, the morphological features of polycrystalline films of hybrid  

perovskites MA
x
MEA1−x

PbI
3
 formed by a single-stage centrifugation method from DMF and 

DMSO solutions (4:1) have been investigated. The results of the studies showed that an increase 
in the proportion of monoethanolammonium in MA

x
MEA1−x

PbI
3
 led not only to a change in 

the absorption spectra and an increase in the interplanar distances of the crystal lattice, but 
also to a significant change in the morphology of the films from elongated split crystallites to 
a uniform coating of nanocrystallites. An increase in the proportion of monoethanolammoni-
um iodide in the solution also improved the wettability of solutions and the continuity of the 
coating of substrates with hybrid perovskite MA

x
MEA1−x

PbI
3
 without additional surface activa-

tion processes. The increased band gap of MA
x
MEA1−x

PbI
3
 compared to MAPbI

3
 makes these 

hybrid perovskites attractive for use in tandem solar cells.
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Введение

Материалы на основе гибридных перовскитов представляют большой интерес с точки 
зрения их применения в фотовольтаике и фотодетекторах, благодаря прямозонной струк-
туре, настраиваемой ширине запрещенной зоны, высокому коэффициенту поглощения, 
высокой подвижности и большой длине свободного пробега носителей заряда [1, 2]. Кро-
ме того, гибридные перовскиты перспективны для создания детекторов рентгеновского 
излучения, мемристоров с оптическим возбуждением, а также светоизлучающих приборов 
[3 – 5].

Сегодня для создания фотовольтаических структур используется широкий набор соста-
вов поликристаллических пленок на основе APbX

3
, как правило, c вариацией долей кати-

онов формамидиния (FA+, CH(NH
2
)

2
+) и метиламмония (MA+, CH

3
NH

3
+), анионов I–, Br–, 

Cl–, а также введением неорганических катионов или частичной заменой свинца [6 – 9]. 
Широкий набор составов гибридных перовскитов используется также для создания тан-
демных солнечных элементов [10, 11], что является особенно привлекательным для даль-
нейшего развития индустрии гетероструктурных кремниевых солнечных элементов, где 
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применяются гибридные перовскиты с большей шириной запрещенной зоны. Использо-
вание сложных составов гибридных перовскитов направлено на улучшение стабильности 
с обеспечением оптимальных значений ширины запрещенной зоны и эффективности 
солнечного элемента [12]. 

В настоящее время происходит интенсивный переход от нанотехнологий к наноархи-
тектонике, обеспечивающий синергетический эффект от контактирования двух нанома-
териалов [13]. С целью улучшения стабильности перовскитных фотовольтаических струк-
тур широко используют молекулярную пассивацию и формирование пленок из 3D/2D 
перовскитов [14 – 17]. Для этого, как правило, применяют длинноцепочечные амины, 
которые концевыми –NH

2
-группами взаимодействуют с некоординированными ионами 

свинца и пассивирует дефекты на периферии зерен, либо так же, как некоторые коротко-
цепочечные амины, могут служить органическими связующими между неорганическими 
октаэдрическими каркасами в квази-2D-перовскитах [15]. Однако некоторые коротко- 
цепочечные амины наряду с катионами формамидиния и метиламмония могут встраи-
ваться в кристаллическую решетку гибридного перовскита с изменением ширины запре-
щенной зоны [18]. 

Цель данной работы – выявить влияние доли моноэтаноламмония в гибридном перов-
ските MA

x
MEA1−xPbI

3
 на кристаллизацию, оптические свойства и морфологию поликри-

сталлических пленок, получаемых одностадийным растворным методом. 

Экспериментальная часть

Получение препаратов. Раствор гибридного перовскита MA
x
MEA1−xPbI

3
 получали пу-

тем смешивания раствора моноэтаноламмония йодида HOCH
2
CH

2
NH

3
I (с концентраций 

0,645 моль/л) и иодида свинца PbI
2
 (с такой же концентрацией, т. е. 0,645 моль/л) с 

раствором гибридного перовскита MAPbI
3
 эквимолярной концентрации с соотношением 

объемов растворов 1 : 3, 1 : 1 и 3 : 1 для вариации долей катиона моноэтаноламмония 
HOCH

2
CH

2
NH

3
+ (MEA) в диапазоне от 0,25 до 0,75, соответственно. 

В качестве растворителя использовался раствор диметилформамида (ДМФА) с диме-
тилсульфоксидом (ДМСО) с объемным соотношением 4 : 1. ДМСО повышает предел рас-
творимости иодида свинца [19]. Выбранное соотношение ДМФА и ДМСО обусловлено 
также возможностью дальнейшего успешного использования осадителя в одноэтапном 
методе центрифугирования [19, 20]. 

Для получения поликристаллических слоев MA
x
MEA1−xPbI

3
 растворы c массовой кон-

центрацией около 400 мг/мл наносились на стеклянные подложки методом центрифуги-
рования с последующим нагревом на лабораторной нагревательной плитке при темпе-
ратуре 110 °C в течение 10 мин. Скорость центрифугирования составляла 3000 об/мин  
(в течение 30 с) c предварительным центрифугированием на скорости 1000 об/мин (10 с). 
Перед нанесением перовскитных пленок стеклянные подложки тщательно отмывались в 
мыльном растворе, дистиллированной воде, ацетоне и изопропиловом спирте с помощью 
ультразвуковой ванны (по 10 мин). Для подтверждения формирования кристаллической 
структуры гибридных перовскитов образцы наносились на стеклянные подложки методом 
полива с последующим отжигом при 110 °С для получения толстых слоев. 

Использованные методы. С целью исследования краевого угла смачивания растворов 
MA

x
MEA1−xPbI

3
 в ДМФА и ДМСО растворы объемом примерно 5 мкл наносились на 

чистые стеклянные подложки и затем контролировались с помощью оптического микро-
скопа.

Морфология поликристаллических слоев MA
x
MEA1−xPbI

3
 исследовалась с помощью 

оптической микроскопии (поляризационный микроскоп ПОЛАМ-312) и атомно-силовой 
микроскопии (зондовая нанолаборатория Интегра Терма (NT-MDT)). 

Измерения спектров оптического поглощения проводились с помощью спектрофото-
метра ПЭ-5400УФ. Рентгенограммы были получены с помощью дифрактометра Bruker 
D2 PHASER (Bruker, США) со скоростью сканирования 1 град/мин с использованием 
источника рентгеновского излучения CuKα.
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Результаты и обсуждение

Результаты рентгенофазового анализа для MAPbI
3
 и твердых растворов MA

0,75
MEA

0,25
PbI

3
, 

MA
0,5

MEA
0,5

PbI
3
, MA

0,25
MEA

0,75
PbI

3
 (рис. 1) с интенсивными пиками, которые были от-

несены к плоскостям (110), (220), (310), (224), (330), и незначительными пиками пло-
скостей  (200), (202) и (312) подтвердили тетрагональную структуру перовскита [21]. При 
этом, как стоит отметить, с увеличением доли моноэтаноламмония в составе гибридных 
перовскитов на рентгенограмме наблюдается смещение пиков в сторону уменьшения угла 
2Θ, указывающее на увеличение межплоскостных расстояний кристаллической решетки. 

Рис. 1. Рентгенограммы полученных материалов: 
толстых пленок MAPbI

3
 и твердых растворов MA

0,75
MEA

0,25
PbI

3
,

 MA
0,5

MEA
0,5

PbI
3
, MA

0,25
MEA

0,75
PbI

3

Увеличение доли моноэтаноламмония в составе гибридных перовскитов  
MA

x
MEA1−xPbI

3
 приводит также к изменению спектров оптического поглощения пленок. 

Как следует из спектров на рис. 2, увеличение доли моноэтаноламмония в составе приво-
дит к смещению края полосы его поглощения в коротковолновую область, т. е. увеличе-
нию ширины запрещенной зоны.

Результаты рентгенофазового анализа и спектрофотометрии указывают на встраивание 
катионов моноэтаноламмония в кристаллическую решетку, что приводит к увеличению 

Рис. 2. Нормированные спектры 
оптического поглощения пленок 
перовскитов MAPbI

3 
и твердых растворов 

MA
0,75

MEA
0,25

PbI
3
, MA

0,5
MEA

0,5
PbI

3
,

MA
0,25

MEA
0,75

PbI
3

межкоплоскостных расстояний в кристалличе-
ской решетке, увеличению оптической ширины 
запрещенной зоны и изменению спектров погло-
щения при увеличении доли моноэтаноламмония 
в твердых растворах MA

x
MEA1−xPbI

3
. Возмож-

ность увеличения ширины запрещенной зоны с 
увеличением доли моноэтаноламмония делает 
твердые растворы MA

x
MEA1−xPbI

3
 привлекатель-

ными для применения в тандемных солнечных 
элементах.

Результаты исследования краевых углов сма-
чивания соединений MAPbI

3
, MA

0,75
MEA

0,25
PbI

3
, 

MA
0,5

MEA
0,5

PbI
3
, MA

0,25
MEA

0,75
PbI

3
 в растворе 

ДМФА и ДМСО на поверхности стеклянных 
подложек представлены на рис. 3.

Согласно данным на рис. 3, раствор MAPbI
3 

демонстрирует наибольший угол смачивания, 
а соотношение компонентов MEAI и MAI как 
1 : 3 в растворе уже приводит к значительному 

Wavelength, nm
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а) b)

c) d)

Рис. 3. Результаты определения краевых углов смачивания растворов 
гибридных перовскитов в ДМФА c ДМСО из фотографий: 

MAPbI
3
 (а), MA

0,75
MEA

0,25
PbI

3
 (b),MA

0,5
MEA

0,5
PbI

3
 (c), MA0,25MEA0,75PbI3 (d)

уменьшению этого угла от примерно 20 до 12°. Следовательно, такое соотношение 
позволяет улучшить смачиваемость без внесения значительных искажений в кристал-
лическую решетку перовскита. Дальнейшее увеличение доли MEAI относительно MAI 
до соотношения 3 : 1 обеспечивает дальнейшее уменьшение угла смачивания (до при-
мерно 7,4°). Лучшая смачиваемость поверхности подложки раствором, как правило, 
способствует более однородному покрытию подложки, как в макро- так и микромас-
штабе.

а) b)

c) d)

Рис. 4. Микрофотографии твердых растворов MA
x
MEA1–xPbI

3
, полученных методом 

одноэтапного центрифугирования из раствора ДМФА и ДМСО (1:4) на стеклянных подложках: 
MAPbI

3
 (а), MA

0,75
MEA

0,25
PbI

3
 (b),MA

0,5
MEA

0,5
PbI

3
 (c), MA

0,25
MEA

0,75
PbI

3
 (d)
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Результаты исследования объектов методом оптической микроскопии перовскитных 
пленок MA

x
MEA1−xPbI

3
 представлены на рис. 4. Можно видеть, что при формировании 

пленки MAPbI
3
 из раствора в ДМФА и ДМСО, в данных условиях преимущественно 

формируются вытянутые расщепленные кристаллиты с характерным размерами около  
25 мкм (см. рис. 4, а). Кристаллизация пленок MA

0,75
MEA

0,25
PbI

3
 приводит к формирова-

нию более крупных, вытянутых и расщепленных кристаллитов с характерными размерами 
0,1 − 0,2 мм (см. рис. 4, b). Такие вытянутые кристаллиты могут быть перспективны-
ми для применения в планарных структурах, например, для создания фотодетекторов 
или детекторов рентгеновского излучения [22], так как, по всей вероятности, содержат 
меньше границ зерен в латеральном направлении, чем в поликристаллических пленках с 
характерными размерами кристаллитов в доли микрометров. Однако такой процесс кри-
сталлизации может оказаться критическим для вертикальных структур, поскольку может 
сопровождаться несплошностью покрытия поверхности подложки, неоднородностью по 
толщине, формированием микропустот под расщепленными кристаллитами, а это может 
приводить к уменьшению эффективности устройства или шунтированию перовскитного 
слоя. 

Как показано в работе [23], формирование крупных вытянутых кристаллитов гибрид-
ных перовскитов может быть связано с гомогенным зародышеобразованием в приповерх-
ностной области тонкой пленки раствора. Испарение растворителя приводит к увеличе-
нию концентрации растворенного вещества в приповерхностной области, а меньшая тем-
пература у поверхности слоя раствора снижает растворимость перовскита, обеспечивая 
пересыщение и гомогенное зародышеобразование. Небольшая концентрация зародышей 
в приповерхностном слое и длительный процесс испарения приводят к формированию 
крупных вытянутых кристаллитов. Другой предпочтительной областью зародышеобразо-
вания является граница раздела фаз на поверхности подложки, поскольку для гетероген-
ного зародышеобразования энергетический барьер ниже, чем для гомогенного. 

Анализ изображений атомно-силовой микроскопии покрытия MAPbI
3
 (рис. 5) показы-

вает наличие мелких кристаллитов на поверхности подложки.

Рис. 5. АСМ-изображения пленки MAPbI
3
: ее топология (a, b) и фазовый контраст (c, d)

а) b)

c) d)
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Так, на рис. 5, b наблюдаемые небольшие темные области между крупными вытя-
нутыми кристаллитами являются кристаллитами, сформированными при гетерогенном 
зародышеобразовании. На рис. 5, c, d видно, что размер данных кристаллитов состав-
ляет десятки и сотни нанометров. В процессе сушки раствора увеличение концентрации 
растворенного вещества в приповерхностной области приводит также к его диффузии в 
направлении к поверхности подложки, а процессы роста с гомогенной и гетерогенной 
нуклеацией конкурируют и часто наблюдаются одновременно [23 − 25].

На рис. 4, а и 5 можно также видеть, что слой пленки MAPbI
3
 содержит непокрытые 

области подложки и в целом меньший объем материала на подложке, в то время как 
пленка MA

0,75
MEA

0,25
PbI

3
 сплошь покрывает подложку даже в макромасштабе, а вытяну-

тые структуры гораздо крупнее (см. рис. 4, b). Это, возможно, связано с плохой смачи-
ваемостью поверхности подложки раствором MAPbI

3
, что может приводить к большему 

отрыву капель раствора в процессе центрифугирования и уменьшению объема раствора 
на подложке [26]. Также меньшая смачиваемость подложки раствором может приводить к 
несплошному покрытию подложки с формированием отдельных микрокапель в процессе 
высыхания. В то время как резкое улучшение смачиваемости раствора MA

0,75
MEA

0,25
PbI

3
 с 

изменением краевого угла смачивания почти в два раза (от 20 до 12°), вероятно, приводит 
к увеличению объема раствора на подложке в процессе центрифугирования. Тем не ме-
нее, разница в размерах вытянутых кристаллитов может быть связана не только с доступ-
ным объемом раствора, но и другой кинетикой кристаллизации пленки MA

0,75
MEA

0,25
PbI

3
.

Как следует из данных оптической микроскопии пленок MA
0,5

MEA
0,5

PbI
3
 и 

MA
0,25

MEA
0,75

PbI
3
 (см. рис. 4, c, d), дальнейшее уменьшение краевого угла смачивания 

коррелирует с качеством покрытия подложек сплошными и однородными поликри-
сталлическими слоями. При этом, очевидно, резко меняется кинетика кристаллизации 
слоя, когда превалирует гетерогенное зародышеобразование, а формирования вытянутых 
кристаллитов не наблюдается. 

Краевой угол смачивания для раствора MA
0,25

MEA
0,75

PbI
3
 также меньше, чем для рас-

твора MA
0,5

MEA
0,5

PbI
3
, а по результатам изучения слоя MA

0,25
MEA

0,75
PbI

3
 методом опти-

ческой микроскопии не наблюдается границ зерен или шероховатости. Как показывают 
АСМ-изображения (рис. 6, a, b), поликристаллическая пленка MA

0,5
MEA

0,5
PbI

3
 демон-

стрирует иерархическую структуру, при которой более крупные зерна с приблизительны-
ми размерами 0,5 − 1,0 мкм состоят из нанокристаллитов с характерными размерами око-
ло 50 нм. Пленка с большей долей моноэтаноламмония (MA

0,25
MEA

0,75
PbI

3
) представляет 

собой однородное покрытие из нанокристаллитов размером около 50 нм, не образуя более 
крупных зерен (рис. 6, c, d).

В работе [27] отмечается, что увеличение смачиваемости поверхности подложки рас-
твором (уменьшение краевого угла смачивания) приводит к увеличению концентрации 
зерен поликристаллической пленки гибридного перовскита. Однако в нашей работе из-
менение морфологии пленок нельзя объяснить лишь изменением смачиваемости поверх-
ности раствором, поскольку полученные пленки MA

0,5
MEA

0,5
PbI

3
 и MA

0,25
MEA

0,75
PbI

3
 в 

наномасштабе состоят из близких по размерам нанокристаллитов. Концентрация моно-
этаноламмония, очевидно, влияет на выстраивание в пленке нанокристаллитов между 
собой. Это явление может быть связано с встраиванием моноэтаноламмония не только 
в кристаллическую решетку, но и в области на границах нанокристаллитов, выступая в 
качестве молекул-лигандов, ограничивающих рост зерен.

Таким образом, мы предполагаем, что изменение морфологии пленок MA
x
MEA1−xPbI

3 
связано как с изменением краевого угла смачивания растворов (и, вероятно, скоростью 
испарения растворителя и пересыщения), так и с выстраиванием нанокристаллитов плен-
ки между собой в зависимости от концентрации моноэтаноламмония на границах нано-
кристаллитов. Так, для пленки MA

0,75
MEA

0,25
PbI

3
 значительное изменение краевого угла 

смачивания относительно раствора MAPbI
3
 обеспечивает сплошное покрытие подложки 

вытянутыми расщепленными кристаллитами, в отличие от несплошного покрытия для 
раствора MAPbI

3
. Однако отсутствие вытянутых кристаллитов в пленках MA

0,5
MEA

0,5
PbI

3 
и MA

0,25
MEA

0,75
PbI

3
 может быть связано не только с нарушением условий гомогенной ну-

клеации и роста вытянутых кристаллитов за счет уменьшения краевого угла смачивания, 
скорости испарения и превалирования механизма гетерогенной нуклеации, но также с 
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Рис. 6. АСМ-изображения пленок MA0,5MEA0,5PbI
3
 (a, b) и MA0,25MEA0,75PbI

3
 (c, d), 

демонстрирующие их топологию (a, c) и фазовый контраст (b, d)

а) b)

c) d)

ограничением сращивания кристаллитов при встраивании молекул моноэтаноламмония 
на границах нанокристаллитов. Тем не менее, хорошая смачиваемость подложек раство-
рами MA

0,5
MEA

0,5
PbI

3
 и MA

0,25
MEA

0,75
PbI

3
, очевидно, обеспечивает хорошую однород-

ность и сплошность пленок без дополнительной активации поверхности подложек.
Изменение спектров оптического поглощения с увеличением ширины запрещенной 

зоны и сдвиг пиков рентгенограммы однозначно указывает на встраивание катионов мо-
ноэтаноламмония в кристаллическую решетку во всем исследованном диапазоне составов. 
Поэтому мы предполагаем, что молекулы моноэтаноламмония встраиваются одновремен-
но как в кристаллическую решетку, образуя твердый раствор, так и на границе нанокри-
сталлитов. Следует отметить, что пленка MEAPbI

3
 не демонстрировала кристаллической 

фазы перовскита по данным рентгенофазового анализа. Это указывает на энергетическую 
невыгодность встраивания моноэтаноламмония в кристаллическую решетку и косвенно 
подтверждает наше предположение о возможном встраивании моноэтаноламмония и на 
границах нанокристаллитов MA

0,25
MEA

0,75
PbI

3
. 

Заключение

В работе были исследованы морфологические особенности поликристаллических пле-
нок гибридных перовскитов MA

x
MEA1−xPbI

3
, сформированных одностадийным методом 

центрифугирования из растворов ДМФ и ДМСО (4:1). 
Проведенные эксперименты показали, что увеличение доли моноэтаноламмония в 

пленках MA
x
MEA1−xPbI

3
 приводит не только к изменению спектров поглощения с уве-

личением ширины запрещенной зоны и межплоскостных расстояний кристаллической 
решетки, но также к существенному изменению морфологии пленок, а также улучше-
нию смачиваемости растворов MA

x
MEA1−xPbI

3
. Уменьшение краевого угла смачивания 

растворов MA
x
MEA1−xPbI

3
 с увеличением доли MEA обеспечивает сплошность покрытия 

подложек без дополнительных процессов активации их поверхности. 
Важно отметить, что увеличенная ширина запрещенной зоны пленок MA

x
MEA1−xPbI

3
, 

по сравнению с MAPbI
3
, делает эти гибридные перовскиты привлекательными для ис-

пользования в тандемных солнечных элементах. Было обнаружено, что пленки состава 
MA

0,75
MEA

0,25
PbI

3
 при данных технологических условиях формируют вытянутые расще-

пленные кристаллиты с характерными размерами 0,1 − 0,2 мм, что обещает новые пер-
спективы создания фотодетекторов или детекторов рентгеновского излучения.
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Дальнейшее увеличение доли моноэтаноламмония в гибридных перовскитах  
MA

x
MEA1−xPbI

3
 приводит к изменению механизмов кристаллизации пленок, обеспечи-

вающих подавление роста вытянутых кристаллитов и получение качественных слоев для 
применения в вертикальных структурах, таких как тандемные солнечные элементы. Мы 
предполагаем, что изменение механизмов кристаллизации обусловлено не столько из-
менением смачиваемости и превалированием гетерогенной нуклеации над гомогенной, 
сколько встраиванием части молекул моноэтаноламмония на границах нанокристаллитов 
пленки. 

Природа такого явления, как преимущественное встраивание молекул моноэтанолам-
мония в кристаллическую решетку или на границы нанокристаллитов пленки требует 
дальнейших исследований и представляет не только практический, но и чисто научный 
интерес.
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Аннотация. Исследовано влияние метода изготовления и состава пленок из 
композиций полилактида (ПЛА) с дисперсными наполнителями (белая сажа, аэросил 
и крахмал в разной концентрации) на их электретные свойства (ЭС). Это методы 
полива из раствора (I) и прессования (II). Установлено, что пленки ПЛА, полученные 
методом II, гораздо лучше электретируются в униполярном коронном разряде и 
сохраняют ЭС, чем изготовленные методом I. Доказано, что разница в ЭС различных 
образцов обусловлена содержанием в их объеме полярной жидкости (хлороформ, вода), 
молекулы которой повышают электропроводность объектов. У образцов прослеживалась 
тенденция повышения параметров ЭС при добавлении дисперсных частиц к чистому 
ПЛА. Предложено объяснение этого эффекта. Лучшими ЭС обладала композиция ПЛА 
с 4 %-м содержанием белой сажи.

Ключевые слова: электрет, полилактид, полимер, дисперсный наполнитель, белая 
сажа, аэросил, крахмал
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Introduction

Polylactiс acid (PLA) is an aliphatic polyester derived from renewable sources such as corn 
starch or sugarcane. It has a number of valuable properties that determine its wide application: 
biodegradability, non-toxicity, relatively high tensile strength and elasticity modulus, easy 
processing by injection molding and extrusion, low hydrophilicity, ability to be modified 
physically and chemically, etc. [1]. It is a sustainable material that tends to reduce negative 
environmental impact, creating an alternative to traditional synthetic polymers. Due to this 
property, an application field of PLA is constantly expanding, which entails the growth of its 
global production volume.  Traditional areas of PLA application are packaging (bags, containers, 
disposable tableware), 3D printing, medicine (surgical threads and pins, medical masks), textile 
industry (fibers and fabrics), agriculture (covering materials in the form of nonwoven fabrics), 
filtration and others [2 – 4]. Over the past decade PLA has been considered as a promising 
dielectric material with piezoelectric and electret properties for the production of elements of 
wearable electronics, highly sensitive sensors, ultrasonic transducers, sensors, etc. [5 – 7]. 

Electrets are dielectric materials that possess dipole polarization or quasi-constant electric 
charge ("quasi-constant" means that the lifetime of an electret is much longer than the time 
during which it is applied or studied) [8]. 

Electrets are often made of polymers or polymer composites, the advantages of which are 
ease of processing and manufacturing, although they have lower temperature stability compared 
to inorganic (ceramic) electret materials. The scientific world is taking a strong interest in study 
of the electret properties of PLA and its composites. This is due to the growing requirements for 
environmental friendliness and protection, as well as the need to produce biocompatible sensors and 
transducers. PLA is described as a promising dielectric material with electret properties, although 
data on their quality and stability vary. Research has shown that the charge stability of PLA 
depends on the form (L- or D-stereoisomer), supramolecular structure (degree of crystallinity), 
environmental conditions (temperature, humidity, pressure), the presence of impurities and 
chemical additives in its composition, geometric dimensions of samples, etc. [9 – 15].
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At the same time, attention is drawn to the fact that PLA-based electrets are produced by 
different manufacturers in various forms (films, sheets, fibers, coatings) and using all kinds of 
methods (pressing, extrusion, melt-blown, 3D printing, solution casting). Various methods of 
charging (thermal polarization, corona discharge) are also applied. It is clear that it is not worth 
comparing the values of electret characteristics of polymer samples obtained by different authors, 
because the prehistory of samples excludes the possibility of adequate comparison of the level of 
electret charge, their behavior during storage, research and operation.

The goal of the present study was to find the optimal method for preparing the PLA composition 
and the optimal nature of the filler (and its concentration) in order to obtain an electret with the 
best properties. 

To achieve this goal the task was to compare the values and stability of electret parameters 
of films made of PLA and its compositions with fine fillers by different manufacturing methods.

Materials and methods

The subjects of research were polylactiс acid and different fine fillers: pyrogenic silicon dioxide 
(aerosil), precipitated silicon dioxide (white silica) and starch. Their chemical structure, grades 
and properties are presented in Table 1.

Tab l e  1

Characteristics of the materials under study

Material Grade, standard Chemical 
formula

Parameter value
ρ, g/cm3 D, nm

Polylactic acid Nature Works 40320 (C
3
H

4
O

2
)n 1.24 –

Aerosil А-175, GOST 14922-77
SiO

2
2.15

5–40

White silica BS-120, GOST18307-78 19–27

Starch Corn starch GOST 32159-2013 (C6H10O5
)n 1.5 (5–20)·103

Trichloromethane GOST TU 20015-88 CHCl
3

1.483 –
Nota t i on s : ρ is the density, D is the particle size.
Foo tno t e : Polylactic acid has the melting temperature T

m
 = 155 – 170С, glass transition 

temperature T
g
 = 54 – 58 °С. 

The polymer and the fillers were mixed in a Brabender Mixer W 50 EHT at 180°C for 300 s 
at a roller speed of 150 rpm. The fillers were brought in the polymer in the ratio of 2, 4 and  
6 wt. %. After that, films were produced by two methods:

Method I. Films 50 µm thick were manufactured by solution casting. For this purpose, PLA 
compositions were dissolved in the chloroform in the ratio of 1:20 and thoroughly stirred for 
60 min; then they were left for 24 hrs until completely dissolved. Then, after another thorough 
stirring for 10 min, the 5 % (by mass) solution of PLA and its compositions were poured into 
specially prepared glass molds, dried under a hood for 1 hour, then drying was carried out under 
ambient conditions for three days, after that the films were removed from the substrates. 

Method II. Samples in the form of films 500 µm thick were produced on a Gotech  
GT-7014-H10C press in accordance with GOST 12019-66. Compression molding parameters 
were as follows:

the heating temperature …. 200 °C, 
the pressure ………………..... 35 MPa, 
the preheating time ……….. 20 min, 
the pressure holding time … 5 min, 
the cooling time …………..... 2 min.
The films were charged with a two-electrode corona discharge film processing unit (Fig. 1). 

Processing parameters were as follows:
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the distance between the sample and the electrode … 20 mm, 
the polarization voltage ……………………………............ 30 kV, 
the polarization time ………………………………….......... 30 s. 

Fig. 1. Two-electrode charging unit with 
unipolar corona discharge: 

a corona electrode (1), a grounded electrode 
(2), a sample (3), a power supply of the 
corona electrode (4), a heating chamber (5)

The electret properties of the samples, such as the 
surface potential Vs, the electric field strength E and the 
effective surface charge density σeff were measured with 
the IPEP-1 fieldmeter. 

The FTIR spectrometer Agilent Cary 600 Series was 
used to record the infrared (IR) spectra of the samples. 

Results and discussion

At the first stage of the study, PLA films were made 
from solution (casting) and melt (compression molding) 
of the polymer followed by the charging of the films 
in negative corona discharge to produce electrets. The 
results were quite unexpected. The PLA films obtained 
by solution casting had the following characteristics one 
hour after being charged: 

Vs = 0.29 kV, E = 9.7 kV/m, σeff = 0.11 µC/m2,

while the compression-molded PLA films had the 
following characteristics:

Vs = 2.73 kV, E = 170.3 kV/m, σeff = 1.51 µC/m2,

i. e. by 10 times higher. 
However, after 20 days of storage, the parameter values of electret properties of samples 

obtained by solution casting and compression molding became of the same order: 

Vs = 0.14 kV, E = 8.7 kV/m, σeff = 0.09 µC/m2;
Vs = 0.19 kV, E = 17.0 kV/m, σeff = 0.08 µC/m2,

respectively. 
However, the electret properties of the molded samples are still slightly higher than those of 

the samples cast from the solution.
The authors of Ref. [15] explained a great difference in the level of PLA properties by the 

presence of bound water in the samples: they showed that pre-annealing of PLA films led to a 
significant increase in the level and stability of their surface potential values. 

To explain the observed difference in the properties of our samples obtained by different 
methods, their IR spectra were recorded, but no significant difference was found. 

Notice that a range of 3700 – 3745 cm–1 refers to isolated ("free") -OH groups, of  
3650 – 3660 cm–1 does to isolated pairs of neighboring OH-groups (vinyl-OH-groups) connected 
by hydrogen bonds, of 3650 – 3660 cm–1 does to paired groupings of -OH-groups, with a 
hydrogen bond between. And so, judging by the absorption band group 3550 – 3750 cm–1, water 
is present in both samples, but its amount is insignificant.

Migration of water molecules is known to occur into the polymer volume that during storage 
of PLA [1]. For the samples studied, this is evidenced by IR spectra of molded PLA films 
recorded immediately after preparation and after 90 days of storage (Fig. 2). It can be seen that 
the intensity of absorption bands at 3650 – 3660 cm–1, corresponding to the vibration of water 
molecules, differ practically by a factor of 3, if calculated by the absolute value, and by a factor 
of 4, if calculated by the baseline. We suppose a significant drop in the values of Vs, E and σeff of 
electrets, which are inversely proportional to the values of electrical conductivity, to be related 
to this. The strong effect of polymer humidity on the value of its volume specific electrical 
conductivity (it can change by 1 – 3 orders of magnitude) is known [16], and it was shown that 
in this case water molecules were only a catalyst of electrical conductivity and did not participate 
directly in charge transfer [17].
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Fig. 2. IR spectra of the PLA film obtained by compression molding, 
immediately after preparation (1) and after 90 days of storage (2). 

The arrow indicates the position of the H2O vibration

Probably, a similar process of charge transfer (relaxation of the electret state) is also observed for 
PLA films obtained by solution casting. However, it is not possible to prove it by IR spectroscopy, 
since the absorption bands characteristic of chloroform (2800 cm–1 refers to valence vibrations 
of CH, 1220 cm–1 does to deformation vibrations of CH, 630 cm–1 does to valence vibrations of 
ССl

3
) overlap with the characteristic bands of PLA in this region (Fig. 3).

Fig. 3. IR spectrum of a solution-cast PLA film

Taking into account the results of the investigation aimed at increasing the charge stability of 
PLA by using fine fillers that cause structural defects in the polymer matrix and at the polymer – 
filler interface, which act as traps for charge carriers [12 – 14], at the second stage of study 
we created compositions of PLA with a number of dispersed fillers and studied their electret 
properties (see Fig. 4 and Table 2).

Fig. 4. A plot of surface potential values of PLA compositions with white silica (1), aerosil (2) 
and starch (3) versus the filler content after 20 days of storage

φ, wt.%
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Tab l e  2

Electret properties of PLA compositions (PLA + filler)

Filler φ, wt.% Method

Parameter value
Initial After 20 days

Vs, 
kV

Е, 
kV/m

σeff, 
µC/m2

Vs, 
kV

Е, 
kV/m σeff, µC/m2

No 0
I 0.29 9.7 0.11 0.14 10.9 0.07
II 2.73 170.3 1.51 0.19 17.0 0.08

White silica

2
I 0.15 5.9 0.05 0.22 2.3 0.02
II 2.42 153.7 1.37 0.47 22.4 0.09

4
I 0.21 9.9 0.09 0.33 1.9 0.01
II 2.45 153.3 1.36 0.61 28.4 0.12

6
I 0.15 6.4 0.06 0.32 5.2 0.04
II 3.86 241.0 2.13 0.38 18.3 0.10

Aerosil

2
I 0.13 5.3 0.05 0.28 2.2 0.01
II 2.85 165.3 1.45 0.25 14.9 0.13

4
I 0.08 1.6 0.01 0.30 2.3 0.08
II 3.30 193.0 1.70 0.22 12.3 0.11

6
I 0.06 6.2 0.05 0.21 2.5 0.02
II 3.51 205.3 1.82 0.19 12.3 0.11

Starch

2
I 0.05 4.7 0.04 0.26 0.9 0.02
II 3.35 197.3 1.73 0.21 10.6 0.10

4
I 0.02 1.5 0.01 0.28 1.5 0.05
II 2.51 143.7 1.27 0.24 12.6 0.11

6
I 0.02 2.7 0.02 0.30 2.4 0.02
II 2.81 164.3 1.43 0.09 4.8 0.05

Nota t i on s : φ is the filler content, V
s
 is the surface potential, Е is the electric field strength, σ

eff
 is 

the effective surface charge density. 
Foo tno t e . Samples were manufactured either by solution casting (Method I) or by pressing 
(Method II).

If we consider compositions of PLA with fillers obtained by mixing filler with polymer melt, 
there is a tendency to increase the values of electret properties of PLA when adding fine particles. 
Composition of PLA with hydrated silicon dioxide has the best properties, and the highest values 
of Vs, E and σeff are observed at 4 % content of white silica (BS-120). If pyrogenic silicon dioxide 
is introduced into polylactide, then the optimal (for the manifestation of electret properties) 
formulation is a sample of polylactiс acid with 2 % aerosil. The doping with starch, as well as 
aerosil, does not change the values of electret characteristics of the polymer significantly. An 
increase in the level of electret characteristics of PLA upon addition of dispersed particles is 
explained by the formation of structural defects acting as traps for charge carriers [12 – 14]. 
The solid surface of the filler reduces the segmental mobility of polylactic acid macromolecules 
due to the appearance of physical and hydrogen bonds between macromolecules and fillers. 
On one hand, this makes it difficult to polarize polylactide during corona discharge treatment. 
On the other hand, it complicates and even excludes the possibility of polarization relaxation. 
Especially it concerns dipole groups (for example, oxygen-containing), formed under the action of 
corona discharge and oriented along the field direction of corona discharge; the dipole appearing 
in the composition of macromolecule is fixed, the freedom of movement, oscillation of the 
macromolecule section in the areas adjacent to the surface is limited. That is, in filled polylactide 
near the surface of dispersed particles there is a layer of macromolecules with limited mobility, 
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which slows down (excludes) relaxation of dipole polarization in polylactide compositions. The 
following mechanism is also quite possible: dispersed particles act as macrodipoles, in which a 
dipole moment is induced when the sample is treated in the electric field of corona discharge. 
Applied to aerosil or white silica, this mechanism can be described as follows. A silicon atom has 
an unsaturated valence bond, which is saturated by the addition of a hydroxyl group OH [18]. The 
loss or gain of a proton leads to formation of a negatively ([OH]–) or positively ([H

2
O]+) charged 

group, respectively. When such a dispersed particle enters an electric field, the charged groups 
move along the surface of the particle toward the opposite electrode. As a result, macrodipoles are 
formed in the structure of composites with increased concentration of charged hydroxyl groups on 
both sides of the filler particle. An increase in the number of charged particles and energy traps of 
charges in composites compared to the original polymer positively affects the ability of samples to 
be charged in the corona discharge and increases the stability of their surface potential, effective 
surface charge density and electric field strength.

It should be noted that annealing of the polymer before polarization is an effective way to 
preserve high level of electret properties. Fig. 5 compares the temperature curves of surface 
potential drop of PLA samples annealed and not annealed immediately before polarization. The 
annealing was carried out at 130° for 30 min. 

Fig. 5. A plot of surface potential versus 
temperature for the PLA samples with 4% 
starch polarized in the field of negative 

corona discharge. The samples were 
pre-annealed in a muffle furnace (1) 

or not annealed (2)

As can be seen from the presented graphs of 
the potential-temperature relation (see Fig. 5), the 
temperature and consequently the time stability of 
the surface potential increases significantly after 
pre-annealing.

Compositions of PLA with fillers manufactured 
via solution casting have a low level of electret 
characteristics. This result can be explained by 
poor dispersion of the filler and the presence of 
agglomerates with sizes exceeding the thickness 
of the samples. It is known that in production 
conditions polymer compositions cannot be 
obtained by simple addition of filler to the polymer 
solution, as this does not achieve a high degree of 
dispersion of filler agglomerates. Of course, it is 
possible to use special ball or bead mills, in which 
the filler agglomerates are grinded between hard 
surfaces (e.g., between the surface of metal balls), 
or ultrasonic dispersants. But the main limitation 
is due to the fact that polymer solutions have low 
concentration and solvents are very expensive. As a 

rule, compositions of polymers with dispersed fillers are obtained by this method only when the 
solvent is a component thereof (paints, enamels, etc.). 

At the same time, mixing of filler with polymer melt is the most common in the polymer 
composites industry. High quality of filler dispersion in the absence of any additional auxiliary 
additives levels out the disadvantages in the form of high energy consumption and expensive high-
tech equipment. 

Summary

Thus, polylactide films obtained by compression molding are an order of magnitude better 
charged in unipolar corona discharge than films obtained by the solution casting. After 20 days of 
storage, the values of electret characteristics of samples obtained by different methods become of 
the same order, but the electret properties of molded samples are still slightly higher than those 
of samples cast from solution.

The difference in the electret properties of different PLA samples is due to the presence of 
polar liquid molecules (chloroform, water) in its volume, the presence of which increases the 
values of electrical conductivity of the samples.

The compositions of PLA with fillers obtained by the method of mixing the filler with the 
polymer melt show a tendency to increase the values of electret parameters of PLA when dispersed 
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particles are added. The improvement in electret characteristics of PLA when bringing in the fine 
particles is explained by formation of structural defects acting as traps for charge carriers, decrease 
of segmental mobility of PLA macromolecules at the surface of filler particles and appearance 
of macrodipoles with increased concentration of charged hydroxyl groups, the role of which is 
played by dispersed filler particles. 

The PLA-filler compositions obtained by solution casting generally exhibit low electret 
characteristics.

The PLA composition with 4 % content of hydrated silicon dioxide (white silica) exhibits 
the best electret properties. In order to create the preservation of high level of values of electret 
properties of polylactide, it is recommended to anneal the polymer before charging and to prevent 
the contact of the produced electrets from the action of air moisture during operation. 
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ЭЛЕКТРИЧЕСКАЯ ДОЛГОВЕЧНОСТЬ ПОЛИМЕРОВ 
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Аннотация. В рамках математической теории катастроф получено уравнение 
зависимости электрической долговечности полимерных диэлектриков от величины 
напряженности приложенного электрического поля. Выполнена количественная оценка 
параметров данного уравнения для бумажной, эпоксидной и полиэтилентерефталатной 
электроизоляции. Установлено хорошее согласие между опубликованными 
экспериментальными данными и полевыми зависимостями электрической долговечности 
полимеров, построенными по предложенному уравнению. Проанализированы 
геометрические образы функции катастрофы складки, отражающие характер 
изменения безразмерного параметра скорости накопления повреждений в пленке 
полиэтилентерефталата при варьировании напряженности электрического поля.
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Abstract. The present study analyzes the known expressions establishing exponential and 
power relationships between the lifetime of polymer dielectrics and the strength of the electric 
field acting on them. The work notes the necessity of mathematical substantiation of the known 
power expression for the field dependence of electrical lifetime. We obtained the equation of 
dependence of the electrical lifetime of polymeric dielectrics on the value of the applied electric 
field strength within the framework of the mathematical catastrophe theory. The study has the 
performance of quantitative estimation of the parameters of this equation for paper, epoxy and 
polyethylene terephthalate electrical insulation. We established a good agreement between the 
literature experimental data and the field dependences of the electrical lifetime of polymers 
plotted by the proposed equation. The study analyses geometric images of the fold catastrophe 
function reflecting the nature of the change in the dimensionless parameter of the rate of dam-
age accumulation in a polyethylene terephthalate film under varying electric field strength. The 
paper shows the prospect of using the mathematical apparatus of catastrophe theory to describe 
experimental regularities of changes in the electrical strength properties of polymer dielectrics 
in strong electric fields.
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Введение

Процесс эксплуатации высоковольтных электротехнических установок предполагает 
нахождение их изоляции под действием сильного электрического поля. Разрушающее 
действие поля со временем приводит к пробою изоляции, наступление которого явля-
ется одной из главных причин преждевременного отказа большинства высоковольтных 
электроустановок [1 – 3]. Поэтому изучение закономерностей пробоя диэлектриков и 
способов его предупреждения является крайне актуальной задачей [4, 5], особенно в све-
те современных тенденций повышения требований к надежности установок высокого 
напряжения [6, 7].

В настоящее время установлено, что электрическое разрушение полимерных материа-
лов имеет кинетическую природу и представляет собой процесс постепенного накопления 
повреждений макромолекул, по завершении которого происходит полная потеря изо-
ляционных свойств материала, т. е. наступает электрический пробой [4, 8]. Основным 
параметром, характеризующим электропрочностные свойства полимерных диэлектриков, 
служит электрическая долговечность – период времени от начала приложения напряже-
ния к диэлектрику до момента его пробоя [9, 10]. В научных публикациях, посвященных 
изучению поведения диэлектриков в сильных электрических полях, большое внимание 
уделяется установлению закономерностей изменения электрической долговечности при 
варьировании толщины образцов [10, 11], температуры окружающей среды [12 – 14] и 
напряженности прикладываемого поля [3, 15, 16].

Описание полевых зависимостей электрической долговечности, как правило, прово-
дят с использованием экспоненциального [2, 9, 10, 16] и обратного степенного [1 – 3, 
17] законов. Применение экспоненциального закона для моделирования полевой зависи-
мости электрической долговечности полимеров непосредственно связано с физическим 
процессом накопления в них повреждений под действием электрического поля (термо-
флуктуационным распадом молекулярных ионов), поскольку скорость данного процесса 
экспоненциально зависит от напряженности этого поля [8, 18]. Помимо наличия строгого 
теоретического обоснования, использование экспоненциальных выражений обеспечивает 
высокую точность получаемых значений электрической долговечности [4, 10, 16].

Степенные зависимости приобрели широкое распространение для оценки долговеч-
ности полимерных материалов, выполняемой в рамках технических испытаний [16]. Од-
нако, несмотря на математическую простоту степенных выражений, их применение для 
моделирования полевых зависимостей электрической долговечности полимеров не имеет 
физического обоснования. Также известны работы [19, 20], где экспериментальные поле-
вые зависимости долговечности были описаны соотношениями, представляющими собой 
суперпозицию экспоненциального и степенного законов. Увеличение числа значимых 
параметров в таких составных соотношениях, с одной стороны, способствует повышению 
точности определения электрической долговечности, а с другой – наоборот, приводит к 
усложнению формы [21 – 23] и, как следствие, к снижению практической ценности этих 
соотношений.

Одним из возможных путей решения данной проблемы может быть применение тео-
рии катастроф [24], феноменологическая природа которой позволяет получать достаточно 
простые математические выражения, отражающие особенности поведения физических 
и технических систем различной сложности при варьировании управляющих параме-
тров, характеризующих эти системы. Важным аргументом в пользу привлечения мето-
дов теории катастроф для исследования электропрочностных свойств полимеров служит  
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внезапность наступления пробоя полимерных диэлектриков и его катастрофический ха-
рактер [25]. Вместе с тем работы, где изучение процессов разрушения полимерных ма-
териалов проводилось с использованием математического аппарата теории катастроф, 
весьма малочисленны [26 – 29], а публикации, в которых бы эта теория применялась для 
описания полевой зависимости электрической долговечности полимеров, и вовсе нам 
неизвестны. Полагаем, что восполнение данного пробела имеет большое научное и прак-
тическое значение.

Цель настоящего исследования – уточнить характер влияния напряженности электри-
ческого поля на величину долговечности полимерных диэлектриков.

Для достижения поставленной цели возникла идея использовать теорию катастроф. 
При этом встала первоочередная задача – вывести с этих позиций уравнение, описыва-
ющее зависимость электрической долговечности полимерных диэлектриков от величины 
напряженности приложенного электрического поля, и определить параметры этого урав-
нения для широко используемых диэлектриков: бумажной, эпоксидной и полиэтиленте-
рефталатной (ПЭТФ) изоляции.

Постановка задачи

Ключевым проявлением кинетического характера электрического разрушения полиме-
ров выступает тот факт, что их долговечность tbr существенно зависит от напряженности E 
приложенного электрического поля [8, 10]. В связи с этим большое число исследований, 
посвященных изучению электропрочностных свойств полимерных диэлектриков, направ-
лено на получение полевой зависимости tbr = f(E) электрической долговечности.

На практике для установления взаимосвязи tbr = f(E) проводят серию опытов по из-
мерению долговечности tbr при различных фиксированных значениях напряженности  
E = U/d, где U – постоянное либо переменное напряжение, прикладываемое к образцу 
диэлектрика толщиной d. При этом для испытаний, выполняемых в переменном электри-
ческом поле, в качестве величины U обычно принимают амплитудное либо среднеквадра-
тичное значение переменного напряжения [3, 4].

Рис. 1. Характерный вид полевой зависимости 
электрической долговечности полимерных 

диэлектриков t
br
;

E
c
 – значение E, при котором t

br
 существенно 

превышает период эксперимента; t
c
 – значение t

br
 

при E = E
c
; тождество c ≡ D выражает соответствие 

между физической критической точкой c и 
вырожденной математической точкой D 

(см. пояснения в тексте)

Долговечность полимеров, помещенных 
в переменное электрическое поле, прибли-
зительно на два порядка меньше величины 
tbr для постоянного поля [4]. Между тем 
экспериментальные полевые зависимости 
долговечности, измеренные в постоянном 
и переменном электрических полях, демон-
стрируют практически идентичное поведение  
[2 – 4, 9, 10], что позволяет исследовать 
общие закономерности их изменения с 
единых позиций. Типичная зависимость  
tbr = f(E), характер поведения которой со-
гласуется с известными опытными данны-
ми, представлена на рис. 1.

Видно, что при нахождении диэлектрика 
в поле напряженностью E > E

c
 имеет место 

обратно пропорциональная зависимость 
между tbr и E. Через E

c
 на рис. 1 обозна-

чена напряженность поля, при которой 
время tbr ожидания пробоя (долговечность 
диэлектрика) заметно превышает период 
проведения эксперимента. Опыты по опре-
делению долговечности обычно проводятся 
при значениях напряженности поля, обе-
спечивающих регистрацию пробоя диэлек-
трика во временном интервале от 1 до 106 с 
[30]. С учетом этого обстоятельства значе-
ние E

c
 может находиться в диапазоне от  
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нескольких единиц до нескольких десятков МВ/м, в зависимости от типа и состояния 
образца полимерного диэлектрика, а также условий его испытаний [1 – 3]. В первом 
приближении в качестве E

c
 можно использовать величину допустимой рабочей напря-

женности электрического поля [3, 31], отвечающей заданному ресурсу диэлектрического 
материала.

При малых значениях напряженности прикладываемого поля, когда E ≈ E
c
 (см.  

рис. 1), прослеживается заметное усиление полевой зависимости tbr = f(E), вследствие 
чего долговечность tbr = t

c
 становится довольно большой и теоретически стремится к бес-

конечности. Такое поведение функции tbr = f(E) связано с тем, что при E ≈ E
c
 скорость 

процесса накопления повреждений настолько мала, что незначительное разрушающее 
действие электрического поля вообще не вызывает пробоя полимерного диэлектрика и 
он сохраняет свои изоляционные свойства в течение длительного времени.

Моделирование закономерностей изменения долговечности диэлектрических матери-
алов при варьировании напряженности электрического поля, основанное на учете физи-
ческого механизма накопления повреждений в диэлектрике, приводит к экспоненциаль-
ному виду полевой зависимости tbr = f(E). Для полимерных диэлектриков эта зависимость 
была получена в следующей форме [18, 30]:

0
0

B

exp ,br
W el qEt t

k T

+ −
=  

 
                                          (1)

где t
0
, c, – предэкспоненциальный множитель, имеющий смысл периода колебаний ато-

мов в твердых телах, t
0
 ≈ 10–13 – 10–12 c; W+, Дж, – энергия диссоциации связей в молеку-

лярных ионах; e, Кл, – заряд электрона; l
0
, м, – активационная длина; q – коэффициент 

электрических перенапряжений, характеризующий степень усиления поля вблизи неод-
нородностей на электродах; kB, Дж/K, – постоянная Больцмана; T, K, – температура.

Накопление повреждений, способных привести к пробою диэлектрика, авторы статей 
[18, 30] связывают с двухступенчатым процессом распада полимерных макромолекул в 
электрическом поле. На первой ступени имеет место полевая ионизация макромолекул с 
образованием положительных молекулярных ионов (макроионов), энергия разрыва хими-
ческих связей которых понижена [8, 18]. На второй ступени происходит термофлуктуаци-
онный распад макроионов, сопровождаемый появлением новых макроионов и химически 
активных свободных макрорадикалов [8, 18]. Постепенное накопление дефектов (повреж-
дений) в процессе распада макромолекул вызывает увеличение концентрации носителей 
заряда (квазисвободных электронов и дырок), по достижении критического значения Nc 
которой и происходит пробой [4, 8]. Изменение напряженности электрического поля 
позволяет контролировать кинетику процесса накопления концентрации N

c
, а следова-

тельно, варьировать величину электрической долговечности полимеров [4, 8].
Экспоненциальное уравнение (1), полученное в рамках физической модели [18], де-

монстрирует высокую точность теоретических значений долговечности tbr и высокую сте-
пень их корреляции с экспериментальными данными для широкого круга полимерных 
диэлектриков [9, 10].

Наряду с аналитическими выражениями, подобными уравнению (1), для отражения 
количественной взаимосвязи между tbr и E, наблюдаемой в сильных электрических полях, 
на практике часто используют эмпирическую зависимость вида [2]:

tbr = a(E − E
c
)–b,                                               (2)

где a, b – параметры, зависящие от типа изоляции.
Простая математическая форма степенного выражения (2) послужила главной причи-

ной его широкого применения для оценки значений tbr при проведении технических ис-
пытаний полимерной изоляции [3, 16], не позволяющих осуществлять точную постановку 
эксперимента. Вместе с тем известно [2, 3], что использование степенной зависимости (2), 
во-первых, физически не обосновано, во-вторых, приводит к математической абстракции 
tbr → ∞ при E = E

c
, хотя в действительности интервал времени от момента подачи напря-

жения на диэлектрик до наступления его пробоя является конечным.
Исходя из этого, можно заключить, что получение аналитического уравнения полевой 

зависимости tbr = f(E), свободного от указанных недостатков выражения (2), есть актуаль-
ная задача. Для ее решения воспользуемся методами теории катастроф [24].
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Основные положения теории катастроф

Для исследования физических систем в теории катастроф используют потенциаль-
ные функции Φ (функции катастроф), вид которых определяется числом n переменных  
состояния x и числом k параметров управления A. Переменные x, характеризующие со-
стояние исследуемой системы, зависят от управляющих параметров A. При этом плавному 
изменению A может отвечать как непрерывное, так и скачкообразное (катастрофическое) 
изменение x. Именно поэтому скачкообразный отклик системы на плавное изменение ее 
управляющих параметров называют катастрофой.

При k > 3 математическое описание катастроф становится довольно громоздким и 
затрудняется визуальное представление геометрических характеристик потенциальных 
функций Φ. Для многих практических приложений достаточно ограничиться рассмотре-
нием функций катастроф с одной переменной состояния и числом управляющих параме-
тров, не превышающим трех. Известное выражение для функции Φ катастрофы с одной 
переменной состояния x имеет следующий вид [24]:

2

1
( ; ) ( 2) ,

k
k i

i i
i

x A x k A x i+

=

Φ = + +∑                                  (3)

где i – номер управляющего параметра A, i  [1, k]; k = 1, 2 и 3 для катастроф типа склад-
ки, сборки и ласточкина хвоста соответственно.

Качественные изменения исследуемой системы определяются числом и типом крити-
ческих точек функции катастрофы. Поэтому основу теории катастроф составляет анализ 
поведения функции Φ в окрестности критических точек. Для определения положений 
критических точек и значений функции Φ в этих точках решают уравнения, получаемые 
путем приравнивания нулю ее производных по переменной состояния x [24]:

∂Φ/∂x = 0; ∂2Φ/∂x2 ≠ 0;                                          (4)

∂Φ/∂x = 0; ∂mΦ/∂xm = 0,                                         (5)

где m – степень производной, m  [2, k+1].
Точки, найденные из условий (4), называют невырожденными критическими точками; 

в физических приложениях математический термин «невырожденная критическая точ-
ка» соответствует определению точки равновесия. Решениям уравнений (5) отвечают вы-
рожденные критические точки с кратностью вырождения m, тождественные физическим 
критическим точкам [24]. Вырожденные критические точки являются более информатив-
ными, по сравнению с невырожденными, так как именно в окрестности вырожденных то-
чек существует высокая вероятность скачкообразного изменения состояния исследуемой 
системы – наступления катастрофы.

Предметом теории катастроф является изучение особенностей изменения состояний 
равновесия x(Ai) потенциальной функции Φ(x; Ai), задаваемых уравнением (4), при варьи-
ровании управляющих параметров Ai.

Теория катастроф оперирует безразмерными математическими параметрами, т. е. чис-
лами, которые могут принимать как положительные, так и отрицательные значения. 
Поэтому для обеспечения возможности применения этой теории в физических приложе-
ниях необходимо поставить в соответствие безразмерным математическим параметрам, 
входящим в уравнение (3), размерные величины, характеризующие тот или иной физи-
ческий процесс. Переход от размерных физических величин x' и A'i к соответствующим 
им безразмерным математическим параметрам x и Ai осуществляется с использованием 
нормировочных соотношений [24]:

x = x'/x
D
 − 1; Ai = A'i /AD(i) – 1,                                     (6)

где x' – физическая переменная состояния; A'i – i-й физический управляющий параметр; 
x
D
, A

D(i) – критические параметры функции катастрофы, под которыми понимают значе-
ния величин x' и A'i в физической критической точке, отождествляемой с математической 
точкой Dk+1. 
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Точка Dk+1 представляет собой вырожденную точку наибольшей кратности  
mmax = k + 1 (для катастроф складки, сборки и ласточкина хвоста кратность mmax соответ-
ственно равна 2, 3 и 4).

Наличие в выражениях (6) сдвигающего члена, равного единице, приводит к тому, что 
по достижении физическими величинами x' и A'i критических значений x

D
 и A

D(i) матема-
тические параметры x и Ai принимают нулевые значения. Благодаря этому вырожденные 
критические точки D

2
, D

3
 и D

4
, выступающие средоточием математических катастроф 

складки, сборки и ласточкина хвоста, всегда расположены в начале координат, что суще-
ственно упрощает анализ этих катастроф.

Анализ физических систем, процессов либо явлений (далее систем) в русле теории ка-
тастроф целесообразно проводить, следуя нижеприведенному алгоритму действий.

Шаг 1. Задать переменную состояния x' и параметры управления A'i, описывающие 
рассматриваемую физическую систему.

Шаг 2. Опираясь на известные экспериментальные и теоретические закономерности 
поведения переменной x', определить общий характер ее изменения при варьировании 
параметров A'i.

Шаг 3. Выявить характерные признаки – флаги катастроф [24], по которым можно 
судить о присутствии катастрофы в рассматриваемой системе.

Шаг 4. Установить событие, отождествляемое с катастрофой, и определить критиче-
ские параметры x

D
 и A

D(i), по достижении которых отчетливо проявляются наиболее ха-
рактерные изменения системы.

Шаг 5. Основываясь на взаимосвязи x и Ai, вытекающей из уравнений (3) и (4), и на 
анализе зависимости x' от A'i, выполненном на шаге 2, поставить в соответствие безраз-
мерным параметрам x и Ai размерные физические величины x' и A'i.

Шаг 6. Применяя соотношения (6), привести величины x' и A'i к безразмерному виду 
и, отталкиваясь от общего выражения (3), записать уравнение функции Φ, моделирующей 
исследуемую систему. Исходя из специфики соответствия между x, Ai и x', A'i, принятого 
на шаге 5, и соображений алгебраического удобства, в уравнение, полученное для функ-
ции катастрофы, можно ввести множители для изменения масштаба и обращения знака 
математических параметров.

Шаг 7. Определить число и тип критических точек функции катастрофы Φ, а также 
проанализировать геометрические свойства функции Φ и ее производных.

Шаг 8. Используя пересчетные соотношения (6), представить уравнение ∂Φ/∂x = 0 в 
физических обозначениях и привести его к искомой зависимости x' = f(A'i).

Чтобы изложить материал в форме, сообразной вышеприведенному алгоритму, ниже 
представим вывод уравнения, описывающего полевую зависимость tbr = f(E) электриче-
ской долговечности полимерных диэлектриков.

Теоретический анализ поведения диэлектрика в сильном электрическом поле

Вначале зададим физические параметры состояния и управления, определяющие элек-
тропрочностные свойства полимерного диэлектрика в условиях постоянной температуры. 
В роли переменной состояния предварительно примем электрическую долговечность tbr, 
а напряженность E электрического поля, приложенного к диэлектрику, будем считать 
физическим управляющим параметром.

Далее выявим характерные признаки, указывающие на возможность наступления ката-
строфы в диэлектрике, подвергнутом воздействию сильного электрического поля.

В качестве первого признака вероятной катастрофы можно принять факт существо-
вания критической концентрации N

c
 зарядов, время накопления которой тождествен-

но электрической долговечности tbr полимерного диэлектрика. Результаты исследо-
ваний, представленные в работах [4, 8], где была установлена данная закономерность,  
показывают, что величина N

c
 ≈ 1018 – 1019 см–3.

Вторым признаком катастрофы выступает аномальная дисперсия экспериментальных 
значений электрической долговечности tbr, наблюдаемая при действии на диэлектрик ма-
лых значений напряженности, сопоставимых со значением E

c
. Действительно, как бы-

ло отмечено выше, при E ≈ E
c
 полевая зависимость tbr = f(E) заметно усиливается и, 

в сущности, вырождается в почти вертикальную прямую (см. рис. 1). Малые вариации  
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напряженности E вблизи E
c
 приводят к большим изменениям долговечности tbr, вслед-

ствие чего на практике имеет место большой разброс значений tbr, измеряемых при  
E ≈ E

c
 [1 – 3].

Событием, эквивалентным наступлению математической катастрофы, будем считать 
момент накопления критической концентрации повреждений (что равносильно достиже-
нию N

c
) в полимерном диэлектрике, находящемся в поле напряженностью E

c
. Точку c на 

рис. 1, в окрестности которой происходит вырождение полевой зависимости электриче-
ской долговечности, положим в качестве физической критической точки. Затем, следуя 
приведенному выше алгоритму, поставим в соответствие физической критической точке c 
вырожденную математическую точку D. Тогда физические параметры t

c
 и E

c
, отнесенные 

к точке c, станут равносильными критическим параметрам функции катастрофы: t
c
 ≡ tD и 

E
c
 ≡ E

D
.

Для описания рассматриваемой системы (системы с одним управляющим параметром) 
воспользуемся уравнением катастрофы типа складки, вытекающим из общего выражения 
(3) при k = 1 [24]:

Φ(x; A1) = x3/3 + A1x.                                           (7)

Из уравнения (7) следует, что математический управляющий параметр A1 пропорцио-
нален квадрату переменной состояния x: A1 ~ –x2. Поэтому, с учетом пропорциональности 
1/tbr ~ Eb, характерной для физических величин tbr и E, в качестве переменной состоя-
ния удобно принять напряженность поля E, а не долговечность tbr. Величину vbr = 1/tbr,  
обратную электрической долговечности, при дальнейшем анализе в русле теории ката-
строф будем считать физическим управляющим параметром. Критическое значение vbr в 
таком случае определится равенством v

D
 = 1/t

D
. Согласно определению в статье [9], пара-

метр vbr характеризует скорость процесса накопления повреждений, т. е. скорость подго-
товки полимерного диэлектрика к пробою.

Возможность взаимной замены физических параметров состояния x' и управления A', 
которая, как в нашем случае (параметры tbr и E), может возникнуть при их подстановке в 
уравнение катастрофы, является еще одной сильной стороной применяемого подхода. Бо-
лее того, такая замена будет правомерна даже тогда, когда физическую величину, приня-
тую в качестве параметра управления, т. е. независимой переменной, невозможно напря-
мую варьировать в реальном эксперименте (в рассматриваемом случае это электрическая 
долговечность tbr), так как в математическом отношении безразлично, какая зависимость 
исследуется на практике: x' = f(A') либо A' = f(x').

Далее, используя нормировочные соотношения (6), приведем размерные физические 
величины E и vbr к безразмерному виду:

FE = E/E
D
 − 1; v = vbr/vD – 1 = t

D
/tbr – 1,                              (8)

где FE – безразмерная напряженность электрического поля (математическая переменная 
состояния); v – безразмерная скорость накопления повреждений (математический пара-
метр управления).

Принимая x = FE и A1 = −atv, из формулы (7) получим выражение для функции ката-
строфы складки, характеризующей состояние полимерного диэлектрика в сильном элек-
трическом поле:

3( ; ) 3 ,E E t EF v F a vFΦ = −                                          (9)

где at – положительный масштабный множитель, введенный в целях более наглядного 
представления геометрических характеристик функции Φ. Знак минус при at взят с целью 
удобства проведения дальнейшего анализа функции Φ.

Приравнивая нулю первую и вторую производные функции (9) по переменной FE, за-
пишем уравнения, определяющие положение критических точек этой функции:

2 0;E E tF F a v∂Φ ∂ = − =                                          (10)

2 2 2 0.E EF F∂ Φ ∂ = =                                            (11)
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Поскольку at > 0, при v < 0 уравнение (10) не имеет решений, а следовательно, функция 
катастрофы Φ(FE; v) не имеет критических точек. При v = 0 уравнение (10) имеет один 
корень FE = 0, а у функции Φ(FE; v) есть одна критическая точка – точка перегиба, распо-
ложенная в начале координат. И в силу того, что в случае v = 0 одновременно выполняют-
ся уравнения (10) и (11), данная критическая точка является дважды вырожденной. При  
v > 0 уравнение (10) имеет два противоположных по знаку корня: FE = (atv)1/2, а функция 
Φ(FE; v) обладает двумя невырожденными критическими точками: точкой минимума при 
FE > 0 и точкой максимума при FE < 0.

Используя выражения пересчета (8), запишем соотношения, устанавливающие со-
ответствие между характерными значениями безразмерных математических параметров  
(FE, v) и размерных физических величин (E, tbr):

  

0  ;      0  ;      0  ;
  0  ;        0  ;         0  .

E D E D E D

br D br D br D

F E E F E E F E E
v t t v t t v t t
< ⇔ < = ⇔ = > ⇔ >
< ⇔ > = ⇔ = > ⇔ <               (12)

Учет соотношений (12) и анализ результатов уравнений (9) – (11) позволяет сделать 
следующие заключения.

В случае, когда к диэлектрику приложено электрическое поле напряженностью  
E < E

D
, электрического пробоя не происходит, так как скорость накопления повреждений 

мала (v < 0), а время достижения критической концентрации N
c
 превышает t

D
. При увели-

чении напряженности поля до уровня E > E
D
 наблюдается заметный рост безразмерного 

параметра скорости (v > 0), вследствие чего электрическое разрушение диэлектрика про-
текает за время tbr < t

D
. Равенство E = E

D
, при котором имеет место вырождение полевой 

зависимости tbr = f(E), соответствует условию наступления катастрофы – достижению 
критической величины N

c
 и пробою диэлектрика за время tbr = t

D
.

Подставив соотношения (8) в формулу (10), получим итоговое выражение полевой  
зависимости электрической долговечности полимерного диэлектрика:

1 2 .
1 ( 1)

D
br

t D

tt
a E E−=

+ −
                                        (13)

Уравнение (13) справедливо при E ≥ E
D
, т. е. когда электрическое разрушение ди- 

электрика происходит за время, не превосходящее t
D
. Сильной стороной уравнения (13) 

является его структура, которая обеспечивает конечность значения электрической долго-
вечности tbr при наведении в диэлектрике поля с напряженностью E

D
 = E

c
.

Геометрия катастрофы складки

Профили Φ = f(FE) функции катастрофы складки, отвечающие рассмотренным выше 
случаям изменения безразмерного параметра v, представлены на рис. 2. Номера l  [1, 5] 
профилей на рис. 2 соответствуют характерным значениям vl этого параметра. Посколь-
ку v1 < v

2
 < 0, кривые 1 и 2 не имеют критических точек. Кривая 3, построенная для  

v
3
 = 0, имеет в начале координат вырожденную точку перегиба D

2
. Поскольку v

5
 > v

4
 > 0, 

на профилях 4 и 5 функции Φ присутствуют точки минимума и максимума, характеризу-
ющие устойчивые и неустойчивые состояния равновесия системы.

По мере роста математического управляющего параметра от v1 до v
5
 происходит посте-

пенная трансформация профиля функции Φ, включающая следующие стадии:
увеличение пологости кривой вблизи нуля,
появление вырожденной точки,
расщепление данной точки на равноудаленные от нее максимум и минимум,
дальнейшие рост амплитуд и расхождение этих экстремумов.
При уменьшении параметра управления от v

5
 до v1 максимум и минимум на профиле 

функции катастрофы сближаются, сливаются, образуя в начале координат вырожденную 
критическую точку, и исчезают. Дважды вырожденная точка D

2
, в окрестности которой 

обнаруживается бифуркация (раздвоение) решений, выступает центральным местом про-
явления катастрофы складки.
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Рис. 3. Геометрия катастрофы складки:
функция безразмерного параметра скорости 
накопления повреждений (a) и функция 

критических значений (b).
Представлены ветви устойчивого (1) и 
неустойчивого (2) равновесий, образованные 
соответственно минимумами и максимумами 

функции катастрофы Φ (см. рис. 2)

a)

b)

Геометрическое место критических то-
чек, удовлетворяющих уравнению (10), 
представляет собой параболу, ветви кото-
рой сходятся в точке D

2
 (рис. 3, а). Мно-

жество критических значений Φ
c
 функции 

катастрофы, определяемых при подстанов-
ке корней (10) в уравнение (9), образует 
геометрическую фигуру в форме клина с 
острием в точке D

2
 (рис. 3, b).

Слева от точки D
2
 нет ни одного состо-

яния равновесия, а справа от нее располо-
жены ветви устойчивого (1) и неустойчи-
вого (2) равновесий, образованные соот-
ветственно минимумами и максимумами 
функции катастрофы Φ.

Из представленных на рис. 2 профилей  
Φ = f(FE) следует, что увеличение параметра 
v вызывает смещение минимума/максиму-
ма функции Φ в область бо́льших положи-
тельных/отрицательных значений перемен-
ной состояния FE и возрастание амплитуд 
данных экстремумов. Такое поведение Φ 
приводит к тому, что при повышении v на 
устойчивых ветвях зависимостей FE = f(v) и 
Φ
c
 = f(v) (см. рис. 3) наблюдается увеличе-

ние FE и уменьшение Φ
c
, в то время как на 

неустойчивых ветвях данных зависимостей 
имеет место снижение FE и повышение Φ

c
.

Обсуждение результатов

Для проверки применимости уравнения 
(13) нами была проведена обработка экс-
периментальных данных, представленных 
в работах [1 – 3, 31 – 33] по исследова-
нию полевых зависимостей электрической 
долговечности изоляционных материалов. 
Значения параметров at, E

D
 и t

D
, получен-

ные в результате этой обработки, сведены 
в таблицу.

Анализ данных таблицы позволяет за-
ключить, что для бакелитовой, бумагомас-
ляной и ПЭТФ изоляции характерны на-
много меньшие значения t

D
, чем для эпок-

сидных диэлектриков. Это связано с тем, 
что исследование зависимости tbr = f(E) для 
эпоксидных образцов выполнялось при бо-
лее низких (по отношению к E

D
) значени-

ях напряженности поля, в силу чего в этих 
диэлектриках происходило замедление про-
цессов накопления дефектов и, как след-
ствие, увеличение электрической долго-
вечности. Например, для компаунда ЭЗК-1 
напряженность поля, при которой испытуе-
мые образцы пробивались за время, не пре-
вышающее максимальное время испыта-
ний (30 тыс. ч), составляла всего 2,5 МВ/м 

Рис. 2. Профили функции катастрофы складки 
для различных значений управляющего 
параметра. Номера профилей соответствуют 

характерным значениям параметра v1 – v5.
Черными точками отмечены позиции минимумов 
и максимумов, характеризующие устойчивые и 

неустойчивые состояния равновесия системы; 
D2 – вырожденная точка перегиба
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                                                            Таблица

Значения параметров уравнения полевой зависимости долговечности 
для ряда электроизоляционных материалов

Электроизоляционный 
материал

Значение параметра уравнения 
(13)

at, 10–4 E
D
, МВ/м t

D
, 107 с

Бакелизированная бумага 2,3270 13,05 0,1094
Конденсаторная бумага, 

пропитанная маслом 14,570 18,58 0,3507

Конденсаторная пленка 
ПЭТФ 22,180 24,16 0,0199

Эпоксидная смола 1,7910 4,59 1,0260
Эпоксидный компаунд 

ЭЗК-1 0,9673 2,32 29,230

[33]. Поэтому и оценочное значение электрической долговечности при напряженности  
E = ED = 2,32 МВ/м получилось достаточно большим: t

D
 = 29,23∙107 с ≈ 9,27 лет.

В качестве примера на рис. 4 проиллюстрированы графические зависимости Φ = f(FE) 
и FE = f(Abr) для ПЭТФ-изоляции, построенные по экспериментальным данным, взятым 
из работы [32]1. На рис. 4 имеется обозначение Abr; это масштабированный управляющий 
параметр, равный произведению безразмерной скорости накопления повреждений v и 
масштабного множителя at, введенного ранее в уравнение (9): Abr = atv. Выполненные 
построения подтверждают высокую степень корреляции литературных эксперименталь-
ных данных и аппроксимирующей кривой для масштабированного параметра скорости 
накопления повреждений Abr. Пунктирная линия, описывающая снижение параметра Abr 
при повышении безразмерной напряженности FE, отвечает множеству неустойчивых со-
стояний функции Φ, не имеющему места в действительности. Это обстоятельство связано

1 См. также: Емельянов О. А. Работоспособность металлопленочных конденсаторов в форсированных электротепловых режимах: дис. 
… канд. техн. наук. СПб., 2004. 246 л.

Рис. 4. Графики полевых зависимостей функции катастрофы складки Φ (a)
и масштабированного параметра скорости накопления повреждений A

br
 (b) для ПЭТФ-

изоляции (экспериментальные данные (они показаны символами) взяты из работы [32]);
аппроксимирующие кривые (сплошные линии) отвечают физически реализуемым состояниям, а 

множество неустойчивых состояний функции Φ (пунктиры) не имеет места в действительности
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с тем, что увеличение напряженности поля, прикладываемого к диэлектрику при проведе-
нии эксперимента, приводит к уменьшению электрической долговечности tbr, равнознач-
ному повышению Abr.

На графике рис. 4, a отчетливо прослеживаются рассмотренные выше закономерности 
поведения функции катастрофы, а именно: при возрастании масштабированного параме-
тра Abr минимум функции Φ становится более глубоким и смещается в сторону бо́льших 
значений FE. Уменьшение Abr при понижении FE (см. рис. 4, b) согласуется с наблюда-
емым на практике ростом электрической долговечности tbr при уменьшении напряжен-
ности E. В точке D

2
 безразмерный параметр Abr становится равным нулю, что связано с 

достижением величиной tbr критического значения t
D
. При условии Abr < 0, равносильном 

неравенству tbr > t
D
, процессы электрического разрушения, индуцированные действием 

поля небольшой напряженности, замедлены, вследствие чего пробоя диэлектрика не про-
исходит, даже когда период проведения эксперимента заметно превышает критическую 
величину t

D
.

Рис. 5. Сравнение экспериментальных 
(символы) и теоретических (линии) полевых 
зависимостей электрической долговечности 

ПЭТФ (1) и эпоксидного компаунда (2).
Звездочкой обозначено расчетное значение t

D
 

ПЭТФ-пленки, отвечающее дважды вырожденной 
математической точке D2 (см. рис. 4, b)

Полевые зависимости электрической 
долговечности, построенные по уравнению 
(13) для ПЭТФ (кривая 1) и эпоксидно-
го компаунда ЭЗК-1 (кривая 2) в размер-
ных координатах, представлены на рис. 5. 
Видно, что сплошные кривые 1 и 2 хорошо 
согласуются с опытными данными [32, 33]. 
Это подтверждает возможность примене-
ния уравнения (13) для описания полевых 
зависимостей tbr = f(E) полимерных ди-
электриков. Звездочкой на рис. 5 обозна-
чено расчетное значение t

D
 электрической 

долговечности полиэтилентерефталатной 
пленки, отвечающее дважды вырожденной 
математической точке D

2
.

Некоторое расхождение между кривыми 
1, 2 на рис. 5 и соответствующими им экс-
периментальными точками можно объяс-
нить следующими причинами:

большой статистический разброс между 
экспериментальными значениями электри-
ческой долговечности, определяемыми для 
одного и того же значения напряженности 
поля;

сложность учета совокупного влияния 
различных факторов (например, темпера-
туры, частичных разрядов, степени неодно-
родности структуры и др.) на процесс раз-

вития электрического пробоя в реальных полимерных диэлектриках.
В завершение, используя аналитическое уравнение (1), выполним оценку коэффициента 

q перенапряжений для ПЭТФ-пленки, находящейся в электрическом поле напряженно-
стью E = E

D
. Для расчета примем следующие значения физических параметров:

t
0
 = 10–13 c, W+ = 1,1 эВ, l

0
 = 1,5 Å [8]; T = 293 K [32];

E
D
 = 24,16 МВ/м, t

D
 = 0,0199∙107 с (см. таблицу).

В результате получим значение коэффициента q ≈ 9,7, позволяющее предположить, что 
именно термофлуктуационный распад молекулярных ионов превалирует над прочими ме-
ханизмами электрического разрушения конденсаторной пленки ПЭТФ [32]. Основанием 
для выдвинутого предположения могут служить два обстоятельства. Во-первых, согласно 
сведениям в статье [18], при значениях коэффициента усиления поля q ≈ 10 в полимере 
создаются благоприятные условия для полевой ионизации макромолекул, которая (как 
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отмечено выше) есть первая стадия двухступенчатого процесса разрыва этих макромоле-
кул в сильном электрическом поле [8, 18]. Во-вторых, измерение полевой зависимости  
tbr = f(E) в работе [32] проводилось при температуре 293 K, когда развитие теплового про-
боя крайне маловероятно [34, 35].

Заключение

С позиций теории катастроф представлен вывод уравнения (13), описывающего 
зависимость электрической долговечности полимерных диэлектриков от величины на-
пряженности воздействующего электрического поля. Дана количественная оценка па-
раметров этого уравнения для широко применяемых электроизоляционных материалов: 
бакелизированной бумаги, эпоксидных компаундов, бумажно-пропитанной и ПЭТФ 
конденсаторной изоляции.

На примере ПЭТФ проанализированы основные геометрические свойства, определя-
ющие характер поведения функции катастрофы складки и масштабированного параме-
тра скорости накопления повреждений при варьировании безразмерной напряженности 
электрического поля. Построены графики полевых зависимостей электрической долго-
вечности полиэтилентерефталата и эпоксидного компаунда ЭЗК-1. Установлена высокая 
степень корреляции между опубликованными экспериментальными данными и аппрок-
симирующими кривыми, отвечающими уравнению (13).

Полученные в статье результаты могут быть использованы для объяснения закономер-
ностей изменения электрической долговечности, вытекающих из данных эксплуатации и 
технических испытаний полимерных диэлектриков, а также для прогнозирования явле-
ний пробоя.

Преимущество использованного в работе подхода заключается в возможности моди-
фикации общего выражения (3) функции катастрофы Φ(x; Ai) при необходимости замены 
либо увеличения числа физических управляющих параметров, определяющих закономер-
ности поведения диэлектрических материалов в сильных электрических полях.

В перспективе наших дальнейших исследований предполагается учесть влияние темпе-
ратуры эксплуатации изоляции на величину пробивной напряженности полимерных ди-
электриков, что возможно при теоретическом рассмотрении катастрофы более высокого 
порядка – катастрофы сборки.
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Abstract. According to the phase transformation kinetics that we recorded by dilatometry in 

rapid cooling of low carbon steel, some amount of isothermal bainite appeared in the middle 
of martensitic temperature range. Presumably caused by adiabatic heating in the exothermal 
transformation, such an unexpected effect was confirmed by TEM data on the lath thickness, 
dislocation density and carbide particles. Furthermore, to assess a volume fraction of the 
detected bainite, statistics of crystal curvature (orientation gradient) was analyzed in terms of 
EBSD data. The combined analysis of results obtained using those three techniques suggests that 
certain amount of lath type bainite is formed not only below the martensite start temperature 
but also slightly above it.
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Аннотация. В соответствии с кинетикой фазового превращения, зарегистрированной 

методом дилатометрии при быстром охлаждении низкоуглеродистой стали, в середине 
температурного диапазона мартенситного превращения образуется некоторое количество 
изотермического бейнита. Такой неожиданный эффект, предположительно вызванный 

St. Petersburg State Polytechnical University Journal. Physics and Mathematics. 2025. Vol. 18. No. 2
Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки. 18 (2) 2025

© Zolotorevsky N. Yu., Belikova Yu. A., Petrov S. N., Zisman A. A., 2025. Published by Peter the Great St. Petersburg 

Polytechnic University.



St. Petersburg State Polytechnical University Journal. Physics and Mathematics. 2025. Vol. 18. No. 2

110

© Золоторевский Н. Ю., Беликова Ю. А., Петров С. Н., Зисман А. А., 2025. Издатель: Санкт-Петербургский 

политехнический университет Петра Великого.

адиабатическим нагревом при неизотермическом превращении, подтверждается данными 
просвечивающей электронной микроскопии о толщине реек, плотности дислокаций и 
частицах карбидов. Кроме того, для оценки объемной доли обнаруженного бейнита 
на основе данных метода дифракции отраженных электронов проанализирована 
статистика кривизны кристаллической решетки (градиент ориентации). Совместный 
анализ результатов, полученных с помощью этих трех методов, позволяет заключить, 
что определенное количество бейнита реечного типа образуется не только ниже 
температуры начала мартенситного превращения, но и немного выше нее.

Ключевые слова: микроструктура, мартенсит, бейнит, изотермическое превращение, 
закалка, низкоуглеродистая сталь
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Introduction

In order to control the proportion of martensite and bainite microstructures in high-strength 
steels, isothermal treatments [1 − 3] or decelerated cooling [4] inside the martensitic temperature 
range attract an increasing researchers’ attention. In principle, with allowance for adiabatic heating 
due to the exothermal transformation and for numerous nucleation sites at the α-γ boundaries 
of preformed martensite, appearance of bainite seems possible even in case of rapid cooling. 
However, to the authors’ knowledge, such effects have never been reported, except for Ref. [5] 
where dilatometry data on low carbon steel indicated a short near-isothermal stage of bainitic 
transformation after a notable martensite amount accumulates. 

To verify this uncommon behavior, the present work analyzes the underlying microstructures 
by independent Transmission Electron Microscopy (TEM) and Electron Backscatter Diffraction 
(EBSD) methods. The former evaluates local dislocation densities and lath thickness as well as 
images fine carbide particles if any; the latter technique reveals the distribution of crystal curvature 
indicative of martensite and bainite fractions.

Material and methods

Chemical composition of the studied steel (wt. %: 0.09C, 0.35Mn, 0.30Si, 5.50[Ni+Cu], 
1.50[Mo+Cr], 0.15V) ensured its mostly martensitic microstructures after quenching in a wide 
range of cooling rates. Start and finish temperatures of the underlying transformation slightly 
increase when the slower cooling and hence deviate from the athermal nature of martensite 
expressed by the Koinstinen − Marburger equation [6]. It remains a subject of dispute whether 
similar effects are due to specific (thermally activated) martensite embryos or a minor fraction of 
preformed lath bainite [7].

Reheated to 950C and hold for 100 s, small specimens (Diam5×10 mm) of the steel have 
been quenched in DIl 805 A/D dilatometer at 60C/s cooling rate. To confirm their somewhat 
unexpected response considered below in this work, such experiments were repeated several times. 
Following Ref. [8], to properly evaluate the transformation degree in terms of the specimen 
length, we allow for the temperature dependence of thermal expansion coefficients in both the 
parent and product phases. When neglecting this issue, the martensite start temperature would be 
overestimated by ~20 to 40C. 
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To analyze obtained microstructures by TEM FEI Tecnai G2 30 S-TWIN at an accelerating 
voltage of 200 kV, disks of 1 mm thickness cut from the quenched specimen were conventionally 
thinned by mechanical and electrolytic polishing. Surface oxide films were then removed from 
prepared foils by ion milling system Fischione 1010. The lath thickness, dislocation density and 
morphology of carbide particles, if any, were analyzed in various microstructure constituents. 
Owing to the apparent width of linear defects and their mutual screening through the foil thickness, 
reliable estimates of the dislocation density were limited to about 6.5·1010 cm−2. Nonetheless, 
the revealed types of martensite and bainite can be discriminated. Since the TEM technique 
is essentially local, the analysis of each foil was repeated on twenty domains of 6 × 6 μm 
randomly distributed over an area of 720 μm2. Though the eventual averaging hardly ensures true 
representativeness, it still enables recognition and comparison of coexisting microstructural types. 
Fractions of them are approximately assessed by counting related pixels of digitized images.

A planar section prepared by usual metallographic procedures and additionally subjected to 
electrolytic polishing has been analyzed by EBSD on SEM Lyra 3-XM at an accelerating voltage 
of 20 kV. An area having a width and height of 100 µm was scanned with a step of 0.05 μm, 
and crystal orientations at periodically arranged points were determined by means of Chanel 5 
software. A subsequent analysis of the EBSD maps was carried out using MTEX software [9]. 
Respective levels of crystal curvature were assessed by the kernel average misorientation (KAM), 
that is, an average angle of lattice rotations at next neighbors of the considered data point with 
respect to the latter. Then a rather noisy KAM was averaged in microstructural elements separated 
by closed boundaries with tolerance angle θt = 4º. The resulting “grain average” misorientation 
(GAM) characterizes each martensite or bainite block as a whole since the employed θt is a lower 
bound for misorientations between admitted variants of orientation relationship (OR) peculiar to 
shear transformations in steels [10]. 

Treatment of experimental data

A temperature dependence of the transformed fraction in quenching was conventionally 
evaluated in terms of the thermal expansions, and the considered near-isothermal origination 
of bainite was verified by TEM and EBSD as follows. 

Recognition of microstructures by TEM. Various microstructural constituents in quenched 
steel have been discriminated by TEM; they are lath martensite (LM) and bainite (LB), 
auto-tempered martensite (AM) and granular bainite (GB). The first and second of them are 
ascribed to domains of near-parallel laths whose thickness does not exceed 0.8 μm; then LM 
is separated owing to its relatively high dislocation densities (ρ > 6.5·1010 cm−2) and usually 
finer (< 0.3 μm) laths. It is kept in mind as well that bainitic domains usually contain more 
amounts of retained austenite.

Сlose dislocation densities diminished with respect to harder constituents are peculiar 
to both AM and GB, where domains of the former are recognizable owing to large (several 
microns) dimensions. Besides, this phase contains characteristic rod-like particles of 
cementite oriented along three crystallographic directions. Such precipitations remain thin 
because of relatively slow carbon diffusion at the transformation temperature. 

Analysis of crystal curvature statistics. Determined by EBSD, the GAM measure of crystal 
curvature is due to both the dislocation density in structural elements and inhomogeneous 
phase stresses. Thus, there are two characteristic scales corresponding to the dislocation 
spacing and lath thickness. To extract each of the related contributions is problematic 
[11]; at the same time, their integral effect enables a rough discrimination between various 
constituents of the transformation product [12 − 15]. As neighboring crystals may have 
overlapping ranges of curvature, an analysis of its overall statistics (spectrum) rather than 
local data is preferable as shown in Ref. [5, 16]. Making use of this expedient, we will fit to 
a right tail (higher curvature range) of the experimental GAM spectrum a virtual lognormal 
part presumably involving martensite constituents: the LM and AM fractions. Although the 
latter have lower dislocation densities, its GAM keeps high according to strong phase stresses 
of martensite. Thus, the fraction of bainite constituents can be evaluated by subtracting the 
fitted spectrum from the experimental one. Relevance of this approach will be confirmed by 
TEM results and independent dilatometry data on the transformation kinetics.
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Results and discussion

Transformation kinetics. A temperature dependence of the transformation degree F according 
to dilatometry data is represented in Fig. 1, a. In general, it fits perfectly with the Koinstinen − 
Marburger equation [6] with nucleation temperature TKM of about 300C, though above the latter 
a minor part of transformed phase deviates from the athermal model. Besides, a near-isothermal 
(presumably bainitic) segment appears at the maximum slope of this curve after a notable amount 
of the preformed martensite. This particular effect is supported by Fig. 1, b showing a rather 
smooth time dependence of the transformed fraction that excludes experimental artifacts. The 
most plausible explanation of the considered finding is intensive adiabatic heating due to the 
exothermal transformation. According to the diagram in Fig. 1, a, the portions of about 13% 
and 8% of the transformed matter are not due to athermal martensite [6] but contain alternative 
phases thermally activated, at T > TKM and during the above-considered stage, respectively. 

а) b)

Fig. 1. Transformation kinetics in quenching low carbon martensitic steel: (a) the whole diagram where 
the insert indicates an isothermal stage; (b) time dependence of the temperature and the transformed 

fraction within the period that includes the isothermal stage.
A dashed line in (a) corresponds to the athermal transformation according 

to the Koinstinen − Marburger equation (see Ref. [6])

TEM data. TEM results for microstructures of LM and AM, as well as of LB and GB, 
are presented respectively from Fig. 2 to Fig. 5. As previously described, these results enable 
assessment of the considered constituent fractions. Dislocation densities in each of them were 
determined on several fields under identical diffraction conditions while the foil thickness was 
evaluated by the electron energy loss spectroscopy. Foils were oriented to get (110) planes very 
slightly deviated from the reflecting (“two-beam”) position. Thus, high orientation gradients 
near dislocation cores result in dark traces of dislocation lines on the light field images with a 
high magnification. Besides, lower magnifications were applied to show a general appearance of 
transformation microstructures.

The light field image with a typical LM microstructure is represented in Fig. 2, a and the 
diffraction pattern in Fig. 2, b confirms a specific orientation of (110) planes. The LM occupying 
about 33% of the analyzed foil has thin and straight inter-lath boundaries where streaks of 
retained austenite and, sometimes, fine carbides are observed. The lath thickness varies from 50 to  
290 nm and its average value is 160 nm. The average dislocation density of 7.0·1010 cm−2 evaluated 
in this most hard constituent exceeds the above-mentioned limit of 6.5·1010 cm−2 that would 
ensure accurate assessments by TEM. 

Fig. 3, a−c represents corresponding TEM results for AM that is a type of martensite formed 
at higher temperatures. Moreover, Fig. 3, d images thin elongated particles of cementite oriented 
along three crystallographic directions and peculiar to this microstructure type. Its measured 
volume fraction equals 37% and structural units reaching 2−3 µm in width are rather large for the 
whole analyzed area of 720 µm2. As expected, their evaluated dislocation density of 5.4·1010 cm−2 
proved to be reduced relative to that of LM.
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Fig. 2. TEM images of lath martensite: (a) general appearance by a light field image, 
(b) a diffraction pattern at (110) planes in the reflecting orientation, 

(c) dislocation traces imaged by dark streaks within the laths

a) b) c)

a) b)

c) d)

Fig. 3. TEM images of auto-tempered martensite: (a) general appearance by a light field image, 
(b) a diffraction pattern at (110) planes in the reflecting orientation, 

(c) dislocation traces imaged by dark streaks, (d) a dark field image of oriented carbide particles

According to the above-considered data, a martensite fraction of nominally martensitic steel 
quenched at very high cooling rate of 60°C/s reaches only 70% so that a notable residual fraction 
is presumably due to LB or/and GB phases. The following TEM and EBSD results represented 
in Figs. 4, 5 and 6, respectively, should verify this uncommon finding and then enable evaluation 
of the LB-to-GB proportion. 

It is very hard to recognize LB and separate the latter from LM based only on morphological 
signs. Indeed, the thickness of GB laths varies from 80 to 900 nm and often approach values 
of up to 250 − 300 nm that is close to an upper bound for martensite laths. The average 
dislocation density of LB is 6.5·1010 cm−2 rather close to measured 7.0·1010 of LM though still 
enabling discrimination between the two microstructures. Besides, as previously mentioned, their 
recognition is facilitated by more perfect and straight inter-lath boundaries in LM. As to the 
conventional discrimination between bainite and martensite in terms of carbide distributions, this 
way is hardly applicable to the considered steel since its carbon content is too low. TEM results 
for LB are shown in Fig. 4, and the fraction of this phase is 17%.
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a) b) c)

Fig. 4. TEM images of lath bainite microstructure: (a) general appearance by a light field image, 
(b) a diffraction pattern at (110) planes in the reflecting orientation, 

(c) dislocation traces imaged by dark streaks

GB elements have sizes from 0.5 to 0.7 μm and occupy a 13% fraction of the analyzed foil 
area; their average dislocation density is 5.2·1010 cm−2. TEM results for this phase are shown in 
Fig. 5.

a) b) c)

Fig. 5. TEM images of granular bainite microstructure: (a) general appearance by a light field image, 
(b) a diffraction pattern at (110) planes in the reflecting orientation, 

(c) dislocation traces imaged by dark streaks

Crystal curvature by EBSD. The 
fractions of steel constituents were evaluated 
using EBSD from the distribution of crystal 
curvature by a method suggested in our 
earlier study [5]. GAM spectrum derived by 
EBSD on the analyzed section is shown in  
Fig. 6, where a lognormal distribution 
(dashed curve) fitted to its right tail 
according to Ref. [5] corresponds to 
martensite constituents. To allow properly 
for the latter, deviations of fitted values 
from the lower right part of this plot are 
neglected, so that a remaining sum of 
LB and GB constituents is attributed to 
the spectrum part situated left from the 
lognormal approximation. Thus, assessed 
fractions of martensite (LM plus AM) and 
bainite (LB plus GB) equal 80% and 20%, 
respectively.

Fig. 6. A plot of probability density p versus crystal 
curvature G expressed by GAM function in low 
carbon martensitic steel quenched at the cooling rate 
of 60 deg C/s. A lognormal distribution is given by a 

dashed curve
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Combined analysis. In order to compare results provided by the three independent techniques, 
they are listed in Table. The martensite fraction of 79% derived from the transformation kinetics 
(see Fig. 1) fits 80% according to EBSD analysis much better than this could be expected. 
However, the TEM data, the representativeness of which is limited, should be analyzed with a 
special care. On the one hand, the corresponding 70% of martensite fraction could be accepted as 
satisfactorily close to the previous estimates of 79% and 80%. On the other hand, the difference 
is still notable and hence, suggests plausible corrections of the TEM results as follows. To comply 
with dilatometry and EBSD data, the martensite fraction should be increased by about 10% at 
the expense of bainite constituents. Specifically, it would be reasonable to reduce the GB rather 
than LB fraction as far as the former usually appears in the considered steel at much higher 
temperatures. As shown on the same specimens [5], this regularity agrees well with the statistics 
of paring of the transformation variants admitted by the inter-phase orientation relationship. 
In general, taking these reasons and Fig. 1 into account, both the deviation from the athermal 
transformation at T > TKM and the near-isothermal stage at T ≈ 280ºC are mostly due to the lath 
type of bainite.

Tab l e

A comparison of results obtained by independent methods

Method
Volume fraction (%) of phase constituents 

Martensite Bainite
Lath Auto-tempered Lath Granular

Transmission Electron Microscopy 37 33 17 13
Dilatometry 79 in sum* 21 in sum
Electron Backscatter Diffraction 80 in sum 20 in sum

* An immediate result of the athermal transformation regardless of subsequent auto-
tempering.

Summary

A combined analysis of dilatometry, TEM and EBSD results confirms the near-isothermal 
formation of lath bainite in the middle of martensitic temperature range when quenching 
low carbon steel. Besides, a comparison of this independent data suggests the appearance of 
mostly the same bainite type at temperatures slightly above TKM that leads to deviations of the 
transformation kinetics from the athermal martensite model [6].
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Аннотация. В статье представлены результаты исследования возможности измерять 

свойства K*(892)±- и Σ(1385)±-резонансов в столкновениях ядер висмута Bi при энер-
гии 9,2 ГэВ с помощью экспериментальной установки (ЭУ) MPD на ускорителе NICA. 
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Введение

Одной из основных целей экспериментов по изучению столкновений релятивистских 
тяжелых ядер является построение фазовой диаграммы квантово-хромодинамической 
(КХД) материи и исследование свойств такой материи в условиях высоких температур 
и барионных плотностей. В столкновениях тяжелых ядер при энергиях, достигнутых на 
Релятивистском коллайдере тяжелых ионов (англ. Relativistic Heavy Ion Collider (RHIC)) 
в Брукхейвенской национальной лаборатории (BNL, США), на Протонном суперсин-
хротроне (англ. Super Proton Synchrotron (SPS)) и на Большом адронном коллайдере (англ. 
Large Hadron Collider (LHC)) в Европейской организации по ядерным исследованиям 
(CERN, Швейцария), были получены убедительные доказательства образования сильно- 
взаимодействующей кварк-глюонной плазмы (КГП) [1, 2].

Эволюцию КГП успешно описывают гидродинамическими моделями, предполага-
ющими наличие локального теплового равновесия и ряда специфических начальных 
условий [3, 4]. Столкновение тяжелых релятивистских ядер начинается с первичных 
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нуклон-нуклонных взаимодействий. Затем наступает предравновесная фаза и образуется 
КГП. По мере расширения и охлаждения системы, образующейся в столкновениях тяже-
лых релятивистских ядер, начинается процесс адронизации, в результате которого КГП 
превращается в бесцветные адроны. Кварки и глюоны оказываются запертыми внутри 
адронов. Образуется плотный и горячий газ из стабильных адронов и резонансов. Систе-
ма достигает химической заморозки, при которой неупругие столкновения среди адронов 
прекращаются, и выходы стабильных частиц фиксируются [5].

После химической заморозки адроны продолжают взаимодействовать между собой 
посредством упругого или псевдо-упругого (рассеяние через промежуточное состояние) 
рассеяния, обмениваясь импульсом. Система достигает стадии, когда средняя длина сво-
бодного пробега адронов становится значительно больше размера системы, т. е. насту-
пает так называемая кинетическая заморозка. На этом этапе формируется распределе-
ние адронов по импульсам, их состав больше не меняется и адроны свободно движутся 
к детекторным устройствам. Поскольку значения температуры химической заморозки и 
перехода кварк-адрон близки между собой, фазу между химической и кинетической за-
морозкой называют адронной [6]. Поздняя адронная фаза столкновения релятивистских 
тяжелых ядер представляет собой уникальную среду для изучения адронной системы в 
условиях высоких значений температуры и плотности. Понимание процессов, происходя-
щих в возбужденном адронном газе, имеет первостепенное значение для интерпретации 
наблюдаемых величин, используемых для характеристики химической и кинетической 
заморозки, адронной фазы и, в более широком смысле, временной эволюции системы, 
образующейся в столкновениях релятивистских тяжелых ионов. Свойства адронной фа-
зы исследуют путем регистрации адронных распадов короткоживущих резонансов [7]. 
Время жизни τ короткоживущих адронных резонансов достаточно мало и сопоставимо с 
продолжительностью адронной фазы (около 10 фм/c [8]). В этом контексте короткожи-
вущие адронные резонансы являются чувствительными зондами для изучения адронной 
фазы. Адронные резонансы с самым коротким временем жизни, такие как ρ(770)-мезон  
(τ ≈ 1 фм/c [9]), распадаются во время адронной фазы. Их дочерние частицы могут рас-
сеяться на окружающих их адронах в плотной адронной материи, изменив импульс и 
направление движения. В результате теряется первоначальная информация о резонансе, 
из которого они произошли.

Из-за отсутствия корреляции между дочерними частицами резонанс невозможно вос-
становить с помощью стандартной методики анализа инвариантной массы, и измеренный 
выход оказывается подавленным, по сравнению с ожидаемым [8]. Также меняются другие 
наблюдаемые свойства резонансов, такие как форма спектра по поперечному импульсу, 
масса, ширина и т. п. Ситуация дополнительно осложняется эффектами рекомбинации, 
при которых адроны адронного газа рекомбинируют, образовывая новые резонансы, что 
приводит к возрастанию выхода, по сравнению с его исходным значением. Интенсив-
ность этих двух процессов зависит от времени жизни адронной фазы, плотности адрон-
ной среды, сечения взаимодействия продуктов распада резонансов с другими адронами и 
времени жизни самих резонансов.

Преобладание одного эффекта над другим можно исследовать, если изучать отношения 
выходов резонансов к выходам долгоживущих адронов с таким же кварковым составом в 
виде функции от центральности столкновения. Адронные резонансы с большим временем 
жизни, такие как φ(1020)-мезон (τ ≈ 45 фм/c [9]), вероятнее всего «переживают» адрон-
ную фазу и распадаются в вакууме после кинетического замораживания. Данная особен-
ность таких резонансов используется для сравнения с рождением более короткоживущих 
резонансов в базовых измерениях [10].

Помимо разного времени жизни, адронные резонансы обладают разным кварковым 
составом, массой, барионным числом и странностью. Поэтому систематическое иссле-
дование рождения резонансов позволяет не только изучать свойства адронной фазы и 
ее развития, но и другие эффекты, свойственные плотной и горячей ядерной среде. Это, 
например, механизмы адронизации в области промежуточных и больших значений попе-
речных импульсов, динамика процессов и реакций, формирующих спектры поперечного 
импульса частиц, избыточный выход барионов по отношению к мезонам, избыточный 
выход странности и др. [10]. Адронные резонансы рождаются в достаточном количестве. 
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Дочерние частицы их адронных распадов можно зарегистрировать с помощью детектор-
ных устройств, а их свойства довольно легко восстанавливаются методом инвариантной 
массы даже для каскадных распадов резонансов.

В систематическом исследовании адронных резонансов особую роль играют следую-
щие резонансы с доминирующими адронными каскадными распадами [9]:

Элементарная частица        Время жизни τ, фм/c
Барион Σ(1385)–    …………… ≈ 5,01,
Барион Σ(1385)+    …………… ≈ 5,45,
Мезон K*(892)+     …………… ≈ 3,84,
Мезон K*(892)–     …………… ≈ 3,83.

Данные резонансы обладают временами жизни, сравнимыми с временем жизни адрон-
ной фазы. Подобно мезонам K*(892)0 и ρ(770), они распадаются во время адронной фазы. 
В зависимости от преобладания эффектов перерассеяния или эффектов рекомбинации 
их выход может быть подавлен или избыточен, по сравнению с базовыми измерениями 
выхода квазистабильных частиц с близким кварковым составом. Наблюдение экспери-
ментального доминирования того или иного эффекта для широкого круга резонансов 
позволяет более точно задавать сечения адронных взаимодействий для описания извест-
ных адронных процессов при моделировании адронной фазы.

В кварковый состав барионов Σ(1385)–-(uss), Σ(1385)+-(dds), а также мезонов  
K*(892)+-( )su  и K*(892)–-( )us  входят странные кварки и, в отличие от φ-мезона, их стран-
ность открытая. Указанное свойство этих резонансов позволяет глубже исследовать осо-
бенности рождения странности посредством измерения их рождения вместе с рождением 
φ-мезонов. Разное число кварков, входящих в состав рассматриваемых резонансов, также 
позволяет использовать их для исследования избыточного выхода барионов по отноше-
нию к мезонам, механизмы адронизации и т. п.

В ближайшее время, после ввода в эксплуатацию ускорительного комплекса (англ. 
Nuclotron-based Ion Collider (NICA)) в Объединенном институте ядерных исследований 
(г. Дубна, Россия), на ускорительном комплексе начнется эксперимент по изучению про-
цессов при столкновениях тяжелых ядер (англ. Multi-Purpose Detector (MPD)) [11]. Ожи-
дается, что в коллайдерном режиме первыми сталкивающимися системами на ускорителе 
NICA будут ядра атомов висмута (Bi + Bi) и ксенона (Xe + Xe) при энергии столкновения 
на нуклон-нуклонную пару в системе центра масс NNS = 7,0 – 9,2 ГэВ.

Систематическое исследование рождения резонансов в столкновениях релятивистских 
ядер при энергии ускорителя NICA является одной из основных задач эксперимента 
MPD и станет продолжением исследований рождения резонансов на ускорителях SPS, 
RHIC и LHC.

В настоящее время проводятся подготовительные работы к пуску ускорительного ком-
плекса. Разрабатываются методики измерений и оцениваются возможно наблюдаемые ве-
личины на основе модельных расчетов. Особое внимание уделяется разработке сложных 
алгоритмов, а их апробация осуществляется на основе модельных расчетов.

Цель настоящего исследования – определить возможность измерения свойств адрон-
ных резонансов Σ(1385)–- и Σ(1385)+-барионов, а также K*(892)+-(su) и K*(892)–- ( )us
мезонов с помощью экспериментальной установки MPD в ускорителе NICA в столкно-
вениях ядер висмута при энергии NNS  = 9,2 ГэВ в адронных каскадных каналах распада

Σ(1385)– → Λ + π–,
Σ(1385)+ → Λ + π+ (Λ → p + π–),

K*(892)+ → KS + π+,
K*(892)– → KS + π– (KS → π+ + π–)

в области быстрот |y| < 0,5 и в зависимости от центральности столкновений.

Экспериментальная установка MPD и методика модельного расчета

Эта установка представляет собой одну из двух крупных детекторных систем на уско-
рителе NICA, которая оптимизирована для изучения плотной и горячей материи, об-
разующейся в столкновениях релятивистских тяжелых ионов. Установка включает  
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центральную часть, которая имеет большую время-проекционную камеру, времяпролет-
ный детектор и электромагнитный калориметр (расположены внутри сверхпроводящего 
магнита). К центральной части спереди и сзади примыкают детекторы, которые исполь-
зуются для отбора событий, измерений вершины и времени взаимодействия, а также 
центральности столкновения тяжелых ионов. Наиболее подробную информацию о де-
текторах экспериментальной установки MPD, их параметрах и оценке эффективности 
можно найти в статье [11]. Описаны возможности время-проекционной камеры (англ. 
Time Projection Chamber (TPC)) для восстановления треков заряженных частиц и иден-
тификации частиц, а также времяпролетного (англ. Time-Of-Flight (TOF)) детектора для 
идентификации частиц.

Эксперимент MPD, как и весь ускорительный комплекс NICA, находится в стадии 
подготовки и планируется к запуску в ближайшие годы. В связи с этим ведется активная 
работа по надежному моделированию столкновений тяжелых ионов при энергиях, ожида-
емых на ускорителе NICA как в коллайдерном варианте столкновений, так и в варианте 
столкновений с фиксированной мишенью. Также проводится детальное моделирование 
откликов различных детекторных подсистем, входящих в экспериментальную установку 
MPD, чтобы оценить возможности экспериментальной установки восстанавливать сиг-
налы от разного рода физических процессов, которые предполагается изучать в экспери-
менте MPD, в частности, происходящих при столкновениях разных систем при разных 
энергиях столкновений.

В настоящей работе проведен анализ данных, полученных путем моделирования стол-
кновений ядер висмута Bi при энергии NNS = 9,2 ГэВ. Для моделирования столкновений 
Bi + Bi в широком диапазоне значений прицельного параметра использовался генератор 
событий UrQMD – один из наиболее известных и популярных программных пакетов для 
надежного моделирования взаимодействий тяжелых ионов в области энергий, ожидаемых 
на ускорителе NICA. В условиях входных настроек генератора событий изучаемые резо-
нансы были объявлены стабильными частицами.

 Поскольку целью данной работы было исследование возможностей будущей 
экспериментальной установки MPD по восстановлению сигналов от каскадных распадов 
резонансов, эта настройка использовалась для минимизации искажения получаемых ре-
зультатов. Искажения возникают вследствие эффектов поздней адронной фазы взаимо-
действия тяжелых релятивистских ионов (перерассеивание и регенерация дочерних частиц 
в адронном газе). Смоделированные события (Bi + Bi)-столкновений, полученные генера-
тором UrQMD, затем использовались для моделирования отклика детекторной установ-
ки MPD с помощью программного пакета MpdRoot [11]. Этот пакет служит основным 
инструментом как для моделирования, так и для обработки результатов, полученных на 
экспериментальной установке MPD. Он содержит в себе наиболее актуальную, точную и 
детальную геометрию всех детекторных подсистем, описанную с помощью программного 
пакета Geant, а также инструменты для восстановления треков заряженных частиц, об-
работки сигналов электромагнитных и адронных калориметров, идентификации частиц и  
т. п. Также в пакете MpdRoot проводилось моделирование распада изучаемых резонансов 
в соответствии с их табличными параметрами, с применением программного пакета Geant 
[9].

В данной работе изучались следующие распады резонансов в каскадных модах распада 
(с наличием вторичной вершины распада):

K*(892)± → KS + π± (KS → π+ + π–),
Σ(1385)± → Λ + π± (Λ → p + π–).

Особенностью изучения подобных распадов является необходимость восстановления 
вторичной вершины распадов KS-мезонов и Λ-барионов, прежде чем восстанавливать 
сигнал от распада изучаемого резонанса. Поскольку на первой ступени эксплуатации 
экспериментальной установки MPD не предусмотрен монтаж внутреннего трекера (в бу-
дущем он позволит более точно восстанавливать вторичные вершины распада), эта ра-
бота была направлена на оптимизацию отбора кандидатов (по требуемым критериям) на 
вторичную вершину от распадов KS-мезонов и Λ-барионов (в том числе с применением 
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инструментов, встроенных в программный пакет MpdRoot). Было необходимо свести к 
минимуму уровень фона в получаемых распределениях без значимых потерь полезного 
сигнала. При этом применялись более эффективные алгоритмы восстановления треков 
заряженных частиц и выборка данных по (Bi + Bi)-столкновениям была увеличена до  
50 млн. столкновений, по сравнению с описанными в работах [12, 13] (где она составляла 
5 млн.), посвященных изучению возможностей экспериментальной установки MPD изме-
рять свойства K*(892)± и Σ(1385)±-резонансов в (Au + Au)-столкновениях при энергиях 

NNS = 4,0, 7,7 и 11,0 ГэВ [12] и Bi + Bi при энергии NNS = 9,2 ГэВ [13]. Кроме того, 
детекторные подсистемы экспериментальной установки MPD были описаны более под-
робно, на основе новых сведений.

Благодаря применению новых оптимизированных алгоритмов и более масштабному ис-
следованию, в настоящей работе впервые удалось получить новые интересные результаты, 
отражающие зависимости от центральности столкновений (что наиболее важно).

Свойства K*(892)+- и K*(892)–-резонансов, так же как Σ(1385)+- и Σ(1385)–-резонансов, 
близки друг к другу, тогда как их адронные распады различаются зарядом пиона. В на-
стоящей работе, с целью расширения статистики и облегчения восстановления свойств 
исследуемых резонансов, рассматривались усредненные суммы

[K*(892)+ + K*(892)–]/2 и [Σ(1385)+ + Σ(1385)–]/2.

В проводимом здесь исследовании из общего набора столкновений отбирались события 
с восстановленной вершиной взаимодействия в пределах 130 см по оси z от геометриче-
ского центра экспериментальной установки. Такое требование связано с необходимостью 
соблюдать постоянство эффективности триггера по z-координате вершины взаимодей-
ствия. Центральность событий оценивалась нами на основе информации о множествен-
ности заряженных частиц, восстановленных в детекторе TPC [10].

Для восстановления сигнала от распадов изучаемых резонансов была разработана и 
усовершенствована комплексная методика, учитывающая топологию изучаемых распа-
дов, параметры и возможности экспериментальной установки MPD, а также возможные 
фоновые процессы, искажающие восстанавливаемый сигнал. Для каждого события все 
анализируемые треки заряженных частиц тестировались на соответствие ряду критери-
ев, чтобы отобрать те треки, которые должны быть использованы для восстановления 
сигнала от распадов изучаемых резонансов. Все треки следовало идентифицировать ли-
бо как пионы, либо как протоны (это зависело от того, какой тип частиц отбирался на 
данной стадии), используя информацию с детекторов TPC и TOF. При этом для отбора 
рассматривались только наиболее точно восстановленные треки и применялись критерии 
отбора по минимальному значению числа точек в TPC, использованных для восстановле-
ния трека, а также по максимальному значению псевдобыстроты восстановленного трека 
заряженной частицы.

Для отбора пионов от непосредственного распада K*(895)±- и Σ(1385)±-резонансов так-
же проверялось расстояние минимального сближения восстановленного трека и первич-
ной вершины взаимодействия.

Отдельной стадией работы был отбор кандидатов и восстановление вторичной вер-
шины распадов KS-мезонов и Λ-барионов. Помимо критериев отбора треков, описанных 
выше, для отбора пионов (протонов) применялся критерий минимального значения пара-
метра χ2 при ассоциации восстановленного трека с первичной вершиной взаимодействия. 
Отобранные таким образом треки объединялись во всевозможные пары π+π– (рπ–) в случае 
восстановления вторичной вершины от распада KS-мезонов (Λ-барионов). Каждая анали-
зируемая пара тестировалась по критериям соответствия дочерним частицам от распада 
KS-мезонов или Λ-барионов:

на максимальное значение расстояния между двумя треками во вторичной вершине 
распада;

на качество восстановления вторичной вершины (максимальное значение χ2);
на минимальное расстояние между первичной и вторичной вершиной распада;
на максимальное значение угла между вектором, соединяющим первичную и вторич-

ную вершины распада, и вектором восстановленного импульса KS-мезона (Λ-бариона).
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В результате только прошедшие все критерии отбора пары использовались для восста-
новления инвариантной массы пары π+π– (рπ–) с целью выделения сигнала от распадов 
KS-мезонов (Λ-барионов).

На рис. 1 представлены примеры распределений восстановленных инвариантных масс 
пар π+π– и рπ– до и после применения критериев отбора. Видно, что применение указан-
ных критериев отбора значительно подавляет фоновую составляющую распределений, что 
позволяет выделять сигналы с минимальной примесью фона от распадов KS-мезонов и 
Λ-барионов для дальнейшего анализа.

a) b)

c) d)

Рис. 1. Спектры инвариантной массы пары противоположно заряженных 
пионов (пзπ) (a, b) и пары протон-π– (c, d) в столкновениях ядер висмута до (a, c) 

и после (b, d) применения критериев отбора; (Bi + Bi) NNS = 9,2 ГэВ.
Спектры восстановлены в области поперечных импульсов p

T
 обеих пар 0,4 < p

T
 < 0,6 ГэВ/c

С целью дальнейшего анализа, из распределений, представленных на рис. 1, b, d, отби-
рались кандидаты в распады KS-мезоны и Λ-барионы, находящиеся в интервале ±2 сред-
неквадратичных отклонений от табличной массы KS-мезона или Λ-бариона. Кандидаты в 
KS-мезоны (Λ-барионы), отобранные таким образом, мы комбинировали с заряженными 
пионами, прошедшими все критерии отбора, и заполняли распределения инвариантных 
масс пар πKS (πΛ). Полученные распределения содержали, помимо сигнала от распадов 
изучаемых резонансов, значительную подложку комбинаторного фона, который оцени-
вался методом смешивания событий. Для оценки комбинаторного фона, для каждого ана-
лизируемого события подбирались схожие по значению z-координаты положения верши-
ны столкновения и множественности восстановленных частиц события. Использовалась 
описанная выше методика по восстановлению инвариантной массы пар πKS(πΛ), однако 
пионы для этой пары брались из анализируемого события, а кандидаты в KS-мезоны 
(Λ-барионы) – из подобранных схожих событий. Распределение инвариантных масс, по-
лученное методом смешивания событий, нормировалось на анализируемое распределение 
в области инвариантных масс, где не ожидалось полезного сигнала; затем это распреде-
ление вычиталось из анализируемого распределения. На рис. 2 представлены примеры 
распределений инвариантных масс пар πKS и πΛ до и после вычитания комбинаторного 
фона.
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Распределение, сформированное после вычитания комбинаторного фона, аппрокси-
мировалось составной функцией с целью вычисления выходов K*(892)±- и Σ(1385)±-резо-
нансов в (Bi + Bi)-столкновениях при энергии NNS = 9,2 ГэВ, полученных после приме-
нения всех критериев отбора.

a) b)

c) d)

Рис. 2. Спектры инвариантной массы пар πK
S
 (a, b) и πΛ (c, d) (черные символы) 

в столкновениях ядер висмута до (a, c) и после (b, d) вычитания 
комбинаторного фона (квадраты); (Bi + Bi) NNS = 9,2 ГэВ.

Спектры восстановлены в областях поперечных импульсов p
T
 пар πK

S
 и πΛ 

0,4 < p
T
πKs < 0,6 ГэВ/c и 0,4 < p

T
πΛ < 0,6 ГэВ/c соответственно.

Использованы: функция Брейта – Вигнера, свернутая с функцией Гаусса, описывающая пик 
(сплошная линия), и полином второй степени, описывающий коррелированный фон (пунктир)

Функция аппроксимации включает в себя свертку функции Брейта – Вигнера (для 
описания спектральной формы резонанса) и функции Гаусса (для учета массового раз-
решения экспериментальной установки MPD), а также полином для учета остаточного 
фона. Интеграл свертки функции Брейта – Вигнера и функции Гаусса брался в качестве 
значения выхода.

Для оценки массового разрешения для каждого анализируемого диапазона значений 
поперечного импульса строилось распределение разницы значений сгенерированной 
и восстановленной массы изучаемого резонанса. Данное распределение аппроксими-
ровалось функцией Гаусса, а ширина, полученная из аппроксимации, принималась за 
массовое разрешение [10]. На рис. 3 представлены зависимости массового разрешения 
экспериментальной установки MPD от значения поперечного импульса в случае восста-
новления распадов

K*(892)± → KS + π± (a) и Σ(1385)± → Λ + π± (b).

На рис. 4 представлены распределения эффективности восстановления распадов

K*(892)± → KS + π± (a) и Σ(1385)± → Λ + π± (b)
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в (Bi + Bi)-столкновениях при энергии NNS  = 9,2 ГэВ в разных диапазонах по цен-
тральности столкновений. Распределения получены в виде зависимости от значения по-
перечного импульса. Если в случае K*(892)±-мезонов эффективность восстановления в 
области малых значений поперечного импульса хотя и мала, но все же превышает нуле-
вое значение, то в случае Σ(1385)±-барионов эффективность падает вплоть до нуля, что 
вводит ограничения на значения поперечного импульса, минимально достижимые для 
восстановления сигнала от распадов барионов. При увеличении поперечного импульса, 
эффективности восстановления K*(892)±- и Σ(1385)±-резонансов возрастают и достигают 
значения 0,2, после чего остаются стабильными. Это означает, что максимально достижи-
мые значения поперечного импульса ограничены лишь объемом набранной статистики.

a) b)

Рис. 3. Зависимости массового разрешения многофункционального 
детектора MPD (σMπKs и σMπɅ) от поперечного импульса p

T
 пар πK

S
 (a) и πΛ (b) 

для распадов K*(892)± → K
S
 + π± (a) и Σ(1385)± → Λ + π± (b) 

в (Bi + Bi)-столкновениях при энергии NNS = 9,2 ГэВ

a) b)

Рис. 4. Зависимости эффективности ε регистрации K*(892)±- и Σ(1385)±-резонансов 
в каналах распада K*(892)± → K

S
 + π± (a) и Σ(1385)± → Λ + π± (b) 

с помощью MPD от поперечного импульса.
Эффективность была вычислена для (Bi + Bi)-столкновений при энергии NNS = 9,2 ГэВ 

для семи интервалов по центральности, %: 0 – 10 (∗), 10 – 20 (♦), 20 – 30 (⋆), 
30 – 40 (▼), 40 – 50 (▲), 50 – 60 (■) и 60 – 90(•)

Результаты расчетов
Для построения зависимости инвариантных выходов от поперечного импульса (так 

называемого спектра по поперечному импульсу), для каждого из рассматриваемых интер-
валов по поперечному импульсу и интервалов по центральности (Bi + Bi)-столкновений 
дифференциальные выходы были рассчитаны по следующей формуле [10]:

2 ( )
,

( )
T

T ev T T

N pd N
dp dy N p p y

=
ε ∆ ∆
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где N(pT) – выходы K*(892)±- и Σ(1385)±-резонансов; Nev – число анализируемых 
столкновений; pT, ГэВ/с, – поперечный импульс K*(892)±- и Σ(1385)±-резонансов;  
∆pT, ГэВ/с, – диапазон поперечных импульсов, в пределах которого определяются выходы 
этих резонансов; ∆y – область быстрот от –0,5 до 0,5; ε(pT) – эффективность регистрации 
K*(892)±- и Σ(1385)±-резонансов, равная геометрическому аксептансу детектора MPD для 
исследуемых адронных распадов резонансов, умноженному на усредненные вероятности 
распадов по каналам

K*(892)± → KS + π± и Σ(1385)± → Λ + π±.

Спектры по поперечному импульсу для K*(892)±- и Σ(1385)±-резонансов показаны 
на рис. 5. Спектры получены для различных интервалов по центральности (Bi + Bi)- 
столкновений при энергии NNS = 9,2 ГэВ в области быстрот |y| < 0,5. Там же для срав-
нения представлены реальные спектры по поперечному импульсу K*(892)±- и Σ(1385)±- 
резонансов, сгенерированные генератором событий. Видно, что для спектров характер-
но подобие, что доказывает адекватность разработанной нами методики анализа. Также 
из полученных спектров по поперечному импульсу видно, что для измерения свойств 
K*(892)±- и Σ(1385)±-резонансов в адронных каскадных каналах распада

K*(892)± → KS + π± и Σ(1385)± → Λ + π±

в зависимости от поперечного импульса и центральности столкновений достаточно вы-
борки, превышающей 50 млн. (Bi + Bi)-столкновений.

a) b)

Рис. 5. Восстановленные спектры по поперечному импульсу (символы) и аналогичные спектры, 
первоначально сгенерированные генератором событий (линии) для K*(892)±- (a) 

и Σ(1385)± (b) -резонансов в области быстрот |y| < 0,5.
Эти данные относятся к тем же столкновениям и энергии, для тех же интервалов 

центральности и символик, которые приведены на рис. 4. Для наглядности спектры 
показаны на одном графике, для чего они соответственно увеличены

Заключение

Таким образом, в статье представлены результаты исследования возможности измере-
ния свойств K*(892)±- и Σ(1385)±-резонансов в столкновениях ядер висмута при энергии   

NNS = 9,2 ГэВ на экспериментальной установке MPD, на ускорителе NICA. Исследо-
вание выполнено путем моделирования столкновений ядер висмута и восстановления 
следующих адронных каскадных распадов:

Σ(1385)– → Λ + π–,

Σ(1385)+ → Λ + π+ (Λ → p + π–),
K*(892)+ → KS + π+,

K*(892)– → KS + π– (KS → π+ + π–).
При этих распадах получены зависимости основных параметров процесса от попереч-

ного импульса для различных интервалов по центральности (Bi + Bi)-столкновений в  
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области быстрот от –0,5 до 0,5. Установлено, что накопление более 50 млн. этих столкно-
вений достаточно для восстановления свойств K*(892)±- и Σ(1385)±-резонансов с удовлет-
ворительной точностью для изучения рождения K*(892)±- и Σ(1385)±-резонансов в ши-
рокой области поперечных импульсов: от 0 для K*(892)±-мезонов и от 0,2 для Σ(1385)±- 
барионов до 2,5 ГэВ/c для обоих резонансов и центральностей (Bi + Bi)-столкновений с 
интервалом 10 % для центральных и полуцентральных столкновений, а также с интерва-
лом 30 % для периферийных.
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Аннотация. В работе представлен новый метод решения задачи вычисления априори 

неизвестных и не поддающихся прямым измерениям параметров, входящих в состав систем 
дифференциальных уравнений, адекватно описывающих имеющиеся экспериментальные 
данные, но не имеющих аналитической формы решения. Задачи такого рода нередко 
встречаются при физических исследованиях полупроводниковых материалов, а также в 
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идее численного расчета частных производных, что позволило применить для решения 
такой задачи метод нелинейной аппроксимации Левенберга – Марквардта. На 
конкретных примерах показано, что погрешность вычисления значений параметров 
оказывается не больше погрешности экспериментальных данных.
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Abstract. This paper puts forward a new method of solving the problem for calculating 
the unknown and non-measurable parameters, that are included in a system of differential 
equations, whose solution adequately reproduces the given experimental data, but has no an-
alytical form. The problems of this kind are often found in physical research of semicon-
ductor materials, biomedical processes and in electronics. The novelty lies in the proposed 
idea of numerical calculations of partial derivatives which has made it possible to adapt the  
Levenberg – Marquardt method of non-linear approximations for solving the said problem. 
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Введение

Системы обыкновенных дифференциальных уравнений (ДУ), имеющие решения в ви-
де периодических нелинейных незатухающих колебаний, широко используются для ма-
тематического моделирования автоколебательных физических, химических и биологиче-
ских процессов [1 – 4, 10]. Аргументом этих решений обычно является время t.

Реальные процессы живой и неживой природы, как правило, включают большое ко-
личество отдельных подпроцессов или стадий разного рода – часто самих по себе очень 
сложных и многоступенчатых, особенно если речь идет о сложных процессах протекания 
тока в полупроводниковых материалах [10] или о биологических процессах [3 – 6, 13]. 
В идеале в их модельное описание требуется вовлекать большое количество связанных 
между собой переменных, что усложняет анализ, приводит к плохой обусловленности 
моделей и неустойчивости модельных решений, обычно получаемых численно, так как 
весьма часто оказывается, что аналитических решений таких моделей не существует. 

В связи с изложенным, исследователь вынужден упрощать модели для придания им 
ясности и устойчивости, т. е. сокращать число переменных, пренебрегая какими-то мало-
важными (на его взгляд) реакциями и объединять другие в комплексы реакций, с целью 
количественного учета (хотя бы не в полной мере) влияния тех многих реакций, которые 
не определяют качественного протекания рассматриваемого процесса в целом.

Для сохранения количественной адекватности упрощенных моделей, включающих та-
кие объединенные комплексы реакций, необходимо правильно задать их скоростные ко-
эффициенты, которые фактически становятся подгоночными параметрами.

Здесь уместно добавить, что даже скорости отдельных конкретных биохимических ре-
акций или значения некоторых параметров новых полупроводниковых материалов тоже 
бывают известны довольно приблизительно; разброс данных у разных авторов велик.

Итак, модели могут включать неизвестные или «плохо» известные параметры. И было 
бы очень желательно уметь вычислять и уточнять их значения с целью получения новой 
количественной физической информации.

Если переменные, составляющие решение системы ДУ, измерены эксперименталь-
но, то появляется возможность вычисления неизвестных параметров при сопоставлении 
модельных расчетных и экспериментальных результатов. Такая обратная задача системы 
ДУ может cтать основой косвенных экспериментальных измерений – когда неизвестные 
параметры нельзя измерить непосредственно, но можно их рассчитать через известную 
связь (модель) с другими, измеряемыми величинами и/или переменными. 

Разработка методики решения такой обратной задачи и ее тестирование составляют 
цели настоящей работы.

Постановка задачи

В общем виде задача формулируется следующим образом. Имеются данные экспери-
мента о переменных u(ti), v(ti), w(ti),…, зарегистрированных (с погрешностью) в k момен-
тах времени ti.Также имеется система ДУ:
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имеющая N компонент решения
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Полагается, что система (1) не имеет аналитического решения и что компоненты  
решения (1) можно найти только численно. 

Положим также, что эти компоненты способны адекватно соответствовать данным 
эксперимента, обозначенным далее как

( ), ( ), ( ), ... .i i i i i iu u t v v t w w t≡ ≡ ≡  

Пусть начальные условия всех уравнений (1) заданы в условном начале отсчета вре-
мени t

0
; тогда система ДУ (1) является задачей Коши. Требуется найти неизвестные чис-

ленные значения параметров a, b, c, …, входящих в систему (1), которые минимизируют 
функционал сумм квадратов уклонений компонент решения системы (1) от соответству-
ющих им экспериментальных данных:

2 2
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Число сумм в функционале S равно n – числу тех переменных системы (1), для кото-
рых получены экспериментальные данные.

Стоит отметить, что в ходе выполнения настоящей работы выяснилось, что наличие 
данных эксперимента для всех N переменных системы (1) не обязательно. Для вычисле-
ния параметров с приемлемой точностью достаточно данных о меньшем числе перемен-
ных n < N, а нередко – всего об одной переменной. 

Задача, подобная сформулированной в данном разделе, ставилась ранее в статье [5] 
применительно к модели реакции Белоусова – Жаботинского [6]. «Экспериментальные» 
данные в работе [5] моделировались решением прямой задачи; какой-либо дополнитель-
ной модельной погрешности этих данных не вводилось. Поиск минимума S по параметрам 
был проведен авторами работы [5] по методу Хука – Дживса [7], который представляет 
собой один из вариантов метода покоординатного спуска [9]. Метод является прямым, так 
что обратная задача (2) фактически решалась методом перебора решений прямой задачи 
(1). Для таких методов решения обратных задач сходимость гарантируется лишь в весьма 
малой окрестности минимума; также характерны большое время счета и невысокая точ-
ность результатов. Точность вычисления трех скоростных коэффициентов, заявленная в 
статье [5], оказалась не вполне удовлетворительной: 12, 14 и 420 %.

Алгоритм решения задачи

Для нахождения параметров, минимизирующих функционал (2), в настоящей работе 
предлагается альтернативный метод, который по идее близок к методу нелинейной ап-
проксимации Левенберга  Марквардта [11], включающему элементы градиентного спу-
ска наряду с предобусловливанием и регуляризацией.

Тот факт, что решение (1), хотя и существует, но аналитический вид его компонент

( , , , , ...), ( , , , , ...), ( , , , , ...), ...i i iu t a b c v t a b c w t a b c  
 

остается неизвестным, вынуждает допустить нелинейную зависимость компонент от па-
раметров a, b, c, … . Поэтому для нахождения последних целесообразно применить один 
из методов нелинейной минимизации функционала S.
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Все такие методы основаны на идее линеаризации уклонений

( , , , , ...) ; ( , , , , ...) ; ( , , , , ...) ; ...i i i i i iu t a b c u v t a b c v w t a b c w− − −    и т.д.

относительно малых приращений параметров da, db, dc, ... .
Допустим, что из физических соображений известен некий стартовый набор параме-

тров 
a

0
, b

0
, c

0
, ... ≡ p

0
.

Здесь имеет смысл попытаться сразу решить систему (1) cо стартовым набором p
0
, рас-

считать относительную невязку вида

2 2
0 0 0 0 0 0

1 1
0

2 2

1 1

1 2
2

0 0 0
1

2

1

[ ( , , , , ...) ] [ ( , , , , ...) ]
1

[ ( , , , , ...) ]
...

k k

i i i i
i i

k k

i i
i i

k

i i
i

k

i
i

u t a b c u v t a b c v

n u v

w t a b c w

w

= =

= =

=

=


− −ρ = + +




− + + 



∑ ∑

∑ ∑

∑

∑

 


                   (3)

и сопоставить ее с относительной погрешностью эксперимента ρ. 
Если окажется, что ρ

0
  ρ, то можно полагать, что искомые параметры угаданы. Но 

обычно бывает не так, и ρ
0
 > ρ. Если же значение ρ

0
 чересчур превышает величину 

ρ, то стоит попытаться уточнить стартовый набор методом проб и ошибок, варьируя  
a

0
, b

0
, c

0
, …, находя ρ

0
 по выражению (3) и сравнивая значения ρ

0
 и ρ.

Добавим, что зависимости некоторых компонент решения (1) от времени часто имеют 
вид последовательности узких импульсов с большой скважностью. Практика показывает, 
что уверенная сходимость гарантируется при перекрытии импульсов решения (1) с соот-
ветствующими экспериментальными данными, составляющем не менее 10%.

Далее разлагаем уклонения на i-м месте:

0 0 0 0 0 0 0 0 0( , , , , ...) ; ( , , , , ...) ; ( , , , , ...) ; ...i i i i i iu t a b c u v t a b c v w t a b c w− − −              (4)

в окрестности a
0
, b

0
, c

0
, … в ряды Тейлора по приращениям параметров da, db, dc, … и 

удерживаем лишь линейные члены разложения:

0 0

0 0

0 0

2

0 0 0
1

2

0 0 0

0 0 0

( ) ( )( , , , ,...) ...

( ) ( )( , , , ,...) ...

( ) ( )( , , , ,...) ...

k
i i

i i
i

i i
i i

i i
i i

u t u tS u t a b c u da db
a b

v t v tv t a b c v da db
a b

w t w tw t a b c w da db
a b

=

 ∂ ∂= − + + + + 
∂ ∂  

 ∂ ∂
+ − + + + + 

∂ ∂  

 ∂ ∂
+ − + + +

∂ ∂

∑
p p

p p

p p

 

 

 
2

... .
+ 

  

                  (5)

Тем самым задача (2) оказывается линеаризованной относительно приращений da, db, 
dc, … .

Затем, как в линейном методе наименьших квадратов, следует найти частные произ-
водные

, , , ... ,
[ ] [ ] [ ]

S S S
da db dc
∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂
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приравнять их нулю, и тогда можно получить систему линейных алгебраических уравне-
ний (СЛАУ) относительно неизвестных da, db, dc, … :

0

0

0

[ ] [ ] [ ] ,
[ ] [ ] [ ] ,
[ ] [ ] [ ] ,

aa ab ac a

ba bb bc b

ca cb cc c

A da A db A dc A
A da A db A dc A
A da A db A dc A

+ + + =
 + + + =
 + + + =








                              (6)

0 0 0 0 0 0

0 0

1

0 0 0 0 0 0 0
1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ... ;

( ) ( )[ ( , , , , ...) ] [ ( , , , , ...) ] ... .

k
i i i i i i

ab
i

k
i i

a i i i i
i

u t u t v t v t w t w t
A

a b a b a b

u t v tA u t a b c u v t a b c v
a a

=

=

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + +  

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   


 ∂ ∂  = − − + − +  ∂ ∂   

∑

∑

p p p p p p

p p

     

  

       (7)

Главной проблемой осуществления метода линеаризации для нахождения параметров 
систем ДУ, в отличие от других методов нелинейной минимизации (включая и метод Ле-
венберга  Марквардта), является невозможность аналитического расчета частных произ-
водных в системе (7), так как исходно делалось предположение, что система (1) не имеет 
аналитического решения.

В настоящей работе предлагается находить частные производные численно.
Зададим стартовый набор p

0
 ≡ a

0
, b

0
, c

0
, … и начальные условия системы (1) из экспе-

риментальных данных. Решим систему (1) численно и найдем компоненты решения

0 0 0 0 0 0( , , , ,...), ( , , , ,...), ...i iu t a b c v t a b c    и т.д.

После этого зададим малое приращение параметру a
0
: такое, что |δa| << |a

0
|, а все 

остальные параметры оставим без изменений. Подставим a
0
 + δa в систему (1) вместо a

0
, 

решим ее с теми же начальными условиями и найдем

0 0 0 0 0 0( , , , , ...), ( , , , , ...), ...i iu t a a b c v t a a b c+ δ + δ    и т.д.

Затем, вычислив отношение

0 0 0 0 0 0 0 0 0( , , , , ...) ( , , , , ...) ( , , , , ...)
,i i iu t a a b c u t a b c u t a b c

a a
+ δ − δ

=
δ δ

  
                      (8)

получим численный аналог частной производной 

0

( , , , , ...) .iu t a b c
a

∂
∂ p

  

Таким же образом находятся частные производные 
0

a
∂
∂ p

 и для остальных компонент 
решения (1). 

Затем дается малое приращение параметру b
0
 и так же находятся численные аналоги 

0
b
∂
∂ p  

и т.д. 

В итоге проблема расчета всех элементов СЛАУ (6) успешно решена.
Решением СЛАУ (6) станет вектор

dp ≡ [da, db, dc, …].
На первый взгляд, задачу (2) следует решать итеративно: задать стартовый набор пара-

метров p
0
, составить и решить СЛАУ (6), найти dp, затем p1 = p

0
 + dp. После этого надо 

проверить, снизится ли величина S в формуле (2) при подстановке туда p1 вместо p
0
.  
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Если снизится, то p1 берется за p
0
 и начинается следующая итерация: снова решается си-

стема (1), составляется СЛАУ (6) и т.д., до тех пор, пока значение S, монотонно убывая, 
не стабилизируется.

Пока все выглядит логичным, поскольку здесь изложен давно разработанный метод 
Гаусса – Ньютона для поиска минимума. Однако в настоящей работе выяснилось, что 
в практике решения обратных задач систем ДУ этот метод фактически непригоден. При 
его использовании величина S часто вовсе не убывает  когда стартовое приближение не 
очень близко к набору параметров, дающему минимум, и/или когда матрица A из СЛАУ 
(6) плохо обусловлена [12].

При решении обратных задач систем ДУ методом Гаусса – Ньютона обычно на первой 
итерации получается, что S(p1) > S(p

0
) вместо S(p1) < S(p

0
), а нередко бывает, что S(p1) 

оказывается много больше, чем S(p
0
). Дело в том, что физические соображения часто 

дают такой набор a
0
, b

0
, c

0
, …, что ни приращения параметров da, db, dc, …, ни укло- 

нения (4) не являются достаточно малыми для того, чтобы пренебречь высшими члена-
ми рядов (5). Тогда все выражения, начиная с (5), строго говоря, неверны, т.е. не соот-
ветствуют задаче. Но все эти выражения соответствовали бы ей, если бы приращения  
da, db, dc, … были бы малыми.

Поэтому далее предлагается, во-первых, как и в методе Левенберга – Марквардта [11], 
проделать с матрицей A предобуславливающую процедуру, именуемую масштабирова-
нием, при котором матрица A переходит в матрицу R:

 
1

1
, , 0 .

1

ab ac

ba bc mn
mn

ca cb mm nn

r r
r r AR m n r
r r A A

 
 
 = ∀ > =
 
 
 





   

                     (9)

При этом необходимо пересчитать и элементы столбца свободных членов СЛАУ (6):

0 00 .m m mmm r A A∀ > =                                         (10)

Масштабированная СЛАУ вместо СЛАУ (6) в матричной форме приобретет вид

Rz = R
0
,                                                   (11)

а компоненты ее решения zm (их число равно числу искомых параметров) окажутся cвя-
занными с компонентами решения СЛАУ (6) соотношением

0 [ ] .m m mmm d z A∀ > =p                                       (12)

СЛАУ (11) оказывается гораздо лучше обусловленной, а ее решение – более устойчивым, 
чем у СЛАУ (6).

Во-вторых, чтобы дополнительно улучшить обусловленность СЛАУ и ускорить схо-
димость метода, в настоящей работе, опираясь на результаты статьи [11], предлагается 
ввести дополнительную регуляризацию: к диагональным элементам матрицы R (кото-
рая является положительно определенной и имеет все положительные собственные чис-
ла) следует добавить положительное число μ – так называемый коэффициент вязкости.  
Помимо снижения числа обусловленности СЛАУ (12), введение коэффициента μ, соглас-
но Левенбергу [11], принудительно делает приращения параметров малыми.

В итоге вместо СЛАУ (6) нужно решить следующую СЛАУ:

(R + Iμ)z = R
0
,                                                      (13)

где I – единичная матрица. 

где
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Величина μ должна уточняться в ходе решения задачи. На первой итерации рекомен-
дуется взять μ ≈ 0,1 – 0,3.

После составления СЛАУ (6), преобразования ее к виду (13) и нахождения решения 
следует выполнить демасштабирование (12), тем самым вычисляя приращения искомых 
параметров da, db, dc, … . Затем находят

1 0 0 0 0 1 1 1, , ,... , , , ... .d a da b db c dc a b c= + ≡ + + + =p p p  

Далее подставляют найденные значения параметров a1, b1, c1, … в систему (1), решают 
ее, и рассчитывают невязку ρ1:

2 2
1 1 1 1 1 1

1 1
1

2 2
i

1 1

1 2
2

1 1 1
1

2
i

1

[ ( , , , , ...) ] [ ( , , , , ...) ]
1

[ ( , , , , ...) ]
... .

k k

i i i i
i i

k k

i
i i

k

i i
i

k

i

u t a b c u v t a b c v

n u v

w t a b c w

w

= =

= =

=

=

 − −ρ = + +



− + + 



∑ ∑

∑ ∑

∑

∑

 



                   (14)

Теперь следует проверить, будет ли ρ1  ρ. Если да, то искомые параметры найдены 
(это a1, b1, c1, …), поставленная задача успешно решена.

Конец вычислений.
В случае если ρ1 > ρ

0
, то итерация не засчитывается, величину μ надлежит увеличить 

(примерно в 1,5 раза) и следует вернуться к началу решения (13). Случается, что соотно-
шение ρ1 > ρ

0
 вдруг возникает в ходе расчетов не на первой итерации. Тогда процедура 

увеличения μ может помочь восстановить сходимость и устойчивость. Если же μ достиг-
ла чересчур большой величины (превышает значение 2), то это указывает на ошибку в 
формулировании задачи, например, когда в системе ДУ имеется ошибка и система плохо 
соответствует экспериментальным данным.

Конец вычислений.
Если же ρ1 < ρ

0
, но все еще ρ1 > ρ, то p1 берут за p

0
, а ρ1 за ρ0

. Следует уменьшить ве-
личину μ (умножить на 0,6 – 0,9) и начать очередную итерацию: снова составить СЛАУ 
(6) и  т.д.

Итерации проводятся, пока S не стабилизируется, а ρ1 не станет примерно равным ρ. 

Примеры решения обратных задач систем ДУ

В данном разделе в качестве примеров рассмотрены две широко известные модели, 
которые можно назвать классическими. Для численного решения системы (1) в настоя-
щей работе применялся метод Рунге – Кутта IV порядка с апостериорным уточнением по 
Рунге [8, 9].

Модель автокаталитической реакции «Брюсселятор». (Модель I). Модель «Брюс-
селятор» [13] создана И. Пригожиным и Р. Лефевром первоначально в качестве «вы-
числительного эксперимента», т.е. с целью поиска и установления разумного физико- 
химического механизма протекания периодических биохимических реакций. Впослед-
ствии модель позволила изучать свойства диссипативных структур в различных нелиней-
ных системах, в том числе и нехимической природы. Модель не относится к какой-либо 
конкретной реакции, поэтому значения всех скоростей гипотетических промежуточных 
стадий реакции являлись подгоночными параметрами, значения которых подбирались 
так, чтобы решения модельных уравнений демонстрировали колебательный характер. 

Система ДУ, предложенная в статье [13], имеет следующий вид: 
2

2

( 1) ;
.

x a b x x y
y bx x y

= − + + 


= − 



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Переменные x(t) и y(t) пропорциональны концентрациям веществ, участвующих в 
реакции, и, в принципе, могли бы быть измерены экспериментально. Значения параме-
тров a и b полагались неизвестными.

Погрешность модельных «экспериментальных» данных по временным функциям x(t) 
и y(t) была взята для данного примера около 5%. Стартовые приближения для значений 
параметров a

0
 и b

0
 подбирались методом проб и ошибок. В итоге были взяты a

0
 = 1,0;  

b
0
 = 2,5. При этом уклонение x

0
(t) и y

0
(t) от «экспериментальных» данных составило 97% 

(рис. 1, a, b).
Результаты работы алгоритма после 18 итераций показаны на рис. 1, c, d: найденные 

значения параметров составили a = 1,09; b = 3,16: погрешность не превышала 1,3% (мо-
дельные значения 1,1 и 3,2), что следует признать хорошим результатом.

Приведенный пример показывает, что при наличии экспериментальных данных о вре-
менной зависимости концентраций реагентов и продуктов конкретной реакции можно 
было бы количественно определить скорости промежуточных ступеней этой реакции (что 
составляет суть косвенного эксперимента) и на этой основе установить механизм их про-
текания. 

a) b)

c) d)

Рис. 1. Результаты решения для модели I обратной задачи системы ДУ 
относительно x(t) (кривые 1) и y(t) (кривые 2); на графиках показаны 

экспериментальные данные ((ЭД), символы) и результаты вычислений (линии): 
a – переменные, вычисленные из стартовых приближений параметров; b – предельный 

цикл, построенный по ЭД и по стартовым приближениям; c – переменные при найденных 
оптимальных значениях параметров и ЭД; d – предельные циклы, построенные 

по переменным с оптимальными значениями параметров и по ЭД

Модель периодической реакции «Орегонатор» (модель II). Эта модель предложена 
Р. Дж. Филдом и Р. М. Нойесом в работе [6] и является удачным примером тех «упро-
щенных» моделей, о которых говорилось во введении. Она описывает механизм целого 
класса реакций типа реакции Белоусова – Жаботинского, реально включающей порядка 
80 разных стадий. Сводя такую сложносоставную реакцию к системе из всего трех урав-
нений для концентраций главных реагентов, авторы работы [6] неизбежно должны были 
подразделить всю массу промежуточных реакций на небольшое количество комплексов 
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с какими-то эффективными скоростями, уточнение величин которых более или менее 
удачно ведется до сих пор [5]. Однако заметим, что целью приведенного примера явля-
лось не изучение самой реакции, а выявление достоинств предлагаемого в настоящей 
работе алгоритма по отношению к алгоритмам, применяемым другими авторами для ре-
шения обратной задачи одной и той же системы ДУ.

a) b)

c) d)

e) f)

Рис. 2. Результаты решения обратной задачи системы ДУ (модель II): a, c, e – «экспериментальные» 
значения (символы) и компоненты решения системы (15) при стартовых приближениях 
параметров (линии); b, d, f – сравнение компонент решения системы (15) при найденных 

оптимальных значениях параметров (линии) с экспериментальными данными (символы)

Соответствующая система уравнений имеет следующий вид [6]:
2( );

2 ; .
( ) / 2

x a x y qx xy
y hz y xy
z x z

= + − −
= − − 
= − 





                                       (15)
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Стартовые значения параметров, подобранные методом проб и ошибок, составляли:

a
0
 = 30,0; q

0
 = 0,005; h

0
 = 1,0.

Вводимая погрешность «экспериментальных» данных была около 5%. Уклонение 
стартовых переменных x

0
(t), y

0
(t) и z

0
(t) от «экспериментальных» данных составило 84%  

(рис. 2, а, c, e). Результаты работы алгоритма представлены на рис. 2, b, d, f. После 21 
итерации получено:

ρ1 = 5,17%; a = 34,6; q = 0,0059; h = 0,758;
уклонения параметров от модельных значений (a = 33,3; q = 0,006; h = 0,75)  не более 
3,9%, что можно признать хорошим результатом. 

При этом важно отметить, что точность результатов, полученных методом решения 
обратной задачи систем ДУ, который предложен в настоящей работе, оказалась порядка 
точности экспериментальных данных (это верно и для модели I) и существенно превыша-
ет точность упомянутых выше результатов, полученных прямым методом Хука – Дживса 
в статье [5] для той же модели «Орегонатор». 

Оба приведенных здесь примера показывают, что представленный алгоритм решения 
обратной задачи систем ДУ, не имеющих аналитических решений, способен обеспечить 
удовлетворительную точность косвенных измерений значений параметров, входящих в 
состав названных систем ДУ.

Обсуждение результатов

Если в обратной задаче системы ДУ неизвестен всего один параметр a, то вместо пред-
ставленного выше (довольно сложного) алгоритма линеаризации целесообразно выпол-
нить минимизацию величины

2 2 2

1 1 1
[ ( , ) ] [ ( , ) ] [ ( , ) ] ... min,

k k k

i i i i i i ai i i
S u t a u v t a v w t a w

= = =

= − + − + − + →∑ ∑ ∑    

используя более простой алгоритм золотого сечения [9], в который, естественно, надо 
включить и алгоритм решения системы (1). Обычно многократного решения прямой за-
дачи перебором при решении обратных задач стараются, если возможно, избегать, ввиду 
длительности счета и не вполне удовлетворительной точности получаемых решений. Од-
нако в случае одного неизвестного параметра метод золотого сечения совмещает быструю 
сходимость с получением хорошей точности значения параметра. Но для двух или боль-
шего числа параметров предложенный в данной работе подход предпочтительней, так 
как метод золотого сечения оказывается непригодным, а иные методы решения обратных 
задач, основанные на многократном решении прямой задачи перебором на многомерной 
сетке, требуют большого времени вычислений при посредственной точности результата.

Встречаются задачи, когда требуется вычислить не постоянные значения параметров, 
входящих в систему ДУ, а неизвестную функцию f(t), также входящую в состав системы 
ДУ (1), но не относящуюся к компонентам ее решения. Тогда если удастся (например, из 
физических соображений) представить эту функцию как зависимость от конечного числа 
параметров f(t, a, b, …), то вполне можно воспользоваться предложенным методом реше-
ния обратной задачи системы ДУ и определить численные значения этих параметров так, 
как это описано выше.

Необходимо также отметить, что решения систем ДУ весьма чувствительны к значени-
ям параметров. С одной стороны, это усложняет выбор стартовых значений параметров, 
при которых гарантировалась бы уверенная сходимость метода (впрочем, предобуслов-
ливание и регуляризация, включенные в предлагаемый метод, серьезно улучшают его 
сходимость). Но, с другой стороны, такая чувствительность позволяет в итоге добиваться 
хорошей точности расчета искомых параметров даже при заметных погрешностях экспе-
риментальных данных.
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Введение

Развитие наноэлектроники в последние десятилетия обусловило интерес к созданию 
принципиально новых материалов, свойства которых отличаются от свойств соответству-
ющих объемных компонентов. Примером одного из перспективных направлений в этой 
области может служить квантовая плазмоника, включающая изучение процессов взаимо-
действия на наноразмерном уровне электромагнитного излучения с веществом [1 – 7]. 
Среди перспективных материалов в этой области следует особо выделить легированные 
полупроводниковые нанокристаллы [4, 8 – 13].

Характерной особенностью подобных наноразмерных систем является наличие ди-
польных резонансов в их оптических спектрах, причем положение резонансной линии 
в спектрах полупроводниковых наночастиц зависит от ряда параметров, в частности, от 
концентрации носителей, от свойств окружающей среды и от типа легирования, кото-
рый можно условно определить как поверхностный или объемный [8, 14 – 17]. В первом 
случае свободные носители инжектированы в объем полупроводниковой наночастицы 
донорами, расположенными на ее поверхности [18, 19], а во втором плотность заряда сво-
бодных носителей распределена по всему объему кристалла и при этом нейтрализована 
зарядом легирующих примесей [8, 10, 14, 17]. Различие в способах легирования приводит 
к существенной разнице в природе дипольной резонансной моды, возбуждаемой в полу-
проводниковых наночастицах.

Как было показано в статьях [20 – 22], y нанокристаллов с поверхностным типом ле-
гирования [18, 19] особенности их электронной конфигурации приводят к тому, что при 
взаимодействии с внешним электромагнитным полем у дипольной коллективной моды 
возбуждаются только угловые степени свободы, в то время как движение электронов 
в радиальном направлении не включается и электроны осциллируют тангенциально по  
отношению к границе системы внутри сравнительно тонкого сферического слоя.

В случае полупроводниковых наночастиц, легированных по объемному типу [12, 15 – 
17], в адиабатическом приближении [23, 24] дипольный плазмон можно описать моделью 
гармонических колебаний системы делокализованных электронов как единого целого 
относительно центра положительного остова, в направлении нормали к его поверхности.

В работах [20, 21] было показано, что, благодаря особенностям электронной структуры 
поверхностно-легированных нанокристаллов, частоты и силы осцилляторов их плазмон-
ных мод практически полностью определяются вкладом коррелированных возбуждений 
из одного дипольного перехода между одночастичными HOMO- и LUMO-уровнями, что 
позволило описать оптические свойства подобных систем в рамках простой двухуровне-
вой модели [21, 25]. 

В случае объемного типа легирования ситуация иная. Оказалось, что для теоретиче-
ского описания коллективного возбужденного состояния необходимо учитывать вклады, 
как минимум, двух одночастичных каналов, связанных между собой корреляционным 
взаимодействием. В то же время взаимодействие гармонической моды с поверхностью 
нанокристалла, при наличии потенциального барьера между полупроводниковой части-
цей и ее диэлектрическим окружением, приводит к расщеплению резонансной линии на 
несколько отдельных мод [25].

В работе [17], в которой исследовались оптические характеристики наноразмерных 
полупроводниковых кристаллов с различным типом легирования, было продемонстриро-
вано, что в спектрах дипольных возбужденных состояний подобных систем наблюдается 
переход от режима размерного квантования при малом числе свободных носителей к 
плазмонным колебательным модам с ростом числа свободных носителей заряда. В свою 
очередь, в статье [25] также утверждается, что вне зависимости от использованного метода 
легирования, в оптическом спектре наночастиц доминирует резонансная дипольная мода, 
характер которой определяется как размерами самой системы, так и типом легирования 
и его степенью, т. е. числом делокализованных носителей заряда. При этом переход от 
режима размерного квантования к классическому плазмонному колебательному движе-
нию электронной системы происходит как по мере возрастания числа электронов, так и 
при увеличении геометрических размеров системы. При этом сам характер плазмонных 
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колебаний, зависящий от задействованных степеней свободы, может меняться от транс-
ляционного типа, при котором происходит движение электронного облака в направле-
нии нормали к поверхности системы, к вращательной коллективной моде, при которой 
возбуждаются только угловые степени свободы, в то время как движение в радиальном 
направлении практически не включается.

Цель данной работы – исследовать зависимость характера многочастичных возбужден-
ных состояний в электронной системе полупроводниковых нанокристаллов с объемным 
типом легирования от высоты потенциального барьера на их границе и от геометрических 
размеров системы на примере кристаллов сульфида кадмия CdS.

Наш подход основан на самосогласованном квантовомеханическом описании многоча-
стичных возбуждений в системе делокализованных носителей заряда. 

Расчеты основного состояния системы были проведены в приближении локальной 
плотности, с учетом локального межчастичного обменного взаимодействия, путем чис-
ленного решения самосогласованных уравнений Кона – Шема [26]. 

Спектры фотопоглощения нанокристаллов различного размера были получены в рам-
ках приближения случайных фаз (ПСФ, англ. Random Phase Approximation (RPA)) c ло-
кальным обменным взаимодействием (RPAX) [27, 28]. В работе использована атомная 
система единиц |e| = ħ = me = 1.

Теоретический подход

В представленном исследовании мы рассматриваем n-легированные нанокристаллы 
CdS с объемным типом легирования, в диэлектрическом окружении. Рассмотрим элек-
тронейтральную систему фермионов, связанных между собой кулоновским взаимодей-
ствием. Будем в дельнейшем называть отрицательные частицы электронами с эффектив-
ной массой в зоне проводимости *

em . В рассматриваемом в данной работе случае полный 
гамильтониан Ĥ представляет собой оператор полной энергии системы из N электронов, 
взаимодействующих друг с другом посредством кулоновского потенциала V, во внешнем 
поле с потенциалом Uext(r):

2

*
,

ˆ 1ˆ ( ) ( , ).
2 2

N N N
i

ext i i j
i i i je

H U V
m

′= + +∑ ∑ ∑p
r r r                                 (1)

Делокализованные электроны ограничены в своем движении внутри объема наноча-
стицы границей зоны проводимости вблизи поверхности. Внешний потенциал Uext(r), 
задающий ограничение движения делокализованных электронов, будем описывать как 
сферически-симметричную потенциальную яму, геометрический параметр R которой 
определяется заданными размерами нанокристалла, а положительный заряд при объем-
ном легировании предполагается равномерно распределенным по всему объему системы. 
Таким образом, создаваемый им внешний потенциал в рамках используемой модели име-
ет вид потенциала равномерно заряженного шара c зарядом Z = Ne в диэлектрическом 
окружении [17, 25]:
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− + < <   ε ε   = 

 − + > ε

                         (2)

где U – феноменологический параметр, означающий высоту потенциального барьера на 
границе раздела нанокристалла и диэлектрического окружения (по порядку величины эта 
высота соизмерима с работой выхода электрона из объемного материала полупроводни-
ка); ε1, ε2

 – величины диэлектрической проницаемости нанокристалла CdS и его диэлек-
трического окружения, соответственно; e – элементарный электрический заряд.

Парное кулоновское взаимодействие между электронами в точках ra и rb экранируется 
в результате поляризации как собственно самого материала полупроводника (обознача-
ется с подстрочным индексом 1), так и окружающей среды (с индексом 2), так что муль-
типольное разложение потенциала межчастичного взаимодействия при ri, rj < R можно 
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записать в следующем виде:

( )( )( )
( )

*

2
1 2

1 2 1
1 1 2

( , ) ( ) ( ),
2 1

14
,

1

L
i j LM i LM j

LM

L
L

i j
L L L

V
V Y Y

L

L rrre
V

r L L R
<
+ +

>

=
+

 ε − ε +π  = + ε ε + + ε    

∑r r n n

                            (3)

где r
>,<

 – соответственно наибольший и наименьший из радиусов rij; YLM(ni,j) – сфериче-
ские компоненты волновой функции электронов, чье положение в пространстве опре-
деляется радиусами-векторами ri и rj соответственно; L – полный орбитальный момент 
системы.

Для описания межчастичного взаимодействия в основном состоянии системы было ис-
пользовано приближение локальной плотности (англ. Local Density Approximation (LDA)), 
в рамках которого одночастичные волновые функции электронов ϕi(ri) удовлетворяют 
самосогласованным уравнениям Кона – Шема [26]:

[ ]
2

H*
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

2
i

i i ext i i x i iii i i
e

U U U E
m
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− φ + + + φ = φr r r r r r
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                  (4)

где Ei – одночастичные энергии электронов; U
H
(r) – соответствующий хартриевский по-

тенциал; U
x
(r) – локальный обменный потенциал.

В случае системы, имеющей заполненные оболочки, потенциал Хартри записывается 
в виде

H ( ) ( , ) ( ) ,eU V d′ ′ ′= ρ∫r r r r r                                         (5)

где объемная концентрация электронов ρe(r) вычисляется путем суммирования по всем 
заполненным одночастичным состояниям:

*( ) 2 ( ) ( ).e i i iρ = φ φ∑r r r  

Локальныe обменныe потенциалы в приближении Дирака – Слэтера U
x
(r) определя-

лись как
( )( )1/32

1( ) / 3 ( ) / .x eU e= − ε ρ πr r                                     (6)

Для сферически-симметричных систем с замкнутыми электронными оболочками и 
изотропными угловыми зависимостями ρ(r) и U(r), совокупный индекс i обозначает

i = (n, l, m, σ),
где n – радиальное квантовое число; l, m – угловой момент и его проекция; σ – проекция 
спина.

Для подобных систем одночастичные волновые функции записываются в виде произ-
ведения радиальной, угловой и спиновой компонент [29]:

( )( )( ) , .nl
nlm lm

P r
Y

rσ σφ = θ ϕ χr                                       (7)

Для описания многоэлектронных корреляций было использовано приближение слу-
чайных фаз с локальным обменным взаимодействием (RPAX). 

В рамках этого подхода волновая функция возбужденного состояния kΦ  представля-
ется в виде суперпозиции одночастичных возбуждений типа частица-вакансия [28]:

( )( ) ( )
0ˆ ˆ ˆ ˆ ,k k

k im m i im i m
im

X a a Y a a+ +Φ = + Φ∑                                (8)

где 0Φ – основное состояние комплекса; â+, â – одночастичные операторы рождения и 
уничтожения; ( ) ( ),k k

im imX Y −  амплитудные коэффициенты для амплитуд «вперед-во-времени» 
и «назад-во-времени», соответственно (они определяют вклад соответствующей пары ча-
стица-вакансия в многочастичное возбужденное состояние kΦ ); здесь и далее индексы 
i, m используются для обозначения заполненных и незаполненных одночастичных состо-
яний электронной подсистемы.
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Возбужденные состояния многочастичной системы с заполненными оболочками, обла-
дающей сферической симметрией, в приближении спин-орбитальной (LS)-связи, харак-
теризуются полным угловым моментом L и его проекцией M, поэтому все одночастичные 
возбуждения частица-вакансия в суперпозиции (8) имеют ту же мультипольность. Для 
описания оптических свойств исследуемых комплексов достаточно рассмотреть только 
дипольные переходы из основного состояния 0Φ  в возбужденные многочастичные со-
стояния kΦ  с L = 1, M = 0.

Амплитудные коэффициенты X(k) и Y(k) в суперпозиции (8) определяются путем реше-
ния матричного уравнения RPAX:

UZ(k) = ћΩkZ
(k),                                                         (9)

где Ωk – собственные числа матрицы U:
( )

( )
* * ( ),    .

k
k

k

  
= =   − −   

A B X
U Z

B A Y
                                (10)

Элементы эрмитовых матриц A, B выражаются через одночастичные энергии Ei и ку-
лоновские матричные элементы парного межчастичного взаимодействия вида

( )* *( ) ( ) , ( ) ( )V V d d
α γ β ησ σ σ σ α β γ η′ ′ ′ ′αβ γη = δ δ φ φ φ φ∫ r r r r r r r r               (11)

с одночастичными функциями, полученными в результате решения уравнений (4), где 
потенциал V(r, r´) определен согласно выражению (3).

Матрицы A и B связывают между собой одночастичные возбуждения внутри системы 
электронов:

,

,

,

,
im jn ij mn in
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A in U mj
B ij U mn
= δ δ ω +

=                                     (12)

где ωim = Em – Ei, и в приближении случайных фаз с локальным обменным ядром (RPAX) 
включают в себя как прямое (хартриевское), так и локальное обменное взаимодействия:

2 ,xU V Vαβ γη = αβ γη + αβ γη                             (13)
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причем локальный обменный потенциал U
x
 определен в соответствии с выражением (6).

Положительные собственные числа Ωk есть энергии переходов между основным состо-
янием 0Φ  и коррелированными возбужденными состояниями kΦ  (8). Спектры энер-
гий возбужденных состояний, полученные при решении уравнений (9) и (10), и соответ-
ствующие волновые функции позволяют описывать процессы, связанные с возбуждением 
системы под действием различных внешних воздействий. Так, отклик системы на внеш-
нее электромагнитное поле определяется спектром дипольных возбуждений. Силы осцил-
ляторов fk для дипольных переходов между основным и k-м возбужденным состояниями 
описываются формулой

* 22 ,k m k kf m D= Ω                                              (15)

и удовлетворяют правилу сумм Томаса – Райха – Куна, т. е. .k kf N=∑  Дипольные матричные элементы Dk (в калибровке длины) вычисляются путем сумми-
рования по всем одночастичным возбуждениям:

( )( ) ( ) ,k k
k im im im mi

im
D X d Y d= +∑                                      (16)

где dim = 〈i|z|m〉 – одночастичные дипольные амплитуды для пары частица-вакансия, а 
амплитудные коэффициенты X(k) и Y(k) нормированы в соответствии с условием



149

Теоретическая физика

( )2 2( ) ( ) 1.k k
im im

im
X Y− =∑                                          (17)

Обсуждение результатов

В этом разделе обсуждаются результаты расчетов спектров дипольных возбуждений 
сферически-симметричных объемно-легированных наноразмерных квантовых точек 
CdS, содержащих 8 делокализованных электронов, которые в основном состоянии, в 
приближении центрального поля, формируют две замкнутые оболочки с конфигураци-
ей 1s22p6, характерной для подобных систем. Такая простейшая система была выбрана 
в качестве объекта исследования, чтобы на ее примере продемонстрировать основные 
эффекты, связанные с влиянием потенциального барьера на ее границе на спектральные 
характеристики наночастицы, по возможности сведя к минимуму число независимых па-
раметров в используемой модели. Расчеты проводились для различных значений радиуса 
нанокристалла R и высоты потенциального барьера на его границе U. 

На рис. 1 представлены распределения сил осцилляторов, вычисленные по форму-
лам (9) и (16), или (что эквивалентно при использовании локального обменного по-
тенциала) по формулам (П9) и (П18) (см. Приложение). Из представленных графиков 

Рис. 1. Распределение по энергиям сил 
осцилляторов для квантовых точек CdS c N = 8 
электронов, радиусами нанокристалла R = 1 нм 
(a) и 6 нм (b), при различных значениях высоты 

потенциального барьера (U = 0,0 и 6,0 эВ). 
Показаны результаты точного расчета RPAX (см. 
ф-лу (9)) (сплошные линии), результаты при учете 
только двух основных переходов (см. ф-лу (П19) 
Приложения в конце статьи) (пунктиры), а также силы 
осцилляторов для этих переходов в одночастичном 

приближении (штриховые линии)

a)

b)

для радиусов R = 1 и 6 нм видно, что в 
пределе «свободных» систем (при U = 0) 
для обоих значений R спектр представ-
ляет собой одну доминирующую «плаз-
монную» линию, содержащую от 90 % 
(при R = 1 нм) до 100 % (при R = 6 нм) 
сил осцилляторов, что характерно для 
гармонических колебаний электронной 
плотности как единого целого. При этом 
оказалось, что результаты, полученные 
c использованием полного базиса одно- 
частичных возбуждений (обозначе-
ны на графике как RPAX) практически 
идентичны результатам с учетом толь-
ко двух основных переходов: 2p → 3d и  
2p → 2s (см. формулу (П19) Приложе-
ния) во всем диапазоне изменения вы-
соты барьера. В то же время наблюда-
ется заметная разница между спектрами 
RPAX, для которых каждое возбужден-
ное состояние описывается линейной 
комбинацией (8), и распределениями 
линий одночастичных переходов. Это 
свидетельствует о существенном вкладе 
многочастичных корреляций в формиро-
вание дипольных мод kΦ  (см. рис. 1), 
которые имеют коллективную природу.

Нам было важно выяснить влияние 
высоты потенциального барьера на рас-
пределение сил осцилляторов в исследо-
ванных спектрах. Установлено, что при 
увеличении этой высоты происходит рас-
щепление доминирующей линии коллек-
тивной моды на две хорошо различимые 
компоненты, причем относительное рас-
пределение сил осцилляторов между ни-
ми зависит от геометрических размеров 
системы. Более того, как показано да-
лее, при взаимодействии гармонической  
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моды с потенциальным барьером на границе нанокристалла, по мере увеличения его вы-
соты, происходит перераспределение вкладов одночастичных каналов 2p → 3d и 2p → 2s 
между двумя наблюдаемыми линиями коллективных мод. Другими словами, наблюдается 
существенная зависимость соответствующих амплитуд ( )k

imX  и ( )k
imY  от высоты барьера.

b)a)

c) d)

Рис. 2. Пространственные распределения электронной плотности основного состояния 
квантовых точек CdS c N = 8 электронов, радиусами нанокристалла R = 1 нм (a, b) и 6 нм 

(c, d), при значениях высоты потенциального барьера U = 0,0 эВ (a, c) и 6,0 эВ (b, d). 
Также показаны радиальные распределения плотности дипольных переходов, 

соответствующие спектральным линиям RPAX с частотами Ω1 и Ω
2

Как видно из графиков на рис. 2, от высоты потенциального барьера зависит распре-
деление электронной плотности основного состояния системы при различных значени-
ях ее радиуса. Это естественным образом приводит не только к заметному смещению 
резонансных частот вправо при возрастании высоты барьера (см. рис. 1), но и к измене-
нию радиальной зависимости плотности переходов ( ) ( ).k

trρ r  Последняя определяется для 
k-й коллективной моды (8) как

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) * ( ) *
0

,

,k k
tr k ph p h ph p h

h F p F
X Y ν

< >

 ρ = Φ δρ Φ = φ φ + φ φ ∑r r r r r r           (18)

где F – энергия уровня Ферми системы, ϕ(r) – одночастичные волновые функции (7). 
При этом происходит не только смещение плотностей переходов вслед за сдвигом 

самой электронной плотности к центру системы, но и качественное изменение их ра-
диальных зависимостей. Это наиболее заметно для нанокристалла меньшего размера  
(см. рис. 2, a, b). Из этого следует, что изменение высоты барьера вызывает перераспреде-
ление между вкладами одночастичных каналов при формировании соответствующего воз-
бужденного состояния (8), т. е. соотношения между амплитудами X(k) и Y(k) существенно 
изменяются. В данном случае, очевидно, идет речь о перераспределении между вкладами 
одночастичных каналов 2p → 3d и 2p → 2s. При этом важно отметить, что в случае отсут-
ствия барьера для мод с частотой Ω1 максимум плотности переходов наблюдается вблизи 
границы раздела сред. Это характерно для поверхностных плазмонных мод, в которых 
колебания электронной плотности происходят в направлении нормали к границе. В то же 
время для колебаний с частотой Ω

2
 значительная часть радиальной плотности переходов 
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распределена по объему системы, что характерно для возбужденных состояний, в которых 
основной вклад дают вращательные степени свободы [21, 22, 25]. 

Как видно на рис. 1, при U = 0 эти моды в спектре возбужденных состояний практиче-
ски отсутствуют, а доминирует основная линия, которой соответствует почти 100% суммы 
сил осцилляторов. Это указывает на то, что колебания электронной плотности в свобод-
ных наночастицах носят характер поверхностной плазмонной гармонической моды. На-
против, как следует из графиков на рис. 1 и 2, b, d, при наличии потенциального барьера 
на границе наночастицы, в спектре ее дипольных возбуждений отчетливо наблюдаются 
уже две основные линии с частотами Ω1 и Ω

2
, в которых вместе также сосредоточена 

практически вся сумма сил осцилляторов. При этом максимум распределения плотности 
переходов вблизи поверхности, характерный для колебаний «поверхностно-плазмонного» 
типа, уже наблюдается для частоты Ω

2
, в то время как для Ω1 уже существенная часть 

плотности переходов приходится на внутренний объем системы; это особенно явно на-
блюдается для частиц меньшего радиуса (при R = 1 нм).

Для более детального анализа влияния потенциального барьера на дипольный спектр 
изучаемых наночастиц следует рассмотреть зависимости сил осцилляторов коллективных 
мод (8), их частот, а также амплитуд ( )k

imX  и ( ) ,k
imY  определяющих в рамках RPAX вклады 

отдельных одночастичных возбуждений в коррелированное возбужденное состояние, от 
величины U при различных геометрических размерах системы. При этом в качестве од-
ного из критериев оценки плазмонного характера исследуемого возбужденного состояния 
была выбрана величина модуля амплитуды «назад-во-времени» ( )k

imY  для основного одно-
частичного перехода, которая описывает вклад корреляций в основном состоянии и для 
коллективных мод обычно по своему порядку сопоставима с соответствующей амплиту-
дой «вперед-во-времени» ( )k

imX  [25, 30]. 
На рис. 3 – 6 представлены результаты расчетов, проведенных для наночастиц радиу-

сами R = 1, 4, 6 и 8 нм.
Возбужденные состояния в нанокристаллах радиуса R = 1 нм. На графиках рис. 3 

видно, что при сравнительно малых значениях высоты потенциального барьера U сила 
осциллятора возбужденного состояния с частотой перехода Ω1 составляет от 88 до 96 % 
правила сумм, в то время как вплоть до U = 2 эВ вклад моды с частотой перехода Ω

2
 оста-

ется пренебрежимо малым, что согласуется с данными рис. 1, a, на котором наблюдается 
только одна линия в спектре RPAX. Свыше значения 2 эВ начинается быстрый рост вто-
рой спектральной компоненты, величина силы осциллятора которой достигает величины 
первой при U ≈ 3,5 эВ, после чего начинает доминировать уже линия с частотой Ω

2
. При 

значении U ≈ 8 эВ силы осцилляторов двух основных мод практически не изменяются и 
соотносятся как

( ) ( )1 2/ 70 / 30,f fΩ Ω ≈   

что характерно для возбуждений с преобладанием, соответственно, угловых и радиальных 
степеней свободы [21, 22]. При этом частоты обоих дипольных возбуждений Ω1 и Ω

2
 так 

же, как и разности энергий одночастичных уровней, возрастают при повышении высоты 
барьера, что наблюдается и на рис. 1, b. В то же время силы осцилляторов одночастичных 
переходов 2p → 3d и 2p → 2s остаются практически неизменными во всем диапазоне 
рассмотренных значений U; это указывает на связь перераспределения сил осцилляторов 
(16) с корреляционным взаимодействием между этими каналами. Это заключение под-
тверждается поведением зависимостей амплитуд ( )

2 3
k
p dX −   и ( )

2 2
k
p sX −  для мод Ω1 и Ω

2
 (соот-

ветственно) при повышении высоты барьера. Оказалось, что при U ≈ 0 основной вклад 
в возбужденное состояние с более высокой частотой Ω1 приходится преимущественно на 
канал 2p → 3d, тогда как вклад канала 2p → 2s сравнительно мал. При повышении потен-
циального барьера соотношение амплитуд начинает быстро меняться, так что происходит 
корреляционное смешивание каналов, их вклады уравниваются при U ≈ 2,5 эВ и далее 
уже доминирует компонента 2p → 2s.

В случае же низкочастотного возбуждения (с частотой Ω
2
) складывается противопо-

ложная ситуация: сперва основной вклад в силу осциллятора обеспечивает канал 2p → 
2s, но при U ≈ 0 эти колебания еще практически не возбуждаются, а затем следует бы-
строе возрастание как силы осциллятора, так и амплитуды компоненты 2p → 3d, вклад 
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a) b)

c) d)

Рис. 3. Зависимости ключевых величин от высоты 
потенциального барьера U для квантовых точек CdS 

c N = 8 эл., радиус R = 1 нм:
частот основных коллективных возбуждений и энергий 
одночастичных переходов (a); сил осцилляторов (b); амплитуд 
«вперед-во-времени» X

im
 для основных одночастичных 

компонент для возбужденных состояний 
с частотами Ω1 (с) и Ω

2
 (d). 

На вставках: U-зависимости амплитуд «назад-во-времени» Y
im

которой начинает преобладать при 
U ≥ 2,5 эВ. В конечном счете, при 
U ≥ 4,0 эВ оказывается, что моды 
меняются местами в отношении 
двух преобладающих в сумме (8) 
одночастичных каналов, по срав-
нению с ситуацией со свободной 
системой.

Данное перераспределение 
вкладов между основными одноча-
стичными каналами можно пояс-
нить на примере радиальных зави-
симостей плотности переходов (см. 
рис. 2). При отсутствии потенци-
ального барьера эффективно возбу-
ждается мода типа поверхностного 
плазмона, для которого характерно 
распределение ρtr(r), соответствую-
щее линии с частотой Ω1 и каналу  
2p → 3d, у которого радиальная 
компонента волновой функции 
P

3d(r) не имеет корней в объеме 
системы. Поверхностно-плазмон-
ный характер этого возбужденного 
состояния также подтверждается 
характерными для плазмонных мод 
сравнительно большими значения-
ми модуля амплитуды назад-во-вре-
мени (1)

2 3p dY −  ≈ 0,20 – 0,15 при малых 
значениях высоты барьера, как 
видно на вкладке рис. 3, с. Далее 
по мере повышения барьера воз-
буждение колебаний электронной 
плотности в приповерхностной 
области становится менее эффек-
тивным, и им на смену приходят 
колебания с преобладанием кана-
ла 2p → 2s, у которого радиальная 
компонента волновой функции 
P

2s(r) имеет корень и электронную 
плотность, более равномерно рас-
пределенную по объему. При этом 
модуль амплитуды (1)

2 3p dY −  быстро 
снижается, что свидетельствует о переходе к режиму размерного квантования, при кото-
ром электронная плотность локализована внутри области, ограниченной поверхностным 
потенциальным барьером. 

Также следует отметить, что частота Ω1 принимает значения, очень близкие к разности 
одночастичных энергий канала 2p → 2s, а ее сила осциллятора в пределе больших U стре-
мится к соответствующему одночастичному значению (см. рис. 3, a, b). Эти особенности 
поведения частоты подтверждают переход этой моды от возбуждения коллективного плаз-
монного типа к практически одночастичному по своей природе.

Для второй моды, у которой сила осциллятора начинает доминировать в спектре при 
U ≥ 4 эВ (см. рис. 3, b), ее частота Ω

2
 при увеличении U сохраняет заметное отличие от 

разности энергий канала E
3d – E

2p, который становится для нее основным. Это говорит 
о том, что возбуждение является коррелированным, но при этом также локализованным 
в потенциальной яме с барьером U на ее границе. При этом модуль амплитуды (2)

2 3p dY −  по 
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мере увеличения U заметно возрастает, хотя его значение остается меньшим 0,1. Таким 
образом, состояние с частотой Ω

2
 можно описать как возбуждение коллективного типа с 

преобладанием вращательных степеней свободы.
Возбужденные состояния в нанокристаллах радиуса R = 4 нм. Увеличение радиуса 

системы до 4 нм приводит к некоторым изменениям ее спектральных характеристик. 
Во-первых, происходит снижение на порядок масштаба всех энергий (см. рис. 4, a). При 
этом как частоты коллективных мод, так и разности одночастичных энергий тех же од-
ночастичных каналов E

2s – E
2p и E

3d – E
2p, которые дают основной вклад при R = 1 нм, 

практически перестают зависеть от высоты барьера уже при U ≈ 4 – 6 эВ. Другими слова-
ми, барьер, высота которого больше, чем на порядок, превышает максимальную энергию 
одночастичного дипольного перехода, практически становится для этой системы беско-
нечно высоким. Таким образом, оказывается, что частоты Ω1 и Ω

2
 обеих мод RPAX суще-

ственно отличаются от разностей одночастичных энергий во всем диапазоне изменения 
высоты барьера, а значит при формировании обоих возбужденных состояний заметную 
роль играют межчастичные корреляции.

На графике зависимостей сил осцилляторов от высоты барьера (рис. 4, b) видно, что при 
R = 4 нм, как и при R = 1 нм, силы осцилляторов одночастичных переходов практически 
не изменяются на всем диапазоне значений высоты барьера U. Что касается коллектив-
ных мод, то в случае свободной системы при U = 0 в спектре также присутствует только 

Рис. 4. Зависимости, аналогичные приведенным на 
рис. 3, но для радиуса нанокристалла R = 4 нм

a) b)

c) d)

одна линия с частотой Ω1, которая 
включает в себя практически 100 % 
правила сумм, что характерно для 
возбуждений типа классического 
поверхностного плазмона. В то же 
время, как и в предыдущем случае, 
колебания с частотой Ω

2
 практи-

чески не возбуждаются и их сила 
осциллятора начинает проявляться 
лишь с возникновением потенци-
ального барьера, причем, в отли-
чие от ситуации при R = 1 нм, ее 
заметный рост начинается уже при 
малых значениях (U < 0,1 эВ), а при 
достижении значения U ≈ 7 – 8 эВ  
силы осцилляторов обеих мод до-
стигают значения примерно 50 % 
от суммарного значения в правиле 
сумм и сравниваются по величине 
между собой. Таким образом, для 
случая R = 4 нм влияние потен-
циального барьера приводит при  
U ≈ 7 – 8 эВ к исчезновению явно 
доминирующей линии в дипольном 
спектре наночастицы.

Анализ графиков на рис. 4, с, d 
позволяет сделать некоторые за-
ключения о распределении вкладов 
одночастичных каналов в корре-
лированные RPAX-состояния (8). 
Как и при R = 1 нм, для линии c 
частотой Ω1 у свободной системы 
амплитуда вперед-во-времени у до-
минирующей компоненты (1)

2 3p dX −  
превышает значение 0,9, но при 
появлении потенциального барье-
ра она резко убывает, и уже при  
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U ≈ 0,5 эВ начинает преобладать амплитуда (1)
2 2p sX − . При этом компонента (1)

2 3p dX −  не стре-
мится к нулю (как это было при R = 1 нм), а сохраняет конечное значение примерно 
0,4 и, таким образом возбужденное состояние оказывается смешанным на основе двух 
каналов, связанных между собой корреляционным взаимодействием. Для другой моды с 
частотой Ω

2
 все происходит зеркально симметрично: увеличение высоты барьера приво-

дит к возрастанию вклада канала 2p → 3d при сохранении конечного значения амплитуды 
(1)
2 2p sX − .
Важно обратить внимание на графики модуля амплитуды назад-во-времени для более 

коррелированного канала 2p → 3d (см. вкладки на рис. 4, с, d). Для спектральной линии 1  
модуль амплитуды (1)

2 3p dY −  при отсутствии потенциального барьера достигает величины  
около 0,3, т. е. оказывается того же порядка, что и (1)

2 3p dX − . Это позволяет определить эту 
моду как поверхностный дипольный плазмон с частотой гармонических колебаний Ω1. 
При повышении высоты барьера начинают быстро убывать обе амплитуды канала 2p → 
3d и мода 1 переходит в режим, близкий к режиму размерного квантования с преоблада-
нием компоненты 2p → 2s, но при этом с существенными корреляциями между каналами.

Для моды 2, сила осциллятора которой заметно возрастает при U ≈ 2 эВ, модуль ам-
плитуды (2)

2 3p dY −  также возрастает до величины около 0,2, и поскольку канал 2p → 3d при  
U ≥ 2 эВ является для этого возбуждения основным, то, как и при R = 1 нм, эта мода так 
же становится коррелированным многочастичным состоянием. Относительные вклады 
обоих возбуждений в сумму сил осцилляторов оказываются равными, и таким образом ни 
одну из мод уже нельзя описать как колебания чисто радиального или чисто вращатель-
ного типа.

Возбужденные состояния в нанокристаллах радиусами R = 6 и 8 нм. Дальнейшее увели-

Рис. 5. Зависимости, аналогичные приведенным 
на рис. 3 и 4, но для радиуса нанокристалла 

R = 6 нм

a) b)

c) d)

чение геометрических размеров системы, 
как показали расчеты, приводит к ряду 
изменений в спектральных характеристи-
ках исследуемого нанокристалла. С уве-
личением радиуса системы R происходит 
дальнейшее уменьшение энергии одно-
частичных уровней (рис. 5, a и 6, a), но 
при этом соответствующие силы осцил-
ляторов для основных переходов 2p → 3d 
и 2p → 2s практически не изменяются, 
по сравнению со случаями R = 1 и 4 нм  
(см. рис. 5, b и 6, b). При этом продолжа-
ется относительное увеличение разности 
между энергиями возбужденных состоя-
ний в приближении RPAX, частотами Ω1 
и Ω

2
, а также разностями энергий одно-

частичных уровней, что свидетельствует 
о дальнейшем возрастании роли межча-
стичных корреляций при формировании 
коллективных мод (8). Что касается сил 
осцилляторов коллективных мод, то ситу-
ация оказывается иной, по сравнению с 
результатами, представленными на рис. 3. 
Как видно на рис. 5, b и 6, b, появление 
потенциального барьера на границе си-
стемы уже не приводит к существенному 
перераспределению сил осцилляторов ди-
польных мод, и, несмотря на появление 
спектральной линии с частотой Ω

2
, вклад 

моды с Ω1 (как следует из данных на  
рис. 5, b и 6, b) остается доминирующим, 
причем ее преобладание возрастает по 
мере увеличения радиуса R и достигает в 
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пределе больших значений U (около 75 % 
от суммарного значения в правиле сумм) 
при R = 8 нм.

С другой стороны, как и в ситуациях, 
рассмотренных выше, взаимодействие 
электронной системы с потенциальным 
барьером приводит к перераспределению 
вкладов одночастичных каналов в кол-
лективное возбужденное состояние. При 
этом возрастание потенциала на поверх-
ности наночастицы по-прежнему вызы-
вает перераспределение амплитуд одно-
частичных каналов ( )k

imX  в коллективных 
возбуждениях, но в то же время оказыва-
ется, что практически во всем диапазоне 
изменения U вклады переходов 2p → 3d и 
2p → 2s остаются величинами одного по-
рядка (см. рис. 5, с, d и 6, с, d), и, таким 
образом существенные межканальные 
корреляции в обоих возбужденных состо-
яниях обеспечивают их многочастичную 
природу как в отсутствие барьера, так и 
при его наличии. Более того, из приве-
денных на вкладках зависимостей моду-
лей амплитуд назад-во-времени ( ) ( )k

imY U  
следует, что отношение коэффициентов 
|Y|/X оказывается меньшим либо пример-
но равным значению 0,2 при всех значе-
ниях высоты барьера U, что служит ин-
дикатором плазмонного характера обеих 
коллективных мод. 

Таким образом, можно заключить, что 
для рассмотренной системы с восемью 
делокализованными электронами (N = 8), 

a) b)

c) d)

Рис. 6. Зависимости, аналогичные приведенным 
на рис. 3 – 5, но для радиуса нанокристалла 

R = 8 нм

при R > 4 нм появление потенциального барьера на ее границе не приводит к переходу 
в режим размерного квантования ни для одной из мод, а колебания электронной плот-
ности сохраняют характер дипольных поверхностных плазмонов. К такому же выводу 
приводит анализ радиальной зависимости плотности переходов для системы с R = 6 нм  
(см. рис. 2, d), которая для обоих возбужденных состояний, при наличии на границе 
нанокристалла потенциального барьера высотой U = 6 эВ, имеет максимум на внешней 
границе электронной плотности.

Заключение

В работе исследованы возбужденные состояния в сферических нанокристаллах суль-
фида кадмия различного размера, в которых содержится 8 делокализованных электронов. 
Описание межчастичного взаимодействия электронов друг с другом проведено с исполь-
зованием локального обменного потенциала Дирака – Слэтера. С тем чтобы учесть кор-
реляционные эффекты, при описании волновых функций коллективных возбужденных 
состояний применялось приближение случайных фаз с обменом (ПСФО).

Было установлено, что в пределе свободных систем, при отсутствии потенциально-
го барьера на границе, в спектре возбуждения присутствует доминирующая плазмонная 
линия с частотой Ω1. Кроме того, в рассмотренных системах имеют место два основных 
перехода, при учете которых в рамках ПСФО оказалось, что полученные результаты прак-
тически идентичны таковым, если учитывать полный базис одночастичных возбуждений. 
При этом доминирующая линия оказалась в значительной степени коррелированной,  
т. е. имеет многочастичную природу.
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Появление потенциального барьера на границе нанокристалла приводит к росту второй 
резонансной моды с частотой Ω

2
. Для нанокристаллов радиусом R = 1 нм, с повышением 

высоты барьера моды меняются местами и начинает доминировать уже вторая мода. При 
увеличении же размера системы данный эффект исчезает. Так, для нанокристаллов ради-
усом R = 4 нм, при достаточно больших значениях высоты потенциального барьера, явно 
преобладающей моды нет, тогда как для бо ́льших систем, при любых значениях высоты 
барьера, продолжает доминировать первая линия.

Кроме того, стоит отметить, что с увеличением размера системы возрастает роль меж-
частичных корреляций в формировании основных дипольных мод.

Что касается характера возбуждений, то при размерах системы менее 4 нм, для моды Ω1 
по мере роста высоты потенциального барьера происходит переход к режиму размерного 
квантования. Для нанокристаллов большего радиуса такого перехода не происходит ни 
для одной из мод, при любом значении высоты потенциального барьера.

Таким образом, исследованы влияние высоты потенциального барьера на границе и 
влияние геометрических размеров нанокристаллов на характер возбужденных состояний 
в нанокристаллах CdS, содержащих 8 делокализованных электронов и находящихся в ди-
электрическом окружении. 

Однако для подтверждения справедливости полученных зависимостей и свойств спек-
тральных характеристик для любых подобных систем, необходимо исследовать возбуж-
денные состояния нанокристаллов, содержащих большее число свободных носителей.

Приложение

Особенности применения двухуровневой модели в рамках RPAX

Полагая матричные элементы (12) действительными, уравнения (9) и (10) в общем 
случае можно переписать как в матричной форме

( ) ( )

( ) ( ) ,
k k

kk k

    
= Ω     −    

A B X X

B A Y Y
                                    (П1)

так и в виде системы линейных уравнений:
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

,  

.

k k k
k

k k k
k

 + = Ω


+ = −Ω

AX BY X

BX AY Y
                                      (П2)

После почленного сложения и вычитания уравнений (П2) имеем, соответственно, 
уравнения вида

( )( ) ( )
( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

,

.

k k k k
k

k k k k
k

 + + = Ω −


− − = Ω +

A B X Y X Y

A B X Y X Y
                            (П3)

Выражая разность ( )( ) ( )k k−X Y  в правой части первого уравнения (П3) как

( ) ( ) ( )1( ) ( ) ( ) ( ) ,k k k k
k

−− = Ω − +X Y A B X Y                            (П4)

получим следующее уравнение для вектора ( )( ) ( )k k+X Y :

( )( ) ( ) ( )1( ) ( ) 2 ( ) ( ) .k k k k
k

−+ + = Ω − +A B X Y A B X Y                      (П5)

После умножения уравнения (П5) слева и справа на матрицу (A – B)–1/2 и использова-
ния очевидного соотношения

(A – B)1/2 (A – B)–1/2 = 1,                                                (П6)

уравнение (П5) можно привести к более симметричному виду:

( ) ( )( )( )( ) ( ) ( ) ( )1/2 1/2 1/2 1/2( ) ( ) 2 ( ) ( ) .k k k k
k

− −− + − − + = Ω − +A B A B A B A B X Y A B X Y   (П7)
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Если ввести новые обозначения вида

( ) ( )( )
( ) ( )

1/2 1/2

1/2( ) ( ) ( )

,

,k k k−

= − + −

= − +

F A B A B A B

Z A B X Y
                                 (П8)

то матричное уравнение относительно собственных векторов Z(k) принимает вид

( ) 2 ( ).k k
k= ΩFZ Z                                              (П9)

Теперь осталось определить условие нормировки для Z(k) в соответствии с формулой 
(17); оно следует тождеству

( )( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1.k k k k k k k k
im im im im

im
X Y X Y+ − ≡ + − =∑X Y X Y              (П10)

Из уравнений (П7) и (П3), соответственно, следует, что

( ) ( )1/2( ) ( ) ( ) ,k k k+ = −X Y A B Z                                (П11)

( ) ( ) ( ) ( )1 1/2( ) ( ) ( ) ( ) ( ).k k k k k
k k

− −− = Ω − + Ω −X Y A B X Y = A B Z         (П12)

Таким образом, согласно равенствам (П10) – (П12), нормировка собственных векторов 
следует выражению

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 21/2 1/2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1.k k k k k k
im im im im k im k im

im im im
X Y X Y Z Z−+ − = Ω − − = Ω =∑ ∑ ∑A B A B  (П13)

Полагаем собственные векторы, полученные в результате решения уравнения (П9), 

изначально нормированными согласно условию ( )2( ) 1,k
im

im
Z =∑  и в дальнейшем необходимо 

перенормировать их элементы таким образом, чтобы удовлетворялось требование

( )2( ) 1.k
im k

im
Z −= Ω∑                                            (П14)

В свою очередь это приведет к преобразованию выражения для сил осцилляторов (16) 
к следующему виду:

( )( )1/21/2 ( ) ,k
k k im

imim
D d−= Ω −∑ A B Z                               (П15)

где элементы вектора Z(k) нормированы на единицу, т. е. |Z(k)| = 1.
Теперь от общего случая перейдем к частному, когда межчастичное обменное взаимо-

действие описывается в приближении локальной плотности, например, с использованием 
локальных обменных потенциалов (6) и (14). В этом случае элементы матриц (12) оказы-
ваются равными, а именно

,in U mj ij U mn=  

и, следовательно, справедливы уравнения вида

A + B = ω + 2U, 
A – B = ω,                                                (П16)

и, таким образом, выражения (П8) приобретают следующий вид:

( )
( )

1/2 1/2

( ) 1/2 ( ) ( )

2 ,

.k k k−

= +

= +

F U

Z X Y

ω ω ω

ω
                                      (П17)
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В свою очередь, силы осцилляторов (П15) через элементы собственных векторов Z(k)

теперь выражаются как
1/2 1/2 ( ).k

k k im im im
im

D d Z−= Ω ω∑                                       (П18)

Таким образом, применение уравнения RPAX в форме (П9) с учетом выражений (П17) 
дает возможность вдвое уменьшить размерность матрицы, по сравнению с исходным вы-
ражением (10), но при этом, к сожалению, исчезла возможность независимого анализа 
вклада амплитуд «вперед-» и «назад-во-времени» в суперпозицию (8), описывающую мно-
гочастичное возбужденное состояние.

В ситуации, когда доминирующий вклад в суперпозицию одночастичных возбуждений 
(8) дают только два основных перехода, которые условно будем обозначать индексами 1 
и 2, матричное уравнение (П9) приобретает вид системы из двух линейных уравнений:

( ) ( )

( ) ( )

1/22 (1) (2)
1 1 11 1 2 12

1/2 (1) 2 (2)
1 2 21 2 2 22

2 2 0,

2 2 0,

U Z U Z

U Z U Z

  Ω −ω ω + − ω ω =  


 − ω ω + Ω −ω ω + =  

                 (П19)

где ω1, ω2
 – частоты соответствующих переходов, а для матричных элементов выполняет-

ся условие U12 = U21. 
Из условия равенства нулю определителя системы (П19) следует алгебраическое урав-

нение второго порядка относительно квадратов частот коллективных возбуждений Ω
2
:

Ω4 + bΩ2 + c = 0,                                           (П20)
где

( )
( )( )

2 2
1 2 1 11 2 22

2
1 2 1 11 2 22 12

2 ,

2 4 .

b U U

c U U U

 = − ω +ω + ω +ω 
 = ω ω ω + ω + − 

                          (П21)

Легко проверить, что в предельном случае невзаимодействующих частиц при 

Uij = 0, ( )2 2
1 2b = − ω +ω  и 2 2

1 2c = ω ω  

получаем следующее тривиальное решение:

( ) ( )2 12 2 2 2 2 2
1,2 1 2 1 2 1 2

2

1 4 .
2

ω Ω = ω +ω ± ω +ω − ω ω =   ω  
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