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Аннотация. В работе выполнено математическое моделирование с целью описания 

поведения слоистых панелей с тетраэдральным заполнителем под действием различных 
нагрузок. При этом была реализована серия численных расчетов в программном 
комплексе конечно-элементного анализа ANSYS. При моделировании использованы 
полученные ранее эффективные упругие характеристики, что позволило заменить 
прямое моделирование структуры тетраэдрального заполнителя элементами 
простой формы с применением ортотропного материала, имеющего эквивалентные 
характеристики. Решена задача о трехточечном изгибе пластины, проанализировано 
деформированное состояние панели и характер ее прогиба. Установлена необходимость 
применения принципов разномодульной теории упругости при моделировании таких 
объектов и учета эффективных упругих характеристик, полученных при растяжении 
и сжатии ячейки периодичности. Даны рекомендации по использованию в расчетах 
итерационного изменения свойств материала и эффективных характеристик, полученных 
при растяжении и сжатии ячейки периодичности. 
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Abstract. In the paper, mathematical modeling methods for describing the behavior of 
sandwich panels with a tetrahedral core under various loads have been used, and a series of nu-
merical calculations carrying out by the ANSYS software. In so doing the previously obtained 
effective elastic characteristics were taken, which made it possible to replace the direct mode-
ling of the tetrahedral core structure with elements of a simple form using orthotropic material 
with equivalent characteristics. The problem of the plate’s three-point bending was solved, and 
a deformed state and deflection character of the panel were analyzed. The necessity of applying 
the heteromodular elasticity theory when modeling such objects and of taking into account the 
effective elastic characteristics obtained by tension and compression of the periodicity cell was 
established. Recommendations were given for the use of periodicity cells when computing the 
iterative changes in material properties and effective characteristics obtained during tension 
and compression.

Keywords: tetrahedral core, layered panel, effective elastic characteristics, finite element 
method 

For citation: Antonova O. V., Ivanov M. V., Mikhailov A. A., Kuzmin V. A., Application 
of mathematical modeling for describing the behavior of layered panels with a tetrahedral core, 
St. Petersburg State Polytechnical University Journal. Physics and Mathematics. 18 (2) (2025) 
30–40. DOI: https://doi.org/10.18721/JPM.18203

This is an open access article under the CC BY-NC 4.0 license (https://creativecommons.
org/licenses/by-nc/4.0/)

Введение

В связи с возрастающими потребностями различных отраслей промышленности к ис-
пользованию композитных панелей с заполнителями разного вида, все чаще требуется 
проведение анализа и расчетное обоснование применения таких конструктивных элемен-
тов с привлечением методов математического моделирования, использующего высоко-
производительное вычислительное оборудование и современное программное обеспече-
ние [1, 2]. При проектировании, подготовке и проведении испытаний и, как следствие, 
моделировании таких панелей и изделий из них [3 – 5], повышенное внимание уделяется 
особенностям структуры и формы именно заполнителя [6, 7]. Наиболее широкое распро-
странение в настоящее время получил сотовый заполнитель в составе различных элемен-
тов авиационной, автомобильной техники, а также строительных конструкций [8 – 11]. 
Отметим, что соты имеют закрытую структуру ячеек и хорошо подходят для тепловой 
защиты; кроме того, они обеспечивают прочность, надежность и несущую способность 
при значительных нагрузках [12]. 

С другой стороны, структуры с ферменным заполнителем обладают менее эффек-
тивным сопротивлением нагружению [13], но обеспечивают возможность вентиляции. 
Именно поэтому такие виды заполнителя зарекомендовали себя как решение, способ-
ное продлить срок службы строительных фасадов путем защиты от негативного влияния 
внешних климатических воздействий [14 – 16]. Одна из возможных конфигураций за-
полнителя – это тетраэдральный заполнитель, представляющий собой комбинацию из 
усеченных тетраэдров [17, 18].

При моделировании композитную панель с сотовым или ферменным заполнителем 
можно описать как композиционный материал со сложной микроструктурой. В вычис-
лительной механике сплошных сред заполнитель допустимо считать однородным матери-
алом, эффективные свойства которого могут быть как анизотропными, так и ортотроп-
ными [19, 20]. При численном моделировании панели с тетраэдральным заполнителем 
рассматриваются как конструктивно ортотропный композиционный материал [21, 22].

Для того чтобы корректно осуществить такой подход, на первом этапе выделяется 
ячейка периодичности и задаются ее эффективные упругие характеристики. Послед-
ние часто определяют с использованием метода прямой гомогенизации [23], который 
позволяет вычислить эффективные значения ортотропных физико-механических параме-
тров композиционного материала со сложной микроструктурой; метод применим и для 
двоякопериодических структур.
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Основная цель данной работы – обосновать расчетным путем необходимость примене-
ния принципов разномодульной теории упругости для моделирования композиционных 
панелей с заполнителем. 

Для этого были поставлены и решены следующие задачи: 
рассчитать жесткостные параметры панели с тетраэдральнымм заполнителем при 

растяжении и сжатии;
определить напряженно-деформированное состояние панели в задаче о трехточечном 

изгибе.
Объект исследования

Общий вид конструкции панели и тетраэдрального заполнителя с его геометрически-
ми характеристиками, которые рассмотрены в данном случае, представлены на рис. 1. 
Панели такого вида нашли преимущественное применение в строительной отрасли, а  
именно – в конструкциях вентилируемых фасадов и ограждающих сооружений.

b)

c)

а)

Рис. 1. Общий вид панели с тетраэдральным заполнителем (a), 
ее заполнитель (b) и его геометрические характеристики (c)

Значения физико-механических параметров используемого материала АМГ2 следующие:
Плотность, кг/м3 …………………………...…2 680;
Модуль упругости, ГПа …………………..…71,0;
Временное сопротивление, МПа ………..190;
Предел текучести, МПа …………………......80;
Коэффициент Пуассона ………………….…0,33.

Предполагается, что для изготовления несущих листов панели и заполнителя 
используется один и тот же материал. 

b)а)

Рис. 2. Схематические изображения ячейки периодичности (a) 
и тетраэдрального заполнителя (вид сверху) (b);

прямоугольником выделена эта ячейка 
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Рассматриваемая ячейка периодичности, имеющая размеры 28 × 58 × 19 мм, представ-
лена рис. 2. 

Значения упругих параметров были определены методом прямой гомогенизации (соот-
ветствующие результаты и подробное описание метода приведены в работе [24]). Исполь-
зованный метод прямой гомогенизации основан на кинематико-статических граничных 
условиях [25] и позволил определить ортотропные эффективные физико-механические 
свойства композиционного материала со сложной микроструктурой. 

Задача о трехточечном изгибе композитной панели

Указанная задача представляет как научный, так и практический интерес [26 – 28]. 
Рассмотрим такую задачу для пластины с тетраэдральным заполнителем, причем струк-
тура заполнителя будет моделироваться без каких-либо упрощений, а конструкция пред-
ставляться в виде однородной среды с эффективными свойствами. 

Схема нагружения в задаче о трехточечном изгибе такой панели (ее габаритные разме-
ры – 292 × 140 × 19 мм) представлена на рис. 3.

Рис. 3. Схема нагружения к постановке задачи 
о трехточечном изгибе панели. Показаны 
геометрические параметры и направление 

нагружающей силы F

При численном моделировании были 
использованы оболочечные нелинейные 
конечные элементы. После проведения 
анализа сходимости была выбрана модель, 
состоящая из 156050 элементов, число  
узлов – 532325; характерный размер эле-
мента – 1 мм. 

На основании проведенного расчета 
проанализируем деформированное состоя-
ние панели. На рис. 4 представлены вер-
тикальные перемещения рассматриваемой 
панели и график зависимости ее прогиба в 
центральном сечении вдоль длины l. 

Из представленных результатов видно, 
что для пластины с тетраэдральным  

b)а)

Рис. 4. Деформированное состояние сэндвич-панели: a – вертикальные перемещения 
(цветовая шкала, масштаб 10 : 1), b – график зависимости прогиба панели в ее центральном 

сечении вдоль длины l (см. рис. 3)

заполнителем наблюдается влияние расположения заполнителя на величину и характер 
прогиба. В местах креплений заполнителя прогиб меньше. 

Для дальнейшего изложения процедуры моделирования следует установить соответ-
ствие между средним прогибом панели с заполнителем и прогибом при изгибе аналогич-
ной панели, но изготовленной из однородного разномодульного материала с ортотроп-
ными характеристиками. Подчеркнем, что для этого необходимо сравнить поведение под 
нагрузкой двух объектов:

панель с тетраэдральным заполнителем, 
панель из однородного разномодульного материала с ортотропными характеристиками. 
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Для указанного сравнения предварительно рассмотрим две вспомогательные задачи: 
оценку поведения ячейки периодичности при растяжении и сжатии,
анализ возможности применения принципов разномодульной теории упругости. 
Отметим, что постановки этих задач представляют самостоятельный научный интерес.

Применение принципов разномодульной теории упругости

При переходе на макроуровень возникает вопрос о корректном учете геометрических 
особенностей выбранной ячейки периодичности и ее поведения под нагрузкой. Тетра- 
эдральный заполнитель в составе слоистых конструкций, обладая сложной структурой, 
ведет себя различным образом при растяжении и сжатии [25, 29, 30], что делает обосно-
ванным применение подходов, лежащих в основе разномодульной теории упругости [31 
– 33]. 

Как известно, в классической теории упругости механические характеристики одно-
родного изотропного материала, описываются двумя упругими константами: модулем 
Юнга E и коэффициентом Пуассона ν.

Согласно же разномодульной теории упругости, материал имеет разные модули Юнга 
для случаев одноосного растяжения и одноосного сжатия: Е+ и Е– соответственно, а также 
разные коэффициенты Пуассона, характеризующие поперечное сужение при растяжении 
и поперечное расширение при сжатии: ν+ и ν–, соответственно.

Рис. 5. Начальный участок характерной 
диаграммы деформирования (напряжение σ – 
деформация ε) согласно разномодульной 
теории упругости: материал обладает модулями 
упругости Е+ для одноосного растяжения и Е– 

для одноосного сжатия

Согласно разномодульной теории упру-
гости, диаграмму деформирования в пер-
вом приближении можно представить в ви-
де двух прямых (рис. 5). 

Для проверки применимости указанного 
подхода и его обоснования, другими слова-
ми, – возможности применения принципов 
разномодульной теории упругости при про-
ектировании конструкций из слоистых па-
нелей с тетраэдральным заполнителем, бы-
ла проведена серия численных эксперимен-
тов по растяжению ячейки периодичности 
(см. рис. 2, b) в направлениях осей x, y и z. 

Эти расчеты были выполнены с по-
мощью программного комплекса ANSYS 
Mechanical. При численном моделировании 
были использованы оболочечные нелиней-
ные конечные элементы. После проведения 
анализа сходимости была выбрана модель, 
состоящая из 4148 элементов и числа узлов 
13177; характерный размер элемента соста-

Рис. 6. Интенсивность механических напряжений по Мизесу (см. цветовые шкалы) 
для ячейки периодичности при растяжении (a) и сжатии (b) вдоль оси x

b)а)

вил 1 мм. Ранее такая же конечно-элементная модель использовалась в работе [24].
На рис. 6 представлено распределение интенсивности напряжений по Мизесу при 

растяжении и сжатии ячейки вдоль оси х.
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Поведение ячейки периодичности при растяжении и сжатии

График зависимостей силы реакции от максимального перемещения Umax при раз-
ных направлениях воздействия представлен на рис. 7. Пунктиром показана линейная 
зависимость усилия от перемещения в области сжатия с жесткостью, равной жесткости 
при растяжении. Значения реакций при смене знака воздействия приведены в табл. 1.

Таким образом, сравнение поведения ячейки периодичности при растяжении и сжатии 
продемонстрировало различие в величине реакций при воздействии в направлениях x и y.

Отметим, что на этом этапе исследования были использованы значения эффективных 
упругих характеристик (табл. 2), представленных нами в работе [24].

Рис. 7. График зависимостей силы реакции от нормализованного максимального перемещения 
при разных направлениях воздействия (по осям x, y, z). 

Пунктирными прямыми показаны линейные зависимости усилия от перемещения в области сжатия 
с жесткостью, равной жесткости при растяжении 

                                                        Таблица  1

Сравнение реакций ячейки периодичности 
при смене направления и знака приложения нагрузки

Направление 
воздействия

Значение параметра
+F1, кН –F2, кН |Umax|/h, %

Ось x 0,347 0,271 2
Ось y 5,991 2,032 50
Ось z 1,561 1,562 2

Обозначения : +F1, –F2 – силы реакции при растяжении и 
сжатии, соответственно; |Umax|/h – отношение максимального 
перемещения по каждой оси к толщине листа.

                                                              Таблица  2

Значения эффективных упругих параметров, использованные в расчетах

Модули Юнга, ГПа Коэффициенты Пуассона Модули сдвига, ГПа
E1

* = 58,60 ν12
* = 0,31; ν21

* = 0,03 G12
*= 1,030

E2
* = 0,899 ν 23

* = 0,01; ν32
* = 0,10 G23

*= 0,113
E3

* = 4,53 ν13
*= 0,29; ν31

*= 0,30 G13
*= 0,832

Примечание . Значения параметров, приведенные в таблице, были ранее 
представлены нами в работе [24].
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Данные на рис. 7 и в табл. 1 демонстрируют, что в направлениях x и y наблюдаются 
различные значения реакций при смене знака воздействия. Особенно сильно это выраже-
но для направления y (вертикального). Этот результат позволяет сделать вывод, что для 
описания поведения конструкций с выбранным видом заполнителя применение разномо-
дульной теории упругости вполне обосновано. Для более же точного описания поведения 
ячейки периодичности необходимо находить эффективные характеристики и для случая 
сжатия.

Заключение

Результаты численного моделирования показали, что композитная панель с выбран-
ным видом тетраэдрального заполнителя обладает различными жесткостными характери-
стиками при сжатии и растяжении. 

Обоснована целесообразность применения метода гомогенизации совместно с прин-
ципами разномодульной теории упругости для повышения точности описания поведения 
пластины на макроуровне.

Полученные результаты открывают возможности для дальнейших исследований. На 
следующем этапе предстоит подтвердить соответствие величины среднего прогиба панели 
с заполнителем аналогичному прогибу при изгибе панели, сделанной из однородного раз-
номодульного материала. Необходимо также сравнить поведение панели с тетраэдраль-
ным заполнителем с поведением панели из однородного разномодульного материала с 
ортотропными характеристиками. Необходимо отдельно отметить, что разномодульное 
поведение конструкции планируется описывать путем итерационного уточнения равно-
весного состояния для текущей деформированной конфигурации конструкции.
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