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Аннотация. В работе излагаются асимптотические методы решения задачи о малых 
гармонических колебаниях плоского контура, погруженного в несжимаемую вязкую 
жидкость. В случае больших значений безразмерного параметра вязкости получены 
асимптотические формулы вплоть до третьего порядка. В случае малых значений этого 
параметра вязкости построен главный член асимптотики гидродинамической силы на 
произвольном гладком контуре и доказано, что его вид не зависит от формы контура. 
Полученные результаты подтверждены примером задачи о колебаниях эллиптического 
цилиндра.
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Abstract. The paper presents asymptotic methods for solving the problem of small harmonic 

oscillations of a flat contour immersed in an incompressible viscous liquid. In the case of large 
values of the dimensionless viscosity parameter, asymptotic approximations up to the third or-
der have been obtained. In the case of small values of this viscosity parameter, the main term 
of the asymptotic of the hydrodynamic force on an arbitrary smooth contour was constructed 
and its form was proved not to depend on the shape of the contour. The results obtained were 
confirmed by an example of the problem of oscillations of an elliptical cylinder.
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Введение

Теоретическая модель консольной балки произвольного поперечного сечения (рис. 1), 
которая возбуждается произвольной движущей силой и погружена в вязкую жидкость, 
является основной при создании и проектировании приборов в нанотехнологиях и в тех-
нике измерений вязкости. Жидкость, как правило, предполагается несжимаемой, длина 
балки значительно превышает ее другие размеры. Формулировка для поперечного сече-
ния общего вида приводит к понятию гидродинамической функции [1 – 3], которая опи-
сывает гидродинамическую нагрузку и учитывает геометрию поперечного сечения балки. 
В зависимости от поперечного сечения балки эта гидродинамическая функция должна 
быть рассчитана численно или (что желательнее) аналитически.

Рис. 1. Схематическое изображение 
консольной балки произвольного поперечного 
сечения: Γ – контур, L – его характерный 

размер

Задача об определении гидродинамиче-
ской нагрузки на бесконечный цилиндр, 
совершающий колебания малой амплитуды 
в вязкой жидкости, была предметом мно-
гочисленных теоретических и эксперимен-
тальных исследований (см., например, ра-
боты [4 – 8]).

Постановка задачи

Пусть жесткий (недеформируемый) кон-
тур Γ, погруженный в несжимаемую вязкую 
жидкость с кинематической вязкостью ν и 
плотностью ρ, совершает малые гармони-
ческие колебания с заданной частотой ω и 
амплитудой скорости u0. Амплитуда коле-
баний предполагается много меньшей раз-
меров контура. Движение контура считаем 
плоскопараллельным.

Для записи уравнений движения в безразмерном виде введем характерный размер кон-
тура L, характерную скорость ωL и характерное давление ρω2L2. Линеаризованные урав-
нения гидродинамики вязкой несжимаемой жидкости при сделанных выше предположе-
ниях имеют следующий вид [9]:

0,
div 0,

p i∆ −β∇ + β =
 =

v v
v

                                             (1)

где v = (vx, vy) – вектор скорости жидкости; p – давление; β – безразмерный параметр, 
2

.Lω
β =

ν
 

В приложениях параметр β может изменяться в чрезвычайно широком диапазоне: от 
10–3 [1, 10, 11] до 105 [12]. В дальнейшем, для удобства записи, безразмерная амплитуда 
скорости u0 принята равной 1.

Сформулируем граничные условия задачи.
На линии контура Г условия «прилипания» имеют следующий вид:

, ,n nv u v uτ τΓ Γ
= =                                               (2)
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где vn, vτ – нормальная и касательная составляющие вектора скорости жидкости, un, uτ – 
(заданные) составляющие вектора скорости точек контура Г.

Кроме того, возмущения поля скоростей, вызванные колебаниями, затухают при уда-
лении от Г:

v → 0, 2 2 .x y+ →∞                                                  (3)

Если использовать представление компонент вектора скорости через две скалярные 
функции (называемые далее потенциалами для краткости [13]), а именно –

, ,x yv v
x y y x
∂ϕ ∂ψ ∂ϕ ∂ψ

= + = −
∂ ∂ ∂ ∂

 

то можно записать систему уравнений (1) и граничные условия (2), (3) в виде

0,
0,

.
i

p i

∆ϕ =
∆ψ + βψ =

= ϕ

                                                (4)

2 2

,

,

, 0, .

nu
n

u
n

x y

τ

∂ϕ ∂ψ + =∂ ∂τ
∂ϕ ∂ψ − =
∂τ ∂

ϕ ψ→ + →∞


                                         (5)

Как показано в статье [14], гидродинамическая сила R, действующая на плоский кон-
тур с нормалью n = (nx, ny), совершающий малые гармонические колебания, определяется 
через потенциалы формулой

( ) ,i dl
Γ

= ρω −ϕ −ψ ×  ∫R n n k                                       (6)

где l – длина контура Г; k – единичный вектор, k = (0, 0, 1).
Задачу, описываемую системой уравнений (4) и граничными условиями (5), будем на-

зывать задачей Стокса. Соотношения (4), (5) описывают любой вид плоского движения 
контура. В примерах, которые рассматриваются далее в этой статье, колебания происхо-
дят в направлении, параллельном оси Ox.

Для каждого уравнения системы (4) можно, учитывая граничные условия (5), сфор-
мулировать соответствующее граничное интегральное уравнение и, тем самым построить 
систему двух граничных интегральных уравнений [14]:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

* *
0 0 0

* *
0 0 0

1 , , ,
2

1 , , .
2

n n

n

M
M M M M dl u M M M dl

M
M M M M dl u M M M dl

Γ Γ

τ
Γ Γ

 ∂ψ 
ϕ − ϕ ϕ = − ϕ  ∂τ  


 ∂ϕ  ψ − ψ ψ = − ψ  ∂τ 

∫ ∫

∫ ∫
              (7)

где φ*(M, M0), ψ*(M, M0) – функции Грина для уравнений системы (4); φn
*(M, M0),  

ψn
*(M, M0) – их производные в направлении внешней нормали n в точке интегрирования; 
( )1
0H  – функция Ханкеля первого рода нулевого порядка; r(M, M0) – расстояние между 

точками интегрирования M и наблюдения M0, лежащими на контуре;

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1* *
0 0 0 0

0

* *
0 0* *

0 0

1 1, ln , , , ,
2 , 4

, ,
, , , .n n

iM M M M H r M M i
r M M

M M M M
M M M M

n n

 ϕ = ψ = β π

∂ϕ ∂ψ
ϕ = ψ =

∂ ∂
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Асимптотика задачи Стокса для кругового контура

Точное решение задачи о колебаниях кругового цилиндра в вязкой несжимаемой по-
коящейся жидкости вдоль оси Ox, а также формула для расчета гидродинамического 
сопротивления цилиндра получены Дж. Стоксом [4].

Приведем асимптотические формулы, полученные с помощью метода потенциалов в 
статье [15]. В полярных координатах r, θ при β → ∞ они имеют вид

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

2

1 2 1 11, ~ 1, , 1, 1 cos ,
4

1 2 1 11, ~ 1, , 1, sin ;
4

O
ii i i

O
ii i i

∞ ∞β→∞

∞ ∞β→∞

   
ϕ θ ϕ θ + ϕ θ = − + + − θ     β ββ β β   


  ψ θ ψ θ + ψ θ = + − θ    β ββ β β   

               (8)

при β → 0 и конечном r –

( )
( ) ( )

( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 20

2 20

1, ~ , ,
ln 2 2ln 2

1, ~ , sin ,
ln 2 2ln 2

4 4, cos , , sin .

r r O
i i i i

r r r O
i i i i

r r
r r

β→

β→

ϕ θ ϕ θ + β  β β + γ −   

ψ θ ψ θ + θ + β

  β β + γ −  

 ϕ θ = θ ψ θ = θ






 

               (9)

и, согласно формуле (6), получаем следующие выражения для R(β) :

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

0 0 2 20

4 2 1~ , 1 ,
2

8~ , .
ln 2 2ln 2

R R R i
ii i i

iR R R
i i i i

∞ ∞β→∞

β→

  
β β β = π − − +   ββ β β  

 π
 β β β = −

  β β + γ −   

                 (10)

Точное же выражение для R(β) приведено в работах [4, 5, 8].
На рис. 2 показаны результаты расчета модуля относительных погрешностей

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

0
1 2,

R R R R
R R

∞β − β β − β
ε = ε =

β β
 

(в процентах) по формулам (8), (9).

Рис. 2. Результаты расчета модуля относительных погрешностей по формулам (8), (9). 
Сплошной линией показан уровень погрешности, равный 1% (для сравнения)
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Для наглядности на рис. 2 сплошной линией показан уровень погрешности, равный 
1%. Видно, что вне диапазона lgβ ∈ (−0,8, 0,0), т. е. при β ∉ (0.16, 1.00), вычисления 
гидродинамической силы на контуре цилиндра можно производить с ошибкой, не пре-
вышающей 1 %, если использовать соответствующую асимптотику.

Асимптотическое решение задачи Стокса при больших значениях β
Классические формулы, полученные Дж. Стоксом, наводят на мысль выполнять асимпто-

тическое разложение искомых потенциалов в виде асимптотического ряда по степеням малого  

параметра 
1 1 :

i i
=

λ β
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0
0 1

1 1~ , ~ .k k
k k

k k
M M M M

λ→∞ λ→∞
= =

ϕ ϕ ψ ψ
λ λ∑ ∑                       (11)

Введем локальную декартову систему координат (x̃, ỹ) с началом в точке наблюдения 
M0 и осью M0x̃, направленной по касательной к контуру Г (рис. 3).

Уравнение кривой в локальной системе координат имеет вид ỹ = ỹ(x̃), причем 

( )
0

0 0.
x

dyy
dx =

= =








 

Рис. 3. Введенная локальная система декартовых координат:
Γ – контур; M0 – точка наблюдения; s – длина дуги, отсчитываемая от точки наблюдения 

M0 против часовой стрелки

Контур Г зададим с помощью естественной параметризации x̃ = x̃(s), ỹ = ỹ(s), где  
s ∈ [0, L] – длина дуги, отсчитываемая от точки наблюдения M0 против часовой стрелки.

Для представления интегралов, содержащих функцию ψ* и ее производные в системе 
уравнений (7), в форме, удобной для получения асимптотик, используем интегральные 
представления функций Ханкеля [16]:

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2
0 1

0 0

1 , .
4 2 4 2

rcht rchti i i rH i r e dt H i r e sh tdt
∞ ∞

λ λλ
β = β =

π π∫ ∫                    (12)

Запишем интегралы, входящие в уравнения (12), в следующем виде:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0

1 2
0 0

,
sL L

S s S s S s

s

I f s e ds I I f s e ds f s e dsλ λ λλ = = λ + λ = +∫ ∫ ∫  

где s0 – произвольная фиксированная внутренняя точка промежутка изменения параме-
тра s: s0 ∈ [0, L].

Согласно сведениям в монографии [17], справедливы следующие выражения:
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( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( )

0 1 2
1 2 3 0 0

0 0

0 1 2
2 2 3 0

0

~ , ,

~ , ,

1 .

S s k
ks

s

S s k
ks L

s L

f sc c cI e c D
S s

f sc c cI e c D
S s

dD
S s ds

λ

λ→∞ = +
= +

λ

λ→∞ = −
= −

  λ + + + = −   ′λ λ λ    

  λ − + + + = −   ′λ λ λ    

= −
′



                 (13)

Для вычисления коэффициентов ck можно использовать односторонние разложения в 
ряд Тейлора, известные из курса дифференциальной геометрии [18]:

( ) ( ) ( )
2 3 2 3 2 3

..., ..., ....
6 2 6 24
s s s sx s s y s s r sκ κ κ′= ± + = ± κ + = ± + 

                 (14)

В этих формулах κ – кривизна кривой в точке M0, ( ) ;s′′κ = − r  комбинация знаков 
плюс-минус соответствуют тейлоровским разложениям справа в точке s = 0 и слева в 
точке s = L.

Если использовать приведенные выше формулы и выполнить несложные (но трудоем-
кие) вычисления, то можно убедиться, что для любой функции f(s), заданной на контуре, 
выполняются следующие соотношения: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1 2
0 3 2

1 1 1~ ,
4 2 4 4

f sif s H i r ds f s f s
sλ→∞

Γ

 ∂
β − − + κ λ λ ∂ 

∫                (15)

( ) ( ) ( ) ( )1
0 ~ .

4 4
if s H i r ds f s

n λ→∞
Γ

∂ κ
β

∂ λ∫                                 (16)

Теперь остается, используя эти соотношения и подставляя асимптотические ряды (11) 
в правые и левые части уравнений (7), приравнять коэффициенты при одинаковых степе-

нях 
1
λ

 и получить окончательно следующие группы уравнений и соотношений:

граничных интегральных уравнений для φ(k) (k = 0, 1, 2, 3) – приближений потенциала 
φ –

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 * *
0 0 0

1 , , ,
2 n nM M M M dl u M M M dl

Γ Γ

ϕ − ϕ ϕ = − ϕ∫ ∫                (17)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )* *

0 0 0
1 , , ,
2

k
k k

n

M
M M M M dl M M dl

sΓ Γ

∂ψ
ϕ − ϕ ϕ = ϕ

∂∫ ∫  k = 1, 2, 3;       (18)

соотношений в точках контура для ψ(k) (k = 1, 2, 3) – приближений потенциала ψ (далее 
для простоты записи указание на точку M0 опускается) –

( )
( )0

1 ,u
sτ

∂ϕ
ψ = − +

∂
                                             (19)

( )
( ) ( )1 1

2 ,
2 s

κψ ∂ϕ
ψ = +

∂
                                           (20)

( )
( ) ( )

( )
( )2 1 22 2

3 1
2

1 .
2 2 8s s

κψ ∂ ψ κ ∂ϕ
ψ = + + ψ +

∂ ∂
                              (21)

Соотношения для k = 0, 1 соответствуют известной (линейной) формуле Морисона [19, 
20]; для k = 2 были получены и доказаны в статье [21]; что же касается соотношений для 
k = 3, то они получены впервые.

Важно отметить, что граничные интегральные уравнения (17), (18) абсолютно эквива-
лентны краевым задачам Неймана для уравнения Лапласа:
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( )
( )0

0 0, nu
n

Γ

∂ϕ
∆ϕ = =

∂
                                           (22)

( )
( ) ( )

0, , 1, 2, 3.
k k

k k
n s

Γ Γ

∂ϕ ∂ψ
∆ϕ = = − =

∂ ∂
                               (23)

Асимптотика задачи Стокса для кругового контура (пример). Последовательно произво-
дя вычисления по формулам (22), (23) для потенциала φ и (19) – (21) для потенциала ψ, 
имеем:

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

0
0 0

1

1

10, cos , , cos ;

1, 2sin .
r

r
r r

=

 ∂ϕ
∆ϕ = = θ ϕ θ = − θ ∂

ψ θ = θ

 

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

1
1 1

1

2

20, 2cos , , cos ;

1, sin .
r

r
r r

=

 ∂ϕ
∆ϕ = = − θ ϕ θ = θ ∂

ψ θ = − θ

 

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

2
2 2

1

3

10, cos , , cos ;

11, sin .
4

r

r
r r

=

 ∂ϕ
∆ϕ = = θ ϕ θ = − θ

∂


ψ θ = − θ

 

( )
( )

( ) ( )
3

3 3

1

1 10, cos , , cos .
4 4

r

r
r r

=

∂ϕ
∆ϕ = = − θ ϕ θ = − θ

∂
 

Полученные результаты при r = 1 совпадают с формулами (8).
О задаче Неймана для потенциалов φ(k) (k = 1, 2, 3). В некоторых случаях, возможно, 

решения уравнений (22), (23) удастся найти методом Фурье [21], но можно использовать 
и численные методы. Однако такие решения можно получить с помощью конформного 
преобразования.

Единственное решение задачи Неймана, т. е.

( )
( )

( )0, ,
k

k

r R
r

=

∂ϕ
∆ϕ = = Φ η

∂
                                       (24)

для внешности круга r = R дается формулой Дини [22]:

( ) ( ) ( )
2

0

ln sin ,
2

k R tt dt
π η −

ϕ η = Φ
π ∫                                     (25)

где η, t – угловые координаты точки наблюдения и точек интегрирования.
Отобразим конформным преобразованием z = z(ζ) – внешность круга радиуса R на 

внешность контура Г. 
Пусть контур Г, определяемый параметрическим образом, а именно – 

z(η) = x(η) + iy(η),
соответствует окружности ζ = Reiη.

Существует единственное конформное отображение, для которого точке ζ = R на 
окружности соответствует точка z = 1 на контуре Г и при этом луч Reζ ≥ R, Imζ = 0 на 
плоскости ζ перейдет в луч Rez ≥ 1, Imz = 0 на плоскости z. Тогда решение задачи Ней-
мана в точках этого контура можно найти с помощью следующей формулы [22]:
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( ) ( )
( )

( )
R

R

2

0

1 ln sin .
2ite

ite

k
k tz dt

t ζ=

ζ=

π

Γ

∂ψ η−′ϕ η = − ζ
π ∂∫                          (26)

Но поскольку 
( ) ( )

( )R R

1 ,
it it

k k

e e
t t z

ζ= Γ ζ=

∂ψ ∂ψ
=

∂ ∂ ′ ζ
 

окончательно имеем:

( ) ( )
( )2

0

1 ln sin .
2

k
k t dt

t

π

Γ
Γ

∂ψ η−
ϕ η = −

π ∂∫                                  (27)

Это и есть формула, восстанавливающая значения φ(k) (k = 1, 2, 3) на контуре Г по 

известным значениям ( ) .k

Γ
ψ  

Как известно, конформное отображение сохраняет углы между кривыми, поэтому ко-
синусы углов между нормалями к контуру Г и осями координат (на плоскости z) и коси-
нусы углов между нормалями к окружности и осями координат (на плоскости ζ) совпада-
ют в соответствующих друг другу точках. 

Докажем, что

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

0 0

cos sin
, 1, 2, ... .

sin cos
k km m

d d m
m m

π πη η   
ϕ η η = ± ψ η η =   η η   
∫ ∫                 (28)

Действительно, из формул (27) следует, что

( ) ( )
( )2 2 2

0 0 0

cos cos1 ln sin , 1, 2, ... .
sin sin 2

k
k m m td dt dt m

m mt

π π πη η   ∂ψ η−
ϕ η η = − =   η η∂ π   
∫ ∫ ∫        (29)

Но поскольку справедливо равенство (см. формулы в книге [23]):
2 2

0 0

cos cos1 1ln sin , 1, 2, ... .
sin sin2

m mt dt m
m mm

π πη η   η−
= − =   η ηπ    

∫ ∫                     (30)

то, интегрируя уравнение (29) по частям, получаем искомое равенство (28). Доказатель-
ство получено.

Таким образом, ряды Фурье для функций φ(k), ψ(k) являются гармоническими сопря-
женными друг другу вне контура [24].

В частности, при m = 1, cosη = nx, sinη = ny, из равенства (28) следует свойство потен-
циалов φ(k), ψ(k), полезное при вычислении силы:

( ) ( ) .k k
x yn dl n dl

Γ Γ

ϕ = ψ∫ ∫                                            (31)

Вследствие этой формулы, при вычислении силы достаточно найти функции φ(k) и 
затем получить информацию о функции ψ(k) в точках контура с помощью локальных фор-
мул (19) – (21).

Асимптотическое решение задачи Стокса при «малых» значениях β
Формулы (9) для решения задачи о колебаниях цилиндра при малых значениях β под-

сказывают структуру асимптотики подобных решений для произвольного контура.
Из них следует, что при β → 0 потенциалы φ, ψ представляют собой сумму гармони-

ческих во внешности круга функций, пропорциональных (λ2lnλ2)–1 и слагаемых вида 0,  
y = r·sinθ, которые описывают однородный поток колеблющейся жидкости.

Пусть функции Ф(x, y), Ψ(x, y) представляют собой потенциал и функцию тока, од-
нородного во всей плоскости колебательного потока идеальной несжимаемой жидкости. 
Комплексный потенциал такого потока следует выражению [25]:
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( ) ( ) ( ), , , .W x y x y i x y= Φ − Ψ  

Введем потенциалы
,′ ′ϕ = ϕ +Φ ψ = ψ +Ψ  

(штрихи далее опускаются). 
Теперь система дифференциальных уравнений (4) имеет вид

0,
.i i

∆ϕ =
∆ψ + βψ = − βΨ

                                             (32)

Уравнение для функции ψ не является однородным, хотя краевые условия для системы 
(32) выражаются как

,

.

n

n

Γ Γ

Γ Γ

∂ϕ ∂ψ
= −∂ ∂τ


∂ψ ∂ϕ = ∂ ∂τ

                                              (33)

они однородны, условия затухания на бесконечности следующие:

2 20, 0, .x yϕ+Φ→ ψ +Ψ→ + →∞  

Пусть ΩR – часть плоскости z = x + iy с внутренней границей Г и произвольной по 
форме внешней границей γR, имеющей диаметр 2R. Применяя вторую формулу Грина 
[22] к паре функций ψ, ψ* в ограниченной области ΩR и размещая точку наблюдения на 
контуре Г, построим интегральное уравнение для потенциала ψ:

( )* * * * *1 .
2

R R

n ndl dl dl i dxdy
nΓ Γ γ Ω

∂ϕ ∂ψ ψ − ψψ = − ψ + ψψ −ψ + β ψ ψ +Ψ ∂τ ∂ ∫ ∫ ∫ ∫∫           (34)

При выводе этого уравнения использовано второе из граничных условий (33), аргумен-
ты всех функций опущены для краткости записи.

Будем искать асимптотическое представление потенциалов φ(x,y), ψ(x,y) при β → 0 в 
виде

( ) ( )2 2 2 2

1 1, , , ,
ln ln

x y x yϕ = ϕ ψ = ψ
λ λ λ λ

 

                               
 (35)

где ( , ), ( , )x y x yϕ ψ −   неизвестные вещественные гладкие функции, ограниченные в обла-
сти ΩR, которые подлежат определению.

Заметим, что

( ) ( ) ( )

( ) ( )

* 2 2 *
0 00

0

* *
0 00

1 1 1 1, ~ ln ln ln , ,
4 2 , 4

, ~ , .n n

M M M M
r M M

M M M M

β→

β→

ψ − λ + = − λ + ϕ
π π π

ψ ϕ
            

 (36)

при конечных r(M0, M).
Подставим соотношения (35), (36) в интегральное уравнение (34), умножим его на  

λ2 ln λ2 и перейдем к пределу при β → 0. Тогда при конечном R получим:

( )

* *

0

* 2 * 2 * *

*

0

~ ,

1 1ln ln ,
4 4

0.
R

n ndl dl

dl dl dl dl dl

i dxdy

β→
Γ Γ

Γ Γ Γ Γ Γ

β→
Ω

ψψ ψϕ

∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ ψ = − λ + ϕ = − λ + ϕ = ϕ ∂τ π ∂τ π ∂τ ∂τ ∂τ 

β ψ ψ +Ψ →

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫∫

 

      
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Что касается слагаемого

* 2 *1 ln ,
4

R

n dl
nγ

 ∂ψ ψϕ − − λ + ϕ  π ∂  
∫



  

то при произвольном фиксированном значении β и R → ∞ его можно считать сколь угод-
но малым.

Аналогичным образом поступим и с потенциалом φ. В результате получаем следующую 
систему:

* *

* *

1 ,
2
1 .
2

n

n

dl dl

dl dl

Γ Γ

Γ Γ

∂ψ ϕ − ϕϕ = ϕ ∂τ
 ∂ϕ ψ − ψϕ = − ϕ
 ∂τ

∫ ∫

∫ ∫



 



 

                                       (37)

Граничные интегральные уравнения (37) указывают, что функции ( , ), ( , )x y x yϕ ψ   явля-
ются сопряженными гармоническими функциями во внешности контура Г, а функция

( ) ( ) ( )2 2

1 , ,
ln

F z x y i x y= ϕ − ψ  λ λ
   

является аналитической в этой области.
Таким образом, задача свелась к отысканию комплексного потенциала некоторого 

фиктивного течения идеальной несжимаемой жидкости, происходящего во внешности 
контура Г плоскости z = x + iy, помещенного в однородный поток с комплексным по-
тенциалом W. Решение этой классической задачи легко получить, если использовать кон-
формное преобразование такой области на внешность единичного круга [25].

Пусть z = z(ζ), ζ = ζ(z) – известные аналитические функции, реализующие это преоб-
разование.

Комплексная скорость «на бесконечности», на плоскости ζ определяется формулой

,

.

dW dWk
d dz

dzk
d

∞∞

∞

   =   ζ   


  =   ζ 

                                           (38)

По известной функции F(z) можно найти и гидродинамическую силу. Ограничимся 
случаем движения контура вдоль оси Ox. Тогда, согласно формуле (6),

( )2 20

1~ .
ln

R i dy dx
β→

Γ

− ϕ −ψ
λ λ ∫  



                                     (39)

С другой стороны (см. работу [24]),

( ) ( )( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2

1 1 1 .
ln ln ln

F z dz i dx idy dx dy i dy dx
Γ Γ Γ Γ

= ϕ − ψ + = ϕ + ψ + ϕ −ψ
λ λ λ λ λ λ∫ ∫ ∫ ∫     

   

 

В результате получаем соотношение

( ) ( )
0

~ Im 2 Re .
z

R i F z dz i s F z
=∞β→

Γ

− = π∫                                (40)

В случае кругового контура единичного радиуса на плоскости комплексного перемен-
ного ζ = ξ + iη, из асимптотических формул (9) следует, что

( ) ( )

( )

2 2

2 2

, 4 , , 4 ,

4 1
ln

F

ξ ηϕ ζ η = ψ ζ η = ζ ζ

 ζ = λ λ ζ

 
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и

( ) 2 20

8 1~ Re .
ln

iR s
β→

ζ=∞

π
β

λ λ ζ  

Но 
1Re 1,s

ζ=∞

= −
ζ

 поэтому окончательно получаем:

( )0 2 2

8 .
ln
iR π

β = −
λ λ

                                             (41)

Формула (41) есть решение задачи об асимптотике гидродинамической силы при  
β → ∞. В соответствии с этой формулой, главный член асимптотики гидродинамической 
силы при малых значениях β имеет такой вид и не зависит от формы гладкого контура. 
Этот эффект упомянут в статье [1] для контуров в виде окружности и пластины. Однако 
оказывается, что он имеет место всегда. Проверить этот факт можно лишь на задаче Сток-
са для эллиптического контура, у которой имеется аналитическое решение [15].

Асимптотика задачи Стокса для эллиптического контура

Продемонстрируем применение построенных асимптотик на примере задачи Стокса 
для эллиптического контура.

Асимптотическое решение при «больших» значениях β. Асимптотика решения этой 
задачи в первом приближении получена в статье [21]. Для построения следующих прибли-
жений обратимся к формулам (19) – (21) и (27). Их применение требует численного вы-
числения подынтегральных выражений, содержащих функции и их производные, а также 
численного определения интегралов с ядром, имеющим логарифмическую особенность. 
Для этой процедуры использовалась квадратурная формула, предложенная в статье [26]. 
Опуская технические подробности, приведем здесь лишь некоторые результаты расчета. 

На рис. 4 сопоставлены результаты расчетов модуля силы Rx(β), полученных в статье 
[21] численным решением задачи Стокса о колебаниях эллиптического контура вдоль 
большей оси (параметр ε = 0,2), с результатами расчетов ( ) ( )k

xR β  (k = 1, 2, 3), учитываю-
щих одно, два и три слагаемых по асимптотическим зависимостям (19) – (21) и (27), со-
ответственно. Отметим, что в качестве характерной длины L выбрана полусумма полуосей 
эллипса.

На рис. 4 видно, что второе и третье приближения значительно улучшают результат в 
диапазоне «умеренных» значений β. При больших значениях параметра β хорошее совпа-
дение с численным решением дает уже первое приближение [21].

Рис. 4. Сопоставление результатов расчетов модуля Rx(β), полученных в статье [21], 
с результатами расчетов модуля ( ) ( )k

xR β  (k = 1, 2, 3)
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Асимптотическое решение при «малых» значениях β. Два слагаемых асимптотических 
разложений потенциалов при β → 0 и конечных значениях ξ имеют вид (первые слагае-
мые были приведены в статье [15]):

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

0
0 0 0

0
0

2 2
2 20

2
2 20

8 1, ~ cos 1 cos ,
1 ln 2

8 1, ~ sin 1 1 sin ,
1 ln 2

e e e e

e e e

−ξ−ξ
−ξ−ξ ξ ξ

β→

−ξ−ξ
−ξ−ξ ξ

β→


ϕ ξ η η− + ε − + ε η − ε λ λ

ψ ξ η η+ − + ε η − ε λ λ

               (42)

где ε – отношение полуосей эллипса, [ ]0, 1 ;ε∈  ξ, η – эллиптические координаты, 
[ )0 , ,ξ∈ ξ +∞  η ∈ [0, 2π); x = hchξcosη, y = hshξsinη, 21 ,h = − ε  z = x + iy = hch (ξ + iη).
Контуру эллипса соответствует значение ξ0 = arthε.
Нетрудно убедиться, что 

( )( )0

0 0

2
2 2

1 1
1 0, sin .

2
e e

e e y
−ξ−ξ ξ

ξ ξ
− + ε

+ ε − + ε = η =  

Тогда из формул (42) следует, что

( ) ( )

( ) ( )

0

0

2 20

2 20

8, ~ cos ,
1 ln

8, ~ sin ;
1 ln

e

e y

−ξ−ξ

β→

−ξ−ξ

β→


ϕ ξ η η − ε λ λ

ψ ξ η η+ − ε λ λ

 

( ) ( ) ( )
0

2 2 2 2

8 8 1, cos sin .
1 ln ln i

eF i
he

−ξ−ξ

ξ+ ηξ η = η− η =
− ε λ λ λ λ

 

Далее,

arch 2 2 .
z

i hhe he z z hξ+ η = = + −  

Таким образом,

( ) ( )2 2

8 1 .
ln

F z
z

=
λ λ ζ                                            (43)

Известное конформное отображение [24] вида

( ) ( )11 1
2

z
 − ε 

= + ε ζ + ζ 
                                        (44)

переводит внешность окружности |ξ| = 1 во внешность эллипса с полуосями 1 и ε.
Из выражения (44) следует, что

( )
2 2

.
1

z z hz + −
ζ =

+ ε
 

В результате отображения (43) на внешность единичного круга

( ) ( )2 2

8 1
ln 1
kF ζ =

λ λ + ε ζ
 

и, согласно формуле (40), получаем (как и ожидалось), что

( )0 2 2

8 .
ln
iR π

β = −
λ λ

                                             (45)
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Заключение

В результате проведенного исследования построены асимптотические формулы для за-
дачи о малых гармонических колебаниях плоского контура, погруженного в несжимаемую 
вязкую жидкость. Показано, что при малых значениях параметра β главный член асим-
птотики гидродинамической силы не зависит от формы гладкого контура. При больших 
значениях β (см. рис. 4) полученные второе и третье асимптотические приближения по-
зволяют значительно улучшить результаты расчета гидродинамической силы в диапазоне 
«умеренных» чисел β.

Таким образом, вычисления гидродинамической силы на произвольном гладком кон-
туре в широком диапазоне значений β можно выполнять, используя соответствующую 
асимптотику.
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