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КРИТИЧЕСКОЕ РАССЕЯНИЕ СИНХРОТРОННОГО 
ИЗЛУЧЕНИЯ В ЦИРКОНАТЕ-ТИТАНАТЕ СВИНЦА (PZT2.4)

С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ МОДЕЛИ ЛАСТА ДЛЯ МЯГКОЙ МОДЫ

С. Б. Вахрушев 1,2,3, С. А. Реймерс 2, 3 ✉, Ю. А. Бронвальд 1 
1 Физико-технический институт им. А. Ф. Иоффе РАН, Санкт-Петербург, Россия;

2 Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого, 
Санкт-Петербург, Россия;

3 Тихоокеанский государственный университет, г. Хабаровск, Россия
✉ serafim.reimers@yandex.ru

Аннотация. В работе проведено экспериментальное и теоретическое исследование 
критического рассеяния для соединения PbZr0,976Ti0,024O3 (PZT2.4), в окрестности 
центра зоны Бриллюэна с учетом межмодового взаимодействия. Измерение рассеяния 
проводилось на Европейском источнике синхротронного излучения (ESRF). Одномерные 
профили зависимости интенсивности рассеяния от волнового вектора были получены 
с использованием специально разработанных программ. Для оптической мягкой моды 
в центре зоны Бриллюэна была использована модель Ласта. Путем количественного 
анализа профиля рассеяния для мягкого направления [1 0 1] определены частоты и 
векторы поляризации перенормированных мод. Достигнуто хорошее согласие модельного 
расчета с экспериментальными данными. Прослежено изменение вектора поляризации 
низшей поперечной акустической моды как функции приведенного волнового вектора.

Ключевые слова: сегнетоэлектрик, антисегнетоэлектрик, фазовый переход, динамика 
решетки, критическое рассеяние

Финансирование: Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства науки 
и высшего образования Российской Федерации (проект № FEME-2024-0005).
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CRITICAL SCATTERING OF SYNCHROTRON RADIATION 
IN THE LEAD ZIRCONATE-TITANATE (PZT2.4) 

USING THE LAST MODEL FOR THE SOFT MODE

S. B. Vakhrushev 1,2,3, S. A. Reimers 2, 3 ✉, Iu. A. Bronwald 1

1 Ioffe Institute, St. Petersburg, Russia;
2 Peter the Great St. Petersburg Polytechnic University, St. Petersburg, Russia;

3 Pacific National University, Khabarovsk, Russia
✉ serafim.reimers@yandex.ru

Abstract. In this work, an experimental and theoretical studies of critical scattering for the 
PbZr0.976Ti0.024O3 (PZT2.4) compound in the vicinity of the Brillouin zone center have been 

Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки. 18 (3) 2025
St. Petersburg State Polytechnical University Journal. Physics and Mathematics. 2025. Vol. 18. No. 3

© Вахрушев С. Б., Реймерс С. А., Бронвальд Ю. А., 2025. Издатель: Санкт-Петербургский политехнический 

университет Петра Великого.

Физика конденсированного состояния



Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки. 18 (3) 2025

10

© Vakhrushev S. B., Reimers S. A., Bronwald Iu. A., 2025. Published by Peter the Great St. Petersburg Polytechnic 

University.

carried out taking into account the mode coupling. The scattering measurements were carried 
out at the European Synchrotron Radiation Facility (ESRF). One-dimensional profiles of the 
scattering intensity dependence on the wave vector were obtained using specially developed 
programs. The Last model was used for the optical soft mode in the Brillouin zone center. The 
frequencies and polarization vectors of the renormalized modes were determined by quantita-
tive analysis of the scattering profile for the soft direction [1 0 1]. Good agreement between 
the calculated results of the model and the experimental data was achieved. The polarization 
vector’s change of the lowest transverse acoustic mode was traced as a function of the reduced 
wave vector.

Keywords: ferroelectric, antiferroelectric, phase transition, lattice dynamics, critical scat-
tering

Funding: The research was supported by the Ministry of Science and Higher Education of 
the Russian Federation (Project No. FEME-2024-0005).

For citation: Vakhrushev S. B., Reimers S. A., Bronwald Iu. A., Critical scattering of syn-
chrotron radiation in the lead zirconate-titanate (PZT2.4) using the Last model for the soft 
mode, St. Petersburg State Polytechnical University Journal. Physics and Mathematics. 18 (3) 
(2025) 9–19. DOI: https://doi.org/10.18721/JPM.18301

This is an open access article under the CC BY-NC 4.0 license (https://creativecommons.
org/licenses/by-nc/4.0/)

Введение

Тщательный анализ картины рентгеновской или нейтронной дифракции любого, даже 
самого совершенного, кристалла демонстрирует, что в дополнение к регулярным пикам 
Брэгга присутствует размытый вклад, состоящий из некоторых полос, пятен или гало 
вокруг основных отражений. Этот фоновый компонент обычно называется диффузным 
рассеянием, и он содержит ценную информацию о всегда присутствующем статическом 
или динамическом беспорядке. Статья К. Лонсдейл и Х. Смитса [1] описывает самые 
первые наблюдения диффузного рассеяния в начале XX века.

Существует много превосходных книг и обзорных статей по общим аспектам диффуз-
ного рассеяния и его применению для анализа целого ряда физических проблем. Наибо-
лее распространенным видом такого рассеяния является термодиффузное рассеяние на 
колебаниях кристаллической решетки [2, 3]. Интенсивность I термодиффузного рассея-
ния (TDS) можно описать следующим выражением:

( ) ( ) ( ) ( )2
TDS 0 2

1 , ,I I Fλ
λ λ

= δ − − τ
ω∑Q Q q Q q

q                          (1)

где Q – вектор рассеяния; q = Q – τ – приведенный волновой вектор; τ – вектор обратной 
решетки; ɷλ – частота моды λ; Fλ(Q,q) – неупругий структурный фактор.

Фактор Fλ(Q,q) определяется кристаллической структурой (положением rμ атомов μ в 
элементарной ячейке) и векторами поляризации фононных мод ( ) :λ

µe q  

( ) ( ) ( ) ( )( ), ,
2

W if
F e e

M
µ µ− ⋅µ λ

λ µ
µ µ

= ⋅∑ Q Q rQ
Q q Q e q                           (2)

где Mμ – масса атома; 
( )ìW

e
− Q

– фактор Дебая – Валлера; rμ – положения атомов μ в эле-
ментарной ячейке; ( )λ

µe q – собственный вектор фонона с волновым вектором q атома μ 
моды λ; fμ(Q) – атомный форм-фактор.

Из формулы (1) следует, что в окрестности брэгговских пиков во всех кристаллах 
должно наблюдаться термодиффузное рассеянияе на акустических фононах. Частота 
акустических фононов при малых приведенных волновых векторах пропорциональна 
величине q. Таким образом, интенсивность термодиффузного рассеяния обратно про-
порциональна q2, а анизотропия определяется анизотропией скорости звука. 
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Другим важным видом термодиффузного рассеяния является критическое рассеяние на 
флуктуациях параметра порядка в кристаллах, претерпевающих фазовый переход. Крити-
ческое рассеяние может быть локализовано вокруг различных точек зоны Бриллюэна, и 
эта локализация зависит от симметрии параметра порядка. 

Для нас представляет особый интерес критическое рассеяние в сегнетоэлектриках 
(именно о нем пойдет речь в дальнейшем). По-видимому, впервые этот вид рассеяния 
в сегнетоэлектриках был описан в работе [4]. Аналогично случаю диффузного рассеяния 
на акустических фононах, критическое рассеяние в сегнетоэлектриках сосредоточено в 
окрестности центра зоны Бриллюэна.

Одна из особенностей критического рассеяния в собственных сегнетоэлектриках – это 
существенное подавление продольной компоненты рассеяния. Это явление было впервые 
отмечено в работе [5]. В случае кубического изотропного сегнетоэлектрика выражение для 
интенсивности критического рассеяния в параэлектрической фазе имеет вид

( )
( )2 2

0

2 2

si ,n
,

I
I

q

κ
= + =

+ κ

Q q
Q q



τ                                     (3)

где I0 – пиковая интенсивность рассеяния при q = 0, пропорциональная статической вос-
приимчивости χ0; κ

2 – квадрат обратного радиуса корреляций сегнетофлуктуаций. 
Сечения изодиффузных поверхностей плоскостями, содержащими вектор τ, дают изо-

интенсивностные линии в виде двух соприкасающихся окружностей (лемнискаты) с ли-
нией нулевой интенсивности, совпадающей с τ. Учет кубической анизотропии приводит 
к некоторому усложнению выражений, однако сохраняется зануление интенсивности в 
случае q || τ. 

Таким образом, в параэлектрической фазе диффузное рассеяние в окрестности центра 
зоны Бриллюэна включает две компоненты: термодиффузную на акустических фононах 
и критическую на мягкой моде. При анализе данных для окрестностей нескольких узлов 
обратной решетки эти компоненты в принципе можно разделить. 

Однако задача существенно усложняется при наличии межмодового взаимодействия 
между поперечными оптической и акустической модами. Подробно проблема межмодо-
вого взаимодействия в сегнетоэлектрических перовскитах была теоретически проанализи-
рована в работах [6 – 8]. Было показано, что такое взаимодействие приводит к существен-
ной перенормировке фононных частот при q ≠ 0 и смешиванию векторов поляризации 
этих мод. В работе [9] модель Вакса авторы применили для анализа фононных спектров 
танталата калия KTaO3, а в работах [10 – 12] – для анализа критической динамики в 
цирконате свинца PbZrO3. Во всех случаях была корректно описана перенормировка ча-
стот фононных мод. Что касается смешивания векторов поляризации в этих работах, то 
были приведены только общие выражения для векторов поляризации νλμα (α – декартова 
координата, λ и μ определены выше) перенормированных мод в терминах собственных 
векторов фононов при q = 0, где взаимодействие отсутствует, однако конкретный их вид 
определен не был ввиду неопределенности собственного вектора мягкой моды. Приве-
денные в работах [10 – 12] картины диффузного рассеяния можно рассматривать лишь 
как качественные, поскольку в них учитывались только направления ионных смещений.

В настоящей работе проводится анализ диффузного рассеяния в твердом растворе 
цирконата-титаната свинца PbZr0,976Ti0,024O3 (PZT2.4) с использованием модели Ласта для 
описания собственного вектора мягкой моды.

Экспериментальная часть

Измерения проводились на образце размерами примерно 1,00 × 0,05 × 0,05 мм, выре-
занном из монокристалла твердого раствора PZT2.4, выращенного в Южном федеральном 
университете по технологии, описанной в работе [13]. Образец шлифовали и протравли-
вали в кипящей соляной кислоте для удаления нарушенного поверхностного слоя.

Эксперимент был проведен с использованием оборудования Европейского синхротрон-
ного источника (ESRF). Образец игольчатой формы был установлен в специальную ячей-
ку. Зона раскрытия ячейки составляла 150°, что позволяло охватить большой объем обрат-
ного пространства. Образец помещали в поток азота с целью контроля его температуры. 
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Длина волны падающего излучения составляла 0,95 Å. Использовался малошумящий де-
тектор Pilatus 2M; при этом расстояние от образца до детектора было 135 мм. Измерения 
проводили как в режиме охлаждения, так и в режиме нагрева с шагом 1 °С в интервале 
температур от 30 до 300 °С.

Для построения одномерных профилей зависимости интенсивности рассеяния от 
волнового вектора использовался набор программ, разработанных на языках MatLab и 
Java. Такие профили диффузного рассеяния получали из трехмерного распределения ин-
тенсивности методом вокселизации. В отличие от традиционных кубических вокселей, 
использовался воксель в форме прямого кругового цилиндра, ось которого совпадает с 
направлением профиля. Путем варьирования параметров цилиндрического вокселя был 
подобран его оптимальный размер, который обеспечивал необходимую статистику: доста-
точное число первичных пикселей детектора внутри вокселя и разрешение по волновому 
вектору q. Радиус вокселя составил 0,2 r.l.u., шаг – 0,1 r.l.u. (здесь и далее единицы r.l.u.– 
параметр обратной ячейки (reciprocal lattice unit), равный 2π/a). 

Модель Вакса с расчетом собственных векторов

Мы использовали предположение, что диффузное рассеяние связано с наиболее низ-
кими фононными модами. Как показано в работах [6, 7, 9], расчет и анализ соответ-
ствующей динамики решетки упрощаются в длинноволновом пределе, если пренебречь 
высокоэнергетическими оптическими модами; в данном случае последние не дают суще-
ственного вклада в диффузное рассеяние. Полученный упрощенный гамильтониан учи-
тывает только пять мод: три акустические (2TA (поперечные) + LA (продольная)) и две 
низкоэнергетические поперечные оптические (2TO).

Упрощенный гамильтониан имеет следующий вид:

( ) ( ) ( ) ( )5 1 ˆ ˆ ˆ2 ,
2 q q q q q q q q q q q q

q
H A S V− − − − − −

 = + + + λ + + ∑ u u u q u x x x x x q x u q x  

       (4)

где u1, u2, u3 и x1, x2 (компоненты векторов u и x) – нормальные координаты для мод 2TA 
+ LA и 2TO в системе отсчета (X′Y′Z′), с осью Z′, параллельной приведенному волновому 
вектору q, соответственно; ˆ ˆ ˆ, ,A S V −  тензоры.

Эти тензоры описывают вклад короткодействующих взаимодействий и могут быть за-
писаны как

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

2

2

2

ˆ ,

ˆ ,

ˆ ,

a l t
a l t

a t
a t

a t
a t

A A g A g A g

S S g S g

V V g V g

q

q

q

+ +

+

+

=

=

=

q

q

q

                                  

(5)

(6)

(7)

где ; ; .t l ag n n g n n g n nαβ αβ α β αβ α β αβ αβγδ γ δ= δ − = = γ  
В этом уравнении n = q/q – единичный вектор в направлении q; γαβγδ – тензорный 

инвариант по отношению к операциям симметрии кубической точечной группы, такой, 
что γαβγδ = 1 при α = β = γ = δ и γαβγδ = 0 во всех остальных случаях.

Тензор ( )Â q  определяет скорость звука и может быть определен из модуля упруго-

сти C, тензор ( )Ŝ q − кривизну поперечной оптической моды, тензор ( )V̂ q  − константу 
взаимодействия акустических и оптических ветвей.

Пятимодовый гамильтониан был представлен как сумма изотропной и анизотропной 
составляющих:

( ) ( ) ( ) ( )5 , , , , , , , , ,is t t t l anis a a aH q S A V A S A VH Hλ +=q q                      (8)
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2 2

2 2

2 2

2 2

2

0 0 0
0 0 0

,0 0 0
0 0 0
0 0 0 0

t t

t t

is t t

t t

l

S q V q
S q V q

H V q A q
V q A q

A q

 λ +
 

λ + 
 =
 
 
 
 

                           (9)
 

11 12 11 12 13

12 22 12 22 23
2

11 12 11 12 13

12 22 12 22 23

13 23 13 23 33

,

a a a a a

a a a a a

anis a a a a a

a a a a a

a a a a a

S h S h V h V h V h
S h S h V h V h V h

H q V h V h A h A h A h
V h V h A h A h A h
V h V h A h A h A h

 
 
 
 =
 
 
 
 

                        (10)

где 
( ) ( )

( )

( )

2 2
1 2 3 2 22 3

11 12 3 22 2

2 2
2 2 2 22 3 2 3

22 1 13 2 32

4 4 4 2 2 4 41
33 1 2 3 22 1 2 3

2 2 2
2 3

2 , ,

2 , ,

,

.

,

n n nn nh h n n
n n

n n n nh n n h n n
n n

nh n n n h n n n n
n

n n n

⊥ ⊥

⊥
⊥ ⊥

⊥
⊥

⊥

= = −

 
= − = − 

 

= + + = − −

= +

 

Диагонализация гамильтониана H(5)(q) позволяет получить набор частот ωλ(q) перенор-
мированных мод и матрицу векторов поляризации Dλ(q), выраженных в терминах соб-
ственных векторов невзаимодействующих мод в рассмотренной выше системе координат 
X′Y′Z′. В качестве собственных могут быть выбраны в первом приближении векторы поля-
ризации фононных мод в центре зоны Бриллюэна 0V λ

µα  (λ0 – номер неперенормированной 
фононной ветви, μ – номер атома в элементарной ячейке, α – декартова координата). 

В дальнейшем мы будем использовать следующую нумерацию атомов в ячейке:
1 – Pb, r1 = (0 0 0); 2 – Zr (Ti), r2 = (½ ½ ½); 3 – OI, r3 = (½ 0 ½); 
4 – OII, r4 = (0 ½ ½); 5 – OIII, r5 = (½ ½ 0). ri – координата i-го атома в ячейке в долях 

параметра решетки a = 4,6 Å. 
Матрица Dλj может быть преобразована в трехмерный массив собственных векторов 

pνλlα в декартовой системе координат, если использовать метрическую матрицу M(n) [9]:

( )
1

3 1 2
2

1 32
3

0

,

n n
n n nM n
n n

n nn n
n n

⊥

⊥ ⊥

⊥ ⊥

 
 
 
 

= − − 
 
 

−  
 

n                                        (11)

1 ,

2 ,

, 3, 4,5;
( ,0), 1, 2.

j

j

pv M D j
pv M D j

λ α λ

λ α λ

= × =
= × =

                                   (12)

Случай l = 1 соответствует вкладу непeренормированных акустических фононов, а  
l = 2 – вкладу непeренормированных оптических фононов.

Введем матрицы собственных векторов (1)eαµ  и (2)eαµ −  парциальные вклады атомов 
μ в смещения, соответствующие акустической и оптической модам соответственно.  



Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки. 18 (3) 2025

14

Индекс α = 1, 2, 3 определяет направление смещений. 
Значения элементов (1)eαµ  можно определить из условия равенства смещений всех ато-

мов в ячейке [14]:
(1)

const.
e

u
m
αµ

αµ
µ

= =                                              (13)

Для мягкой оптической моды такое априорное определение (2)eαµ  невозможно. Непри-
водимое представление Γ15 входит в состав механического представления для структуры 
перовскита четыре раза, и соответственно должны наблюдаться три оптические моды 
этой симметрии. В качестве таких мод с взаимно ортогональными векторами поляри-
зации часто выбираются мода Эвальда, мода Ласта и мода Экса [15]. Для свинец-содер-
жащих сегнетоэлектриков с ромбоэдрической структурой обычно считается, что мягкой 
модой является мода Ласта. При этом предполагается, что катион свинца Pb2+ смещается 
относительно группы ионов, образованной кислородным октаэдром и центральным ка-
тионом. 

Для упрощения задачи мы будем использовать двухатомное приближение, считая, что 
оптическую моду можно описать, если рассматривать указанную выше группу как вирту-
альный катион A2. 

Для акустической моды мы без потери общности можем записать следующее представ-
ление: 

Pb A2 A2 A2 A2

(1)
Pb A2 A2 A2 A2 1

Pb A2 A2 A2 A2

m m m m m

e m m m m m CC

m m m m m
αµ

 
 

=  
  
 

                      (14)

с нормирующим коэффициентом

1 Pb A24 ,CC m m= +  

где mPb – масса катиона Pb2+, mA2 – сумма масс всех ионов, входящих в виртуальный ион 
A2. 

Очевидно, что
(1)

const.
e

u
m
αµ

αµ
µ

= =  

Для оптической моды, с учетом постоянства центра масс, получим:

A2

Pb

(2) A2
2

Pb

A2

Pb

1 1 1 1
4 4 4 4

1 1 1 1
4 4 4 4

1 1 1 1
4 4 4 4

m
m

me CCm

m
m

αµ

 
− 
 
 

= − 
 
 
− 
 

                           (15)

с нормирующим коэффициентом

A2
2

Pb

1 .4
mCC m= +  

Действительно, смещение центра масс оказывается равным нулю:

A2
Pb

Pb A2
A2 A2

Pb A2

14 0.
4

m mm m m m
m m

 
 
  − = − =                       (16)

Строим массив из 5 × 5 × 3 собственных векторов (число мод × число атомов × 3 ко-
ординаты) νλμα:
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(1) (2)
1 2 .v pv e pv eλµα λ α αµ λ α αµ= × + ×                                     (17)

Тогда можно записать следующее выражение для структурного фактора моды λ:

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1

32

54

Pb
1

1..3Pb

Zr 2 O 3
1..3 1..3A2

4 5
1..3 1..3

,

1

.
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fF e Q v
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f e Q v f e Q v
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α λ α α λ α
α= α=

α λ α α λ α
α= α=

  +  

    + + +      

    +

=

+    
    





∑

∑ ∑

∑ ∑

Qr

QrQr

QrQr

Q q

                (18)

Значения атомных факторов рассеяния рассчитываем по формулам, приведенным в 
работе [16].

Анализ экспериментальных данных

Нами были проанализированы одномерные сканы в направлении типа [1 0 1] через 
узлы обратной решетки (1 0 –1) и (0 0 3). Интенсивность диффузного рассеяния в точке 
Q рассчитывалась следующим образом: 

( ) ( ) ( )
5

2
0 2

1

1, Bck,I I Fλ
λ= λ

= +
ω∑Q Q q

q
                               (19)

где 2 ( )λω q – квадрат частоты перенормированной моды λ, равный λ-собственному значе-
нию гамильтониана H(5)(q); выражение   рассчитывается по формуле (18); I0 – шкальный 
множитель; слагаемое Bck – фон. 

Параметры Al, At, Aa, St, Sa (в (мэВ)2/(r.l.u.)2) принимались равными значениям для 
чистого цирконата свинца, которые приведены в работе [12]: 

Al = 2508, At = 879, Aa = –111, St = 1800, Sa = –610.
Обработка результатов велась в два этапа. На первом для узла (1 0 –1) была выпол-

нена подгонка параметров Vt, 
2
0 ,ω  а также шкального множителя и фона. Поскольку 

экспериментальные данные для разных узлов были по-разному пронормированы, для уз-
ла (0 0 3) подгонялись только шкальный множитель и фон, а остальные параметры были 
взяты из подгонки для узла (1 0 –1). 

a) b)

Рис. 1. Экспериментальные (точки) и расчетные (линии) зависимости интенсивности I 
диффузного рассеяния от приведенного волнового вектора q для двух векторов рассеяния: 

Q = (1 + q, 0, –1 + q) (a) и (q, q, 3) (b). 
Представлены расчетные данные с использованием векторов поляризации (синие сплошные линии) и с 
учетом только вида дисперсионных кривых и направления смещений (красные пунктиры). Статистические 

ошибки эксперимента указаны вертикальными отрезками
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Экспериментальные данные на рис. 1 представлены точками, а их статистические 
ошибки показаны вертикальными отрезками. Из подгонки исключалась центральная об-
ласть –0,05 ≤ q ≤ 0,05, в которую дает вклад брэгговское рассеяние. Видно, что расчетные 
кривые полностью совпадают с экспериментом в пределах статистических ошибок. 

В результате подгонки нами были получены следующие значения параметров:

Vt = 1073 (мэВ)2/(r.l.u.)2, 2
0ω = 4,58 (мэВ)2.

Для сравнения мы провели расчет интенсивности диффузного рассеяния без учета 
векторов поляризации (красные пунктирные линии на рис. 1). При этом использовалась 
зависимость 2 ( )λω q  и направления атомных смещений pνλlα (12). 

Для акустических фононов, с учетом выражения (18), можно записать выражение для 
структурных факторов при q = 0 (Q = τ):

( )
( ) ( ) ( ){ }

Pb Zr

0

~ cos

cos cos co .s

F f f h k l

f h k h k h k

+ π + + +  

+ π + + π + π +          
                      (20)

Таким образом, 
F(1 0 –1) ~ fPb + fZr – fO,                                           

(21)F(0 0 3) ~ fPb – fZr – fO.

В случае узла (1 0 –1) с бóльшим структурным фактором, для акустических фононов 
перенормировка векторов поляризации дает относительно небольшой вклад в интенсив-
ность, и такой упрощенный расчет дает только качественное согласие с экспериментом 
(см. рис. 1, a).

В то же время в случае узла (0 0 3) с малым упругим структурным фактором пе-
ренормировка векторов поляризации играет важную роль. Здесь следует отметить, что 
для надежного определения параметров гамильтониана H(5)(q) требуется анализ данных в 
окрестности нескольких узлов обратной решетки. Принципиально вопрос об определе-
нии дисперсионных кривых рассматривался в работе [2]. Точное определение фононных 
дисперсионных кривых в общем случае невозможно, однако векторы поляризации можно 
определить. 

Нами была прослежена зависимость νλμα(q). 
На рис. 2 показана картина приведенных смещений

N v
u

m
λµα

λµα
µ

=

Рис. 2. Зависимости приведенных значений 
смещений x ионов свинца (красная сплошная 
линия) и циркония (синий пунктир) вдоль 

оси x для низшей фононной моды

вдоль оси x (α = 1) атомов свинца (μ = 1) 
и циркония (μ = 2) для низшей фонон-
ной (поперечной акустической, поляри-
зованной в плоскости (x 0 z)) моды. При  
q = 0 приведенные смещения равны, как 
это и должно быть для акустических ко-
лебаний. При увеличении q вклад смеще-
ний свинца резко возрастает. Полученный  
результат хорошо согласуется с предполо-
жением, высказанным в работе [10] о том, 
что именно смягчение перенормирован-
ной поперечной акустической фононной 
ветви является причиной перехода в анти-
сегнетоэлектрическую фазу, и этот переход 
связан с антипараллельными смещениями 
ионов свинца.
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Заключение

Проведенное исследование развивает подход, позволяющий количественно описывать 
диффузное рассеяние в окрестности центра зоны Бриллюэна в перовскитоподобных кри-
сталлах при наличии межмодового взаимодействия. Фононные дисперсионные кривые 
рассчитаны с использованием модели Вакса. Векторы поляризации перенормированных 
фононных мод описаны в виде линейной комбинации собственных векторов поперечных 
акустических и оптических фононов в центре зоны Бриллюэна, где межмодовое взаи-
модействие отсутствует. Для мягкой моды, релевантной сегнетоэлектрическому фазово-
му переходу, использована модель Ласта, в которой предполагается, что катион свинца 
колеблется относительно жесткой группы атомов, включающей кислородный октаэдр и 
центральный катион. Коэффициенты смешивания мод, зависящие от приведенного вол-
нового вектора, определены через диагонализацию пятимодового гамильтониана. Раз-
работанный подход использован для анализа диффузного рассеяния в твердом растворе 
сегнетоэлектрика PZT2.4. 

Проведено сравнение экспериментальных и расчетных данных в окрестности узлов об-
ратной решетки (1 0 –1) и (0 0 3). Показано, что предложенный формализм обеспечивает 
хорошее описание экспериментальных данных в обоих узлах одновременно. 

Предложенный и развитый нами подход позволяет эффективно анализировать данные 
одновременно в нескольких зонах Бриллюэна и надежно определять параметры дина-
мического гамильтониана. Удалось проследить зависимость приведенных значений сме-
щений атомов от приведенного модуля волнового вектора и подтвердить определяющую 
роль переномировки акустической фононной ветви для антисегнетоэлектрического пере-
хода, связанного с антипараллельными смещениями иона свинца.
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ВЛИЯНИЕ НЕЛИНЕЙНОГО ПАРАМЕТРИЧЕСКОГО 
ВОЗБУЖДЕНИЯ НА ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ВЫНУЖДЕННЫХ, 

ПАРАМЕТРИЧЕСКИХ И АВТОКОЛЕБАНИЙ 
А. А. Алифов ✉

Институт машиноведения им. А. А. Благонравова РАН, Москва, Россия
✉ alishir@mail.ru

Аннотация. С целью выявления действия нелинейного (кубического) параметрического 
возбуждения (НПВ) на взаимодействие вынужденных, параметрических и автоколебаний 
при источнике энергии ограниченной мощности использована широко применяемая 
расчетная модель автоколебательной системы, получающая энергию от такого источника. 
Решения нелинейных дифференциальных уравнений модели построены методом 
прямой линеаризации (ПЛ), которому свойственны простота и малые затраты времени. 
Характеристика силы трения, вызывающая автоколебания, линеаризована методом ПЛ. 
Выведены уравнения для амплитуды, фазы колебаний и скорости источника энергии 
в нестационарном и стационарном случаях движения. С использованием критериев 
Рауса – Гурвица рассмотрена устойчивость стационарных движений. Влияние НПВ 
на взаимодействие вынужденных, параметрических и автоколебаний исследовано и 
расчетным путем; расчеты показали, что НПВ изменяет форму амплитудных кривых, 
присущих линейному воздействию, оказывает существенное влияние на устойчивость 
движения.

Ключевые слова: взаимодействие, вынужденные колебания, параметрические 
колебания, автоколебания, нелинейность, метод прямой линеаризации 
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THE INFLUENCE OF NONLINEAR PARAMETRIC EXCITATION
 ON THE INTERACTION OF FORCED, PARAMETRIC 

AND SELF-OSCILLATIONS 
A. A. Alifov ✉

Mechanical Engineering Research Institute of the RAS, Moscow, Russia
✉ alishir@mail.ru

Abstract. In order to reveal the effect of nonlinear (cubic) parametric excitation (NPE) on 
the interaction of forced, parametric, and self-oscillation with a limited-power energy source, 
a widely used computed model of a self-oscillating system receiving energy from such a source 
was used. Solutions of nonlinear differential equations of the model were constructed using the 
direct linearization method (DLM), which is distinguished from the known ones by its simplicity  
and low time costs. The friction force characteristic causing self-oscillations was linearized by 
DLM. Equations for the amplitude, oscillation phase and the velocity of the energy source in 
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nonstationary and stationary motion cases were derived. Using the Routh – Hurwitz criteria, 
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Введение

Взаимодействие вынужденных, параметрических и автоколебаний относится к само-
му сложному из четырех классов смешанных колебаний по классификации, введенной 
в монографии [1]; они складываются из комбинации типов колебаний [2 – 4]. Из этих 
четырех классов смешанных колебаний в работе [5] рассмотрено взаимодействие вынуж-
денных и параметрических колебаний при нелинейном параметрическом возбуждении 
кубического вида без учета свойств источника энергии. 

Учет указанных свойств становится в настоящее время достаточно актуальным в связи 
с экологическими проблемами, изменением климата, уменьшением ресурсов энергетики. 
Необходимость учета свойств источника энергии, которая в теории колебаний связана 
с известным эффектом Зоммерфельда, последовательно изложена в основополагающей 
монографии [6]. В этом направлении опубликовано множество работ во всем мире, в том 
числе книги и статьи [1, 7 – 17]. А связь между уровнем потребляемой энергии при работе 
деталей, точностью их обработки и колебаниями показана в публикации [18].

Ниже рассматриваются смешанные вынужденные, параметрические и автоколебания 
при нелинейном параметрическом возбуждении и ограниченной мощности источника 
энергии. Для решения нелинейных дифференциальных уравнений, описывающих эти ко-
лебания, использован метод прямой линеаризации [19]. 

Рис. 1. Модель рассматриваемой системы: 
m – масса тела; ϕ – скорость вращения ротора 
двигателя; ( )M ϕ − моментная характеристика; 
T – сила трения; r0 – радиус шкива, вращающего 
ленту; c0, k0 – жесткость пружины и коэффициент 

демпфирования, соответственно

Расчетная модель

Под действием силы трения во многих 
технических объектах [20 – 24] возникают 
автоколебания, для описания которых ши-
роко используется рассматриваемая нами 
модель (рис. 1). Тело с массой m соединено 
с корпусом посредством пружины и демп-
фера. Оно лежит на ленте, приводимой в 
движение двигателем ограниченной мощ-
ности с моментной характеристикой ( )M ϕ
и суммарным моментом инерции враща-
ющихся частей I. Между телом и лентой 
возникает сила трения T(U), зависящая от 
относительной скорости U:

0, ,U V x V r= − = ϕ

где r0 – радиус шкива, вращающего ленту, 
r0 = const; ϕ – скорость вращения ротора 
двигателя.
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Уравнения движения системы с учетом действия на тело внешней вынуждающей силы 
λsin(ν1t) и нелинейного параметрического возбуждения bx3cos(νt) имеют следующий вид: 

0

3
0 0 1( ) sin cos ,

( ) ( ),
mx k x c x T U t bx t

I M r T U
+ + = + λ ν − ν

ϕ = ϕ −

 

 

                          (1)

где k0, c0, λ, b, ν1, ν – константы. 
Силу трения примем в виде функциональной зависимости, широко распространенной 

в реальных (в том числе космических) [25] условиях: 

T(U) = T0(sgnU – α1U + α3U
3),                                     (2)

где T0 – сила нормальной реакции, T0 = const; α1, α3 – константы; sgnU = 1 при U > 0 и 
sgnU = –1 при U < 0. В случае U = 0, т.е. относительного покоя, имеют место неравенства 
–T0 ≤ T(0) ≤ T0. 

Методом прямой линеаризации [19] заменим нелинейные составляющие силы трения 
T(U) линейной:

0( ) (sgn ),T TT U T U B k x= + +                                         (3)

где BT = –α1u + α3u3 + 3N2α3ua2p2, 
2 2

3 3
( ),Tk N a p h= −α −  

2 2
0 33( ) / ,h u u N= −  

2
0 1 33 ,u = α α   

N2 = (2r + 1)/(2r + 3), 3
(2 3) (2 5).N r r= + +  

Величина r, входящая в выражения для числовых коэффициентов N2 и 3,N  представ-
ляет собой параметр точности линеаризации, значение которой не ограничено, но ее до-
статочно выбрать в интервале (0, 2). В работе [26] приведено сравнение коэффициентов 

nN  и Nn с коэффициентами, полученными методом усреднения [27 – 30] для различных 
значений степени нелинейности n, и показано допустимое согласие результатов приме-
нения обоих методов.

С учетом замены (3) уравнения (1) принимают вид

1

0

0 0

0

3(sgn ) sin cos ,
( ) (sgn ),

T

T T

mx k x c x T U B t bx t
I M r T U B k x

+ + = + + λ ν − ν
ϕ = ϕ − + +

 

  

                    (4)

где k = k0 – T0kT. 

Решение уравнений

Как показано в монографии [1], решения уравнений с функцией (2) при U > 0 и U < 0 
принципиально различны, поэтому следует рассмотреть их отдельно. 

Представим эти случаи выражениями 

u ≥ ap, u < ap,
где u = r0Ω (Ω ‒ усредненная скорость ϕ ).

Рассмотрим решения (4) при основных резонансах с частотами ω ≈ ν1 и ω ≈ ν/2, так как 
они представляют главный практический интерес. 

Если использовать метод замены переменных с усреднением [19], то получаем выра-
жения

x = acosψ, sin ,x ap= − ψ  ψ = pt + ξ, p = ν/2, .ϕ = Ω                           (5)

Далее рассматриваем два случая.
i) u ≥ ap, тогда

( )

( )

( ) ( )

2

0
0

3

2 3
0

0 0

1 2 2 cos 0,5 sin 2
4

1 2 2 sin cos 2 ,
4

/ 1 ;

,

T

da aA ba
dt pm

d am p ba
dt pma

rdu M u r r T B
dt I

= − + λ ξ − ξ

ξ  = ω − + λ ξ + ξ 

= − +  

                     (6a)
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ii) u < ap, тогда

( )

( ) ( )

2

0 0
0

3 0

2 3
0

0
0 0

2 2 281 2 2 cos 0,5 sin 2 ,
4

1 2 2 sin cos 2 ,
4

/ (1 ) 3 2 ,T

Tda aA ba a p u
dt pm ap

d am p ba
dt pma

r r Tdu M u r r T B
dt I ∗

 
= − + λ ξ − ξ − − π 

ξ  = ω − + λ ξ + ξ 

 = − + − π− ψ π 

            (6b)

где 2
0 0 .c mω =  

Условия 0, 0a = ξ = , в случае u ≥ ap доставляют следующие соотношения для опреде-
ления стационарных значений а и ξ:

(λ2b2a6 + b2a6L – λ4 + 2λ2L – L2 – 4b2a8A2)2 – 4λ2b4a12L = 0,                   
(7)

tgξ = D(Dba3 – 4λ)/8aA,

где 22 4 2 2
02 ( ) ,L ba ba m p = λ + + ω −   A = p(k0 – T0kT), 

32( ) .D L ba= λ ±  
Для определения стационарных значений скорости u из третьего уравнения (6a) имеем 

при условии 0u =  выражение вида
M(u/r0) – S(u) = 0,                                              (8)

где S(u) – нагрузка на источник энергии со стороны колебательной системы.
В случае u < ap, для определения амплитуды стационарных колебаний имеем прибли-

женную зависимость ap ≈ u, а стационарные значения скорости u определяется уравнени-
ем (8) с учетом выражения для нагрузки

S(u) = r0T0[(1 + BT) + π–1(3π – 2ψ*)], 
которое следует из третьего уравнения (6b) при 0.u =  

Устойчивость стационарных движений

Для определения устойчивости стационарных колебаний системы составляем уравне-
ния в вариациях для уравнений (6), для чего пользуемся критериями Рауса – Гурвица. В 
результате получаем следующие условия: 

D1 > 0, D3 > 0, D1D2 – D3 > 0,

где D1 = –(b11 + b22 + b33), D2 = b11b33 + b11b22 + b22b33 – b23b32 – b12b21 – b13b31, D3 = b11b23b32 + 
+ b12b21b33 + b22b13b31 – b11b22b33 – b12b23b31 – b13b21b32.

В случае скоростей u ≥ ap имеем выражения вида 

{ }

( )

2
0 0

0
0

0

2 2 20
0 0

3

2

3

3 3

13

1

11 12

21 22 3 3

23

32 33

, ,

1, 4 (3 ) 3 sin 2 ,
2 8

1 2 sin cos 2 ,
4

1 1sin cos 2 , cos sin

 0,

 0,

2 .
2 2

T T

T

r r TB Bb Q r T b
I u I a

T kb a b p k T N a p h b

b

b

a
m u pm

b ba
pm

b ba b ba
pma pma

∂ ∂ = − = − ∂ ∂ 
∂  = = − + α − − ξ ∂

 = λ ξ

=

=+ ξ 

 = − λ ξ − ξ = λ ξ − ξ 

 

В случае u < ap изменяются лишь коэффициенты, и выражения имеют вид
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{ }

2
0 0 0

0
0 0

0

0
0 2

2 2 2 0
0 0

11 122 2 2 2 2 2

21 2 2 2 2

2

22 3 3 2 2 2 2 2

2 2, ,

4 ,
2

21 4 (3 ) 3 sin 2 ,
8

T T

T

r r T r TB B ub Q r T b
I u I aa p u a a p u

uTkab T
m u a p a p u

T ub p k T N a p h ba
pm ma p a p u

   ∂ ∂
= − − = − +   

∂ ∂ π −   π −    
 ∂

= + 
∂ π −  

 = − + α − − ξ −  π −

где 2 2 2
1 3 3 2( 3 3 ),TB u N a p

u
∂

= − α − α − α
∂

2
32

6 ,TB N uap
a

∂
= α

∂ 36 ,Tk u
u

∂
= − α

∂
Q = dM(u/r0)/du.

Расчеты

Для получения информации о влиянии нелинейного параметрического воздействия 
кубического вида на динамику смешанных вынужденных, параметрических и автоколеба-
ний были проведены расчеты с использованием следующих значений параметров: 

ω0 = 1 c–1, b = 0,686 Н·см–1, λ = 0,196 Н, k0 = 0,196 Н·с·см–1, T0 = 4,9 Н,

α1 = 0,84 с·см–1, α3 = 0,18 с3·см–3, r0 = 1 см, I = 9,8 Н·с·см2.

При расчетах амплитуды для коэффициента линеаризации kT было использовано число 
3 3 4,N =  которое получается при значении параметра точности линеаризации r = 1,50. 

Для коэффициента линеаризации BT было использовано число N2 = 3/5 (r = 0,65). Вели-
чины на приведенных далее рисунках и связанных с ним текстах нормализованы.

На рис. 2 представлены амплитудно-частотные кривые a(ν), полученные при расчетах 
на основе уравнения (7). Горизонтальные линии с обозначением aa указывают уровень 
величин амплитуд автоколебаний, которые имеют место при скоростях u = 1,14 и 1,20.

Горизонтальный участок на кривой синего цвета (см. рис. 2, а) соответствует при-
ближенной зависимости ap  u = 1,14. Колебания устойчивы при характеристиках 
источника энергии, крутизна Q которых находится в пределах заштрихованного сектора 
(Q = dM(u/r0)/du).

Рис. 2. Амплитудно-частотные зависимости при скоростях u = 1,14 (a) и 1,20 (b). 
Кривые синего цвета приведены для сравнения и представляют линейное параметрическое воздействие 
вида xcos(νt). Горизонтальные линии с обозначением aa указывают уровень величин амплитуд 

автоколебаний. Заштрихованные секторы отражают крутизну Q характеристики источника энергии 
(Q = dM(u/r0)/du) и соответствуют устойчивым амплитудам (в точке А и других позициях)

a) b)
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Кривые синего цвета представляют линейное параметрическое воздействие xcos(νt) и 
приведены с целью сравнения с нелинейным воздействием x3cos(νt). Это сравнение пока-
зывает разницу влияния линейного и нелинейного параметрических возбуждений на ди-
намику системы. При этих возбуждениях различаются уровни амплитуд и формы кривых 
возбуждения, а также значения ширины областей резонанса. Возможно также различие 
в количестве амплитуд на одной и той же частоте. Например, на рис. 2, а видно, что у 
частот около точки А при линейном возбуждении имеется три амплитуды, а при нели-
нейном – 4. В то же время рис. 2, b показывает, что при нелинейном параметрическом 
возбуждении отсутствуют частоты, при которых имеется более одной амплитуды, а при 
линейном они присутствуют. 

Решение дифференциальных уравнений (1) было получено также численно. Характе-
ристика источника энергии для решения была принята в виде

0( ) .M M Qϕ = − ϕ 

Крутизна варьировалась в пределах 0 < Q ≤ 20, где значение Q = 20 соответствует 
углу, равному приблизительно 87°. Для примера на рис. 3 представлен один из графиков, 
который отражает одно из решений, полученных при разных значениях параметров M0, 
Q, p. Числа в рамочках (шрифт голубого цвета) выданы программой вычисления. В слу-
чае решения, представленного на рис. 3, были взяты значения параметров M0 = 5,9889, 

Рис. 3. Зависимости х(t) и ( )tϕ  при значениях 
параметров двигателя M0 = 5,9889, Q = 5. 

Данные получены при p = 1

Q = 5, которые позволили выйти на режим 
со средним значением скорости вращения 
ротора двигателя 1,1401ϕ =  (в рамочке на 
графике использовано обозначение Y); этот 
режим достаточно хорошо соответствует 
скорости u = 1,14. Для амплитуды (Y в ра-
мочках на графике) было получено значе-
ние а ≈ 0,991, близкое к значению 1,07, по-
лученному в результате решения уравнения 
(7).

Было также изучено влияние параметров 
M0, Q, характеризующих источник энергии, 
на протекание динамических процессов. 
Как было отмечено выше, решения урав-
нений для случаев u ≥ ap, u < ap принци-
пиально различны и существует некоторое 
граничное значение скорости uΓ, разделяю-
щее эти случаи. При граничном значении 
скорости uΓ в системе возможен переход из 
одного состояния в другое. Это зависит от 
крутизны характеристики источника энер-
гии, ее расположения относительно кривой 
нагрузки на источник. Переход имеет место 
при пологих характеристиках ( )M ϕ  и свя-
зан с нагрузкой S(u) на источник энергии 
со стороны колебательной системы, зави-
сящей от функции (2), выраженный урав-
нением (8).

В качестве примера на рис. 4 представ-
лен график указанного перехода при опре-
деленных значениях параметров двигате-
ля и характеристики источника энергии. 
При одном и том же значении крутизны 
Q = 0,4986 (угол наклона составляет около 
26º), весьма малая (1·10–10) разница значе-
ний M0, равных 0,8780994694 и 0,8780994695, 
приводит к кардинальному изменению 

Рис. 4. Временная динамика координаты х и 
скорости вращения ротора двигателя ϕ  при 

его характеристике M0 = 0,8780994695.
Данные получены при p = 1
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Рис. 5. Зависимости нагрузки S и моментной 
характеристики M от скорости u в ее узком 

диапазоне изменения; 
uΓ – граничное значение скорости

динамики системы. При первом из значе-
ний M0 переход не совершается, а при вто-
ром происходит скачкообразный переход из 
одного динамического состояния в другое с 
изменением значений скорости источника 
и амплитуды колебаний. 

Как уже было отмечено выше, амплитуда 
стационарных колебаний при u < ap опре-
деляется приближенной зависимостью ap ≈ 
u. Поскольку нагрузка на источник энергии 
зависит от амплитуды колебаний, ее графи-
ки при условиях u ≥ ap и u < ap различа-
ются. На рис. 5 схематически представлены 
лишь фрагменты кривых, отражающих за-
висимости нагрузки S и моментной харак-

теристики M от скорости u, на узком диапазоне изменения u, в котором имеет место пе-
реход из точки A в точку B (соответствует данным на рис. 4) при фиксированной позиции 
характеристики источника энергии на граничной скорости uΓ, соответствующей точке А. 
Разные переходы с описанием полного графика нагрузки для различных классов колеба-
ний обстоятельно изложены в монографии [1], поэтому здесь не представлены.

Помимо представленных в настоящей статье результатов, были также численно реше-
ны дифференциальные уравнения (6). Результаты здесь не приведены ввиду ограничен-
ного объема статьи. Отметим лишь то, что получено хорошее согласие результатов этих 
решений с таковыми для уравнений (7). 

Заключение

Как следует из результатов, полученных в настоящем исследовании, нелинейное па-
раметрическое возбуждение обладает специфическими особенностями, по сравнению с 
линейным параметрическим. Эти особенности следующие:

оно значительно изменяет форму амплитудных кривых;
оказывает существенное влияние на устойчивость колебаний. 
Сравнение результатов по этим возбуждениям показывает, что при взаимодействии 

колебательной системы с нелинейным параметрическим возбуждением (в случае источ-
ника энергии ограниченной мощности) возникает ряд эффектов такого же характера, как 
при линейном параметрическом возбуждении. Представляется нецелесообразным изла-
гать здесь характер этих эффектов, поскольку их основательное и подробное описание 
представлено в монографии [1].
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Аннотация. В статье обсуждается эффективный алгоритм получения приближенных 
полиномиальных решений для линейных обыкновенных дифференциальных уравнений 
и систем линейных обыкновенных дифференциальных уравнений с полиномиальными 
коэффициентами и полиномиальными правыми функциями. Алгоритм является 
усовершенствованной версией тау-метода К. Ланцоша и дает возможность получать 
оптимальное отклонение приближенного решения от точного в соответствии с 
минимаксной нормой для заданного отрезка. При незначительной модификации 
алгоритм позволяет находить приближенные выражения для производных точных 
решений с существенно большей точностью, чем способны обеспечивать производные 
приближенных решений.

Ключевые слова: минимаксная норма, полином Чебышева, оптимальная 
аппроксимация, линейное обыкновенное дифференциальное уравнение, тау-метод

Финансирование: Исследование выполнено в рамках Государственного задания 
Министерства науки и высшего образования Российской Федерации (номер 075-00444-
25-00).

Для цитирования: Буляница А. Л., Бердников А. С., Евстрапов А. А. Оптимизированный 
тау-метод Ланцоша // Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические 
науки. 2025. Т. 18. № 3. С. 30–48. DOI: https://doi.org/10.18721/ JPM.18303

Статья открытого доступа, распространяемая по лицензии CC BY-NC 4.0 (https://
creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/)

Original article
DOI: https://doi.org/10.18721/JPM.18303

AN OPTIMIZED LANCZOS TAU-METHOD 

A. L. Bulyanitsa 1, 2 ✉, A. S. Berdnikov 1, A. A. Evstrapov 1 
1 Institute for Analytical Instrumentation of RAS, St. Petersburg, Russia;

2 Peter the Great St. Petersburg Polytechnic University, St. Petersburg, Russia
✉ antbulyan@yandex.ru

Abstract. The paper puts forward an effective algorithm for producing approximate poly-
nomial solutions for linear ordinary differential equations (LODEs) and sets of LODEs with 
polynomial coefficients and polynomial right-hand side functions. The algorithm is an upgrad-
ed version of the Lanczos Tau-method and provides the optimal deviation of the approximate 
solution from the exact one according to the minimax norm for a given interval. With minor 
modification, the algorithm allows one to find approximate expressions for the derivatives of 
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Введение

Тау-метод1 Ланцоша позволяет получать приближенные полиномиальные решения 
для линейных обыкновенных дифференциальных уравнений с полиномиальными коэф-
фициентами и полиномиальными правыми частями [1, 2]. Эти решения должны быть 
максимально точными на рассматриваемом конечном отрезке в соответствии с минимак-
сной нормой, что является противоположностью приближения методами наименьших 
квадратов и/или рядами ортогональных полиномов различных типов [3 – 5].

В данной статье рассматриваются причины, по которым полиномиальные решения, 
получаемые с помощью исходного алгоритма Ланцоша, могут оказаться неоптимальными 
и предлагаются эффективные пути улучшения алгоритма. Общие теоретические сообра-
жения подкрепляются численными примерами.

Первоначально тау-метод был предложен в статье [1] и впоследствии подробно изло-
жен в монографии [2] с большим количеством иллюстративных примеров. В статье [6] 
приведены базовые математические определения, которые позволяют строго представить 
этот метод. Публикация [7] рассматривает случай разбиения отрезка на малые отрезки и 
последующего применения тау-метода к каждому малому отрезку для получения гладкого 
и точного приближенного кусочно-полиномиального решения. 

Другой путь повышения точности этого метода раскрыт в статье [8]. Рекуррентные 
схемы тау-метода, когда степень аппроксимирующего полинома увеличивается шаг за 
шагом, без его пересчета с нуля, рассмотрены в работах [9, 10]. Анализ погрешностей 
приближенных решений обсуждается в публикациях [11, 12]. Распространение тау-метода 
на линейные дифференциальные уравнения с коэффициентами, отличными от полино-
миальных, на нелинейные дифференциальные уравнения, уравнения в частных произво-
дных и т. п., рассмотрены в статьях [13 – 15].

Возрождение интереса к задачам, связанным с различными методами формирования 
приближенных решений обыкновенных дифференциальных уравнений, систем, инте-
гральных уравнений и других объектов, подтверждается публикациями последних лет. 
При этом также используется тау-метод Ланцоша, однако с построением смещенного ба-
зиса Лежандра при решении систем с временной задержкой [16]; применяется аппрокси-
мация дифференциальных операторов (так же, как и у нас) с использованием смещенных 
полиномов Чебышева [17], представлены варианты разложения функций по полиномам 
Эрмита и Лагерра [18]. 

1 Название «тау-метод» предложено и введено в обращение Корнелиусом Ланцошем (венгерский физик 
и математик) в его работе [1] на том основании, что дополнительные свободные множители для поли-
номов Чебышева в правой части дифференциальных уравнений он обозначал греческими буквами τ с 
нижними индексами.
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Помимо этого, разработаны специальные программные средства Tau Toolbox2, в част-
ности для решения обыкновенных дифференциальных уравнений (в том числе нелиней-
ных) и их систем, а также интегральных уравнений [19 – 21]. Статьи [22, 23] содержат 
ссылки на применение этих программных средств при разложении решений по полино-
мам Соболева и решении сингулярных интегральных уравнений. В работе [24] ищутся 
коэффициенты аппроксимирующих формул при достижении чебышевского альтернанса. 
Этот подход используется при аппроксимации функций Ферми – Дирака на основе ите-
рационной процедуры.

В последние годы появляются научные публикации, посвященные чебышевским при-
ближениям функций [25, 26], а также учебные пособия, рассматривающие более широкий 
круг вопросов, относящихся к поиску приближенных решений и обоснованию их свойств 
[27 – 29]. 

Таким образом, интерес к рассматриваемой тематике не ослабевает, что подтверждает 
актуальность рассматриваемой авторами научной задачи.

Тау-метод изначально был сформулирован как способ аппроксимации специальных 
функций математической физики, которые можно было бы выразить с помощью про-
стых дифференциальных уравнений. В настоящее время этот метод становится мощным и 
точным инструментом для численного решения сложных дифференциальных и функци-
ональных уравнений. Идея, предложенная К. Ланцошем, заключается в аппроксимации 
решения заданной задачи путем вычисления точного решения некоторой приближенной 
задачи, близкой к исходной. На этом пути решение дифференциального уравнения ап-
проксимируется полиномом, который является точным решением дифференциального 
уравнения, полученного добавлением полиномиальных членов возмущения к его правой 
части. Члены возмущения выбираются так, чтобы гарантировать существование аналити-
ческого полиномиального решения возмущенного уравнения.

Если коэффициенты уравнения, и/или начальные условия, и/или границы отрезка за-
висят от каких-либо параметров, то на выходе получается алгебраическое выражение, 
зависящее от этих параметров. Это несомненное преимущество тау-метода, по сравнению 
с классическими численными методами, которые выдают индивидуальные решения при 
фиксированных числовых значениях параметров. Его использование может существенно 
упростить исследование и достичь оптимизации решений дифференциальных уравнений, 
зависящих от параметров. 

Следующий раздел содержит различные определения и теоремы, которые использова-
ны далее для этого исследования. 

Раздел «Пример решения уравнения тау-методом» иллюстрирует работу тау-метода 
Ланцоша; здесь решается линейное дифференциальное уравнение с полиномиальными 
коэффициентами и известным аналитическим неполиномиальным решением. 

В разделе «Различие погрешностей и невязок» проанализирована принципиальная раз-
ница между погрешностью (расхождением между точным и приближенным решениями) 
и дифференциальной невязкой (паразитным значением правой части дифференциального 
уравнения после подстановки приближенного решения). Минимизация дифференциаль-
ной невязки не эквивалентна минимизации погрешности, и поэтому полиномы Чебы-
шева или некоторые другие ортогональные полиномы, используемые для минимизации 
дифференциальной невязки, не дают оптимального приближенного решения.

В следующим за ним разделе описан оптимизированный тау-метод для решения при-
веденных линейных дифференциальных уравнений с полиномиальными коэффициента-
ми. Интегральная форма линейного дифференциального уравнения и теорема Пикара 
позволяют доказать утверждение, что невязка интегральной формы пропорциональна по-
грешности приближенного решения. Следовательно, если возмущение интегральной фор-
мы является суммой полиномов Чебышева, то приближенное решение, полученное тау- 
методом, близко к оптимальному. Оптимизированный тау-метод вносит возмущение как 
в правую часть дифференциального уравнения, так и в начальные условия приближенно-
го решения (последнее существенно отличается от исходного тау-метода).

2 Пакет можно загрузить с сайта https://bitbucket.org/tautoolbox/tautoolbox/src/main/.



33

Математическая физика

В разделе «Обсуждение достигнутых результатов» сопоставляются использованные 
подходы к проблеме и анализируются полученные преимущества предлагаемой модифи-
кации метода. 

В заключении статьи кратко сформулированы основные итоги работы.

Необходимые определения и общие теоремы

В этом разделе содержатся определения и общие теоремы, используемые далее в этом 
исследовании. Подробности и доказательства соответствующих утверждений можно най-
ти в книгах [3 – 5]. 

Определение 1. Полином вида

P(x) = a0 + a1x + … + anx
n

степени n является минимаксным приближением заданной функции f(x) с заданным ве-
сом w(x) ≠ 0 на заданном отрезке x[xa, xb], если P(x) есть решение вариационной задачи

[ ]
( ) ( ) ( )( )

,
max min,

a bx x x
w x f x P x

∈
− →                                   (1)

где минимизация выполняется по всем возможным наборам коэффициентов a0, a1, …, 
an−1, an. 

Определение 2. Приведенный полином вида

P(x) = a0 + a1x + …+ an–1x
n–1 + xn

степени n называется полиномом, наименее уклоняющимся от нуля на заданном отрезке 
x[xa, xb] с заданным весом w(x) ≠ 0, если P(x) есть решение вариационной задачи 

[ ]
( ) ( )

,
max min,

a bx x x
w x P x

∈
→                                          (2)

где минимизация производится по всем возможным наборам коэффициентов a0, a1, …, 
an−1.

Младшая часть a0 + a1x + …+ an–1xn–1 полинома степени n, наименее уклоняющегося от 
нуля, является полиномом степени n – 1, обеспечивающим минимаксное приближение 
(решение вариационной задачи (1)) для функции f(x) = –xn с весом w(x).

Определение 3. Набор из m точек 

x1 < x2 < …< xm

называется чебышевским альтернансом размера m для функции h(x) на отрезке [xa, xb], 
если точки xk[xa, xb] являются чередующимися локальными минимумами и максимумами 
h(x) с равными абсолютными значениями, так что 

h(xk) = (–1)kε и |ε| = max|h(x)| для x[xa, xb].

Теорема 1 (теорема Валле Пуссена). Предположим, что имеется многочлен Q(x) сте-
пени n, функция f(x), отрезок [xa, xb] и весовая функция w(x) ≠ 0. Предположим также, что 
имеется n + 2 точек (альтернанс Валле Пуссена)

xa ≤ x1 < x2 < … < xn+2 ≤ xb,
в которых выражение w(x)[f(x) – Q(x)] имеет ненулевые значения с чередующимися знаками: 

+λ1, –λ2, …, + (–1)n+2 λn+2

(предполагается, что для k λk > 0). 
Если λ – минимаксное отклонение от нуля для 

w(x) [f(x) – P(x)],
где оптимальный полином P(x) есть решение вариационной задачи (1), то

λ ≥ min{λ1, λ2, …, λn+2}.
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Если указанные точки xk также являются локальными минимумами и максимумами для 
w(x)[f(x) – Q(x)], то 

λ ≤ max{λ1, λ2, …, λn+2}.

Теорема 2 (теорема Чебышева об альтернансе). Если существует чебышевский аль-
тернанс размера n + 2 на отрезке [xa, xb] для функции w(x) [f(x) – P(x)], где w(x) ≠ 0 и f(x) 
– заданные функции, а P(x) – многочлен степени n, то этот многочлен P(x) есть един-
ственное решение вариационной задачи (1). Если функции w(x) ≠ 0 и f(x) непрерывны на 
отрезке [xa, xb], то вариационная задача (1) имеет единственное решение P(x), и это решение 
удовлетворяет условию теоремы Чебышева, т. е. для функции w(x)[f(x) – P(x)] существует 
чебышевский альтернанс размерности n + 2 на отрезке [xa, xb]. 

Теорема 3 (критерий Чебышева). Если для функции w(x)P(x) существует чебышевский 
альтернанс размера n +1 на отрезке [xa, xb], где w(x) ≠ 0 – заданная функция, а P(x) – 
многочлен степени n со старшим коэффициентом, равным единице, то многочлен P(x) есть 
единственное решение вариационной задачи (2), т. е. многочлен, наименее уклоняющийся от 
нуля. Если функция w(x) ≠ 0 непрерывна на отрезке [xa, xb], то вариационная задача (2) имеет 
единственное решение и это решение удовлетворяет критерию Чебышева, т. е. для функции 
w(x)P(x) существует чебышевский альтернанс размера n + 1 на отрезке [xa, xb]. 

Алгоритмы, позволяющие вычислять полиномы для минимаксных приближений, и по-
линомы, наименее уклоняющиеся от нуля при заданном весе w(x) ≠ 0 на заданном отрезке 
[xa, xb], рассмотрены в работах [30 – 32].

Определение 4. Полиномы Tn(x) степени n, определяемые как

Tn(x) = cos(n arccos x)
для –1 ≤ x ≤ +1, называются полиномами Чебышева первого рода.

В соответствии с определением 2 и теоремой 3 полиномы Tn(x)/2n–1 являются поли-
номами степени n, наименее уклоняющимися от нуля на отрезке x  [–1, +1] с весом  
w(x) = 1. Величина уклонения равна 1/2n–1.

Определение 5. Пусть имеется обыкновенное дифференциальное уравнение вида

L[x(t)] = 0,

где L[x(t)] – некоторый дифференциальный оператор. 
Если для тестовой функции x(t) справедливо равенство 

L[x(t)] = Q(t),
то Q(t) называется дифференциальной невязкой x(t).

Определение 6. Пусть имеется интегральное уравнение

x(t) = K[x(t)],
эквивалентное дифференциальному уравнению

L[x(t)] = 0,
где K[x(t)] – некоторый интегральный оператор. 

Если для пробной функции x(t) справедливо равенство 

x(t) – K[x(t)] = R(t),
то R(t) называется интегральной невязкой x(t). 

Определение 7. Пусть имеется обыкновенное дифференциальное уравнение

L[x(t)] = 0,
причем x*(t) – точное решение уравнения. Если x(t) – приближенное решение уравнения, 
то разность 

∆x(t) = x(t) – x*(t)

называется погрешностью приближенного решения x(t). 
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Замечание 1. Аналогичным образом вводятся дифференциальные невязки, интеграль-
ные невязки и погрешности для систем обыкновенных дифференциальных уравнений.

Пример решения уравнения тау-методом

Метод Ланцоша дает приближенные полиномиальные решения на некотором фикси-
рованном отрезке для линейных обыкновенных дифференциальных уравнений с полино-
миальными коэффициентами и полиномиальными правыми функциями вида

L[x(t)] = x(n)(t) + a1(t)x
(n–1)(t) + … + an–1(t)x'(t) + an(t)x(t) – f(t) = 0,

где ak(t), f(t) – полиномы; x(t) – неизвестная функция. 
Для иллюстрации возьмем простой пример:

L[x(t)] = x"(t) + tx'(t) + 2x(t) = 0,                                         
(3)

x(0) = 0, x'(0) = 1.

Точное решение уравнения (3) есть x*(t) = t·exp(–t2/2). Предположим, что точное ре-
шение неизвестно и необходимо найти приближенное решение задачи (3) при 0  t  4. 
Теорема Вейерштрасса об аппроксимации (см., например, монографию [33]) гарантирует, 
что любую непрерывную функцию можно аппроксимировать на фиксированном отрезке 
конечного размера со сколь угодно высокой точностью полиномом соответствующей сте-
пени. Это утверждение служит основой для нахождения приближенного решения в виде 
полинома для рассматриваемой задачи.

Будем искать приближенное решение задачи (3) в форме полинома 7-й степени с нео-
пределенными коэффициентами bk:

x(t) = b0 + b1t + b2t
2 + …+ b7t

7.                                   (4)

После подстановки выражения (4) в уравнение (3) правая часть (дифференциальная 
невязка) оказывается многочленом:

Q(t) = (2b0 + 2b2) + (3b1+ 6b3)t + (4b2 + 12b4)t2 + (5b3+20b5)t3 +

+ (6b4+ 30b6)t4 + (7b5 + 42b7)t5 + 8b6t6 + 9b7t7.                         
(5)

Нам нужно сделать дифференциальную невязку (5) максимально близкой к нулю; 
например, удовлетворить условие Q(t) ≡ 0. Однако это возможно только тогда, когда точ-
ное решение уравнения является полиномом требуемой (или меньшей) степени. Утверж-
дение «сделать невязку максимально малой» четко не определено и не может считаться 

Рис. 1. Точное (x*(t)) и приближенное (x(t)) 
решения дифференциального уравнения (3) 
(тонкая и жирная линии, соответственно); 
коэффициенты полинома x(t) определены 

формулами (6)

однозначным в математическом смысле. 
Например, мы можем приравнять нулю как 
можно больше коэффициентов при мень-
ших степенях невязки (5) при условии, что 
некоторые коэффициенты используются 
для удовлетворения начальных условий. 
Для невязки (5) этого оказывается доста-
точно, чтобы исключить члены с множите-
лями 1, t, t2, t3, t4, t5 и даже t6. Тогда решение 
таково:

b0 = b2 = b4 = b6 = 0, b1 = 1, 
b3 = –1/2, b5 = 1/8, b7 = –1/48,       (6)

Q(t) = –3/16t7.
Как и следовало ожидать, этот результат 

представляет собой усеченный ряд Тей-
лора для функции t·exp(–t2/2). На рис. 1 
показано сравнение точного решения с  
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приближенным полиномиальным решением (4) с коэффициентами (6) для t  [0, 4]. Оче-
видно, что это решение неудовлетворительное, несмотря на высокую степень полинома.

Одна из возможных причин неудачи заключается в том, что хотя дифференциаль-
ная невязка Q(t) = –3t7/16 мала вблизи точки t = 0, эта невязка неоправданно велика в 
окрестности точки t = 4. По-видимому, если потребовать, чтобы невязка была примерно 
одинаковой на всем отрезке, то можно было бы ожидать существенно лучшего результата. 

Первый шаг, предложенный К. Ланцошем, – это удаление плохо определенных эмпи-
рических условий. При новой формулировке задачи необходимо найти коэффициенты b0, 
b1 – b7, τ6, τ7, для которых функция (5) удовлетворяет условиям

x(0) = 0, x'(0) = 1, L[x(t)]  τ6t
6 + τ7t

7.
Задача, по сути, не изменилась, но теперь система уравнений хорошо определена с ал-

гебраической точки зрения. Соответствующая система линейных уравнений имеет един-
ственное решение. Естественно, это решение совпадает с решением (6).

Следующий важный шаг, предложенный К. Ланцошем, заключается в замене диффе-
ренциальной невязки τ6t

6+τ7t
7 (т. е. функции, которая мала на одном конце отрезка, но 

велика на его другом конце) дифференциальной невязкой

( ) ( )6 6 7 7 ,T t T tτ + τ  

где ( ) ( )6 7,T t T t – преобразованные полиномы Чебышева T6(t) и T7(t) соответствующей сте-
пени [2, 34, 35]. 

Эти полиномы перемасштабированы от t  [–1, +1] до t  [0, 4] и наименее отклоняют-
ся от нуля на отрезке t  [0, 4]:

 ( ) ( )7 76 6 , 1 ,
2

1
2

tT t TtT t T    = −     
= −

T6(τ) = 32τ6 – 48τ4 + 18τ2 – 1,

T7(τ) = 64τ7 – 112τ5 + 56τ3 – 7τ.

Теперь дифференциальная невязка Q(t) в правой части уравнения примерно одинакова 
во всех точках рассматриваемого отрезка. Тогда логично предположить, что погрешность 
приближенного решения также примерно одинакова на всем отрезке. В пользу этой ги-
потезы говорит равенство нулю погрешности приближенного решения во всех точках от-
резка при условии равенства нулю невязки Q(t) во всех его точках. Однако минимизация 
невязки не обязательно означает минимизацию погрешности (см. пример ниже).

Решение (4), полученное для уравнения (3) с использованием тау-метода Ланцоша, 
содержит следующие коэффициенты:

b0 = 0, b1 = 1,000000000, b2  0,052400600, b3  –0,880052000,
b4  0,442647000, b5  –0,091658100,                                       (7)
b6  0,006894820, b7  –0,000023572.

Рис. 2 иллюстрирует расхождение точного и приближенного полиномиальных реше-
ний (4) с коэффициентами (7), полученных с помощью тау-метода Ланцоша. Приближен-
ное решение x(t) лежит в диапазоне 0 – 0,6 при максимальной погрешности на отрезке  
t  [0, 4] равной 0,012. Графики точного и приближенного решений визуально практи-
чески неразличимы. На рис. 2 представлены графики погрешности и дифференциальной 
невязки. Видно, что точность приближенного решения, полученного с помощью тау-ме-
тода Ланцоша, вполне удовлетворительна.

В монографии [34] показано, что при разложении приближенного решения в усечен-
ный ряд Чебышева во многих случаях приближенное решение оказывается точнее, чем 
при использовании метода Ланцоша. Однако приближенные решения, полученные с по-
мощью усеченного ряда Чебышева, также не гарантируют максимально возможной точ-
ности. Цель же данного исследования – это создание такой модификации тау-метода 
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Ланцоша, которая бы обеспечивала максимально возможную точность приближенного 
решения.

а) b)

Рис. 2. Погрешность приближенного решения, полученного тау-методом 
Ланцоша (a) и его дифференциальная невязка (b)

Действительно, небольшая (по минимаксной норме) дифференциальная невязка в 
дифференциальном уравнении не означает небольшой минимаксной погрешности реше-
ния. В качестве примера рассмотрим уравнение y"(t) + y(t) = 0 с точным решением

y*(t) = c1cos t + c2sin t
и уравнение z"(t) + z(t) = ε·sin t с точным решением

z*(t) = c1cos t + c2sin t – ε(t·cos t – sin t)/2.

Независимо от того, насколько мала во втором уравнении дифференциальная невязка 
Q(t) = ε·sint, разница между этими двумя решениями с одинаковыми начальными услови-
ями становится сколь угодно большой по мере увеличения отрезка t  [0, T].

Различие погрешностей и невязок

Погрешность x(t) – это разность между точным решением x*(t) и приближенным ре-
шением x(t). Дифференциальная невязка Q(t) – это отклонение правой части дифферен-
циального уравнения при подстановке приближенного решения. Теорема о единственно-
сти решения для обыкновенных дифференциальных уравнений гласит:

«Если дифференциальная невязка равна нулю везде, то и погрешность равна нулю везде, и 
наоборот». 

Тау-метод Ланцоша – это попытка сделать дифференциальную невязку как можно 
ближе к нулю, в предположении, что это сохраняет погрешность как можно ближе к 
нулю. Как было показано выше, это утверждение неверно. 

Для нахождения связи между погрешностью и дифференциальной невязкой необходи-
мо использовать интегральную форму уравнения. Предположим, что имеется уравнение

y(n)(t) + c1(t)y
(n–1)(t) + … + cn(t)y + c(t) = 0,                                (8)

где c1(t), c2(t), …, cn(t) и c(t) непрерывны на отрезке t  [t0, T]. 
Уравнение (8) эквивалентно уравнению

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

1
1 0

0 0 0 0

1
1

...
1 !

... ... ... ,

n
n

t t
n

n
t t

t t
y t y y t t y

n

c t y t c t y t c t dt dt

−
−

−

−
′= + − + + −

−

 − + + + ∫ ∫
                       (9)

где ( 1) ( 1)
0 0 0 0 0 0( ) , ( ) ,..., ( )n ny t y y t y y t y− −′ ′= = = −  начальные условия для уравнения (8).

Теорема Пикара [36] о существовании и единственности решения обыкновенного ли-
нейного дифференциального уравнения использует, в частности, рекуррентную последо-
вательность функций yk(t), определяемых равенствами
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yk+1(t) = N[yk(t)],                                                     (10)

где N[y(t)] – интегральный оператор в правой части выражения (9).
Независимо от начальной функции y0(t) и размера рассматриваемого конечного от-

резка t  [t0, T], итерации быстро сходятся к решению интегрального уравнения (9), т. е. 
к решению y(t) дифференциального уравнения (8). Указанное решение единственно и 
определено для любого t  [t0, T]. 

Анализ доказательства теоремы Пикара показывает, что

[ ]
( ) ( )

[ ]
( ) ( )

0 0
1, ,

max max ,k k kt t T t t T
y t y t C y t y t+∈ ∈

− ≤ −                         (11)

где константа C определяется только коэффициентами уравнения (8) и отрезком [t0, T]. 
Более точная оценка приводит к равенству C = C0/k!

Важно, что константа C в уравнении (11) не зависит от выбора начальной функции 
y0(t), цепочки функций yk(t) или решения y(t).

Этот результат можно сформулировать следующим образом. 
Теорема 4 (об интегральной невязке). Предположим, что y(t) = N[y(t)] – интегральное 

уравнение (9), полученное из дифференциального уравнения (8); y(t), z(t) – точное и прибли-
женное решения уравнений (8) и (9), соответственно; R(t) – интегральная невязка для z(t), 
заданная соотношением 

z(t) = N[z(t)] + R(t).                                           (12)
Тогда погрешность y(t) – z(t) удовлетворяет соотношению

[ ]
( ) ( )

[ ]
( )

0 0, ,
max max ,
t t T t t T

y t z t C R t
∈ ∈

− ≤                                (13)

где постоянная C определяется только коэффициентами уравнения (8) и отрезком [t0, T].
Дока з а т ельс тво . Интегрирование по частям дает соотношения
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∫ ∫ ∫  

Интегральное уравнение (9) преобразуется в эквивалентное интегральное уравнение 
вида

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
0 0 0

1 2 ... ,
t t t

n
t t t

y t H t dt h t y t dt h t y t dt h t y t c t
   = + + + + +  

    
∫ ∫ ∫  
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где hk(t) – некоторые непрерывные функции (например, полиномы), определяемые ко-
эффициентами ck(t) после интегрирования по частям; H(t) –многочлен степени n – 1 с 
коэффициентами, выраженными сложным образом через значения известных функций 
(коэффициентов уравнения и их производных) при t = t0 и известные начальные условия 
для y(t). 

Важно, что H(t) не зависит от неизвестного решения y(t).
Итерации 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
0 0 0

1 1 2 ...
t t t

k k k n k
t t t

y t H t dt h t y t dt h t y t dt h t y t c t+

   = + + + + +  
    

∫ ∫ ∫  

быстро сходятся при любом начальном условии y0(t). Чтобы доказать это, введем обозна-
чения

∆yk(t) = yk+1(t) – yk(t), [ ]
( )

[ ]
( )

0 0
0, ,

max , max .k kt t T t t T
M y t H h t

∈ ∈
= ∆ =  

Итерации для ∆yk(t) имеют вид

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

1 1 2 ... ,
t t t

k k k n k
t t t

y t dt h t y t dt h t y t h t y t dt+

   ∆ = ∆ + ∆ + + ∆  
    

∫ ∫ ∫  

откуда можно получить следующие оценки для отрезка t  [t0, T]:
|∆y0(t)| ≤ M,
|∆y1(t)| ≤ M(∆TH1∆t + ∆T2H2∆t2/2! + … + ∆TnHn∆tn/n!) ≤ MG∆t,
|∆y2(t)| ≤ MG(∆TH1∆t2/2! +∆T2H2∆t3/3! + …) ≤ MG2∆t2/2!

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
|∆yk(t)| ≤ MGk∆tk/k!,

где ∆t = (t – t0)/∆T, ∆T = T – t0; 0 ≤ ∆t ≤ 1, G – константа:

G =∆TH1 + ∆T2H2 + … + ∆Tn Hn.
Последовательность итерационных значений

yk+1(t) = y0(t) + ∆y0(t) + ∆y1(t) + … + ∆yk(t)
сходится равномерно на отрезке t  [t0, T], поскольку сумма приращений ∆yk(t) мажори-
руется абсолютно и равномерно сходящимся рядом: 

|∆y0(t) + ∆y1(t) + … + ∆yk(t)| ≤ |∆y0(t)| + |∆y1(t)| + … + |∆yk(t)| + … ≤ M exp(G∆t).
Следовательно, существует предел yk+1(t) → y(t); он дает решение y(t) интегрального 

уравнения (9) и дифференциального уравнения (8), а также оценку погрешности:

|y(t) – y0(t)| ≤ |∆y0(t)| + |∆y1(t)| + … +|∆yk(t)| +…≤ M exp(G∆t) ≤ MC,           (14)

хотя это и может оказаться очень грубой оценкой константы C, используемой в неравен-
стве (12).

Пусть y0(t) = z(t), где z(t) удовлетворяет соотношению (12). Тогда справедливы равен-
ства

y1(t) = N[z(t)] = z(t) – R(t), ∆y0(t) = y1(t) – y0(t) = –R(t), 

M = max|∆y0(t)| = max|R(t)|.

Объединяя это соотношение с уравнением (14), получаем соотношение (12). 
Теорема 4 доказана. 
Это доказательство имеет значительное сходство с доказательством теоремы Пика-

ра для систем линейных обыкновенных дифференциальных уравнений [30], однако с 
небольшими изменениями. Неравенство (13) означает, что для минимизации разницы 
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между приближенным решением z(t) и точным решением y(t) нам следует минимизиро-
вать модуль функции R(t) в уравнении (12). При возврате от уравнения (9) к уравнению 
(8) равенство (12) преобразуется в равенство

z(n)(t) + c1(t)z
(n–1)(t) + … + cn(t)z + c(t) = Q(t) = dnR(t)/dtn.                    (15)

Уравнение (15) показывает, что для тау-метода дифференциальная невязка является 
n-й производной погрешности с точностью до постоянного множителя (см. неравенство 
(13)). В частности, если сумма полиномов Чебышева используется в качестве возмущения 
для правой части дифференциальных уравнений, как это делается в оригинальном методе 
Ланцоша, то погрешность приближенного решения является n-кратным интегралом от 
суммы, составленной из полиномов Чебышева. Следовательно, для дифференциальных 
уравнений высокого порядка погрешность приближенного решения может быть далека от 
функции, наименее отклоняющейся от нуля. 

Аналогичные утверждения верны для систем линейных обыкновенных дифференци-
альных уравнений с непрерывными коэффициентами.

Оптимизированный тау-метод для решения дифференциальных уравнений

Предположим, что имеется линейное обыкновенное дифференциальное уравнение (8), 
в котором старший коэффициент равен единице, а остальные коэффициенты и свобод-
ный член – это полиномы от независимой переменной. В предыдущем разделе говорится, 
что для получения оптимального приближенного решения следует выбрать правую часть 
в виде

( ) ( ),k k n
k

R t T t+= τ∑                                            (16)

где ( )k nT t+ −  полиномы Чебышева первого рода, наименее уклоняющиеся от нуля, с аргу-
ментом, масштабированным от отрезка [–1, +1] до отрезка [t0, T]; τk – константы, кото-
рые будут определены далее. 

Количество членов в сумме (16) и степени полиномов соответствуют дифференциаль-
ной невязке в правой части дифференциального уравнения (8) после подстановки при-
ближенного полиномиального решения с неопределенными коэффициентами.

При преобразовании интегральной формы
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                 (17)

в дифференциальное уравнение, выходной сигнал равен

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 ... ,n n

n k k
k

z t c t z t c t z c t S t−+ + + + = τ∑                    (18)

где полиномы ( )kS t  определяются как 

( ) ( ) .n n
k k nS t d T t dt+=

Аналогично исходному методу Ланцоша, уравнение (18) позволяет определять как ко-
эффициенты приближенного решения z(t), так и коэффициенты τk. Кроме того, анализ 
уравнения (17) показывает, что начальные условия приближенного решения z(t) должны 
быть рассчитаны как

( ) ( ) ( ) ( )

0 0

0 0 ,
j j

j j k n
kj j

kt t t t

d z t d T t
z y

dt dt
+

= =

= = + τ∑  j = 0, 1, …, n – 1.                (19)

Если объединить уравнения (19) и линейные уравнения, полученные из уравнения 
(18), то можно однозначно найти все неопределенные коэффициенты. Этот результат 
можно сформулировать следующим образом.
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Теорема 5. Пусть оптимизированный тау-метод получен путем объединения соотноше-
ний (18) для дифференциальной невязки приближенного решения z(t) и соотношений (19) для 
начальных условий приближенного решения z(t), где ( ) ( )n n

k k nS t d T t dt+=  и ( )k nT t+ – полино-
мы Чебышева степени k + n, пересчитанные из отрезка [–1, +1] в отрезок [t0, T]. Тогда 
погрешность приближенного решения z(t), вычисленная как точное аналитическое решение 
возмущенной задачи (18), (19), удовлетворяет соотношению

[ ]
( ) ( )

[ ]
( )

0 0, ,
max max ,k k n kt t T t t T k k

y t z t C T t C+∈ ∈
− ≤ τ ≤ τ∑ ∑                      (20)

где константа C в уравнении (20) определяется только коэффициентами уравнения (8) и 
отрезком [t0, T], а приближенное решение z(t), полученное таким образом, близко к опти-
мальному минимаксному приближению точного решения y(t). 

Дока з а т ельс тво . Утверждение теоремы следует непосредственно из Теоремы 4, ес-
ли в качестве интегральной невязки использовать взвешенную сумму масштабированных 
полиномов Чебышева первого рода. Заключительное неравенство в формуле (20) следует 
из равенства единице минимаксной нормы каждого из масштабированных многочленов 
Чебышева на рассматриваемом отрезке. 

Теорема 5 доказана 
Замечание 2. Строго говоря, сумма нескольких масштабированных многочленов  

Чебышева не является многочленом, наименее отклоняющимся от нуля на рассматрива-
емом отрезке и, следовательно, полученное приближенное решение отличается от опти-
мального минимаксного приближения точного решения дифференциального уравнения. 
Отклонение погрешности приближенного решения от погрешности истинного мини-
максного приближения к точному решению y(t) определяется теоремой Валле Пуссена  
(см. Теорему 1) после анализа локальных минимумов и максимумов значения правой 
части в неравенстве (20).

Замечание 3. В случае, когда требуются точные начальные условия, полиномы ( )k nT t+  
представляются в виде

( ) ( ) ( ) ( )*
0 0 0 ,n

k n nT t t t T t t T t+ = − − −    

где ( )*
nT t – полиномы, наименее отклоняющиеся от нуля, с весом tn на нормированном 

отрезке t  [0, 1]. 
Такая процедура дает большую погрешность, но позволяет задавать точные начальные 

условия. Алгоритмы численного вычисления полиномов обсуждаются в работах [25 – 27].
Пример. Рассмотрим приближенное решение задачи (3) в виде полинома

x(t) = c0 + c1t + c2t
2 + c3t

3 + c4t
4 + c5t

5 + c6t
6 + c7t

7.                          (21)

Подставив это решение в уравнение (3), приходим к выводу (см. уравнение (5)), что 
требуются два вспомогательных полинома ( )tS6  и ( )tS7  со старшими членами t6 и t7:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

8 9
6 7 8 8 9 92 2, , 1 , 1 ,

2 2
d T t d T t t tS t S t T t T T t T

dt dt
   = = = − = −   
   

 

T8(τ) = 128τ8 – 256τ6+160τ4 + 32τ2 – 1,
T9(τ) = 256τ9 – 576τ7 + 432τ5 – 120τ3 + 9τ.

С учетом уравнений (19) для начальных условий, получаются следующие соотношения:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

6 6 7 7

6 8 7 9

6 8 7 9

2 ,

0 0 0 0,

0 0 0 1.

x t tx t x t S t S t

x T T

x T T

′′ ′+ + ≡ τ + τ

− τ − τ =

′ ′ ′− τ − τ =

 

Получим следующее решение соответствующей системы линейных уравнений относи-
тельно неизвестных коэффициентов:
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c0  0,00234716, c1  0,92262700,
c2  0,41914500, c3  –1,45266000,                                (22)

 c4  0,78428300, c5  –0,20136600,
 c6  0,02406430, c7  –0,00106550.

Рис. 3 и 4 иллюстрируют точность приближенного решения и его производных первого 
и второго порядков. Поскольку нет визуальных различий между графиками приближен-
ного и точного решений, на рис. 3 такие графики не представлены. Максимальная по-
грешность на отрезке t  [0,4] для приближенного решения равна 0,0023; для производной 
первого порядка погрешность составляет 0,0770; для производной второго порядка по-
грешность по абсолютной величине достигает значения 0,8400.

b)а)

Рис. 3.  Характеристики приближенного решения уравнения (3), 
полученного оптимизированным тау-методом: a – погрешность этого решения, 

b – его дифференциальная невязка

b)а)

d)c)

Рис. 4. Первые (a, b) и вторые (c, d) производные приближенного (x(t))
и точного (x*(t)) решений уравнения (3) (a, c) и погрешности 

этих производных для приближенного решения (b, d). 
Результаты получены оптимизированным тау-методом 
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Обсуждение достигнутых результатов

Как было указано в Замечании 2 к Теореме 5, результат может отличаться от мини-
максного оптимального полинома, если в предлагаемом алгоритме используется более 
одного вспомогательного полинома. Для нахождения истинного оптимального решения 
необходимо рассмотреть общую вариационную задачу, где свободные параметры прибли-
женного решения используются для получения наименее уклоняющегося полинома для 
правой части интегрального уравнения. 

Однако процесс решения такой задачи плохо алгоритмизирован. Замена истинного, 
наименее уклоняющегося полинома в правой части интегрального уравнения суммой по-
линомов Чебышева позволяет свести общую вариационную задачу к простым алгебраи-
ческим вычислениям. Даже если погрешность полученного приближенного решения не 
оказалась истинной минимаксной погрешностью, то эта погрешность все равно достаточ-
но мала.

Несомненным достоинством рассматриваемого алгоритма следует считать его способ-
ность получать приближенные аналитические решения, когда коэффициенты уравнения, 
и/или начальные условия, и/или начальная и конечная точки рассматриваемого отрезка 
являются алгебраическими выражениями, зависящими от параметров. Это позволяет ис-
следовать и оптимизировать решения без численного решения дифференциальных урав-
нений для каждого рассматриваемого набора параметров. 

Заключение

Проведенное исследование позволяет сформулировать следующие обобщающие 
утверждения. 

1. Минимизация дифференциальных невязок линейного дифференциального уравне-
ния n-го порядка или системы линейных дифференциальных уравнений первого порядка 
неэквивалентна минимизации погрешностей приближенных решений. Полиномиальные 
дифференциальные невязки в правых частях уравнений, используемых в методе Ланцо-
ша, должны быть производными n-го порядка полиномов Чебышева, а не самими поли-
номами Чебышева.

2. Использование приближенных начальных условий для приближенных решений дает 
исследователю больше свободы в построении приближенных решений и обеспечивает 
бóльшую точность. Оптимальные вариации начальных условий следуют из анализа не-
вязок интегральной формы, которые представляют собой линейные комбинации мас-
штабированных полиномов Чебышева с абстрактными коэффициентами, вычисляемы-
ми впоследствии из системы линейных алгебраических уравнений оптимизированного  
тау-метода. 

3. Производные приближенных решений – это не лучшие приближения к производным 
точных решений, даже если приближенные решения оказываются лучшими приближе-
ниями к точным решениям. Чтобы получать хорошие приближения для производных 
точных решений, необходимо преобразовывать линейное дифференциальное уравнение с 
полиномиальными коэффициентами в систему линейных дифференциальных уравнений 
первого порядка, а затем применять метод Ланцоша к этой системе. Такой подход также 
вводит больше свободных коэффициентов для варьирования приближенного решения и, 
следовательно, обеспечивает бóльшую точность для самого приближенного решения. 

Исследованию возможностей, предоставляемых заменой одиночного дифференциаль-
ного уравнения системой дифференциальных уравнений в комбинации с оптимизирован-
ным тау-методом, будет посвящена отдельная публикация.

Предложенный подход представляет собой оптимизацию оригинального тау-метода 
Ланцоша по следующим причинам.

Во-первых, новый метод оптимизирует погрешность приближенного решения, тогда 
как оригинальный тау-метод оптимизирует лишь дифференциальную невязку. Однако 
для дифференциальных уравнений высокого порядка погрешность приближенного ре-
шения, вычисляемая как результат многократного повторного интегрирования мини-
мальной дифференциальной невязки, может оказаться очень далекой от минимально до-
стижимой погрешности, если дифференциальная невязка не равна тождественно нулю.  



Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки. 18 (3) 2025

44

Те же соображения справедливы, когда некоторые авторы используют ортогональные 
многочлены иных типов для оптимизации дифференциальных невязок дифференциаль-
ных уравнений.

Во-вторых, предлагаемый метод вводит контролируемое возмущение начальных усло-
вий. Эта функция предоставляет пользователю больше свободы для оптимизации прибли-
женного решения и, как итог, получения результатов с большей точностью. 

В-третьих, ориентированный на погрешность анализ интегральных вычетов показыва-
ет, что уравнения с полиномиальными старшими коэффициентами следует рассматривать 
с помощью скорректированных тау-алгоритмов, чтобы получать хорошую точность для 
приближенных решений.    

Рассмотрению специального варианта оптимизированного тау-метода, ориенти-
рованного на дифференциальные уравнения с полиномиальным старшим коэффициен-
том, будет посвящена отдельная публикация. 
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ДАТЧИК МИКРОМЕТЕОРОИДОВ И ЧАСТИЦ КОСМИЧЕСКОГО 
МУСОРА НА ОСНОВЕ ПЛЕНОЧНОЙ КАТУШКИ ИНДУКТИВНОСТИ
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Аннотация. В работе предложена модель датчика высокоскоростных микрочастиц 
(микрометеороидов и частиц космического мусора) в виде круглой спиральной пленочной 
катушки индуктивности. Конструкция датчика обеспечивает создание частотного 
резонанса, возникающего при разрыве металлической полоски катушки. Полученные 
результаты компьютерного и лабораторного моделирования данной конструкции 
показали, что пленочная катушка пригодна для регистрации высокоскоростных 
микрочастиц размерами более 100 мкм на космических аппаратах типа CubeSаt. Место 
разрыва металлической полоски катушки индуктивности можно определять с помощью 
анализа сдвига резонансной частоты амплитудно-частотной характеристики. При этом 
надежное определение места разрыва становится возможным, если номер разорванного 
витка больше 5.

Ключевые слова: микрометеороид, космический мусор, катушка индуктивности, 
кратер, космический аппарат, лабораторное моделирование
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PARTICLES BASED ON A FILM INDUCTANCE COIL
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Abstract. In the paper, a model of a detector of high-speed microparticles (micrometeoroids 

and space debris) is proposed, made in the form of a round spiral film inductance coil.  The 
design of the gauge ensures the creation of frequency resonance that occurs when the metal 
strip of the coil is broken. The obtained results of a laboratory and computer simulations of the 
detector showed that the film coil is suitable for recording high-speed microparticles larger than 
100 μm on a spacecraft such as CubeSаt. The fracture point of the inductance coil can be found 
by analyzing the shift of the resonant frequency of the amplitude-frequency characteristic. In 
this case, the reliable determination of the point becomes possible if the number of the broken 
turn is greater than 5. 

Keywords: micrometeoroid, space debris, inductance coil, crater, spacecraft, laboratory sim-
ulation
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Введение

При проектировании космических аппаратов необходимо заранее предусмотреть 
влияние факторов космического пространства на элементы конструкции и электрони-
ку. Для этого создаются наземные испытательные лаборатории, проводятся космические 
эксперименты, составляются модели поведения материалов в условиях космического 
пространства. Наряду с разного рода излучениями космической среды (протоны, элек-
троны и др.) на космические аппараты воздействуют частицы космического мусора, а 
также микрометеороиды. Как правило, открытыми элементами космических аппаратов 
(КА), воспринимающими такие воздействия, являются многослойные конструкции с раз-
личными покрытиями (терморегулирующие покрытия, тепловые трубы, теплообменни-
ки, оптические стекла, солнечные батареи, антенны, электровакуумная теплоизоляция и  
т. п.). Воздействия частиц, не вызывающие сквозного пробоя указанных элементов, ве-
дут к деградации их поверхности, что со временем изменяет оптические, электрические, 
механические и другие характеристики, влияющие в целом на работоспособность КА. 
С увеличением срока эксплуатации космических аппаратов проблема регистрации ми-
крометеороидов и все возрастающего количества техногенных частиц, а также защита 
космического аппарата становятся все более актуальными. При этом в последние годы 
наблюдается тенденция увеличения концентрации высокоскоростных техногенных пыле-
вых частиц на околоземных орбитах [1 – 12].

Для контроля распределения микрочастиц (микрометеороидов и частиц космического 
мусора) в околоземном пространстве применяются датчики, работа которых основана на 
разных физических принципах [11 – 15]. Особый интерес представляют датчики, изготов-
ленные с использованием пленок, что позволяет иметь датчик с большой чувствительной 
поверхностью и относительно небольшой массой [13 – 21]. 

В настоящей работе рассмотрена концепция пленочного датчика высокоскоростных 
микрочастиц на основе пленочной спиральной катушки индуктивности, которая позволяет 
определять место удара высокоскоростной микрочастицы с помощью спектрального ана-
лиза полученной информации. При этом используется только один измерительный канал 
вместо большого количества мультиплексоров, как принято в известных аналогах [18].

Описание модели первичного преобразователя 
(без учета паразитных параметров)

В качестве первичного преобразователя датчика высокоскоростных микрочастиц пред-
лагается использовать пленочную катушку индуктивности, выполненную из проводящего 
материала, нанесенного на диэлектрическое основание (рис. 1, a). С другой стороны  
основания его поверхность модифицирована металлизацией. 

Индуктивность такой пленочной круглой спиральной катушки индуктивности можно 
рассчитать по следующей формуле [22 – 28]: 
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Kg = 0,570 – 0,145·ln (W/h),

где L, нГн, – индуктивность катушки; n – количество ее витков; Di, Do, мкм, – ее вну-
тренний и внешний диаметры, соответственно; h, мкм, – толщина диэлектрического  
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основания; W, мкм, – ширина полоска; (некоторые геометрические параметры показаны 
на рис. 1, a); Kg – коэффициент, учитывающий наличие заземляющей плоскости. 

Коэффициент Kg уменьшается по мере приближения к заземляющей плоскости, 
поэтому в работе [24] он был принят равным единице.

a) b)

Рис. 1. Сечения катушек индуктивности без разрыва (а) и с разрывом (b); 
показаны их геометрические параметры. 

На вставке: микрофотография чашевидного углубления (кратера)

При ударе высокоскоростной микрочастицы в металлический полосок происходит  
образование кратера, приводящего к его разрыву (рис. 1, b). Размеры образовавшегося 
кратера можно примерно оценить, если привлечь эмпирические модели, представленные 
в работе [29]:

0,333 0,667
1/ ,pD d K V= ⋅ρ ⋅  

где K1 – коэффициент, значение которого зависит от природы материалов металлическо-
го полоска и микрочастицы; D, d, см, – диаметры кратера и микрочастицы, соответствен-
но; ρp, г/см

3, – плотность ударяющей микрочастицы; V, км/с, – скорость микрочастицы. 
Разрыв металлического полоска приводит к образованию электрической емкости, по-

следовательно подключенной к металлическому полоску (см. рис. 1 и 2). Номинал этой 
емкости можно рассчитать с использованием модели компланарного конденсатора, вы-
полненного на основе микрополосковой линии [30 – 33]:
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где Cg, пФ, – емкость разорванного полоска; me, Ke, Ceven – промежуточные переменные 
при расчете емкости разорванного полоска; Sg, мкм, – ширина разрыва металлического 
полоска, равная диаметру кратера от высокоскоростного соударения; W, см,– ширина ме-
таллического полоска; h, мм, – высота диэлектрической подложки; ε – диэлектрическая 
проницаемость материала, на который нанесен полосок.

Наши предварительные расчеты показали, что емкость компланарного конденсатора 
мала, по сравнению с межвитковой емкостью пленочной катушки индуктивности, поэтому 
приближенно можно оценить Cg как емкость между двумя соседними витками катушки, 
где произошел разрыв (в соответствии с выражениями, приведенными в работах [21, 34]). 
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a) b)

Рис. 2. Схематическое изображение модели компланарного конденсатора, образовавшегося за 
счет разрыва металлического полоска (см. рис. 1) (a) и его эквивалентная схема (b): 

Sg – ширина полоска; Cg – емкость разорванного полоска; Cp – паразитная емкость 
полоска относительно металлизации с другой стороны диэлектрического основания

Таким образом, катушку индуктивности с разрывом (см. рис. 1, 2) можно представить 
в виде двух катушек индуктивности, имеющих взаимную индуктивную связь и соединен-
ных последовательно через электрическую емкость (рис. 3). При этом взаимную индук-
тивность M можно оценить с помощью следующего аналитического выражения [25]:

( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 1
1 2

3 3 5 5 7 73 5 7
2 4

4 1

1 1 1ln 1 1 ,
3 10 28

oDM N N

A A A

µ
= ⋅ ×

π −θ ⋅ ∆ − δ

      × ∆ −δ ⋅ + ∆ −δ ⋅ − + ∆ −δ ⋅ −      θ θ θ      

 

где N1, N2 – числа витков большей и меньшей катушек индуктивности; Do1, Di1, см, – со-
ответственно внешний и внутренний диаметры большой катушки;  do1, di1, см, – соответ-
ственно внешний и внутренний диаметры меньшей катушки (см. рис. 1, b); θ = Do2 / Do1; 
Δ = Di1 / Do1; δ = Di2 / Do1; A3 = 9,870, A5 = 3,701, A7 = 2,313 – коэффициенты, использо-
ванные здесь, взяты из работы [25].

Рис. 3. Эквивалентная схема разорванной 
катушки индуктивности: 

L1, L2 – индуктивности большей и меньшей 
катушек; M – их взаимная индуктивность;  
Cg – емкость (см. рис. 2). Каждая жирная точка 
показывает начало втекания тока в катушку 

индуктивности

Результаты компьютерного моделирования, проведенного по представленным выше 
аналитическим выражениям, представлены на рис. 4. При моделировании учитывалось, 
что внешний диаметр катушки был взят равным 10 см (размеры выбирались так, чтобы 
можно было разместить катушку на внешнюю стенку космического аппарата формата 
CubеSat), внутренний диаметр спирали – 1 см, ширина полоска – 250 мкм, количество 
витков – 90. Индуктивность катушки составила примерно 9,65·10–5 Гн. 

Рис. 4. График изменения нормированного 
импеданса разорванной катушки индуктивности 
при разных парах значений параметров 
(коэффициент k = N/Nmax и емкость Cg, пФ): 
0,7, 0,005 (кривая 1); 0,7, 0,05 (2); 0,5, 0,05 (3); 

0,9, 0,05 (4); 0,7, 0,005 (5)
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Результаты моделирования показали, 
что на высоких частотах полный импеданс 
разорванной катушки индуктивности стре-
мится к импедансу катушки без разрыва. 
При этом четко выделяются резонансные 
частоты, которые зависят от параметров ка-
тушки индуктивности, места разрыва и но-
минала образовавшейся емкости.

Описание модели первичного 
преобразователя с учетом 
паразитных параметров

Каждая реальная катушка индуктивно-
сти обладает паразитными параметрами: 
электрическими емкостью и сопротивлени-
ем, которые можно оценить согласно сле-
дующим выражениям [22, 23] (рис. 5):

Рис. 5. Эквивалентная схема разорванной 
катушки индуктивности с учетом паразитных 

параметров: 
C3 – паразитная межвитковая емкость, R – 
паразитное сопротивление катушки индуктивности

Рис. 6. Зависимости импеданса от частоты (с учетом паразитных параметров) 
при разных значениях пар параметров (коэффициент k и емкость Cg, пФ): 

0,9, 0,05 (кривая 2); 0,5, 0,05 (3); 0,7, 0,05 (4); 0,7, 0,5 (5); 0,7, 5,0 (6); 0,7, 0,025 (7); 
кривая 1 соответствует индуктивности без разрыва
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где Rsh, Ом/□, – сопротивление квадрата пленки; C3, пФ, – паразитная межвитковая ем-
кость; S, мкм, – зазор между витками индуктивности; K – поправочный коэффициент, 
учитывающий сжатие тока в углах проводника.

Результаты моделирования зависимости импеданса катушки индуктивности от частоты 
(с учетом паразитных параметров), представленные на рис. 6, показали, что из-за параз-
итных элементов на амплитудно-частотной характеристике (АЧХ) появляется дополни-
тельный резонанс.
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Результаты эксперимента

Для проведения испытаний был из-
готовлен опытный образец круглой ка-
тушки индуктивности диаметром 100 мм 
(рис. 7); здесь же представлена укруп-
ненная фотография разрыва, полученная 
разрезом скальпеля. Ширина металличе-
ского полоска составила около 200 мкм, 
ширина между полосками – примерно 
250 мкм. Для определения амплитудно- 
и фазочастотных характеристик тонкопле-
ночного датчика использовался векторный 
анализатор LiteVNA64 с частотным диапа-
зоном 50 кГц – 6,3 ГГц, подключенный к 
персональному компьютеру, а также про-
граммное обеспечение NanoVNA-App, вхо-
дящее в комплект прибора. Результаты из-
мерений сохранялись в базу данных на ПК, 
а затем анализировались с помощью про-
граммы GNU Octave.

Полученные значения АЧХ пленочной 
катушки индуктивности при разных значе-
ниях разорванного металлического полоска 
представлены на рис. 8. Нумерация витков 
начинается с внешнего диаметра катушки, 
при этом важно отметить наличие множе-
ства резонансов. В дальнейшем анализ про-
водился только для первых двух резонансов.

На рис. 9 приведены графики 

Рис. 7. Фотографии осциллограммы испытаний 
(сверху) и прототипа датчика (снизу), 
изготовленного на основе катушки индуктивности 

(место разрыва указано стрелкой). 
На экране видны кривые модуля полного 
импеданса, фазы импеданса и коэффициента 
стоячей волны (желтая, голубая и зеленая линии, 
соответственно). На вставке: увеличенная область 

катушки с разрывом

Рис. 8. Амплитудно-частотные характеристики пленочной катушки 
индуктивности для ее разных разорванных витков 

(N – номер разорванного витка)

экспериментальной зависимости положения пиков первого (Res1) и второго (Res2) резо-
нансов от положения точки разрыва, а также аппроксимация экспериментальных данных 
степенными функциями. Видно, что характер полученных экспериментальных кривых 
хорошо согласуется с результатами компьютерного моделирования.

Как оказалось, графики зависимости резонансной частоты f датчика от положений 
точек разрыва хорошо аппроксимируются функцией вида

f = k/Nα,
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Рис. 9. Экспериментальные (точки) и аппроксимирующие (линии) зависимости резонансной 
частоты датчика от позиций точек разрыва для первого (Res1) и второго (Res2) резонансов

где N – номер витка (нумерация начинается от внешней стороны катушки); k – константа 
(k1 = 59,89, k2 = 121,34 для первого и второго резонансов, соответственно); α – показатель 
степени (α1 = 0,589, α2 = 0,571 для первого и второго резонансов, соответственно). При 
малых значениях N (5 – 15) изменение резонансной частоты достигает 1 МГц на каждый 
виток, что позволяет с большой точностью определять не только радиальное положение 
области попадания частицы, но и его сектор (часть длины дуги, когда номер N – не целое 
число). При больших значениях N (60 – 75) изменение резонансной частоты имеет поря-
док 20 кГц на виток, что также позволяет определить сектор попадания частицы, однако 
с меньшей точностью.

Заключение

В работе предложено использовать пленочную катушку индуктивности в качестве дат-
чика налетающих высокоскоростных микрочастиц. Подобная конструкция позволяет из-
бежать использования большого количества мультиплексоров, которые обычно применя-
ются в датчиках подобного типа. Представленные результаты компьютерного и лабора-
торного моделирования данной конструкции показали, что пленочная катушка пригодна 
для регистрации высокоскоростных микрочастиц размерами от 100 мкм на космических 
аппаратах типа CubeSаt. 

Анализ полученных результатов показал, что место разрыва металлического полоска 
катушки индуктивности можно определять с помощью анализа сдвига резонансной часто-
ты амплитудно-частотной характеристики. При этом надежное определение места разры-
ва становится возможным, если номер разорванного витка больше 5.
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Аннотация. В статье предложен новый метод экспериментального исследования 
магнитной жидкости, основанный на эффекте индуцирования в ней так называемой 
тепловой линзы под действием высокоинтенсивного сфокусированного лазерного 
излучения. Такая линза – это светоиндуцированная неоднородность, и она представляет 
собой область с пространственно-изменяющимся показателем преломления, которая 
формируется в результате перераспределения концентрации наночастиц в жидкой 
среде и теплового расширения жидкости-носителя. Указанная область просвечивается 
световым пучком вспомогательного лазера малой интенсивности. Оптический отклик 
среды регистрируется в виде дифракционных картин, образующихся от каждого из 
двух лазерных пучков. Установлено, что размеры дифракционных пятен зависят от 
напряженности приложенного внешнего магнитного поля. 
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Abstract. In the paper, a new method of experimental study based on the induction of a 
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due to the redistribution of the nanoparticle concentration in the material and the thermal 
expansion of the carrier fluid. This region was illuminated by the low-level light emission of an 
auxiliary laser. The optical response of the medium was recorded as diffraction patterns formed 
from each of these two beams. The shape of the diffraction pattern in the auxiliary beam was 
shown to depend on the angle at which it was directed to the TL. The diffraction spot sizes 
were found to depend on the strength of the applied external magnetic field. 
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Введение

Магнитные жидкости, представляющие собой коллоиды, твердая фаза которых явля-
ется магнитоупорядоченным материалом, находят множество разных практических при-
менений [1, 2]. Они интересны и как объект научных исследований: например, в насто-
ящее время изучается их поведение при внедрении в биологические системы [3 – 5] и 
другие сложные среды [6 – 8]. Рассматривается возможность создания оптоэлектронных 
устройств (модуляторы, датчики, перестраиваемые фильтры и др.) с рабочим веществом 
на основе магнитных жидкостей [9 – 12]. 

При использовании оптических свойств этих веществ важно учитывать, что луч с вы-
сокой интенсивностью изменяет концентрацию магнитных наночастиц. За это могут от-
вечать разные механизмы, основной среди которых – это тепловой (см. работу [13] и 
приведенные в ней ссылки). Изменение концентрации приводит к изменению показателя 
преломления n и появлению в образце линзоподобной неоднородности, так называе-
мой тепловой линзы, или термолинзы (ТЛ), на которой свет дифрагирует. Фактически, 
это вариант самодифракции. Эффект образования ТЛ в области интенсивного лазерного 
излучения, в принципе, свойствен многим материалам, в частности, он наблюдался и в 
магнитных жидкостях [14, 15].

Обычная методика исследования ТЛ заключается в фокусировании лазерного пучка в 
среде и регистрации дифракции того же пучка на наведенной им неоднородности. Ин-
формация, получаемая из таких экспериментов, существенна как при разработке при-
боров фотоники, так и для понимания характера процессов, происходящих в подобных 
системах. 

Поскольку излучение лазера создает ТЛ и дифрагирует на ней же, его характеристика-
ми (мощность, форма пучка и др.) нельзя варьировать, не изменяя тем самым и изучае-
мый объект. 

В настоящей работе для изучения эффекта тепловой линзы предложено применять 
вспомогательный лазер малой интенсивности, просвечивающий наведенную неоднород-
ность под некоторым углом. Преимущество такого подхода состоит в возможности неза-
висимого зондирования изучаемого объекта.

Экспериментальная часть

Образцы. Образцы изготавливались из коммерческой магнитной жидкости с твердой 
фракцией в виде наночастиц магнетита, имеющих средний диаметр около 10 нм. Раство-
рителями служили керосин и вода с добавлением органических масел и стабилизаторов 
(поверхностно-активные вещества, предотвращающие слипание). Они разбавлялись соот-
ветствующим носителем до концентраций φ = 1 – 3 об. %. Жидкость помещалась в кювету 
толщиной d = 60 мкм.
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Экспериментальная установка. Эксперименты выполнялись на установке, блок-схема 
которой показана на рис. 1. Основной источник света (гелий-неоновый лазер) имел дли-
ну волны 633 нм и мощность 17 мВт. Его излучение с помощью линзы фокусировалось 
в образце; согласно оценкам размеров фокусного пятна, интенсивность оптического из-
лучения в нем составляла 18 МВт/м2. Излучение вспомогательного полупроводникового 
лазера с длиной волны 660 нм и мощностью 12 мВт фокусировалось до образца. Интен-
сивность этого излучения на неоднородности, индуцированной основным лазером, не 
превышала 4 кВт/м2 (по нашей оценке), т. е. не могла оказывать на нее какого-либо суще-
ственного влияния. На полупрозрачном экране, расположенном за кюветой с образцом, 
каждый из двух лучей образовывал свою дифракционную картину. 

Кювету с магнитной жидкостью помещали в электромагнит, который создавал по-
ле напряженностью H, ортогональное ее плоскости. Оно могло изменяться от нуля до  
60 кА/м.

Рис. 1. Схема экспериментальной установки: 
1, 2 – основной и вспомогательный лазеры, соответственно; 3 – фокусирующие линзы; 
4 – электромагнит; 5 – кювета с образцом; 6, 7 – дифракционные пятна от основного 

и вспомогательного лучей, соответственно; 8 – экран, 9 – цифровая CMOS-камера 
(англ. Complementary Metal-Oxide-Semiconductor). 

На вставке: область излучения, сфокусированного на образце, с параметрами перетяжки

Размеры термолинзы оценивались с учетом ее приближенного ограничения каустикой 
(см. вставку на рис. 1); при этом использовались величины, характеризующие перетяжку 
лазерного луча: его диаметр в фокусе линзы 2w0 и рэлеевская длина zR. Они вычислялись 
по известным формулам, и для геометрии нашей оптической схемы оказались равными 
35 и 900 мкм соответственно. Поскольку толщина кюветы d гораздо меньше рэлеевской 
длины zR, было рассчитано, что неоднородность имеет примерно цилиндрическую форму 
с диаметром около 35 мкм и длиной 60 мкм.

Полученные результаты 

В экспериментах было получено несколько серий изображений дифракционных кар-
тин при разных условиях и для разных образцов (рис. 2). 

Для магнитной жидкости на основе керосина в обоих лучах наблюдались ярко вы-
раженные дифракционные картины в виде концентрических колец (см. рис. 2, a), на 
которые заметным образом влияло приложение магнитного поля (см. рис. 2, b). Во вспо-
могательном пучке пятно было вытянутым, увеличение значения угла α приводило к по-
вышению его эллиптичности (см. рис. 2, с). В водных образцах размеры пятен были 
намного меньше, чем в образцах на основе керосина (на рис. 2, d показано изображение, 
полученное на примерно втрое большем удалении экрана от кюветы), причем видно, что 
дифракционные кольца разрешены слабо (дифракционная картина от вспомогательного 
пучка, расположенная справа на рис. 2, d, увеличена в несколько раз для наглядности), 
поэтому далее приведены только результаты, полученные на керосиновых образцах.



63

Физическая оптика

Рис. 2. Примеры дифракционных картин от 
разных образцов при разных условиях: 

образцы на основе керосина, φ = 2 об. % (a – c) 
и воды, φ = 3 об. % (d); приложенные магнитные 
поля H = 0 (a, c, d) и H = 56 кА/м (b); a, b, d – 
представлены картины от основных (слева) и 
вспомогательных (справа) пучков; значения 
угла α (см. рис. 1) составляли при этом 20°. 
Отличие на рис. 2, с: здесь оба изображения – от 

вспомогательных пучков: слева при α = 35°, 
справа при α = 55°

Размер D дифракционных картин зави-
сел от напряженности магнитного поля H, а 
изменение этого размера было удобно оха-
рактеризовать нормированным параметром 

Q(H) = D(H)/D0,

где D(H), D0 – средние диаметры внешнего 
кольца пятна дифракции при напряженно-
сти поля H и при H = 0, соответственно. 

Зависимости Q от величины магнитного 
поля для некоторых концентраций φ проде-
монстрированы на рис. 3. Угол α здесь вы-
бран небольшим, чтобы эллиптическое ис-
кажение отклика во вспомогательном луче 
было незначительным. Видно, что формы 
кривых Q(H) для откликов в основном и 
вспомогательном пучках совпадают. Кон-
центрационные зависимости Q(φ) приведе-
ны на рис. 4, показывающем рост относи-
тельного размера дифракционных пятен с 
повышением концентрации.

Обсуждение результатов

Анализ полученных экспериментальных 
результатов позволяет их интерпретировать 
следующим образом. Если неоднородность, 
имеющая форму цилиндра и индуцирован-
ная излучением основного лазера, находит-
ся в поле дополнительного излучения вто-
рого лазера, направленного к оси первого 
под углом, то на экране должна появляться 
еще одна дифракционная картина, сходная 

Рис. 3. Зависимости относительных размеров 
дифракционных пятен от напряженности 
магнитного поля в магнитных жидкостях на основе 
керосина при разных значениях концентрации φ, 

об. %: 1,0 (кривая 1), 1,5 (2), 3,0 (3). 
Представлены данные для основных (затушеванные 
символы) и вспомогательных (незатушеванные) 

лазерных лучей при значении угла α = 20°

Рис. 4. Концентрационные зависимости 
относительных размеров дифракционных пятен 
в магнитных жидкостях на основе керосина 
при значениях напряженности магнитного 

поля H = 4,0 кА/м (1) и 16 кА/м (2). 
Представлены данные для основных и 
вспомогательных лазерных лучей (затушеванные и 

незатушеванные символы, соответственно)
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с основной; а именно это и наблюдается. Возрастание вытянутости дифракционного пят-
на, полученного от вспомогательного луча, при увеличении угла α между осями двух 
излучений коррелирует с удлинением проекции цилиндрической неоднородности при ее 
боковом освещении, причем количество разрешенных колец в дифракционной картине 
при этом уменьшается. 

Поскольку размер дифракционных картин в случае водной магнитной жидкости на-
много меньше, логично предположить, что характерный размер термолинзы в них следует 
оценить как больший, чем в образцах с керосином в качестве растворителя. Это предпо-
ложение согласуется с результатами работы [13], где обнаружена склонность таких маг-
нитных жидкостей формировать под действием лазерного излучения крупные ассоциаты 
наночастиц, значительно превышающие по величине значение 2w0 (диаметр лазерного 
луча в фокусе линзы).

Поведение оптических откликов в магнитном поле качественно объясняется свойства-
ми магнитных жидкостей. Известно, что под действием магнитного поля в них возникают 
нитеобразные агрегаты, диаметры которых составляют от единиц до нескольких десятков 
микрометров (для жидких сред, где растворителями являются керосин или вода, и на-
пряженности магнитного поля H более 8 кА/м) [16, 17]. Эти значения размеров агрега-
тов сравнимы с диаметром 2w0, т. е. неоднородность, созданная лазерным излучением, 
соизмерима с магнитоиндуцированным агрегатом. Естественно предположить, что при 
включении магнитного поля форма этого объекта радикально не изменяется, но при этом 
в объекте происходит преобразование пространственного распределения частиц (и пока-
зателя преломления n, связанного с их концентрацией [17]) за счет появления дипольного 
взаимодействия магнитных моментов, ориентированных вдоль вектора магнитного поля. 
В экспериментах на керосиновых образцах наблюдался рост расходимости лазерного пуч-
ка, прошедшего через термолинзу, по мере повышения напряженности магнитного поля, 
что указывает на уменьшение размера этой линзы.

Нетрудно заметить, что графики функций Q(H) для разных значений концентрации φ 
практически подобны, и выходят на насыщение при магнитном поле, равном примерно 
15 кА/м (см. рис. 3). Полученное нами значение напряженности поля насыщения отлича-
ется от величин, типичных для магнитных жидкостей, однако находится в хорошем согла-
сии с данными по зависимости показателя преломления n от напряженности поля H [17]. 
Дифракционные картины водных магнитных жидкостей почти не зависят от магнитного 
поля, что, скорее всего, можно объяснить формированием в них более крупной и плотной 
структуры, чем в образцах с керосином в качестве растворителя [13].

Заключение

Проведенное исследование позволяет заключить, что использование дополнительного 
лазерного пучка для изучения светоиндуцированных особенностей в магнитных жидко-
стях может служить эффективным методом получения информации об их физических 
свойствах. Его преимущество состоит в возможности проводить независимое зондиро-
вание неоднородности, индуцированной интенсивным излучением, с помощью слабого 
лазерного луча.

Предлагаемый подход позволяет изучать подобные неоднородности, не изменяя усло-
вий их формирования, но варьировать при этом режимы воздействия на них вспомога-
тельным лазером.
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Аннотация. Исследованы проводящие и механические свойства полимерных 
композитов на основе бутадиен-стирольного каучука и трех различных углеродных 
наполнителей: графита, графена и углеродных нанотрубок (УНТ). На основании 
анализа концентрационных зависимостей удельного сопротивления определены 
значения порогов перколяции. Исследована чувствительность сопротивления 
композитов к степени их одноосного растяжения и обнаружено, что наибольшие 
значения коэффициента тензочувствительности наблюдаются в композитах с графеном. 
Показано, что в случае наполнителя из УНТ деформации, возникающие под действием 
приложенных напряжений, имеют упругий характер, а после снятия напряжения эти 
композиты полностью релаксируют к своему исходному размеру. В композитах с 
графитом и графеном возникают пластические деформации даже при минимальных 
напряжениях, а их полной релаксации не происходит.
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стирольный каучук, углеродный наполнитель, электропроводность, коэффициент 
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Abstract. We studied the conductive and mechanical properties of polymer composites 

based on styrene butadiene rubber as a matrix and three different carbon fillers, namely graph-
ite, graphene and carbon nanotubes. Based on the analysis of the resistivity dependences on 
the concentrations of various fillers, the values of percolation thresholds were determined. The 
sensitivity of the resistivity of all synthesized composites to the degree of their uniaxial stretch-
ing was investigated. The maximum values of the gauge factor were observed in composites 
with graphene filler. It was also found that in composites with carbon nanotubes as a filler, 
the deformations arising under applied stresses have an elastic character. After removing the 
tensile stresses, these composites completely relaxed to their initial size. Contrary to this, in 
composites with graphite and graphene, even minimal stresses caused the appearance of plastic 
deformations, and their complete relaxation did not occur after stress was removed.
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Введение

Полимерные нанокомпозиционные пленочные материалы являются перспективной 
основой для создания сенсорных устройств для носимой электроники. Для них характер-
но большое разнообразие структур, что позволяет достичь необходимых свойств, таких 
как легкость, гибкость, износостойкость, устойчивость к коррозии, а также получать из-
делия самых разнообразных форм. Устройства, созданные на основе полимерных нано-
композитов, – миниатюрны, и их постоянный контакт с телом пользователя не должен 
быть для него заметным. Поэтому применение и разработка новых сенсорных материалов  
может способствовать стремительному прогрессу во многих сферах применения, например, 
в медицине для контроля здоровья человека [1], в спорте для отслеживания состояния 
спортсмена [2], в опасных условиях работы профессионала для мониторинга его состоя-
ния, в игровой индустрии и моде для большего правдоподобия игровых ситуаций и соз-
дания «умных» тканей, реагирующих на внешние воздействия [3]. 

Одним из перспективных применений полимерных нанокомпозитов является создание 
на их основе гибких растягивающихся датчиков деформации [4, 5]. Для этого в полимер-
ную матрицу необходимо вводить проводящий наполнитель. Его частицы образуют про-
водящую сеть, которая при деформации частично разрушается, что приводит к увеличе-
нию сопротивления материала. Композиты, содержащие металлические наполнители, ха-
рактеризуются низкой гибкостью и эластичностью, а также обладают чувствительностью 
к растяжениям только в ограниченном диапазоне [6], в то время как полимерные компо-
зиты на основе углеродных наполнителей обладают существенно лучшими параметрами. 

В связи с этим в последние годы активно ведутся исследования свойств композитов 
на основе различных полимеров с использованием в качестве наполнителя графита [7], 
графена [8] или углеродных нанотрубок (УНТ, CNT) [9]. При этом свойства получаемых 
материалов существенно зависят от используемой технологии синтеза, типа полимерной 
матрицы и процентного содержания в ней частиц наполнителя. 

Нами была разработана технология синтеза полимерных композитов на основе бута-
диен-стирольного каучука (Styrene-Butadiene Rubber (SBR)) в качестве матрицы, а также 
графита, графена и УНТ в качестве наполнителей.
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В данной работе представлены результаты сравнительного исследования влияния кон-
центрации различных углеродных наполнителей на проводящие, пьезорезистивные и ме-
ханические свойства синтезированных композитов на основе SBR.

Материалы и методики

Синтез объектов исследования. В качестве непроводящей полимерной матрицы нами 
использовался бутадиен-стирольный каучук Sigma-Aldrich, а в качестве наполнителей – 
порошок графита Super P Conductive Carbon Black, порошок графена и одностенные угле-
родные нанотрубки TUBALL.

Для получения композитной пленки навеска порошка наполнителя (графит, графен 
или УНТ) размешивалась в четыреххлористом углероде (растворитель) с помощью маг-
нитной мешалки; процедуру проводили в закрытой колбе для предотвращения испарения 
растворителя и попадания в раствор пузырьков воздуха. Далее в эту дисперсионную си-
стему вводили гранулы полимера SBR в концентрации 5,9 масс. % (по отношению к рас-
творителю) и продолжалось замешивание до полного растворения полимера. Полученный 
раствор выливали в форму из фторопласта и высушивали в течение 1 ч под вытяжкой до 
полного высыхания. После этого пленку композита удаляли пинцетом из фторопластовой 
формы.

Для определения порога перколяции и измерения механических и электрических 
свойств в зависимости от концентрации наполнителя, были синтезированы образцы с 
содержанием графита и графена от 13 до 33 масс. % и УНТ от 0,25 до 2,5 масс. % (по 
отношению к готовому композиту). Процентное содержание наполнителя выбиралось с 
учетом среднего размера и формы его частиц, а также на основании модели, которая при-
менялась для оценки порога перколяции в материале заданной толщины.

Методы измерения. Удельное сопротивление всех пленок, полученных из синтезиро-
ванных композитов, а также его зависимость от степени растяжения образцов были изме-
рены четырехзондовым методом Ван дер Пау. Последовательность действий была такова: 
образец пленки закрепляли в измерительной ячейке с подвижной частью, после чего к не-
му подводились электрические контакты. При пошаговом перемещении подвижной части 
ячейки образец растягивался на определенную длину; после каждого шага проводилось 
измерение удельного сопротивления. 

Механические свойства композиционных полимерных пленок были исследованы на 
той же установке, но без подключения контактов. Для измерения прочности и релак-
сационной способности материала образцы многократно растягивали, с каждым разом 
увеличивая растяжение с шагом 10 мм. В конечной точке каждого растяжения образец 
выдерживали 5 с, затем растягивающее напряжение резко снимали и через 25 с измеряли 
длину образца штангенциркулем. Для измерения времени релаксации образцы растягива-
ли на 400 % от начальной длины, а после снятия нагрузки регистрировалась длина образ-
ца через каждые 20 с вплоть до прекращения эффекта релаксации.

Результаты и их обсуждение

Исследование перколяционных свойств. Для анализа изменения проводящих свойств 
композитов при деформации необходимо учитывать значение порога перколяции для ча-
стиц проводящего наполнителя, помещенных в диэлектрическую полимерную матрицу. 
Структурным параметром композита, характеризующим эти свойства, служит степень пе-
рекрытия частиц [10]. При высокой концентрации частиц образуется сплошной прово-
дящий кластер: частицы непосредственно касаются друг друга. С уменьшением концен-
трации расположение частиц становится более разреженным и механизм проводимости 
изменяется на прыжковый. Дальнейшее уменьшение концентрации частиц, с учетом их 
среднего размера в одном или более направлениях, существенно снижает вероятность 
прыжков носителей заряда, и проводимость композита резко стремится к нулю. Концен-
трация частиц наполнителя, при которой композит перестает проводить электрический 
ток, и есть порог перколяции. 

Образцы с значениями концентрации наполнителя, при которых преобладает прыж-
ковая проводимость, перспективны для последующего применения в качестве ра-
бочих элементов сенсорных устройств. Вероятность прыжка (а значит, и значение  
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проводимости) экспоненциально зависит от расстояния между проводящими частицами, 
поэтому композиты таких составов обладают наибольшей чувствительностью к растяже-
ниям. 

По указанной причине для получения образцов с высокой чувствительностью к дефор-
мациям необходимо выяснить значение порога перколяции синтезированных композитов 
для наполнителей с различной структурой и размером частиц. На рис. 1 показаны экспе-
риментально полученные зависимости удельного сопротивления исследованных образцов 
от массовой доли наполнителей: графена, графита и УНТ (температура комнатная). 

Как видно из приведенных данных, при массовой доле около 37 и 30 масс. % проис-
ходит резкое возрастание сопротивления для образцов с графитом и графеном, соответ-
ственно, что может быть связано с разрушением сплошного кластера и сменой прово-
димости сплошного кластера на прыжковую проводимость. Для композита с УНТ такое 
изменение проводящих свойств композита наблюдается при существенно меньших зна-
чениях массовых процентов наполнителя (ниже 1 масс. %).

Рис. 1. Зависимости удельного сопротивления композитов, 
содержащих графен или графит (a) и УНТ (b), от концентрации наполнителя

Для уточнения характера проводимости, на основе полученных данных были построе-
ны зависимости ln(ρ) от N–1/3 (N – концентрация частиц). Частицы наполнителя в матрице 
рассматриваются как набор узлов, окруженных замкнутыми поверхностями одинаковой 
формы и хаотично распределенных в пространстве. При пересечении поверхностей обра-
зуется проводящая цепочка узлов, между которыми происходит туннелирование электро-
нов (модель Миллера – Абрахамса при прыжках по соседним узлам). По наклону зависи-
мости ln(ρ) от N–1/3 (см. рис. 2 для композитов с графитом и графеном) можно определить 
радиус локализации волновой функции (длину прыжка). В результате расчетов длина 
прыжка оказалась равной 5,4 Å для композита с графитом, 1,1 Å для композита с графе-

Рис. 2. Зависимости логарифма удельного 
сопротивления композитов с графитом и 
графеном от N–1/3 (N – концентрация частиц)

ном и 60 Å для композита с УНТ. Отметим, 
что при проведении аналогичного расчета 
в рамках двумерной задачи (приближение 
окружностей) значения радиусов локали-
зации волновой функции получились по-
рядка 10–11 см, что является физически не- 
разумным.

Таким образом, для дальнейшего расче-
та порога перколяции необходимо брать за 
основу трехмерную размерность структуры, 
хотя при расчете свойств композита с гра-
феном методом Монте-Карло в работе [11], 
частицы графена рассматривались в виде 
двумерных круглых пластин.

Согласно нашим представлениям, 
при синтезе композита плоские чешуйки  
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графена коагулируют друг с другом, образуя трехмерные сгустки. По этой причине при 
обсуждении результатов мы использовали модель, предложенную в статье [12] и схемати-
чески показанную на рис. 3. Здесь сферы малого радиуса – это сгустки проводящих ча-
стиц наполнителя, сферы большого радиуса – непроводящие частицы, которые являются 
приближением областей, заполненных непроводящей матрицей, окружность на вставке, 
соединяющая частицы наполнителя, – область туннелирования. Как указано в статье [12], 
порог протекания зависит от отношения λ размеров проводящих и непроводящих частиц:

λ = dс/di,
где dc, di – размеры проводящих и непроводящих частиц, соответственно.

Чем выше значение λ, тем ниже порог перколяции. Такое представление структуры, 
образованной в композите, позволяет объяснить обнаруженную в дальнейшем разницу в 
значениях порога перколяции для композитов с различными наполнителями.

Рис. 3. Модель структуры композитов:
сферы малого и большого радиусов – это 
соответственно сгустки проводящих частиц 
наполнителя и непроводящие частицы 
(приближение областей, заполненных 

непроводящей матрицей (matrix)). 
На вставке: область туннелирования (tunneling space) 

показана окружностью малого радиуса, соединяющей 

частицы наполнителя (powder) 

Для анализа перколяционной модели 
были синтезированы образцы с разными 
наполнителями с их тестовыми концентра-
циями и проанализированы их проводящие 
свойства при отсутствии деформации. 

Порог перколяции был определен гра-
фически, методом парных точек по извест-
ному выражению для проводимости σ (См):

σ = σ0 (φ – φс)
t,

где φ, φс – концентрация наполнителя и ее 
значение, соответствующее порогу перко-
ляции (в массовых долях по отношению к 
готовому композиту); t – критический ин-
декс проводимости (зависит от размерности 
структуры); σ0, См, – проводимость напол-
нителя [13].

При этом для расчета были использова-
ны данные для образцов с концентрациями 
наполнителей, при которых наблюдается 
существенное снижение значений проводи-
мости композитов, т.е. когда разрушается 
сплошной кластер проводящих частиц. 

Для определения критического индекса 
проводимости были построены зависимо-
сти lg(σ/σ0) от lg(φ – φc) (рис. 4). 

По аналогии с исследованием в работе 
[14], мы провели одновременное варьирова-
ние значений φс и t с целью получения оп-
тимальной линейной зависимости, аппрок-
симирующей экспериментальные данные 
(см. рис. 4). За основу был взят изначально 
известный диапазон возможных значений 
критического индекса проводимости t. 

В результате для каждого из композитов 
был определен критический индекс прово-
димости и соответствующий ему порог пер-
коляции. Согласно результатам проведен-
ных расчетов, значения критического ин-
декса проводимости составили t = 2,38, 2,08 
и 2,37 для композитов с графитом, графе-
ном и УНТ, соответственно. Эти значения 

Рис. 4. График логарифмических 
зависимостей нормализованной проводи-
мости σ/σ0 композитов с графитом, графеном 
и УНТ от логарифма разности концентра-
ции наполнителя φ и ее значения φc, 

соответствующего порогу перколяции
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в целом соответствуют задаче сфер, а небольшие отклонения от теоретического значения 
могут быть связаны с частичным нарушением размерности [13]. Полученным значени-
ям критических индексов проводимости соответствуют определенные значения порогов 
перколяции, которые для композитов с графитом и графеном составили 12,0 и 16,5 %, 
соответственно. Небольшую разницу в этих значениях можно объяснить, как указывалось 
выше, различием в значениях λ для композитов с разными наполнителями в соответствии 
с моделью работы [12]. Для композита с УНТ порог перколяции составил 0,1 %, т.е. ока-
зался значительно ниже значений, полученных для композитов с графитом и графеном. 
Отметим, что полученное нами значение хорошо соответствует литературным данным для 
композитов с УНТ [15, 16]. Столь малое значение порога перколяции очевидно связано со 
структурными особенностями наполнителя, а именно – очень большим отношением дли-
ны УНТ к их поперечному сечению, что приводит к возможности образования сплошного 
проводящего кластера даже при их малом содержании в композите.

Изучение зависимости сопротивления образцов от растяжения. Далее было исследовано 
основное функциональное свойство полученных композитов: чувствительность их элек-
трического сопротивления к степени растяжения. Результаты изменения сопротивления 
композитов при одноосном растяжении в областях деформаций, в которых они обладают 
проводимостью, представлены на рис. 5. Здесь по оси абсцисс отложено относительное 
удлинение образца в процентах: δ = ΔL/L0∙100 % (L0 – исходная длина образца, ΔL – из-
менение его длины при растяжении), а по оси ординат – удельное сопротивление образца 
ρ, нормированное на его значение ρ0 при отсутствии приложенного напряжения.

Как и ожидалось, чем меньше концентрация наполнителя в матрице, тем при меньшем 
относительном удлинении образец начинает изменять свое сопротивление. Значительное 
увеличение концентрации наполнителя приводит к снижению чувствительности компо-
зитов к растяжению: для заметного изменения сопротивления такие образцы приходилось 
растягивать на гораздо бόльшую длину. Такое влияние концентрации наполнителя на 
чувствительность к растягивающей деформации можно объяснить увеличением рассто-
яния между его частицами, что оказывается равносильным уменьшению концентрации 
наполнителя в контексте электрической проводимости.

Кроме того, как указывают авторы статьи [17], растяжение композита приводит к из-
менению значения критического индекса проводимости t, что свидетельствует об измене-
нии размерности структуры, а следовательно, и значения порога перколяции, поскольку 
последний зависит и от размерности структуры, и от соотношения размеров проводящих 
и непроводящих частиц (как было указано выше).

Как видно на рис. 5, при минимальной концентрации введенного наполнителя наи-
более чувствительным к растяжению оказался композит с графитом (13 %), который 
начинает резко изменять свое удельное сопротивление уже при растяжении на 2 – 3 %. 
Изменение удельного сопротивления композита с графеном при его минимальной кон-
центрации (16 %) происходило при относительном удлинении 12 %, а композита с УНТ 
(0,25 %) – при удлинении более чем 40 %. Кроме того, для композитов с графитом и 
графеном увеличение концентрации приводит к расширению диапазона прикладываемых 
напряжений, в котором композит сохраняет свое удельное сопротивление, в то время как 
для композитов с УНТ этот эффект выражен слабее, что может быть связано с особен-
ностями образованной структуры, например изогнутостью нанотрубок внутри композита 
[18]. 

Для композитов различного состава были рассчитаны значения коэффициента тензо-
чувствительности:

GF = (Δρmax/ρ0)/(ΔLmax/L0),

где ρ0, L0 – удельное сопротивление и длина образца до растяжения; Δρmax, ΔLmax – мак-
симальные значения изменений его сопротивления и длины, соответственно. 

Данный коэффициент характеризует чувствительность сопротивления композита к его 
растяжению и может использоваться для сравнения данных, полученных для различных 
композитов [19]. 
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Рис. 5. Изменение нормализованного удельного сопротивления образцов композитов с 
графитом (a), графеном (b) и УНТ (c) в разной концентрации, при растяжении образцов 

(удлинение δ = ΔL/L0)

Таблица  1

Значения коэффициента тензочувстви-
тельности GF для образцов различных 
композитов, подвергнутых растяжению 

Наполнитель Концентрация, 
%

Значение 
GF

Графен
16 534,7
24 26661,0
33 340,4

Графит
13 224,3
24 1005,0
33 481,9

УНТ
0,25 25,3
0,50 40,3
0,75 8,4

В табл. 1 указаны значения коэффициента 
тензочувствительности для разных типов и 
концентрации наполнителей. Как видно из 
приведенных данных, наибольшей чувстви-
тельностью к растяжению характеризуются 
композиты с графеновым наполнителем. 
При этом для всех типов наполнителя мак-
симальная чувствительность наблюдается 
для композитов со средними значениями 
их концентрации (24 % для графена и гра-
фита и 0,50 % для УНТ). Анализ данных 
табл. 1 позволяет заключить, что с увели-
чением концентрации наполнителя проис-
ходит сначала повышение, а затем сниже-
ние коэффициента тензочувствительности. 
Это можно объяснить тем, что увеличение 
этой концентрации приводит к двум раз-
ным эффектам. С одной стороны, расши-
ряется диапазон деформаций, в котором 
композит сохраняет проводящие свойства  
(см. рис. 5), что должно приводить к умень-
шению значения GF, а с другой – снижа-

ется значение сопротивления композита при отсутствии деформаций (см. рис. 1), что 
должно приводить к его увеличению. В результате конкуренции этих двух эффектов для 
каждого типа наполнителя существует оптимальное значение его концентрации, при ко-
тором и достигается максимальное значение коэффициента тензочувствительности.

Исследование механических свойств. Для первичной оценки механических свойств 
синтезированных композитов была выполнена оценка предела их прочности, проанали-
зирован характер деформаций, развивающихся в них при одноосном статическом растя-
жении, а также изучены их релаксационные свойства. 
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На первом этапе исследований образцы многократно растягивали с шагом 10 мм вплоть 
до их разрушения. После каждого шага измерялась длина образца L (через 25 с после сня-
тия напряжения). Полученные результаты представлены в табл. 2, а также на рис. 6, где 
даны зависимости отношения L/L0 (L0 – исходная длина образца) от его относительного 
удлинения при растяжении.

                                                        Таблица  2

Результаты исследования механических свойств образцов 
полимерных композитов при растяжении

Наполнитель
Концентрация

Область 
сохранения 

длины
Предел 

прочности

%

Графен
16

–
565

24 542
33 401

Графит
13

–
485

24 708
33 380

УНТ
0,25 150 585
0,50 250 556
0,75 440 659

Данные табл. 2 говорят о том, что в случае наполнителя из УНТ максимальный предел 
прочности наблюдается у образца с наибольшей концентрацией наполнителя, в то вре-
мя как у образца композита с графеном предел прочности последовательно снижается с 
увеличением концентрации наполнителя. Для композита с графитом предел прочности 
с увеличением концентрации наполнителя сначала возрастает, а затем довольно резко 
снижается.

Увеличение концентрации наполнителя в композите с УНТ приводит к расширению 
диапазона значений растяжений, при которых образец практически полностью возвра-
щается к своей исходной длине (см. рис. 6, c и табл. 2). Это свидетельствует о том, что 
деформации в данных диапазонах растяжений имеют чисто упругий характер, причем 
увеличение содержания УНТ в композите приводит к улучшению его упругих свойств,  
т. е. чем больше их концентрация, тем меньше дефектов и деформаций накапливает об-
разец при его одноосном растяжении. Причиной такого улучшения могут быть как трех-
мерность структуры, образованная введением УНТ в полимерную матрицу, так и свойства 
отдельных частиц самого наполнителя. Именно благодаря этим особенностям композиты 
с УНТ можно считать наиболее перспективными для создания устройств гибкой сенсор-
ной электроники. Необратимые деформации в них возникают только после достижения 
некоторого критического значения растяжения, причем это значение последовательно 
возрастает с увеличением концентрации наполнителя (см. рис. 6, c и данные в табл. 2).

В случае композитов с наполнителями из графита или графена (см. рис. 6, a, b) об-
разцы не сохраняли своей исходной длины даже при приложении к ним минимальных 
напряжений, что свидетельствует о возникновении в них необратимых пластических де-
формаций (наряду с упругими). Отметим, что в обоих случаях наклон зависимостей на 
рис. 6 последовательно возрастает с увеличением концентрации наполнителя, что сви-
детельствует о повышении доли необратимых деформаций, т.е. возникновении эффекта 
их накопления при многократном растяжении образца. При этом для различных типов 
наполнителей в реакции композитов на многократные растяжения наблюдается два раз-
личия. 
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Рис. 6. Зависимости относительного удлинения L/L0 образцов композитов с графитом (a), 
графеном (b) и УНТ (c) в разной концентрации, от степени их растяжения δ = ΔL/L0 (измерения 

проводились через 25 с после каждого снятия напряжения)

Во-первых, при одинаковых (или близких) концентрациях наполнителей наклон кри-
вых на рис. 6, относящихся к композитам с графеном, значительно больше, чем для 
композитов с графитом. Это свидетельствует о том, что доля необратимых деформаций в 
первом случае выше, чем во втором. Во-вторых, для композитов с графеном наблюдается 
более сильное увеличение этого наклона с ростом концентрации наполнителя, т.е. эффект 
накопления необратимых деформаций в данном типе композитов проявляется сильнее.

Результаты исследования релаксационных свойств синтезированных композитов (для 
случаев с наполнителями из УНТ и графена) после деформации в 400 % приведены на 
рис. 7. Видно, что в случае УНТ образцы, которые через 25 с после снятия напряжения не 
возвращались к своей исходной длине (при концентрации наполнителя 0,25 и 0,50 %), в 
течение 60 – 80 с практически полностью релаксируют (см. рис. 7, a). В отличие от этого, 
композиты с графеном не возвращаются к своей исходной длине (см. рис. 7, b) даже спу-
стя 2 – 3 мин после снятия нагрузки. Такой результат может быть связан с образованием 
при растяжении заторов из плоских частиц наполнителя внутри полимерных матриц. При 

Рис. 7. Временная динамика относительного удлинения образцов композитов 
с УНТ (a) и графеном (b) в разной концентрации после снятия напряжения
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этом образец с 33 %-м содержанием графена практически вообще не релаксирует, обра-
зец с концентрацией 16 % релаксирует, но довольно слабо, тогда как образец с 24 %-м 
содержанием графена проявляет наилучшие релаксационные свойства, как по времени, 
так и по степени релаксации.

Таким образом, значение концентрации наполнителя 24 % является для данного ма-
териала близким к критическому: по его достижении улучшение механических свойств 
композита сменяется их ухудшением. Отметим, что этот результат косвенно соответствует 
данным, полученным в работе [20] при анализе свойств композитов на основе поливини-
лацетата с графеновым наполнителем. Авторы [20] исследовали образцы в более узком, 
чем у нас, диапазоне концентрации графена (до ее возможного критического значения), 
но обнаружили, что ее последовательное увеличение сначала приводит к сильному улуч-
шению механических свойств композита, но затем это улучшение замедляется.

Заключение

В данной работе проведено исследование электрических и механических свойств компо-
зитов на основе бутадиен-стирольного каучука (SBR) с углеродными наполнителями трех 
различных типов (графит, графен и углеродные нанотрубки (УНТ)) при варьировании их 
процентного содержания. На основании анализа зависимостей удельного сопротивления 
композитов от концентрации наполнителей была определена размерность образовавших-
ся при синтезе частиц наполнителей, которая во всех случаях оказалась близкой к трех-
мерной, а также значения порогов перколяции, которые составили 0,1 % для композита с 
УНТ, 12,0 % для композита с графитом и 16,5 % для композита с графеном.

Обнаружено, что увеличение концентрации всех наполнителей в матрице SBR приво-
дит к расширению диапазона значений приложенного одноосного напряжения, в котором 
композит незначительно изменяет свое удельное сопротивление, однако в случае компо-
зита с УНТ этот эффект выражен слабее, чем для композитов с графитом и графеном. 
При этом последовательное увеличение концентрации всех наполнителей в матрице SBR 
приводит сначала к повышению чувствительности сопротивления композитов к растяже-
нию, а затем к ее снижению. В результате наибольшая чувствительность наблюдается у 
композитов, содержащих около 24 % наполнителя графита либо графена и 0,5 % у ком-
позитов с УНТ. Наибольшая чувствительность сопротивления к деформации характерна 
для композита с 24 % графена в качестве наполнителя; значение коэффициента тензочув-
ствительности GF у него достигает 2661, что связано с довольно высокой проводимостью 
данного композита в недеформированном состоянии и узким диапазоном напряжений, в 
котором он сохраняет свое сопротивление. 

Исследования механических свойств полученных композитов показали, что с увеличе-
нием концентрации наполнителя предел прочности у композитов с графеном снижается, 
у композитов с УНТ возрастает, а у композитов с графитом сначала возрастает, а затем 
резко снижается. Кроме того, увеличение концентрации УНТ в композите приводит к 
расширению диапазона степени одноосного растяжения, в котором деформации имеют 
упругий характер, в то время как в композитах с графеном и графитом при приложении да-
же минимальных напряжений возникают и пластические деформации, доля которых при 
многократном растяжении образцов повышается с увеличением концентрации введенных 
наполнителей, причем в случае графена это повышение более значительное, чем в случае 
графита. Композиты с графеном демонстрируют максимальные значения коэффициента 
тезочувствительности, а композиты с УНТ – наилучшие релаксационные свойства. 

Таким образом, проведенные исследования и анализ их результатов показывают, что в 
контексте чувствительности сопротивления к деформации наиболее перспективным ма-
териалом для дальнейшей разработки устройств гибкой сенсорной электроники являются 
композиты с графеном, в то время как в контексте механических свойств наилучшими 
характеристиками обладают композиты с УНТ. Для одновременной оптимизации по кри-
териям как электрических, так и механических свойств полимерных композитов на осно-
ве углеродных наполнителей необходимо проведение дальнейших исследований. 
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Введение

Многоцелевой детектор (англ. Multi-Purpose Detector (MPD)) [1] является одной из 
двух экспериментальных установок, расположенных на коллайдере NICA (Nuclotron-
based Ion Collider fAcility) [2], – флагманском проекте Объединенного института ядерных 
исследований (институт находится в наукограде Дубна Московской области, Россия; для 
краткости применяется термин «эксперимент MPD»).

Основные задачи эксперимента MPD заключаются в исследовании границы фазового 
перехода и поиске критической точки на фазовой диаграмме ядерной материи путем изу-
чения особенностей рождения частиц в столкновениях тяжелых ядер в диапазоне энергий 

NNs  от 4 до 11 ГэВ [3]. 
Фазовая граница ядерной материи определяет переход адронной материи в состояние 

кварк-глюонной плазмы (КГП) [4, 5] при повышении температуры T и/или барионного 
химического потенциала μB. Формирование КГП и соответствующий фазовый переход в 
ядро-ядерных столкновениях были экспериментально подтверждены при энергиях, пре-
вышающих 100 ГэВ [4 – 6], что соответствует температурам около 200 МэВ и значениям 
μB ≈ 10 МэВ, достигаемым в столкновении. Тем не менее, изучение остальной части фазо-
вой диаграммы и поиск признаков КГП в ядро-ядерных столкновениях при более низких 
энергиях (менее и порядка 100 ГэВ) остаются важными и актуальными задачами.

Для выявления потенциальных признаков фазового перехода в ядро-ядерных стол-
кновениях при энергиях NICA необходимо определить доступную область параметров 
температуры T и барионного химического потенциала μB. Оценку значений T и μB можно 
провести путем анализа особенностей рождения заряженных адронов с использованием 
статистической модели и модели Blast-Wave (ударной волны) [7, 8], основанной на под-
ходе релятивистской гидродинамики.

В настоящей работе представлены инвариантные спектры по поперечной массе 
mT, измеренные для заряженных адронов (π±, K±, p, p ) в столкновениях ядер висмута  
(Bi + Bi) при энергии NNs  = 9,2 ГэВ; эти результаты получены на основе данных мо-
делирования с использованием гибридного генератора UrQMD [9] и пакета MPDroot [1], 
который воспроизводит работу детекторной системы эксперимента MPD. 

Проведен анализ полученных спектров в рамках статистической модели и модели 
Blast-Wave. Полученные результаты рассмотрены в контексте фазовой диаграммы ядер-
ной материи.

Эволюция ядро-ядерных столкновений

Процесс эволюции релятивистских столкновений можно разделить на четыре основ-
ные стадии:

начальная стадия, 
термализация и коллективное расширение, 
химическое вымораживание, 
кинетическое вымораживание [10].
Начальная стадия соответствует первичному взаимодействию сталкивающихся ядер, 
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которое сопровождается обменом глюонами и кварками. Этот процесс приводит к бы-
строму нагреву системы и возможному образованию КГП (если достигаются значения 
TQGP и μB, необходимые для фазового перехода).

Вторая стадия. В результате последующих взаимодействий между частицами система 
термализуется, после чего начинается ее коллективное расширение. 

Третья стадия. Когда система частиц расширяется до состояния, при котором прекра-
щаются неупругие реакции, изменяющие ее состав, и устанавливаются окончательные 
относительные количества различных частиц, происходит химическое вымораживание.

Согласно статистической модели, после наступления химического вымораживания от-
ношение выходов антипротонов к выходам протонов определяется величиной барионного 
химического потенциала μB [11]: 

( )
( )

ln /2 2exp .
2 ln /
p pp T T

p T p p
µ µ = − ⇔ µ = ⋅ ⇔ = − 

 
                    (1)

Четвертая стадия. После наступления химического вымораживания система частиц 
продолжает расширяться и охлаждаться. Когда длина свободного пробега частиц стано-
вится больше размеров системы, упругие столкновения прекращаются, фиксируя импуль-
сное распределение частиц, что соответствует наступлению кинетического выморажива-
ния.

Для изучения характеристик кинетического вымораживания используются феномено-
логические модели, такие как Blast-Wave [7, 8]. Эта модель основана на релятивистском 
гидродинамическом подходе и описывает коллективное движение частиц в расширяю-
щейся системе.

Модель Blast-Wave. Она основана на том, что разогретая материя обладает высокой 
температурой, распределенной неравномерно: в центре системы частиц температура вы-
ше, чем на ее периферии, что создает градиент давления. Согласно уравнениям гидроди-
намики, материя из центра устремляется наружу, формируя ударную волну.

Согласно модели Blast-Wave, все адроны формируются из кварков и глюонов одновре-
менно, вследствие чего приобретают одинаковую среднюю скорость радиального расши-
рения. При этом расширение адронной системы описывается в терминах релятивистской 
гидродинамики.

В рамках модели Blast-Wave инвариантные спектры частиц по поперечной массе 
2 2

0T Tm p m= + можно описать следующей формулой: 

0 1
0 0

sinh cosh ,
R

T T
T

T T

p pdN C rdrm I K
m dm T T

   ρ ρ
=    

   
∫                     (2)

где С – нормировочная константа; T0 – температура кинетического вымораживания;  
R – максимальный радиус расширяющейся системы во время стадии «вымораживания»; 
I0, K1 – модифицированные функции Бесселя; ρ(r) – поперечное ускорение, зависящее 
от координаты частицы, 

1( ) tanh ( ) /Tr r R−ρ = β ⋅  

(βT – средняя скорость радиального потока частиц); C, βT, T0 – это свободные параметры 
модели.

Методика измерений

В данной работе использованы данные моделирования 15 млн. столкновений Bi + Bi 
при энергии NNs = 9,2 ГэВ; данные получены с помощью пакета MPDroot [1]. Послед-
ний использует гибридный генератор событий UrQMD [9], включающий в себя гидроди-
намический подход; кроме того, MPDroot позволяет воспроизводить отклик детекторных 
подсистем эксперимента MPD с помощью пакета Geant4 [12, 13].

Идентификация заряженных адронов в MPD осуществляется путем анализа:  
во-первых, – потерь энергии частицами, измеренных во времяпроекционной камере, 
во-вторых, – измеренного времени пролета частиц во времяпролетной камере. С деталя-
ми моделирования и процедурой идентификации частиц можно ознакомиться в работах 
[3, 14].
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Результаты анализа особенностей рождения заряженных адронов

Определение параметров кинетического вымораживания. На рис. 1 представлены ин-
вариантные спектры по поперечной массе mT, измеренные для заряженных адронов в 
различных центральностях столкновений Bi+Bi при энергии NNs = 9,2 ГэВ. Линии обо-
значают аппроксимацию полученных спектров соответствующей функцией модели Blast-
Wave (см. ф-лу (2)). 

Рис. 1. Инвариантные спектры по поперечной массе, измеренные для частиц π±, K±, p, p  
в различных центральностях столкновений Bi + Bi при энергии NNs = 9,2 ГэВ. 

Аппроксимации спектров соответствующей функцией модели Blast-Wave 
(см. ф-лу (2)) показаны прямыми отрезками

Аппроксимация инвариантных mT-спектров различных частиц функцией Blast-Wave 
проводилась в следующих диапазонах. 

Тип заряженного адрона    Диапазон аппроксимации, ГэВ
π+, π– ……………………  0,50 – 1,00
K+, p ……………… …... 0,12 – 1,00
K–     ……………………  0,40 – 1,00
p       ……………………  0,20 – 1,00

Выбор диапазонов аппроксимации диктовался достижением наилучшего согласия с 
данными моделирования. Установлено, что отличие значений данных моделирования от 
функции Blast-Wave не превышало 1%.

Поскольку функция Blast-Wave является интегральной, свободные параметры ап-
проксимации (C, T0, βT) чувствительны к изменению диапазона аппроксимации, выбору 
начальных значений параметров и наложенных ограничений на значения параметров. 
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Влияние этих факторов было учтено путем оценки систематических неопределенностей.
Для указанной оценки условия аппроксимации, указанные ниже, варьировались на 

±10%. Это были следующие условия:
границы диапазонов;
начальные значения параметров;
ограничения значений параметров.
Итоговые значения систематических неопределенностей определяли среднеквадратич-

ной суммой процентных различий между итоговыми значениями параметров и получен-
ными при разных условиях аппроксимации. 

На рис. 2 представлены итоговые значения параметров T0 и βT, полученные с помощью 
аппроксимации функцией Blast-Wave инвариантных   различных типов заряженных адро-
нов (π±, K±, p, p ) в зависимости от центральности столкновений Bi + Bi. Систематиче-
ские погрешности представлены прямоугольниками. 

Получено, что значения температуры кинетического вымораживания T0 не проявляют 
существенных зависимостей ни от центральности столкновения, ни от типа заряженных 
адронов. Среднее значение температуры кинетического вымораживания T0 = 109 МэВ 
(обозначено на рис. 2, а пунктирной красной линией). 

Средние скорости радиального расширения частиц βT демонстрируют тенденцию к 
убыванию с уменьшением области перекрытия сталкивающихся ядер (это соответствует 
увеличению значений центральности в процентах). Тем не менее, уменьшение значений 
βT в периферических столкновениях, по сравнению с центральными, не является значи-
мым с учетом систематических погрешностей.

a) b)

Рис. 2. Значения температуры кинетического вымораживания T0 (a) 
и средних скоростей радиального расширения системы частиц βT (b) в 

зависимости от центральности (Bi + Bi)-столкновений. Прямоугольники 
показывают статистические погрешности определения значений T0 и βT.

Среднее значение T0 = 109 МэВ (горизонтальная пунктирная красная линия)

Определение параметров фазового перехода. Проведена оценка значения барионного 
химического потенциала и температуры, соответствующих фазовому переходу, путем вы-
числения отношений выходов антипротонов к выходам протонов ( / ).p p

Значения / ,p p  измеренные в различных центральностях (Bi + Bi)-столкновений, 
представлены на рис. 3, а. Видно, что они не проявляют значимой зависимости от цен-
тральности столкновений и поперечного импульса pT. Среднее значение отношения 

/p p = 0,025 (обозначено горизонтальным красным пунктиром) и было использовано для 
дальнейших вычислений. 

Согласно расчетам в рамках квантовой хромодинамики, границу фазового перехода 
можно выразить следующей формулой [15]:

2 4 4 2
QGP

3 / 34 340 (220) 55 15 .T = π + µ − µ
π

                              (3)
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В то же время барионный химический потенциал μ можно выразить через температуру 
и отношение /p p  формулой (1). Таким образом, температуру и барионный химический 
потенциал, соответствующие фазовому переходу, можно найти как точку пересечения 
кривой, выраженной формулой (3), и прямой, задаваемой уравнением (1). 

Получены следующие значения TQGP и μB, соответствующие фазовому переходу в стол-
кновениях Bi + Bi при энергиях коллайдера NICA:

TQGP = 131 МэВ, μB = 247 МэВ.
Визуализация полученных результатов на диаграмме фазовой материи. На рис. 3, b

представлена фазовая диаграмма ядерной материи. Красной линией обозначена фазо-
вая граница, вычисленная по формуле (3). Линии соответствуют значениям температу-
ры, выраженным через барионный химический потенциал и найденное значение /p p =
0,025 (см. ф-лу (2)). Фиолетовая прямая на рис. 3, b выражает зависимость T(μB, /p p ), 
полученную c использованием значения /p p =  0,025, соответствующего столкновениям 
Bi + Bi при NNs = 9,2 ГэВ.

С использованием формулы (2) дополнительно было вычислено значение барионного 
химического потенциала μB, соответствующего температуре кинетического выморажива-
ния в столкновениях Bi + Bi при NNs = 9,2 ГэВ (температура определена ранее с помо-
щью модели Blast-Wave). Найденное значение μB = 205 МэВ. 

Для сравнения приведены значения температуры кинетического вымораживания и 
фазового перехода, соответствующие энергии эксперимента PHENIX ( NNs = 200 ГэВ). 
Зависимость ( , / )BT p pµ  в виде прямой (показана на рис. 3, b черным цветом) получена с 
учетом значения /p p =  0,79, измеренного в эксперименте PHENIX при NNs = 200 ГэВ. 

Синие точки на рис. 3, b отмечают значения температуры и барионного химического 
потенциала системы частиц при столкновении на этапе кинетического вымораживания, а 
красные – они же, но на этапе фазового перехода. 

a) b)

Рис. 3. Зависимости отношения выходов антипротонов к выходам протонов /p p  от 
поперечного импульса, измеренные в различных диапазонах центральности (%) столкновений 
Bi + Bi при энергии NNs = 9,2 ГэВ (a), и соответствующая фазовая диаграмма ядерной материи 

(зависимость температуры от барионного химического потенциала) (b)

Заключение

В работе представлены спектры по поперечной массе заряженных адронов 
π±, K±, p, ,p полученные с помощью моделирования столкновений Bi + Bi при энергии

NNs = 9,2 ГэВ с использованием гибридного генератора UrQMD и пакета MPDroot. 
В результате анализа полученных спектров заряженных адронов в рамках модели Blast-

Wave были найдены значения температуры кинетического вымораживания T0 и средней 
скорости радиального расширения системы частиц βT в зависимости от центральности 
столкновений. 
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Вычисление отношений выходов антипротонов к выходам протонов позволило опреде-
лить значения температур T0 и TQGP, а также барионного химического потенциала μB, со-
ответствующиx фазе кинетического вымораживания и фазового перехода. Были получены 
следующие значения параметров:

T0 ≈ 109 МэВ, μB ≈ 205 МэВ при кинетическом вымораживании;
TQGP ≈ 131 МэВ, μB ≈ 247 МэВ при фазовом переходе.
Представленные результаты позволяют оценить доступную область параметров темпе-

ратуры T и барионного химического потенциала μB, что важно для потенциальных при-
знаков фазового перехода в ядро-ядерных столкновениях при энергиях NICA.
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Аннотация. В работе представлено развитие модели генеративно-состязательной сети 

(ГСС) для изучения характеристик прямых фотонов, образующихся при столкновениях 
протонов. Исследование направлено на расширение возможностей ранее разработанной 
нами модели путем введения параметра начальной энергии столкновения NNs  
в диапазоне 9 – 27 ГэВ. Модель обучена на данных, сгенерированных с помощью  
PYTHIA8, и протестирована как при энергиях обучения, так и при промежуточных 
значениях энергии. Особое внимание уделено способности модели сохранять 
кинематические зависимости и воспроизводить двойную продольную спиновую 
асимметрию ALL. Результаты доказали возможность использования ГСС для интерполяции 
характеристик прямых фотонов по энергии столкновения.

Ключевые слова: асимметрия, прямые фотоны, нейронная сеть, генеративно-
состязательная сеть

Финансирование: Государственное задание на проведение фундаментальных 
исследований (код темы FSEG-2025-0009).

Для цитирования: Лобанов А. А., Бердников Я. А. Асимметрии прямых фотонов в 
продольно-поляризованных протон-протонных столкновениях при энергиях 9 – 27 ГэВ 
// Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки. 2025. Т. 18. 
№ 3. С. 91–97. DOI: https://doi.org/10.18721/ JPM.18308

Статья открытого доступа, распространяемая по лицензии CC BY-NC 4.0 (https://
creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/)

Original article
DOI: https://doi.org/10.18721/JPM.18308

DIRECT PHOTON ASYMMETRIES IN THE LONGITUDINALLY 
POLARIZED PROTON-PROTON COLLISIONS 

AT ENERGIES FROM 9 TO 27 GeV
A. A. Lobanov ✉, Ya. A. Berdnikov

Peter the Great St. Petersburg Polytechnic University, St. Petersburg, Russia
✉ lobanov2.aa@edu.spbstu.ru

Abstract. This paper presents the development of the Generative Adversarial Network 
(GAN) model to study the properties of direct photons produced in proton-proton collisions. 
The study aims to extend the capabilities of our model (developed previously) by introducing 
the initial collision energy parameter NNs  in the range from 9 to 27 GeV. The model has 
been trained on the data generated using PYTHIA8 and tested both at training energies and at 
intermediate energy values. Special attention was paid to the ability of the model to preserve 
kinematic dependencies and to reproduce the double longitudinal spin asymmetry ALL. The re-
sults proved the possibility of using the GAN to interpolate the characteristics of direct photons 
in terms of collision energy.
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Введение

Изучение структуры протона и формирование его спина остается одной из клю-
чевых задач современной физики [1]. Для решения этой задачи создаются различные 
экспериментальные установки, среди которых особое место занимает детектор SPD на 
строящемся коллайдере NICA [1]. 

Важную роль в формировании суммарного спина протона играют глюоны [1]. Их вклад 
описывается спиральными функциями распределения глюона Δg(x), интегрирование ко-
торых дает полный вклад в спин протона. Одним из эффективных способов получения 
значений Δg(x) является измерение двойной продольной спиновой асимметрии (DLSA) 
ALL, возникающей при столкновении продольно-поляризованных протонов [1]. 

Асимметрию DLSA можно измерить для различных частиц, включая заряженные и 
нейтральные пионы [2], а также (J/ψ)-мезоны [3]. Однако особый интерес представляют 
прямые фотоны, рожденные при электромагнитном взаимодействии партонов протона, в 
частности, в реакции комптоновского рассеяния gq( q ) → γq [4]. Преимущество измере-
ния прямых фотонов заключается в более простом теоретическом описании, не требую-
щем использования моделей адронизации. 

Несмотря на это преимущество, измерение прямых фотонов сопряжено с рядом труд-
ностей, включая малую статистику событий и сложность выделения прямых фотонов на 
фоне распадных фотонов, например, от распада мезона π0 [4]. 

Для решения проблемы малой статистики, в предыдущей работе [5] был предложен 
подход с использованием генеративно-состязательной сети (ГСС). Было показано, что 
ГСС способна с высокой точностью воспроизводить характеристики прямых фотонов, 
рождающихся в столкновениях продольно-поляризованных протонов и сохранять воз-
можность расчета асимметрий.

В данной работе представлено развитие предложенного подхода, направленное на рас-
ширение возможностей разработанной нами модели ГСС [5]. 

Для этой цели предлагается ввести параметр начальной энергии столкновения ,NNs  
что должно обеспечивать получение результатов для произвольных значений энергии 
в заданном диапазоне. Такая интерполяция позволит более точно определять значения 
∆g(x) и, как следствие, правильнее оценивать вклад глюонов в спин протона.

Методика исследования

Для подтверждения возможности расширения ГСС для предсказания рождения пря-
мых фотонов при разных значениях энергии NNs  и в силу отсутствия на данный момент 
экспериментальных данных, обучение модели велось на предварительно смоделированных 
данных. В качестве генератора Монте-Карло была использована программа PYTHIA8 [5, 6].

Основные параметры программы Pythia8, использованные нами в данной работе, были 
следующими [5]:

PromptPhoton: qg2qgamma = on,
PromptPhoton: qqbar2ggamma = on,
MultipartonInteractions: pT0Ref = 2.2,
NNPDF31_nlo_as_0118 [7] (для неполяризованных столкновений),
NNPDFpol11_100 [8] (для поляризованных событий).
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В качестве диапазона значений начальной энергии столкновений NNs  была рассмо-
трена энергетическая область 9 – 27 ГэВ. Выбор диапазона диктовался эксперименталь-
ными условиями SPD на коллайдере NICA [4]. Для обучения модели были сгенерированы 
выборки при энергиях NNs = 9, 15, 21 и 27 ГэВ, причем для столкновений как неполяри-
зованных, так и поляризованных протонов (далее будет использован термин «события»). 
Размер каждой выборки составлял 500 тыс. событий (столкновений).

По аналогии с методикой предыдущей работы [5], из сгенерированных выборок были 
извлечены z-компоненты импульса pzq1 (первого) и pzq2 (второго) партонов, а также  
px-, py- и pz-компоненты импульса рожденного прямого фотона. При этом для обучения 
ГСС были использованы не сами компоненты pzq1 и pzq2, а их преобразованные версии –  
T(pzq1) и T(pzq2) в соответствии с результатами работы [5]. 

Функция потерь ГСС оставалась неизменной и представляла собой функцию наимень-
ших квадратов [5]. Число эпох для обучения было увеличено до 2 тыс. Величина батча 
также была увеличена до 2 тыс. Оптимизатор градиентного спуска был заменен на Adam 
с такими значениями параметров: 

шаг обучения 2·10–4 был взят для генератора и дискриминатора, коэффициенты забы-
вания для градиентов и вторых моментов градиентов β1 = 0,9 и β2 = 0,5, соответственно 
[9]. 

Архитектура генератора основана на результатах предыдущей работы [5]. На вход гене-
ратора поступает 128-мерный вектор с элементами из нормального распределения. В ка-
честве условных переменных использованы начальная энергия ,NNs  и тип поляризации 
события. Условные переменные объединяются со 128-мерным вектором, чтобы генератор 
мог учитывать различные условия для генерации. Число скрытых слоев было увеличено 
до 8. Каждый скрытый слой обладает 512 нейронами и активационной функцией "Leaky 
ReLU" с коэффициентом 0,2 [10]. Дополнительно к каждому скрытому слою применяется 
процедура ResidualAdd [11], чтобы сделать процесс обучения более стабильным при боль-
шом числе скрытых слоев. Процедура ResidualAdd заключается в том, что выход каждого 
слоя после функции активации суммируется с выходом предыдущего слоя. Такой подход 
позволяет решить проблему затухающих градиентов при большом числе слоев [11]. Выход 
генератора содержит 5 генерируемых величин: 

T(pzq1), T(pzq2), px, py, pz.
Дискриминатор обладает почти такой же архитектурой, как у генератора. На вход дис-

криминатор принимает 6 сгенерированных генератором величин, а также условные пере-
менные. Параметры скрытых слоев дискриминатора повторяют параметры скрытых слоев 
генератора за одним исключением: к каждому скрытому слою применяется нормализация 
спектра (Spectral Normalization) [12]. Выход с дискриминатора содержит один нейрон, 
который отражает степень уверенности дискриминатора в том, что на вход ему поданы 
реальные данные, а не полученные с помощью генератора.

Результаты моделирования

Для демонстрации качества работы ГСС при различных начальных энергиях NNs  ни-
же приведена только часть из полного набора величин; это pzq1 и 2 2 ,x yTp p p= +  а также 
значения DLSA. Остальные величины не представлены ввиду подобия их распределений.

На рис. 1, a представлены распределения по импульсу партона pzq1 при столкнове-
ниях неполяризованных протонов. Сравнение результатов моделирования с помощью 
PYTHIA8 и предсказаний ГСС проводилось для энергий ,NNs  ГэВ: 9, 15, 21 и 27, на 
которых происходило обучение модели, а также для промежуточных значений (ГэВ): 12, 
18, 24 и 30. При построении графиков на рис. 1 каждое следующее распределение для 
наглядности смещено на 10 ГэВ (чтобы разделить распределения). Анализ графиков пока-
зывает, что модель ГСС обеспечивает хорошую точность предсказаний как для значений 
энергии, при которых проводилось обучение, так и при интерполированных значениях. 

Аналогичная картина наблюдается на рис. 1, b, где представлены распределения по 
поперечному импульсу фотона pT при столкновениях поляризованных протонов. Стоит 
отметить, что модель сохраняет точность предсказаний и в этом случае.
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a)

b)

Рис. 1. Сравнение результатов предсказаний ГСС (сплошные линии) и моделирования 
(пунктиры) для распределений по импульсам партонов pzq1 (a) и прямых фотонов pT (b) 
при столкновениях неполяризованных (a) и поляризованных (b) протонов при различных 

значениях начальных энергий .NNs
(см. легенды: энергии указаны в ГэВ, причем нечетные значения – это величины при процедуре 
обучения, а четные – интерполированные величины). Число событий Nev = 500 тыс.; для моделирования 

использована программа PYTHIA8

На рис. 2 представлены зависимости асимметрий ALL от доли импульса 
2 T

T

NN

px
s

=  пря-

мого фотона, рассчитанные на основе предсказания ГСС и моделирования с помощью 
PYTHIA8. Из этого рисунка следует, что предсказания ГСС позволяют получать значения 
асимметрий ALL, совпадающие со значениями PYTHIA8 (с точностью до погрешностей), 
во всем рассмотренном диапазоне значений начальной энергии .NNs

Рис. 2. График зависимости асимметрии ALL от доли импульса xT прямого фотона при 
столкновениях продольно-поляризованных протонов при различных начальных энергиях 

NNs  в диапазоне 12 – 30 ГэВ. Данные получены с помощью ГСС и PYTHIA8 
(оранжевые квадратики и синие кружки соответственно). 

Уровень погрешностей имеет порядок размера маркеров
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Заключение

В работе продолжено развитие раннее разработанной модели генеративно-состязатель-
ной сети (ГСС) для предсказания характеристик рожденного прямого фотона в стол-
кновениях протонов. Рассмотрена возможность более широкого применения модели для 
предсказания событий, и теперь ее использование позволяет предсказывать характери-
стики прямого фотона при различных начальных энергиях NNs  в диапазоне 9 – 27 ГэВ.

Показано, что модель с высокой точностью предсказывает результаты протонных стол-
кновений как при значениях энергии, при которых проводилось обучение, так и при ее 
промежуточных значениях. Отсюда можно сделать вывод о способности модели к ин-
терполяции рассмотренных величин по значениям начальной энергии .NNs  Точность 
предсказаний сохраняется как в случае столкновений неполяризованных протонов, так и 
при столкновениях продольно-поляризованных (p→p→(←)).

Кроме того, показано, что модель ГСС сохраняет кинематические зависимости между 
генерируемыми величинами, что позволяет рассчитывать значения двойной продольной 
спиновой асимметрии ALL. Значения ALL также можно получать при любых значениях 
энергии NNs  в рассмотренном диапазоне 9 – 30 ГэВ.
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СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ ОСОБЕННОСТЕЙ РОЖДЕНИЯ 
АДРОНОВ В ДЕЙТРОН-ДЕЙТРОННЫХ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯХ 

ПРИ ЭНЕРГИЯХ 13,5 И 27,0 ГэВ
Д. С. Шапаев ✉, Я. А. Бердников 

Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого, 
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Аннотация. В статье представлены результаты исследования факторов ядерной 
модификации адронов в столкновениях ядер дейтерия при значениях энергии 

NNs ﻿= 13,5 ГэВ и 
NNs ﻿= 27,0 ГэВ. Проведено сравнение полученных факторов 

ядерной модификации (J/ψ)-, D±- и π0-мезонов с использованием функций партонного 
распределения свободных нуклонов и ядерно-модифицированных функций партонного 
распределения. Полученные результаты показали, что факторы ядерной модификации 
(J/ψ)- и π0-мезонов остаются близкими к единице на всем исследуемом диапазоне 
0,5–4,5 ГэВ/с поперечного импульса. Значения факторов ядерной модификации  
D±-мезонов резко снижаются при увеличении поперечного импульса при энергии 

NNs = 13,5 ГэВ, тогда как при энергии 
NNs = 27,0 ГэВ значения остаются близкими к 

единице.
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Abstract. This paper presents the results of nuclear modification factors for hadrons in 
deuteron-deuteron collisions at energies of 

NNs = 13.5 GeV and 
NNs = 27.0 GeV. We have 

applied the widely-used nuclear-modified parton distribution functions and parton distribu-
tion functions for free nucleons to determine nuclear modification factors (NMFs) of J/ψ, 
D± and π0 mesons. The obtained results showed the NMFs values of J/ψ and π0 ones to 
remain close to unity over the entire transverse momentum range from 0.5 to 4.5 GeV/c. 
The NMFs values of D± ones decreased sharply with increasing the transverse momentum at 

NNs = 13.5 GeV, but they remained close to unity at 
NNs = 27.0 GeV.
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Введение

Измерение особенностей рождения D±-, (J/ψ)-, π0-мезонов в протон-протонных  
(p + p) взаимодействиях при энергии pps = 27,0 ГэВ и дейтрон-дейтронных (d + d) 
взаимодействиях при энергии 

NNs = 13,5 ГэВ/нуклон [1] – это одна из предполагаемых 
целей в планируемом эксперименте SPD [2] на коллайдере NICA [3].

Основной механизм образования D±- и (J/ψ)-мезонов при исследуемых энергиях про-
исходит через слияние пары глюонов (gg), что приводит к созданию кварк-антикварковой 
пары ( )cc  [4].

a) b)

Рис. 1 [4]. Диаграммы Фейнмана для рождения (J/ψ)-мезона (a) и D±-мезонов (b). 
Рождение происходит через слияние пары глюонов (gg), 

что приводит к созданию кварк-антикварковой пары ( )cc  

Как следует из рис. 1, a, в ходе адронизации кварк-антикварковая пара ( )cc  мо-
жет образовать (J/ψ)-мезон. Схема рождения D±-мезонов приведена на рис. 1, b: 

, .cd D cd D+ −→ →  
Регистрацию (J/ψ)-мезонов в рамках проекта SPD можно осуществлять через слабые 

мюонные моды распада [4]:
J/ψ → μ+μ–

Регистрация D±-мезонов предполагается в следующих каналах распада [4]:  

D+ → π+K–π+ (BF = 0,094); D– → π–K+π– (BF = 0,094).
Таким образом, исследование особенностей процессов рождения D±- и (J/ψ)-мезонов 

позволяет получать информацию о свойствах и роли глюонов в протон-протонных и  
дейтрон-дейтронных взаимодействиях (а также в ядро-ядерных). В частности, можно из-
влечь информацию о функциях распределения глюонов в нуклонах и ядрах.

Измерение выходов нейтральных пионов, состоящих из uu - и dd - кварков, может 
способствовать проверке и уточнению существующих моделей, описывающих рождение 
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этих частиц. Сравнение выходов нейтральных пионов с более тяжелыми частицами, таки-
ми как мезоны D± и J/ψ, поможет лучше понять роль тяжелых кварков в столкновениях 
нуклонов и ядер при высоких энергиях.

При изучении процессов рождения адронов принято использовать функции распре-
деления партонов (PDF). Функция распределения партонов fi(x, Q2) используется для 
описания вероятности нахождения в адроне i-го партона; x – параметр партона, опреде-
ляющий долю импульса нуклона, которую несет партон; Q2 – величина, которая следует 
выражению

Q2 = –q2, 

где q2 – 4-импульс виртуальной частицы [5].
Особый интерес представляет область больших значений переменной x, где наблюда-

ется существенное расхождение между теоретическими предсказаниями для глюонной 
функции распределения в дейтроне и глюонной функции распределения в нуклоне [4].

Для анализа нуклон-ядерных и ядро-ядерных столкновений были получены ядер-
но-модифицированные функции распределения партонов [6]. Принципиальным отличи-
ем данных функций от функций распределения партонов, взятых для свободных нукло-
нов (PDF), является то, что они учитывают нуклонный состав ядер и взаимодействия 
между нуклонами в ядре.

Согласно теореме факторизации [7], в коллинеарном приближении дифференциальное 
сечение рождения адрона H можно представить следующим образом:

3

3
, ,

ˆ ,c H
H a b ab c

a b cH

dE f f d D
dp
σ
= ⊗ ⊗ σ ⊗∑  

где fa, fb – функции распределения партонов; ˆ c
abdσ − сечение жесткого партонного под-

процесса; a, b, c – взаимодействующие партоны; H
cD − функция фрагментации.

Различные функции распределения партонов влияют на сечение рождения адрона при 
условии, что для каждой частицы применяются одинаковые функции фрагментации.

Цель настоящей работы – определить особенности рождения адронов в столкновениях 
ядер дейтерия (d + d). 

Для моделирования (d + d)-столкновений использованы ядерно-модифицированные 
функции распределения партонов (nPDF) и функции распределения партонов свободных 
нуклонов (PDF).

Методика исследования

Анализ выходов адронов в (d + d)-столкновениях при энергиях NNs = 13,5 и 27,0 ГэВ 
проведен в настоящей работе на основе данных моделирования, полученных нами с по-
мощью программного пакета Pythia8 [8].

Выбраны варианты расчета, в которых используются функции двух видов:
функции распределения партонов, полученные для свободных нуклонов (PDF);
ядерно-модифицированные (в данном случае в дейтроне) функции партонного распре-

деления (nPDF).
В связи с тем, что значения энергии столкновений пучков дейтронов намного больше, 

чем энергия связи нуклонов в дейтроне (2,23 МэВ), для моделирования дейтрона можно 
принять модель несвязанных (свободных) нуклонов, для которых в рамках партонной 
модели используются партонные функции распределения свободных нуклонов (PDF). 
Столкновения пучков дейтронов можно представить на основе PDF как столкновение 
каждого нуклона одного ядра дейтрона с каждым нуклоном другого. При этом возможны 
четыре комбинации нуклон-нуклонных столкновений: pp, pn, np, nn. Если учесть при-
мерное сходство значений полных сечений этих взаимодействий [9], то целесообразно 
принять эти взаимодействия равновероятными без существенной потери точности.

В нашей предыдущей статье [10] было установлено, что различные комбинации вза-
имодействующих нуклонов, составляющих ядро дейтерия, приводят к разному количе-
ству образующихся прямых фотонов Однако данная зависимость не должна наблюдаться 
при формировании (J/ψ)- и D±-мезонов, так как вероятности их образования не зави-
сят от электрического заряда кварка. Сечение рождения пары кварк-антикварк в резуль-
тате глюон-глюонного взаимодействия пропорционально квадрату константы сильного 
взаимодействия [4].
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Альтернативный подход к исследованию столкновений пучков дейтронов – это при-
менение ядерно-модифицированных функций партонного распределения nPDF, полу-
ченных для дейтронов [11 – 13]. Многообразие используемых функций связано с их 
происхождением от разных экспериментальных данных, что может вызывать расхождения 
и в получаемых результатах. Поэтому для гарантии достоверности и возможности сравне-
ния данных выбраны три различные ядерно-модифицированные функции распределения 
партонов.

Поскольку программа Pythia8 позволяет использовать в расчетах только одну пар-
тонную функцию распределения, для ускорения процесса расчета всех выбранных нами 
nPDF мы использовали весовой коэффициент w (формула для его вычисления дана в 
статье [14]): 

/ 2 / 2
1 1 2 2

2 2
1 1 2 2

( ; ) ( ; ) ,
( ; ) ( ; )

p d p d
i i

p p
i i

x f x Q x f x Qw
x f x Q x f x Q

= ⋅                                    (1)

где / 2 / 2
1 1 2 2( , ), ( , )p d p d

i ix f x Q x f x Q − ядерно-модифицированные функции распределения пар-
тонов (nPDF) для дейтронов в первом и втором ядрах; 2 2

1 1 2 2( , ), ( , )p p
i ix f x Q x f x Q − партон-

ные функции распределения свободных нуклонов (PDF) первого и второго ядер.
Этот коэффициент w характеризует отношение вероятностей обнаружения партона для 

двух различных функций распределения партонов при одинаковых значениях перемен-
ных x и Q2. Таким образом, использование в расчетах весового коэффициента позволяет 
получать спектры адронов как для PDF, так и для nPDF в рамках единой вычислительной 
процедуры моделирования.

Ввиду малой вероятности рождения (J/ψ)- и D±-мезонов в (d + d)- столкновениях, в 
данной работе для увеличения статистики рождения (J/ψ)- и D±-мезонов применялись 
специальные настройки в Pythia8 (они представлены в Приложении в конце статьи). 
Важно отметить, что предложенные модификации не оказывают какого-либо влияния на 
физическую интерпретацию полученных результатов.

Функции распределения партонов взяты из программного пакета LHAPDF6 [14], кото-
рый подключается непосредственно к генератору столкновений Pythia8. Компьютерный 
анализ включал применение следующих партонных функций распределения (далее их 
нумерация, выделенная жирным шрифтом, фигурируют в подписях к рисункам).

Для функций PDF: nNNPDF30_nlo_as_0118_p [11] (FI), TUJU21_nlo_1_1 [12] (FII), 
nCTEQ15HIX_FullNuc_1_1 [13] (FIII);

для функций nPDF: nNNPDF30_nlo_as_0118_A2_Z1 [11] (FIV), TUJU21_nlo_2_1 [12] 
(FV), nCTEQ15HIX_FullNuc_2_1 [13] (FVI).

Для количественной оценки различия в особенностях спектров адронов в (d + d)- 
столкновениях с использованием nPDF и спектров, полученных с использованием PDF, 
применялся фактор ядерной модификации Rdd.

Величину Rdd можно вычислять с помощью следующего соотношения [15]:
2

2

/1 .
/

dd T
dd

coll pp T

d N dp dyR
N d N dp dy

= ⋅                                          (2)

В числителе формулы (2) стоит инвариантный спектр адронов, полученный в столкно-
вениях ядер дейтерия в диапазонах быстрот dy и поперечного импульса dpT. Этот спектр 
нормируется на количество бинарных нуклон-нуклонных столкновений Ncoll (для d + d). 
В знаменателе формулы (2) находится инвариантный спектр адронов, измеренных в  
(p + p)- взаимодействиях для тех же диапазонов быстрот и поперечного импульса.

Диапазон по быстроте (|y| < 3) в данной статье взят из работы [16].

Полученные результаты и их обсуждение
Результаты Rdd для адронов в зависимости от поперечного импульса pT при энергиях 

NNs = 13,5 и NNs = 27,0 ГэВ в области быстрот |y| < 3 с применением разных функций 
распределения партонов, взятых для свободных протонов (PDF) (см. функции FI – FIII), 
представлены на рис. 2.
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Рис. 2. Зависимости факторов ядерной модификации мезонов J/ψ (●), D± (▲), π0 (■) от 
поперечного импульса (см. ф-лу (2)) в (d + d)-столкновениях при энергиях NNs =13,5 ГэВ 
(a – c) и NNs =27,0 ГэВ (d – f), в области быстрот |y| < 3, с применением разных функций 

распределения партонов, взятых для свободных протонов: а, d – функция FI; b, e – FII; 
c, f – FIII (нумерация функций дана в тексте).

Вертикальными отрезками показаны статистические погрешности

Результаты Rdd для адронов в зависимости от поперечного импульса pT при энерги-
ях NNs  = 13,5 ГэВ и NNs = 27,0 ГэВ в области быстрот |y| < 3 с применением раз-
ных ядерно-модифицированных функций распределения партонов (nPDF) (см. функции  
FIV – FVI) представлены на рис. 3.

Рис. 3. Зависимости, аналогичные приведенным на рис. 2, при энергиях NNs = 13,5 ГэВ 
(a – c) и NNs = 27,0 ГэВ (d – f), для остальных ядерно-модифицированных функций партонного 

распределения: а, d – функция FIV; b, e – FV; c, f – FVI
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На рис. 2 и рис. 3 можно заметить, что факторы ядерной модификации D±-, (J/ψ)- и 
π0-мезонов, вычисленные с применением функций nPDF и PDF, имеют сходные значе-
ния на всем рассматриваемом диапазоне значений pT. Тем не менее, небольшие различия 
в значениях Rdd при использовании партонных функций FII и FV могут свидетельствовать 
о наличии ядерных эффектов, влияющих на процесс образования частиц.

Результаты по факторам ядерной модификации Rdd, полученные с применением осталь-
ных функций (FI, FIII, FIV, FVI), не превышают единицы, что прогнозирует отсутствие 
возможных ядерных эффектов при образовании (J/ψ)- и π0-мезонов в дейтрон-дейтрон-
ных столкновениях.

Также можно отметить, что значения Rdd для D±-мезонов падают с увеличением pT при 
энергии NNs = 13,5 ГэВ, в отличие от столкновений при энергии NNs = 27,0 ГэВ, в 
которых значения Rdd остаются на уровне единицы. Причина такого поведения зависимо-
стей требует дополнительного исследования.

Заключение

В данной работе рассчитаны факторы ядерной модификации D±-, (J/ψ)- и π0-мезонов 
в (d + d)-взаимодействиях при энергиях NNs = 13,5  и NNs = 27,0 ГэВ в зависимости 
от поперечного импульса pT в области быстрот |y| < 3 с использованием PDF (FI – FIII) 
и nPDF (FIV – FVI).

Применение весового коэффициента (см. формулу (1)) в расчетах спектров адронов 
позволило ускорить процесс расчета спектров адронов.

Показано, что значения Rdd для адронов мало различаются при использовании разных 
функций: PDF и nPDF.

Установлено, что отношения инвариантных спектров (J/ψ)- и π0-мезонов в (d + d)- и 
(p  +p)-столкновениях незначительно различаются при исследуемых энергиях для всех 
выбранных наборов PDF и nPDF. В то же время инвариантные спектры D±-мезонов в  
(d + d)-взаимодействиях при энергии NNs = 13,5 ГэВ уменьшаются относительно инва-
риантов спектров в (p + p)- взаимодействиях при увеличении поперечного импульса pT.

Приложение

Настройки параметров генератора событий Monte Carlo Pythia8 
с целью увеличения образования мезонов

Параметр Позиция
Для (J/ψ)-мезонов

Charmonium:all on
PhaseSpace:pTHatMin 0,1
PhaseSpace:pTHatMax 10,0
PhaseSpace:pTHatMinDiverge 0,5
BeamRemnants:primordialKT on
BeamRemnants:primordialKTsoft 0,9
BeamRemnants:primordialKThard 1,8
BeamRemnants:halfScaleForKT 2,0
BeamRemnants:halfMassForKT 4,0
BeamRemnants:reducedKTatHighY 0,5
BeamRemnants:primordialKTremnant 0,4
443:onMode off
443:onIfAll 13 -13

Параметр Позиция
Для D±-мезонов

HardQCD:gg2ccbar on
HardQCD:qqbar2ccbar on
PhaseSpace:mHatMin 0,0
PhaseSpace:pTHatMinDiverge 0,5
BeamRemnants:primordialKT on
BeamRemnants:primordialKTsoft 1,1
BeamRemnants:primordialKThard 1,8
BeamRemnants:halfScaleForKT 2,0
BeamRemnants:halfMassForKT 4,0
BeamRemnants:reducedKTatHighY 0,7
BeamRemnants:primordialKTremnant 0,4
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Introduction

The classical integral of motion of a relativistic particle γ0 has the invariant form

( ) ( ) ( )0
0 2

1
exp , tanh , exp ,

1

mc f
mc f f

c mc
− γ

γ = = − θ = = θ γ = = − θ
−β

n nVn
β

β
﻿
       (1)

where V is the particle velocity, с is the light speed, m is the particle mass, f = ±1. 
For analytical and numerical calculations in Refs. [1 – 8], the integral of motion is understood 

as a constant (γ = const), however, this case is satisfied only for a constant particle velocity  
(β = const). Ignoring the nonlinear functional dependence γ = γ(r, t), for finding the trajectory 
of a charged particle R(r, t) in the field of an electromagnetic wave

( ) ( ),
, ,

q t
t dt dt= + = +

γ ωγ∫ ∫E E rpR r χ χ                                (2)

where pE is the momentum of particle oscillation in the field of an electromagnetic wave,  
pE = qE(r, t)/ω; E(r, t) is the electric field strength of the wave; q is the particle charge; ω is the 
particle oscillation frequency; χ is a certain constant that determines the initial phase of the wave; 
r is the particle position at time t.

In many papers (see, for example, Refs. [1 – 8]), as a rule, integration is performed over the 
space-time coordinate ξ = t – nr/c and supposing that γ = const. In this case, there are no 
relativistic effects of particle acceleration.

The angular integral of motion θ is defined from Hamiltonian mechanics

1 ,H Q Q P+ −
ξ ξ

′∂
= − = =

∂θ
nP                                        (3)

where 2/ ( )H H mc Q Q+ −
ξ ξ′ = =  is the Hamiltonian of a freely moving particle, 

1 1, ,
1 1

Q Q+ −
ξ ξ= =

− +n nβ β
 n is the normal vector, and H'(β = 0) = 1 [9, 10].

As is known, the integral angle or the so-called angular integral of motion is expressed from 
Eq. (3) and has the following form:

( )1cosh ,Q Q− + −
ξ ξθ =                                           (4)

where E Q Q+ −
ξ ξ=  is the dimensionless particle energy, E ≥ 0.

From Eqs. (3) and (4) it can be seen that the energy and momentum of the system take the 
following values:

cosh ,  1 sinh ,E Q Q Q Q+ − + −
ξ ξ ξ ξ= = θ = − = θnP                         (5)

which express the laws of conservation of energy and momentum for the particle 

E2 = P2 + 1,                                                   (6)
where 

2

2

1/ , / 1.
1

E mc Q Q mc Q Q+ − + −
ξ ξ ξ ξ= ε = = = = −

−β
P p n                   

(7)

From Eqs. (4) – (7) and Ref. [10], for θ, r, t, and γ, we have the following functional 
relationship:

θ = θ(r, t, γ).                                                 (8)

Using the functional dependence (8), it is easy to show that the trajectory of the relativistic 
particle (see Eq. (3)) can be represented as a function of the integral angle θ:

( ) ( )
( )

( )
( )

.
q

d d
θ θ

θ = θ+ = θ+
γ θ ωγ θ∫ ∫Ep E

R χ χ                                 (9)
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From Eq. (8) we also have a mutually functional dependence with the space-time coordinate 
ξ = ξ(θ).

It is of interest to study in this paper the mutually functional dependence of the laws of 
conservation of energy and momentum of a particle in a mutually invariant form depending on  
θ = θ (γ) and γ = γ (θ), that is

E2 = P2 + 2γE – γ2,                                           (10)

where γ–1 = 2E – γ.
From the rapid development of such areas as the double special theory of relativity and gravito- 

magnetism [11 – 16], it follows that it is necessary to introduce differential forms, which in the 
future will help to give a more extensive answer to such a question as: “Do we observe the viola-
tion of the Lorentz invariant form in gamma-ray bursts?”

The purpose of this work is to search for new forms of the of motion and to study the mutual 
functional relationship between integrals. Based on the Hamiltonian and Lagrange formalisms, 
successively derive generalized formulas that are applicable to the motion of a particle in any con-
figuration of electromagnetic fields. Thus, in Refs. [17 – 19], the effectiveness of using Lorentz 
coordinates in terms of rapidity has been demonstrated ξ = ξ (θ). In Ref. [20], Lorentz coordi-
nates with associated parameters were applied to describe the dynamics of a charged particle in 
the field of a plane wave and in the field of a one-dimensional Gaussian laser beam.

The method of coupled parameters was first introduced in relativistic hydrodynamics [21], 
where these parameters were defined as physical quantities of a hydrodynamic system, such 
as pressure, volume, and entropy, depending on a single parameter, such as temperature. In 
the special theory of relativity, the method of coupled parameters has been applied in Refs.  
[10, 17 – 20] based on eigenfunctions and eigenvalues, where it has been demonstrated that the 
chosen parameters being related to the invariance of the obtained results across different reference 
frames.

In this work, we will also show that the use of integrals of motion with coupled parameters and 
their eigenvalues can describe the dynamics of a particle more efficiently than its presentation in 
the orthogonal form [22]. Further, based on the task, on the eigenfunctions and eigenvalues, we 
will find the eigenvalues of the integrals of motion γ and θ from the operators of differentiation 

with respect to time ˆ ,dt
dt

=  velocity ˆ d
d

β =
β

 and angular displacement ˆ .d
d

θ =
θ

This work presents an approach that allows transitioning from certain eigenfunctions in the 
special theory of relativity with associated parameters to eigenvalues in various representations of 
the integrals of motion, which facilitate working with these eigenvalues.

A problem for eigenfunctions and eigenvalues from γ
We introduce the direct integral of motion from ξ = t – nr/c as a derivative with respect to 

time t:
1 ,t

d Q f
dt
ξ
= = − nβ                                             (11)

where
1 , 1 ,t tQ Q+ −= − = +n nβ β                                         (12)

conjugate expressions.
The relationship between ,t tQ Q+ −  and Qt is expressed by the following expressions:

( ) ( )1 1 , 1 1 , 2.t t t t t tQ f Q Q f Q Q Q+ − + −= − − = + − + =                      (13)

Using Eqs. (7), (11), and (12), we represent the integral of motion (1) in the following form:

.t
t t

t t

Q Q Q Q Q E
Q Q

+ −
ξ ξ+ −

γ = = =                                    (14)

Eigenfunctions and eigenvalues from the integral of motion γ (14) are obtained by differenti-
ating with respect to time t, that is,
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,t
t

dQd dEE Q
dt dt dt
γ
= +                                           (15)

where
( ) ( )21 1t

t t t
dQ f Q f Q Q
dt

+ −= − − = − −                                 (16)

is the function from Ref. [10]. 

The expression tdQ E
dt

 has the form in the closed Lorentz group, viz.

( ) ( )1 .t
t t t t

dQ E f Q Q Q Q f Q Q Q Q
dt

+ − + − + − + −
ξ ξ ξ ξ= − − = − −                    (17)

Under the closed Lorentz group, we will understand when all relations in the equations are 
closed, that is, they have a connection t tQ Q+ −  or .Q Q+ −

ξ ξ
Under the open Lorentz group, we will understand when there is one “free” integral of motion 

Qt or Qξ in the equations. It is possible to choose an invariant form. For example, for the integral 
of motion (see Eq. (14)) we have

inv, inv.t tQ E E Q E E+ + − −γ ≡ ≡ − ≡ γ ≡ ≡ + ≡nP nP
                    

(18)

The time derivative of the energy has the form [10]

3 2.dE P P
dt

= ≡ nP                                              (19)

The particle velocity can also be represented in the following form:

β = fn(1 – Qt).                                                        (20)

Expanding tdQ E
dt

 from Eq. (15) in an open group, we get

,tdQ E f
dt

= − Pβ                                               (21)

3,t
d f Q P
dt
γ
= − +Pβ                                            (22)

QtP = βγ = nβγ,                                              (23)

( )2 1 .d f P f f P
dt
γ
= − +βγ = − − γP Pβ β                              (24)

In Eq. (24) on the right side, multiplying and dividing by γ we get the function ft(γ),

( ) ,t
d f
dt
γ
= γ γ                                                 (25)

( ) ( ) 21
.t

f f P ff P
− − γ

γ = = − +
γ γ

P P n
β β

β                            (26)

Representations βP in the open Lorentz group have the form

βP = fn(1 – Qt)fn(Qξ – 1)γ = γ(Qξ + Qt – 2).                         (27)

Due to the invariance in Eq. (26), for nβP2 can be represented compactly nβ in an open 
group, and P2 in a closed group,

β = fn(1 – Qt), 
2

î î 1.P Q Q+ −= −                                     (28)

Representation ft (γ) in ft (γ
+). The representation of nβP2 from Eq. (26) for the case f = +1 

has the form
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( )1 ,tQ+ += −nβ                                                (29)

( )( )2 21 1 .t tP Q Q Q P Q Q+ + + − − +
ξ ξ ξ= − − = − +nβ                          (30)

Substituting Eqs. (27) and (28) into Eq. (26), and passing from representations ft(γ) to ft(γ
+), 

we obtain
( ) ( ) 22 ,t t tf Q Q P Q Q+ + + − +

ξ ξγ = − + − + − +                            (31)

ft(γ
+) = –P2.                                                (32)

From Eqs. (31) and (32) we also have the form

( ) 1.
2t

Q Q
f

+ −
ξ ξ+ +

γ = − +                                          (33)

Representation ft(γ) in ft(γ–). The representation of nβP2 from Eq. (26) for the case f = –1 
has the form

( )1 ,tQ− −= − −nβ                                               (34)

( )( )2 2 21 1 ,t tP Q Q Q P Q P− − + − −
ξ ξ= − − − = − +nβ                          (35)

( )2 1 ,t t tQ P Q Q Q Q Q− − + − + −
ξ ξ ξ= − = −                                 (36)

( )( )2 21 1 ,t tP Q Q Q P Q Q− − + − + −
ξ ξ ξ= − − − = − + −nβ                        (37)

( ) ( ) 21
2 ,t t t

f f P
f Q Q P Q Q− − − + −

ξ ξ

− − γ
γ = = + − − + −

γ
Pβ

                  (38)

( ) 22 ,tf Q Q P− + −
ξ ξγ = + − −                                       (39)

ft(γ
–) = P2.                                                 (40)

From Eqs. (39) and (40) there is also the following form:

( ) 1.
2t

Q Q
f

+ −
ξ ξ− +

γ = −                                           (41)

Summarizing the obtained results – Eqs. (32) and (40), we have that

ft(γ) = –fP2.                                                 (42)

Representation γ in γ+ and γ–. The representation of γ+ and γ– in the closed Lorentz group 
has the form

γ+ γ– = 1.                                                              (43)

Differentiating Eq. (43) with respect to time, we obtain

( )
0,

d
dt

+ −γ γ
=  or 0.d d

dt dt

+ −
− +γ γ
γ + γ =                                (44)

The eigenfunction and eigenvalue problems for γ+ and γ– have the forms

( ) ( ), ,t t
d df f
dt dt

+ −
+ + − −γ γ

= γ γ = γ γ                                  (45)

where ft(γ
+) and ft(γ–) are eigenfunctions γ+ and γ– in time t.

Substituting Eq. (45) in Eq. (44) we obtain

ft(γ
+) + ft(γ

–) = 0.                                             (46)
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Representation of γ+ and γ– in differential form with respect to +
ξQ  and .−ξQ  Using the re-

lations 2t tQ Q+ −+ =  and QtQξ = 1, we represent γ+ and γ– in the form

2 1, 2 1,

1 1, .
2 1 2 1

Q Q

Q Q

+ − − +
ξ ξ

− +

− +
ξ ξ

γ = − γ = −

γ = γ =
− −

                                    (47)

In differential form, γ+ and γ– with respect to Q−
ξ  and ,Q+

ξ  have the following form:

( ) ( )3 3
, , , .d d d d

dQ dQ dQ dQ

+ − − +
− + − +

− + − +
ξ ξ ξ ξ

γ γ γ γ
= γ = γ = − γ = − γ                     (48)

The fulfillment of properties of Eq. (48) can be easily verified by differentiating γ+ γ– = 1, with 
respect to Q−

ξ  or .Q+
ξ

The representation of 
dQ
dQ

+
ξ
−
ξ

 and 
dQ
dQ

−
ξ
+
ξ

 in differential form is as follows:

( ) ( )4 4
, .

dQ dQ
dQ dQ

+ −
ξ ξ− +
− +
ξ ξ

= − γ = − γ
                                               

 (49)

Energy and momentum in γ+ and γ– have the following relationships:

γ+ + γ– = 2E = 2Qξγ,                                           (50)

γ– – γ+ = 2nP = 2f(Qξ – 1)γ.                                      (51)

Expanding Eq. (51), we obtain a following equation for f = +1:

2 2 ;Q− + + + +
ξγ − γ = γ − γ                                          (52)

for f = –1 we have
2 2 .Q− + − − −

ξγ − γ = − γ + γ                                         (53)

Representation of functions ft(γ
+) and ft(γ

–) in γ+ and γ–. Let us represent the functions ft(γ
–) 

from Eq. (41) and ft(γ+) from Eq. (33) using the invariant forms 

( )2
1

2 2
Q

−
+
ξ

γ
= +  and 

( )2
1 ,

2 2
Q

+
−
ξ

γ
= +  

in the representation γ+ and γ–, which have the form

( ) ( ) ( )2 2
1 ,

4 2tf
+ −

+
γ + γ

γ = − −                                      (54)

( ) ( ) ( )2 2
1 .

4 2tf
+ −

−
γ + γ

γ = +                                        (55)

Adding and subtracting Eqs. (54) and (55), we have

ft(γ
+) + ft(γ

–) = 0,                                             (56)

( ) ( ) ( ) ( )2 2

1,
2t tf f

+ −
− +

γ + γ
γ − γ = +                                 (57)

Alternately multiplying Eqs. (56) and (57) by (γ+)2 and (γ–)2, we obtain a mutually invariant 
form of eigenvalues:

ft(γ
+)(γ+)2 + ft(γ

–)(γ+)2 = 0,  ft(γ
+)(γ–)2 + ft(γ

–)(γ–)2 = 0,                      (58)
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
4

2 21
,

2t tf f
+

− + + +
γ +

 γ − γ γ = + γ 
                          (59)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
4

2 21
.

2t tf f
−

− + − −
+ γ

 γ − γ γ = + γ                                   
 (60)

The invariance property of the energy and momentum of a particle expressed in terms of the 
integral of motion γ and Qξ. To write the invariance property as

ft(γ
–) + ft(γ

+) = P2 – P2 = 0,                                             (61)
and 

P2 = P2,                                                    (62)

let us represent P as an open Lorentz group in the form

(P+)2 = (P–)2,                                                (63)

where the invariance property holds 2P = 2P+ = 2P– = γ– – γ+ ≡ inv.
The momentum P of the particle is represented in the following form:

P = f(Qξ – 1)γ = βQξγ = βE = –f(Qt – 1)Qξγ.                          (64)

Substituting the values of the pulse in the open group ( )1P Q+ + +
ξ= − γ  and ( )1P Q− − −

ξ= − − γ  
in Eq. (63), we obtain

( ) ( )2 2
1 1 ,Q Q+ + − −

ξ ξ
   − γ = − γ                                        (65)

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
1 1 ,Q Q+ + − −

ξ ξ− γ = − γ                                   (66)

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
2 1 2 1 .Q Q Q Q+ + + − − −

ξ ξ ξ ξ
   − + γ = − + γ      

                     (67)

Using the invariance property of the energy ,E Q Q Q+ + − −
ξ ξ ξ= γ = γ = γ  in Eq. (67) we have

( )( ) ( )( )2 2
2 1 2 1 .Q Q+ + − −

ξ ξ− + γ = − + γ                              (68)

Substituting properties ( )2
Q Q− + +

ξ ξ= γ  and ( )2
Q Q+ − −

ξ ξ= γ  in Eq. (68), we derive an invariant 
form

( ) ( ) ( ) ( )( )2 2
2 .Q Q+ − − + + − − +

ξ ξ− = γ − γ = γ + γ γ − γ                        (69)

From the difference Q+
ξ  and ,Q−

ξ  we obtain

2 .Q Q Q Q+ − + +
ξ ξ ξ ξ− = nβ                                           (70)

From the invariance property of the velocities β = β– = β+, we have the conservation law

2 ,Q Q Q Q+ + + +
ξ ξ ξ ξ+ =                                              (71)

also for β–

2 2 ,Q Q Q Q Q+ − + + +
ξ ξ ξ ξ ξ− = − +                                        (72)

as well for β+

2 2 .Q Q Q Q Q+ − + + −
ξ ξ ξ ξ ξ− = −                                         (73)
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Substituting the values of the energy 

( ) ( )2 2

2
2

4
E Q Q

− +
+ −
ξ ξ

γ + γ +
= =  

in Eqs. (72) and (73), we obtain

( ) ( )2 2
2

2 ,
2

Q Q Q
− +

+ − +
ξ ξ ξ

γ + γ +
− = − +                                  (74)

( ) ( )2 2
2

2 .
2

Q Q Q
− +

+ − −
ξ ξ ξ

γ + γ +
− = −                                   (75)

Substituting Eq. (74) into Eq. (69), we have the form

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
2 4 .Q− + + − +

ξ− γ − γ − + = γ − γ                              (76)

Similarly, substituting Eq. (75) into Eq. (69), we obtain

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
2 4 .Q− + − − +

ξγ + γ + − = γ − γ                               (77)

Adding Eqs. (76) and (77), we have the value of the invariant form 

( ) ( )2 2
2 2 ,Q Q+ − − +

ξ ξ− = γ − γ                                       (78)

Subtracting Eq. (76) from Eq. (77), we have

( ) ( )2 21 1 .
2

Q Q− + + −
ξ ξ

 γ + γ + = +  
                                   (79)

Invariant forms of the integrals γ+ and γ– of particle motion. The invariant form of the in-
tegrals of motion (γ–)2 and (γ+)2 has the following form:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
22 2 2 2 2
2

12 2 2,
1t tQ Q E Q Q− + + − + +

ξ ξ

+β γ + γ = + = = + −   −β
            (80)

( ) ( ) ( ) ( )2 2

2

42 4 2 .
1

Q Q Q Q Q Q− + + − + − + −
ξ ξ ξ ξ ξ ξγ − γ = − = = + =

−β
nn n β

β β            (81)

We introduce invariant functions that have the form

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
2

2 2

1 , .
1 2 4 1

g h
− + − +γ + γ γ − γ+β

= = = =
−β −β

nβ
                      (82)

The functions g and h belong to the same class: their partial derivatives with respect to β are 
their eigenvalues and reflect the closure property of the Lorentz group:

2 24 4 , .dg dhhQ Q hE gQ Q gE
d d

+ − + −
ξ ξ ξ ξ= = = =

β β
                           (83)

Taking the derivatives of the integrals of motion γ– and γ+ (see Eq. (18)) with respect to β, 
we obtain

( )
( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

2 2

2
2 2 2, .

t t t

d f f E
d Q Q Q

+ +− +
− − − −

β β+ + +

γ γγ γ
= = γ = γ γ γ = =n

β
                    

 (84)

Similarly, for γ+ we have

( ) ( ) 2, .d f f E
d

+
+ + +
β β

γ
= γ γ γ = −n

β
                                  (85)
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As can be seen, for Eqs. (84) and (85) the following properties of the invariant form hold:

fβ(γ
+) + fβ(γ

–) = 0,                                            (86)

( )( ) 22 ,d d f E
d d

+ −
− − +

β

γ γ
+ = γ γ − γ =n n nP

β β
                           (87)

( )( ) 32 .d d f E
d d

− +
− − +

β

γ γ
− = γ γ + γ =n n

β β
                              (88)

From properties (5), (6), and (7) of the invariance of the energy E and momentum P with 
respect to β, we have

3 3 2, .d dEE E E
d d

= = =
P Pβ
β β

                                   (89)

Taking the derivative of the integrals of motion (18), we obtain the invariant form

,dE d d
d d d

−γ
+ =

Pn
β β β

                                             (90)

and substituting the values (89), (85) into Eq. (90) we obtain that the integrals of motion γ– and 
γ+ are invariant with respect to differentiation with respect to β.

From properties (5), (6) and (7) of the invariance of energy and momentum with respect to 
time t, we obtain:

2 .d P E
dt

=
Pn                                                  (91)

Differentiating Eq. (18) with respect to time t and substituting the values (91), (45) and (19), 
we obtain the mutually invariant form (18). The fulfillment of the invariant form of Eqs. (19), 
(89) and (91) is also easy to check by differentiating the conservation law (6) with respect to time 
t or velocity β.

Reverse energy of a relativistic particle. We introduce the inverse energy function as

1 1 .t
g t t

QE Q Q
E Q

+ −

ξ

= = = =
γ γ

                                    (92)

The invariant form of the inverse energy has the form

.t
g t t t t

QE Q Q Q Q+ − − + + −= = γ = γ =
γ

                                (93)

From the properties obtained above, we introduce invariant relations using the reciprocal en-
ergy of the particle:

EEg = 1.                                                   (94)

( )2 1 .g t tP E Q Q Q Q Q− + − − + + + − +
ξ ξ ξ= − γ = γ − γ                              (95)

( )2 1 ,g t tP E Q Q Q Q Q+ + − + − − − + −
ξ ξ ξ= − γ = γ − γ                              (96)

( ) ( ) ( )1 1 1 ,t
g t t

QE f Q f Q Q f Qξ ξ= − γ = − = − =
γ

P n n n β                   (97)

,g gE E+ + + − − −= = =P Pβ β                                         (98)

( ) ( )1 , 1 .g t g tE Q P E Q+ − + + − + − −= − = = − − = βP n β
                             

 (99)
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Pseudopotential energy of a relativistic particle. We introduce the pseudopotential energy 
function as

2 .p t tE Q Q E= γ =                                             (100)

EEp = γ2,                                                 (101)

( )2
,p pE E E E+ + − + += = γ                                        (102)

( )2
.p pE E E E+ − − − −= = γ                                        (103)

Reverse momentum of a relativistic particle. The reverse momentum of a particle has the 
form

1 ,t
g

Q
= =

γ
nP

nP nβ
                                           (104)

and 

1 ,t t t
g

Q Q Q+ − − +γ γ
= = = =

γ
nP

nP n n nβ β β                                      
 (105)

where nβ = nβ– = nβ+.
Decomposition into a spectrum in terms of γ+ and γ– of the squared momentum P2 and 

squared energy E2 of the particle. The connections of the integrals of the motion of the particle 
γ+ and γ– through the energy of the particle has the form

γ+ + γ– = 2E.                                               (106)

Squaring Eq. (106) we obtain 

( ) ( )2 2

21 .
4 2

E
+ −γ + γ

+ =                                        (107)

Subtracting one from both sides of the equation, we have

( ) ( )2 2

2 21 1 .
4 2

E P
+ −γ + γ

− = − =                                   (108)

Using the invariant property of integrals of motion

( ) ( )2 2
1 ,

4 2
Q Q

+ −
+ −
ξ ξ

γ + γ
= +                                      (109)

we have 

( )( )2 1 1 1 ,P Q Q E E+ −
ξ ξ= − = − +                                   (110)

and
( )( ) ( )( )1 1 1 1 .Q Q E E+ −

ξ ξ− − = − +                                  (111)

Adding γ+γ– = 1 to the left side of Eq. (111), we obtain

( )( ) ( )( )1 1 ,Q Q E E+ + + − − −
ξ ξγ − γ γ − γ = − +                            (112)

and using the invariance property 

,E Q Q Q+ + − −
ξ ξ ξ= γ = γ = γ  

we have
(γ+ – E) (E – γ–) = (E – 1)(E + 1).                                       (113)
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Revealing Eq. (113), we obtain a representation of the square momentum of the particle:

2 2 1.
2

E E E P
+ −γ + γ

= = +                                        (114)

Dividing Eq. (114) by energy, we have 

.
2

E
+ −γ + γ

=                                               (115)

Substituting into the left part of Eq. (115) the values of the invariant form of the energy of the 
particle 

,E Q Q+ +
ξ ξ= γ = γ

 
we obtain

( )2
1

.
2

Q
+

−
ξ

γ +
=                                              (116)

Similarly, substituting the values of the invariant form of the particle energy

E Q Q− −
ξ ξ= γ = γ  

into the left part of Eq. (115), we obtain

( )2
1

,
2

Q
−

+
ξ

γ +
=                                              (117)

Adding Eqs. (116) and (117), we have the following form:

( ) ( )2 2

1 ,
2

Q Q
+ −

+ −
ξ ξ

γ + γ
+ = +                                     (118)

and
( ) ( )2 2

2 22 1 .
2

Q Q P E
+ −

+ −
ξ ξ

γ + γ
= − = +                               (119)

Subtracting Eq. (117) from Eq. (116), we obtain

( ) ( )2 2

22 2 ,
2

Q Q Q Q E
− +

+ − + −
ξ ξ ξ ξ

γ − γ
= − = =n nβ β                         (120)

Expressing 2nβ, we obtain

( ) ( ) ( )( )2 2

2 .
2 2 2
t t t t t t

t t

Q Q Q Q Q Q
Q Q

− + − + + −
− +

− +
= − = − =nβ                (121)

Converting Eq. (119), we obtain the value of the square of the particle energy:

( ) ( )2 2

2 1 .
2 2

E Q Q
+ −

+ −
ξ ξ

γ + γ
= = +                                   (122)

Similarly, for the value of the square of the particle momentum, we obtain

( ) ( )2 2

2 11 .
2 2

P Q Q
+ −

+ −
ξ ξ

γ + γ
= − = −                                (123)

Using the relations between the integrals of motion 

2 , 2,t tQ Q Q Q Q Q+ − + − + −
ξ ξ ξ ξ+ = + =                                            (124)

it is easy to collect the particle momentum from the invariant forms of the integrals of motion 
Qt and Qξ:
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( ) 22 2 2 .t tQ Q Q Q Q Q P+ − + − + −
ξ ξ ξ ξ+ − + = − =                            (125)

Multiplying P2 from Eq. (125) by 2 ,t tQ Q− += −nβ  we obtain

22 .t tQ Q Q Q P+ − − +
ξ ξ− − + = nβ                                    (126)

Adding and subtracting Eqs. (125) and (126), we have

2 2, .t t t tQ P Q Q Q P Q Q− + − + − +
ξ ξ= − = −                                (127)

The relation for the particle energy has the following invariant relations:

2 2, .t tQ E Q Q E Q− + + −
ξ ξ= =                                         (128)

Representation of integrals of motion as a function γ = γ (Q
t
 , P, E, P

g
, E

g
). From the prob-

lems on eigenfunctions and eigenvalues from the above paragraphs, it is convenient to represent 
the integrals of motion γ+ and γ– as invariant functions

( )2 21 ,t g tQ EP fQγ = − − nP                                      (129)

γ = Eg – fQtnP.                                             (130)

The γ values (129) and (130) are expressed in terms of a one-to-one correspondence:

,g g
g g

E
E f f+ =

γ

nP
nP                                         (131)

γ–1 = E + fnP.                                               (132)

Angular integral of motion θ

The functional dependencies γ = γ(Qt) and Qt = Qt(γ) have been introduced above. We now 
define the integral angle, or angular integral of motion, as a function γ = γ(θ).

The integrals of motion from Eq. (18) with the application of Eq. (5) take the form

γ+ = cosh θ – sinh θ = exp(–θ), γ– = cosh θ + sinh θ = exp(θ).               (133)

Generalizing the Eqs. (133), the integral of motion γ has the following relation with the an-
gular integral of motion θ

γ = cosh θ – fsinh θ = exp(–fθ).                                  (134)

Substituting the integral of motion (134) in the invariant form of the particle energy E = Qξγ, 
we obtain

Qt = 1 – ftanh θ,                                             (135)

where, in Eq. (135), tQ+  and tQ−  take the forms

1 tanh , 1 tanh .t tQ Q+ −= − θ = + θ                                    (136)

It is easy to show from Eq. (135) that the particle velocity has the form

nβ = tanh θ.                                              (137)

Substituting the particle energy and momentum values from Eq. (5), it can be seen that

2

2

1 , ,
1

E
E P
−

= =
+

Pnβ β                                     (138)

thus, the functions β = β(P, E), P = P(β) and E = E(β) have a mutual functional dependence.



St. Petersburg State Polytechnical University Journal. Physics and Mathematics. 2025. Vol. 18. No. 3

120

Multiplying tQ+  and tQ−  from Eq. (136), we have

2 21 tanh , cosh .t tQ Q Q Q+ − + −
ξ ξ= − θ = θ                               (139)

Expressing from Eq. (135) Qξ, we obtain

Qξ = 0.5·[exp(2fθ) + 1],                                        (140)
where

( ) ( )1 1exp 2 1 , exp 2 1 .
2 2

Q Q+ −
ξ ξ= θ + = − θ +                              (141)

From Eq. (140) we obtain the invariant form of the integral of motion γ:

(γ–f)2 = 2Qξ – 1 = exp(2fθ), γ–f = exp(fθ),                          (142)

where the choice of f = +1 or f = –1 is determined by the principle of relativity.
Representation of the space-time characteristics depending on the integral of motion θ. By 

representing the integral of motion (134) as a function differentiable with respect to θ, we obtain 
the eigenvalue of the function γ:

γ' = –fexp(–fθ) = –fγ.                                          (143)

From the representations of the principle of the particle motion for the space-time Lorentz 
coordinate, we have

,t f
c

ξ = −
nr                                               (144)

where

( ) ( )211 , ln 1 ;
1 2 t

t

ft Q
Q

 = − = − −
nr                              (145)

using Eq. (135) we can be sure that the angular integral of motion has the following dependence:

t = 1 – coth θ, nr = 0.5ln(tanh2θ).                                   (146)

Differentiating Eq. (146) with respect to θ, we obtain

2

1 1, ,
sinh cosh sinh

dt d
d d

= =
θ θ θ θ θ

rn                               (147)

where

tanh ,d d
d dt

θ
= = θ

θ
rn nβ                                         (148)

the value from Eq. (137).
Differentiating ξ from Eq. (144) with respect to θ, we obtain

2 2 2 2 .
sinh cosh sinh

t tQ Qd
d P E P
ξ γ γ
= = = =

θ θ θ θ
                         (149)

Using the differential form from Eq. (147) ζ = P2 = sinh2θ, we have

.t
d d d d Q
dt d dt d
ξ ξ θ ξ
= = θ =

θ θ


                                      (150)

Lagrangian and Hamiltonian formalisms for a free particle in the representation θ. The 

Lagrangian depending on θ and 
d
dt

ζ
θ

=  has the following representations:

1 1 .
cosh 1

t
t t

QLL Q Q
mc

+ −′ = = − = − = − = −
γ θ +ζ

                      (151)
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The derivatives of the differential forms of θ and ζ from Eq. (151) have the form

2

sinh ,
cosh

L
E

′∂ θ
= =

∂θ θ
nβ

                                         (152)

( )
3 3 3
2

1 1 1 ,
2cosh 22 1

L
E

′∂
= = =

∂ζ θζ +
                              (153)

3

4

3 .
2

d L P
dt E

′ ∂
= − ∂ζ 

                                          (154)

The Lagrangian function of the integral of motion Qt and the coordinate q = –fnr/c from Eq. 
(146) has the following form in the representation θ:

1 sinh ,t

t t t

QL f f
Q Q Q+ −

′ −∂
= − = − θ = −

∂
nP                              (155)

( ) tanh sinh ,t t
t

d L f Q Q Q Q f f
dt Q

+ − + −
ξ ξ

 ′∂
= − − = − θ θ = − ∂ 

Pβ              (156)

( ) tanh sinh .t t
L f Q Q Q Q f f
q

+ − + −
ξ ξ

′∂
= − − = − θ θ = −

∂
Pβ                  (157)

It follows from Eqs. (155) and (157) that

.tQ
q

∂
=

∂
nβ                                                  (158)

Also, from Eq. (135), we have a partial differential form

2cosh .
t

f
Q
∂θ

= − θ
∂

                                           (159)

From Eqs. (158) and (159) we have the following differential form:

cosh sinh .f
q
∂θ

= − θ θ
∂

                                        (160)

The Lagrange equation of the second kind as a function L' = L'(q, t, Qt, θ, ζ) has the following 
form:

0.t

t

Qd L d L L
dt dt Q q

 ′ ′ ′  ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ − =  ∂ ∂θ ∂ ∂θ ∂θ ∂   

ζ ζ
ζ                           (161)

From Eqs. (134), (140) and (50) we have that the Hamiltonian of a free particle is

H' = Qξγ = E = cosh θ.                                        (162)

Substituting Eqs. (162) and (3) into the integral of motion (134), we obtain a generalized in-
tegral of motion in the form

.HH f
′∂′γ = −

∂θ
                                             (163)

Due to the fact that γ+ and γ– are invariants of motion different in direction and from the 
principle of relativity, we obtain

, ,H HH H+ −′ ′∂ ∂′ ′γ = − γ = +
∂θ ∂θ

                                  (164)

( )
2

2 1,HH+ − ′∂ ′γ γ = − = ∂θ 
                                     (165)

where Eq. (165) expresses the law of conservation of energy in Hamiltonian form.
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Using Lagrangian and Hamiltonian formalisms, it is convenient to introduce the following 
equation describing the conservation law by ζ:

2 0.H L
′∂ ′+ =

∂ζ
                                              (166)

The classical action function for a particle that has no charge has the form [23]

.t t
S Q Q L
t

+ −′∂ ′= − =
∂

                                          (167)

As is known, in the Hamilton – Jacobi equation [23], when substituting Eq. (167), we have 
the following form:

1 ˆcosh ,
cosh

tQSH Q H
t ξ

′∂′ ′+ = γ − = θ− =
∂ γ θ                            (168)

where Ĥ is the displacement Hamiltonian.
Differentiating Eq. (168) with respect to θ, we have

( ) ( )
( )

ˆ tanh
sinh ,

cosh t

H L Lf
E Q

θ′ ′ ′∂ ∂ ∂
= θ + = + = −

∂θ θ ∂θ ∂
nnP β                    (169)

and 
ˆ

.H L′ ′∂ ∂
− =

∂θ ∂θ
nP                                             (170)

Representing Eq. (168) as a function Ĥ = Ĥ(ζ), we obtain
2

2

1ˆ 1 .
1 1 1

PH
P

ζ′ = ζ + − = = =
ζ + ζ + +

Pβ                        (171)

Differentiating Eq. (171) with respect to ζ, we have

( )

2

3 3
2

ˆ 2 cosh 1 .
2cosh 22 1

H L L′ ′∂ ζ + θ+ ∂
= = = −

∂ζ θ ∂ζζ +
                            (172)

The relationship between derivatives (169) and (172) has the following form:

( )
ˆ ˆ

sinh 2 ,H H′ ′∂ ∂
θ =

∂ζ ∂θ
                                          (173)

where 

( ) 1sinh 2 .
2

f
q

∂ζ ∂θ
θ = = −

∂θ ∂                                       (174)

Thus, it is established mutually expressible between γ = γ(θ) and θ = θ(γ), where the explicit 
relationship θ depending on γ has the form

2

2

1arctan .
1

h f
  − γ

θ =   + γ  
                                      (175)

Conclusions

In this work, based on the integrals of motion γ = γ(r, t, Qt, θ) and θ = θ(r, t, Qt, γ), new rel-
ativistic forms have been obtained, which can be used to analyze the motion of particles, both in 
electromagnetic and gravitational fields.

From the problem on eigenfunctions and eigenvalues, the integral of motion was shown to 
have a relativistic invariant form, when taking the derivative with respect to time t and velocity β. 
A mutually invariant relationship between γ = γ(θ) and θ = θ(γ) was derived. 

The generalized integral of motion γ = γ(θ) from Eq. (163) was obtained using the Hamiltonian 
formalism. 
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Thus, in the future, to analyze the motion of a relativistic particle in electromagnetic fields, 
not only the invariant form γ from Eq. (1) should be taken into account, but also the contribution 
of the scalar φ and vector A potentials, that is, the integral of motion should be considered as a 
function of γ = γ(Qt, A, φ).

Relations of mutually invariant differential forms with generalized forms of mo-
tion were obtained. The Lagrange equation of the second kind was derived as a function of  
L' = L'(q, t, Qt, θ, ζ). The Lagrangian formalism showed the mutual correspondence between  
L' = L'(q, Qt) and L' = L'(θ, ζ). 

The functions of reverse energy and reverse momentum, the functions of pseudopotential 
energy and pseudopotential momentum were introduced. Their connection with the integral of 
motion γ was shown.

Using these conclusions, it is further interesting to generalize such problems as the motion of 
a charged particle in electromagnetic fields of various configurations in the presence of stationary 
and variable electric and magnetic fields and to study relativistic effects that occur when particles 
are accelerated and decelerated by electromagnetic fields. Our findings will be also useful in the 
future for the development of such areas as double special relativity and gravitomagnetism.
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Аннотация. При описании изгибных колебаний упругих балок переход от модели 

Бернулли – Эйлера к модели Тимошенко ведет к усложнению динамического 
поведения балки, появлению новых эффектов и новых форм колебаний. Цель работы – 
протестировать подходы к управлению, разработанные для балок Бернулли – Эйлера, 
в применении к более толстым балкам, которые описываются моделью Тимошенко, 
и исследовать влияние толщины балок на эффективность таких подходов. Для этого 
проведен численный анализ задачи активного гашения вынужденных колебаний 
шарнирно-опертых металлических балок с помощью систем управления с наблюдателями 
состояния, где в качестве управляющих воздействий выступают сосредоточенные силы 
или моменты. Показано, что для задачи гашения колебаний балки Тимошенко по 
низшим формам предложенный подход остается эффективным для широкого диапазона 
значений толщины рассматриваемых балок.
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Abstract. When describing bending vibrations of elastic beams, the transition from the  

Bernoulli – Euler model to the Timoshenko model leads to a complication in the dynam-
ic behavior of the beam and to the emergence of new dynamic effects and a new spec-
trum of vibration modes. The aim of this study is to test control approaches developed for  
Bernoulli – Euler beams, for thicker beams described by the Timoshenko model, and to study 
the influence of beam thickness on the efficiency of such approaches. For this purpose, the 
problem of active damping of forced bending vibrations of simply supported metal beams has 
been studied numerically using control systems with state observers, where point forces or 
moments serve as control inputs. It was shown that the proposed approach remained effective 
for the vibration control problem of Timoshenko beams at lower modes over a wide thickness 
range of the considered beams.
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Введение

Для описания динамики сравнительно толстых балок требуются более сложные модели, 
по сравнению с моделью Бернулли – Эйлера, хорошо описывающей изгибные колеба-
ния тонких балок. Модель Тимошенко отличается от модели Бернулли – Эйлера учетом 
сдвига поперечных сечений балки: это означает, что указанные сечения могут не быть 
перпендикулярными средней линии балки (при этом в обеих моделях сечения остаются 
плоскими). Кроме того, в модели Тимошенко учитывается инерция поворота сечений 
балки. Имеются также промежуточные варианты моделей, которые учитывают только 
один из двух названных эффектов (сдвиг или инерция поворота сечений), однако они 
уступают модели Тимошенко в точности и используются существенно реже.

В задаче о свободных изгибных колебаниях балок переход от модели Бернулли –  
Эйлера к модели Тимошенко приводит логичным образом к изменению и усложнению 
решения. Во-первых, несколько модифицируются уже существующие собственные фор-
мы и частоты колебаний: у форм появляется сдвиговая составляющая, при этом частоты 
сдвигаются влево (в сторону уменьшения). Во-вторых, появляется абсолютно новая часть 
спектра собственных частот и форм – это те формы, в которых сдвиговые деформации 
преобладают над изгибными. Таким образом, поведение балок изменяется не только ко-
личественно, но и качественно.

Очевидно, что влияние перечисленных эффектов тем значительнее, чем больше тол-
щина рассматриваемой балки, а также это влияние растет с повышением частоты ко-
лебаний, поскольку модель Тимошенко, по сравнению с моделью Бернулли – Эйлера, 
лучше описывает именно высокочастотную динамику. Поэтому в задачах, связанных с 
рассмотрением высокочастотной динамики балок, например, при моделировании гаше-
ния упругих волн, корректнее использовать модель Тимошенко [1, 2].

В задачах, где активное подавление колебаний рассматривается не в виде блокирова-
ния упругих волн, а в виде гашения определенных форм колебаний, для описания пове-
дения тонких балок часто используется модель Бернулли – Эйлера [3] (в том числе эта 
модель выбрана в ряде более ранних работ авторов данной статьи [4, 5]). Отсюда возника-
ют вопросы, как на эффективность управления в данных задачах будет влиять увеличение 
толщины балок и в какой момент это влияние станет существенным. 

Чтобы найти ответы на эти вопросы, необходимо в решении данных задач перейти к 
модели Тимошенко и рассмотреть несколько вариантов балок различной толщины.

В ряде опубликованных работ было показано, что возможно реализовать эффективное 
активное гашение колебаний балки Тимошенко с помощью пьезоэлектрических сенсоров 
и актуаторов как с помощью пропорционального закона управления [6], так и с исполь-
зованием наблюдателей состояния [7]. Однако в данных исследованиях не проводилось 
сравнения эффективности систем управления (СУ) для балок разной толщины. В работе 
[8] было показано, что использование закона управления, который был синтезирован для 
балки Бернулли – Эйлера, для гашения колебаний балки Тимошенко может привести к 
неустойчивости замкнутой системы.

Таким образом, проблема влияния эффектов, свойственных модели Тимошенко, на 
работу систем управления колебаниями балок не теряет своей актуальности.

Данная работа продолжает более ранние исследования авторов [4, 5], где изучалось 
управление колебаниями упругих балок с помощью наблюдателей. 
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Цель настоящей работы – численный анализ влияния эффектов модели Тимошенко, 
проявляющихся при увеличении толщины балок, на эффективность систем активного 
гашения колебаний балок с использованием наблюдателей. 

В этом исследовании толщина балки варьируется в широком диапазоне значений: от 
1/250 до 1/10 длины балки. В качестве управляющих воздействий рассматриваются либо 
сосредоточенные силы (в этом случае на вход системы управления подаются значения по-
перечного смещения балки в соответствующих сечениях), либо сосредоточенные момен-
ты (в таком случае измерению подлежат углы поворота соответствующих сечений балки).

Для синтеза оптимальных систем управления с наблюдателем широко используются 
методы оптимизации, предполагающие формулировку и решение матричных уравнений 
Риккати. Однако в настоящем исследовании данный подход к синтезу систем управления 
напрямую неприменим, поскольку величину элементов матриц наблюдения и управления 
в рассматриваемой здесь задаче ограничивают не принятые в рамках указанного подхода, 
а другие факторы.

В стандартной постановке задачи оптимизации, в виде этих ограничивающих факто-
ров выступают зависимость функционала качества от величины управляющих воздей-
ствий (для матрицы управления), а также шум измерения (для матрицы наблюдения). 
Напротив, в данном исследовании ограничивающим фактором является возбуждение СУ 
более высоких форм, по которым не ведется управление, вследствие сдвига фаз управляю-
щих воздействий ввиду запаздывания в контуре управления (так называемый спилловер- 
эффект). Учет именно этого фактора как основного диктуется опытом проведения авто-
рами данной работы экспериментальных исследований по активному гашению колебаний 
металлической балки [9].

Альтернативным способом оптимального синтеза СУ служит метод линейных матрич-
ных неравенств (англ. Linear Matrix Inequalities (LMI)), однако для случая управления 
с наблюдателем рассматриваемые задачи не сводятся непосредственно к LMI, поэтому 
данный метод в настоящем исследовании также неэффективен. Исходя из этого обстоя-
тельства, синтез СУ в работе осуществляется методом численной оптимизации Нелдера – 
Мида.

Особенности модели балки Тимошенко

Для описания изгибных колебаний тонких балок широко используется модель балки 
Бернулли – Эйлера. Данная модель основана на предположении, что поперечные сечения 
балки всегда остаются перпендикулярными ее средней линии (т. е. отсутствует сдвиг се-
чений). Таким образом, состояние балки при изгибной деформации полностью описыва-
ется функцией поперечного смещения средней линии балки от продольной координаты. 
Кроме того, в данной модели не учитывается инерция поворота сечений балки.

Модель, описывающая изгибные колебания более толстых балок, была предложена  
С. П. Тимошенко в 1921 году [10]. Данная модель учитывает как сдвиговую деформацию, 
так и инерцию поворота сечений балки. Таким образом, в рамках модели Тимошенко для 
полного описания динамики балки используются уже две функции продольной коорди-
наты: поперечное смещение w и угол поворота сечения φ. Уравнения изгибных колебаний 
балки для рассматриваемой модели можно записать в следующем виде (для простоты бу-
дем считать, что балка имеет постоянное сечение):

( )
( )

,

,

Aw AG w q

I AG w EI m

′ ′′ρ + κ ϕ − =
 ′ ′′ρ ϕ+ κ ϕ− − ϕ =





                                    (1)

где ρ – объемная плотность материала балки; A, I – площадь и момент инерции сечений 
балки; E, G – модуль Юнга и модуль сдвига материала балки; κ – безразмерный сдвиго-
вой коэффициент Тимошенко (зависит от формы сечения балки и для прямоугольного 
сечения обычно принимается равным 5/6); q, m – распределенные поперечная сила и 
изгибающий момент, приложенные к балке.

Два уравнения второго порядка, приведенные выше, можно объединить в одно уравне-
ние четвертого порядка для поперечного смещения балки w:
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4 41 .d w E I d w I EIEI Aw I w q q q m
dx G G dt AG AG

ρ ρ  ′′ ′′ ′+ ρ −ρ + + = + − − κ κ κ κ 
              (2)

Если устремить сдвиговую жесткость балки κAG к бесконечности, а также пренебречь 
инерцией поворота сечений балки ρI, то отличительные эффекты модели Тимошенко 
пропадут, а уравнение (2) сведется к уравнению, описывающему изгибные колебания 
балки Бернулли – Эйлера.

При переходе от модели балки Бернулли – Эйлера к модели Тимошенко решение зада-
чи о свободных колебаниях балки существенно изменится. Особенности решения данной 
задачи для модели Тимошенко детально разбираются в работах [11, 12]; в том числе там 
рассматривается шарнирно-опертая балка и ее набор собственных частот и форм. 

Подобная постановка задачи используется и в настоящем исследовании. Полное ре-
шение является достаточно громоздким, поэтому здесь кратко приведем лишь основную 
информацию о нем.

Как известно, решением задачи о свободных колебаниях балки Бернулли – Эйлера яв-
ляется бесконечный ряд (спектр) собственных частот и соответствующих им собственных 
форм. У спектра частот есть нижняя граница (первая собственная частота), верхняя же гра-
ница отсутствует. Модель Тимошенко представляет собой усложнение модели Бернулли –  
Эйлера, поэтому для нее решение содержит все те же элементы – частоты и формы, 
однако с определенной поправкой: частоты немного снижаются, а формы приобретают 
еще и сдвиговую составляющую; кроме того, модель добавляет новые решения: частоты и 
соответствующие им формы.

Таким образом, добавляется новый спектр частот, и у этого спектра также есть нижняя 
граница – переходная частота:

.AG
I

∗ κ
Ω =

ρ
                                                 (3)

Наличие собственной формы, соответствующей данной частоте, зависит от граничных 
условий. В случае шарнирно-опертой балки эта форма существует и представляет собой 
поворот всех сечений балки на один и тот же угол (т. е. постоянную по длине балки сдви-
говую деформацию) в отсутствие поперечного смещения. Новая часть спектра, берущая 
начало с переходной частоты, включает в себя формы колебаний, в которых сдвиговые 
деформации преобладают над изгибными. Частоты в данной области спектра также растут 
до бесконечности с увеличением порядкового номера.

Постановка задачи

Цель исследования – синтезировать и сравнить численно эффективность систем управ-
ления с наблюдателями в задаче активного гашения вынужденных изгибных колебаний 
балки Тимошенко для нескольких вариантов толщины балки.

Схема балки с приложенными воздействиями для двух рассматриваемых вариантов 
конструкции элементов управления представлена на рис. 1. Шарнирно-опертая алюми-
ниевая балка прямоугольного сечения длиной 1 м подвергается внешнему возмущающему 
воздействию, в роли которого выступает сосредоточенный изгибающий момент M0, при-
ложенный к балке на расстоянии 0,4 м от левого конца. В исследовании рассматривается 
три варианта балок с разными сечениями: 4 × 25 мм, 20 × 25 мм и 10 × 10 см.

Рис. 1. Схемы объекта управления с приложенными управляющими воздействиями: 
a – сосредоточенные силы F1 и F2, b – сосредоточенные моменты M1 и M2; 

l – длина балки, M0 – внешний изгибающий момент
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В работе рассмотрено два варианта конструкции СУ. 
Вариант A. Сенсорами измеряется поперечное смещение в двух сечениях балки, де-

лящих ее на три равные части, а управляющее воздействие имеет вид сосредоточенных 
поперечных сил, приложенных в тех же сечениях. 

Вариант B. Конструкция системы управления отличается от варианта A тем, что из-
меряются уже углы поворота указанных сечений, а воздействие прикладывается в виде 
сосредоточенных изгибающих моментов. 

Задача управления – погасить вынужденные колебания на двух низших резонансных 
частотах балки. Соответствующие данным частотам формы колебаний (точнее, их ком-
поненты в виде поперечного смещения, поскольку есть также другие компоненты в виде 
углов поворота) также представлены на рис. 1.

В настоящей работе рассматриваются СУ с наблюдателями, которые широко применя-
ются для управления с обратной связью в случае, когда состояние объекта не поддается 
прямому измерению и известна адекватная модель объекта. Подробное математическое 
описание данного метода в приложении к рассматриваемым в работе задачам можно най-
ти в более ранних работах авторов [4, 5]. Для задания каждой такой СУ необходимо 
определить матрицы наблюдения и управления; в данном исследовании для этого приме-
няется метод оптимизации Нелдера – Мида, встроенный в используемый вычислитель-
ный пакет. Затем результаты работы синтезированных систем для балок разной толщины 
сравниваются между собой.

Моделирование объекта без управления
Перед тем, как проектировать системы управления, необходимо смоделировать сам 

объект. Данный раздел посвящен моделированию балок без управления. Оно осуществля-
ется в разложении по собственным формам колебаний балок, для вычисления которых 
вместе с собственными частотами используется модель балки Тимошенко.

В первую очередь необходимо убедиться, что используемая математическая модель по-
ведения балок корректна, а также определить количество собственных форм в модели, 
достаточное для адекватного описания требуемой динамики. Для этой цели амплитудно- 
частотные характеристики (АЧХ), полученные для данной модели в разложении по соб-
ственным формам, сравнивались с АЧХ, полученными для балок с теми же параметрами 
в результате конечно-элементного (КЭ) расчета.

Во всех КЭ-моделях использовались трехузловые балочные элементы. Балка разбива-
лась на 200 элементов длиной 5 мм, всего каждая модель содержала 401 узел. Также во 
всех численных моделях для всех форм колебаний задавался одинаковый коэффициент 
демпфирования ξ = 0,01.

На рис. 2 представлены АЧХ балки III (самая толстая, ее толщина – 10 см), рассчитан-
ные при воздействии на балку первым (левым) сосредоточенным управляющим моментом 
и измерении угла поворота в том же сечении (получены обоими способами). Для второй 
из указанных моделей приведено два решения для разного количества учитываемых форм 
колебаний: 

вариант A – 25 обычных форм (их аналоги присутствуют в модели балки Бернулли – Эй-
лера), одна переходная форма и 15 форм с преобладанием сдвига из нового спектра модели 
Тимошенко; 

вариант B – 45 обычных форм, одна переходная и 25 сдвиговых.
Комментарий к рисункам: здесь и далее на графиках амплитудно-частотных характе-

ристик ось ординат имеет логарифмический масштаб, поэтому отложенные по этой оси 
величины, будь то поперечное смещение или угол поворота, измеряются в децибелах (дБ).

На рис. 2 видно, что между двумя рассмотренными моделями есть хорошее соответствие, 
а предложенное число учитываемых форм (45 + 1 + 25) оказывается вполне достаточным для 
адекватного описания динамики балки в рамках решаемой задачи в широком диапазоне ча-
стот. Аналогичное сравнение было проведено для двух других вариантов балок (I и II), и для 
них были выбраны следующие значения количества форм, учитываемых при моделировании: 

45 + 1 + 25 для балки II (такое же, как и для балки III), 
45 для балки I (только традиционные формы колебаний).
В итоге результаты сравнения моделей показывают, что модель балки Тимошенко в разло-

жении по собственным формам, использованная в исследовании, является корректной. 
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Рис. 2. Сравнение амплитудно-частотных характеристик 
(АЧХ) момент-угол поворота для балки III (толщиной 
10 см), полученных для двух моделей: КЭ (кривая 
1) и модели с разложением по собственным формам 

(кривые 2, 3) с учетом 41 (2) и 71 (3) форм

Здесь следует отметить, что 
при принятых габаритах бал-
ки (длина – 1 м, толщина –  
10 см) сама конечно-элементная 
балочная модель, как и модель 
Тимошенко, могут быть не со-
всем точными из-за депланации 
сечений балки. Исследование 
указанного обстоятельства выхо-
дит за рамки настоящей работы, 
поскольку ставилась задача срав-
нить именно модели Тимошенко и 
Бернулли – Эйлера, а отношение 
толщины к длине (1 : 10) балки 
III было выбрано как предельное 
для корректного использования 
модели Тимошенко.

Когда подобрана адекватная 
модель объекта, появляется воз-

можность сравнить АЧХ для балок разной толщины. Такое сравнение представляет осо-
бый интерес, поскольку именно различия между этими АЧХ будут оказывать ключевое 
влияние на процесс синтеза и эффективность создаваемых систем управления для каждой 
из балок.

На рис. 3 представлено сравнение амплитудно-частотных характеристик, полученных 
при условии воздействия на балку первым управляющим моментом и измерения угла 
поворота в том же сечении, для каждой из рассматриваемых балок. Для того чтобы срав-
нивать данные характеристики на одном графике, необходимо согласовать их масштаб 
по обеим осям. По оси абсцисс частоты были нормированы на величину частоты пер-
вого резонанса каждой из балок, поскольку данная величина растет ровно в n раз при 
увеличении толщины балки Бернулли – Эйлера в n раз. Значения угла поворота сечения 
(ось ординат) также нормировались, поскольку при увеличении толщины балки Бернулли 
– Эйлера в n раз амплитуда ее колебаний снижается в n3 раз. Также амплитуда колеба-
ний балки снижается обратно пропорционально увеличению ширины балки, а ширина 
балки III, как было указано ранее, в 4 раза превышает ширину балок I и II. Поэтому  

Рис. 3. Сравнение АЧХ момент – угол поворота φ для 
балок Тимошенко I – III с учетом масштабирования 
(номера кривых соответствуют номерам балок): балка 
I с учетом 45 форм; балки II и III – обе с учетом 71 
формы; а также для модели балки Бернулли – Эйлера 

с учетом 45 форм (кривая BE). 
Частота f нормирована на частоту первого резонанса f1 для 

каждой из балок

значения углов поворота для балки 
II на данном графике были умно-
жены на 125, а для балки III – на 
62 500 (ось ординат на рис. 3 также 
имеет логарифмический масштаб, 
и логарифм от величины угла  
вычислялся после ее умножения 
на повышающий коэффициент).

Также на рис. 3 представле-
на отсчетная характеристика, 
соответствующая модели балки  
Бернулли – Эйлера (ее кривая BE 
практически совпадает с кривой 
для балки I).

Важно, что если бы для балок 
различной толщины была исполь-
зована именно эта модель, то все 
кривые на графике совпали бы 
с отсчетной. Более того, в таком 
случае и все результаты синтеза, 
и показатели эффективности си-
стем управления для разных балок  
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также были бы одинаковы с точностью до коэффициентов подобия. Поэтому представ-
ленный на рис. 3 график иллюстрирует именно эффекты модели балки Тимошенко, про-
являющиеся все сильнее с увеличением толщины балки.

Проанализируем, как эффекты модели Тимошенко проявляются на графике. Сравне-
ние кривых для балок I и II показывает, что резонансные частоты смещаются влево (в 
сторону уменьшения), и это смещение увеличивается с ростом частоты. На кривой для 
балки III этот эффект проявляется еще сильнее, а также заметен новый эффект: суще-
ственное изменение структуры решения правее некоторой границы. Эта граница нахо-
дится в окрестности переходной частоты (она упомянута ранее в разделе, посвященном 
особенностям модели Тимошенко): для балки III она превышает первую собственную 
частоту примерно в 68 раз. Начиная с этой переходной частоты, к спектру, присутство-
вавшему в модели Бернулли – Эйлера, добавляется новая часть: формы колебаний с 
преобладающей сдвиговой составляющей. Для балок I и II данная особенность на гра-
фике не наблюдается, поскольку для них значение переходной частоты существенно (на 
несколько порядков) превышает значение первой собственной частоты и, таким образом, 
не попадает в рассмотренный диапазон.

Синтез систем управления

Рассмотрим работу систем управления с наблюдателями состояния, использующихся 
для активного гашения колебаний балок в данном исследовании. Здесь будут приведены 
только основные уравнения; более подробное описание этого метода в приложении к 
рассматриваемым в работе задачам можно найти в работах [4, 5].

Будем считать, что для удовлетворительного описания динамики объекта нужно учиты-
вать n низших форм колебаний. Введем вектор состояния qn:

( )1 1 ,Tn
n nq q q q q= … …                                    (4)

где qi – обобщенная координата, соответствующая i-й форме колебаний балки; iq – обоб-
щенная скорость. 

В таком случае поведение объекта можно описать следующими уравнениями:

,n nq Aq Bu Dd= + +                                             (5)

,ny Cq=                                                      (6)

где d – вектор внешних воздействий; y, u – векторы измеренных сигналов и управляю-
щих воздействий; A, B, C – матрицы, задающие поведение объекта и его взаимодействие 
с приводами (актуаторами) и датчиками (сенсорами).

Предполагаем, что наблюдение и управление ведется по k низшим формам колебаний 
объекта (k ≤ n). Задача наблюдателя состоит в том, чтобы оценивать вектор состояния qk, 
соответствующий данным формам:

( )1 1 .Tk
k kq q q q q=  

 

                                   (7)

Наблюдатель формирует оценку данного вектора q̂  с использованием известных ма-
триц A(1), B(1), C(1), описывающих динамику k низших мод объекта, и далее указанная 
оценка используется для задания вектора управляющих воздействий:

( ) ( ) ( )( )1 1 1ˆ ˆ ˆ ,q A q B u L y C q= + + −                                     (8)

ˆ,u Rq= −                                                     (9)

где L, R – матрицы наблюдения и управления, которые необходимо правильно задать 
(таким образом, чтобы достигалась цель управления).

В рамках настоящего исследования мы считаем матрицы A(1), B(1), C(1), известными 
(они получаются из матриц A, B и C удалением лишних столбцов и строк), и для задания 
системы управления необходимо определить только матрицы L и R. В рассматриваемой 
задаче наблюдение и управление ведется по двум формам, используются два сенсора и два 
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актуатора. Поскольку наблюдение и управление по этим формам осуществляется отдель-
но, матрицы L и R можно задать в следующем виде [5]:

2 2
4 2 2 2 2 4 2 2 2 2 2 2

2 2

, ,
L

R Rd
Ld

K
L T R F K K

K
×

× × × × × ×
×

 
 = =   

 
                            (10)

где KL, KLd, KR, KRd – диагональные матрицы размером 2 × 2; T, F – модальные матрицы 
(анализатор и синтезатор форм) [4, 5, 9], определяющие, как каждый контур управления 
задействует в своей работе каждый сенсор и актуатор.

Поскольку сенсоры и актуаторы расположены на балке симметрично, а собственные 
формы колебаний балки – симметричные или антисимметричные, модальные матрицы 
в данном исследовании имеют определенный вид, представленный ниже. В случае, когда 
измеряется поперечное смещение, а управляющее воздействие приложено в виде сосре-
доточенных сил, их можно задать следующим образом:

( ) ( )1 10,5 0,5 1 1
, .

0,5 0,5 1 1
T F   

= =   − −   
                                (11)

Модальные матрицы в случае, когда измеряются углы поворота, а управление имеет 
вид сосредоточенных моментов:

( ) ( )2 20,5 0,5 1 1
, .

0,5 0,5 1 1
T F

−   
= =   −   

                               (12)

Таким образом, принимая во внимание структуру матриц KL, KLd, KR и KRd, которые 
необходимо задать (они диагональные и имеют размер 2 × 2), нужно оптимальным обра-
зом подобрать 8 параметров для полного задания системы управления в случае одновре-
менного гашения двух форм колебаний балки. Если же цель СУ – гасить только один из 
резонансов, то следует определить всего 4 параметра.

Задача оптимизации по указанному числу параметров решалась методом оптимизации 
Нелдера – Мида. В качестве целевой функции в случае гашения только одной формы 
выступала высота соответствующего резонансного пика на АЧХ балки с включенным 
управлением. Если же требовалось погасить обе формы, то целевая функция задавалась 
как сумма высот обоих резонансных пиков. Кроме этого, к данной функции добавлялся 
штраф в случае нарушения запасов устойчивости в замкнутой системе.

Для анализа устойчивости использовался критерий Найквиста, модифицированный 
для случая двух входов и двух выходов системы управления (он подробно описывается в 
статье авторов [13]). Особенности численного моделирования замкнутой системы с на-
блюдателями рассмотрены в статье [4]. В ней приведена, в том числе, постановка задачи, 
в которой в контур управления введено звено, моделирующее запаздывание, с передаточ-
ной функцией Rdel(s):

( ) 1 ,
1

delR s
s

=
+ τ                                              (13)

где τ – постоянная времени, s – комплексная переменная. 
Именно такая постановка используется и в данном исследовании. Для сохранения 

подобия формулировок задачи для разных балок постоянная времени в каждой из поста-
новок выбрана своя:

I II I III I
1 10,005 c, 0,001c, 0,0002 c,
5 25

τ = τ = τ = τ = τ =                (14)

где τi – постоянная времени при управлении колебаниями i-й балки.
Пример. В качестве примера рассмотрим вид одной из синтезированных систем, а 

именно – системы для балки II (сечение 20 × 25 мм) для случая измерения углов и управ-
ления моментами при одновременном гашении первой и второй форм колебаний балки. 
Диагональные матрицы, задающие наблюдение и управление, были получены в следую-
щем виде:
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3

2

81,63 0 76,01 0
, 10 ,

0 63,24 0 79,78

53,93 0 37,25 0
10 , .

0 13,82 0 149,3

L Ld

R Rd

K K

K K

 −   
= = ⋅    −    


−    = ⋅ =    −   

                    (15)

На рис. 4 приведена диаграмма Найквиста для полученной системы (общий вид и 
увеличенный фрагмент в области начала координат). Запасы по устойчивости для всех 
синтезируемых СУ были заданы таким образом, чтобы годограф Найквиста системы не 
пересекал круг радиусом 0,5 с центром в точке (–1, 0) (это соответствует запасу по ам-
плитуде в 6 дБ и по фазе в 29°). Видно, что для данной СУ все требования к устойчивости 
выполняются.

Рис. 4. Пример годографа Найквиста для одной из синтезированных систем управления: 
a – общий вид, b – увеличенный фрагмент

Сравнение результатов работы разных СУ

В данном разделе представлен обзор полученных результатов работы всех синтезиро-
ванных систем управления для балок разной толщины.

Как уже было отмечено, для определения эффективности управления анализировались 
значения высоты первого и второго резонансных пиков на АЧХ балки с управлением, по 
сравнению с высотой этих пиков в отсутствие управления. Отдельно необходимо пояс-
нить выбор самой АЧХ: рассматривалась величина полной энергии установившихся ко-
лебаний балки под воздействием гармонически изменяющегося внешнего возмущающего 
сосредоточенного момента в зависимости от частоты приложенного воздействия. Эта ве-
личина для каждого значения частоты ω вычислялась по следующей формуле:

( ) ( )2 2

1
,

n

i
i

E Q
=

ω = ω ω∑                                           (16)

где Qi – установившееся значение амплитуды i-й обобщенной координаты формы коле-
баний, n – число обобщенных координат (форм колебаний балки) в модели.

Как и для всех амплитудно-частотных характеристик в данной работе, амплитуда рас-
сматриваемой здесь величины выражалась в децибелах (дБ). 

Выражение (16) соответствует полной энергии колебаний балки, поскольку все формы 
колебаний (имеющие компоненты поперечного смещения Xi(x) и поворота Φi(x)) норми-
рованы определенным образом:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

, , , ,
n n

i i i i
i i

w x t X x q t x t x q t
= =

= ϕ = Φ∑ ∑                        (17)

( ) ( ) ( ) ( )( )
0

,
l

i j i j ijAX x X x I x x dxρ +ρ Φ Φ = δ∫                         (18)

где δij – символ Кронекера.
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Результаты управления для всех полученных систем представлены в таблице. Сни-
жение амплитуды на первом (Res1) и втором (Res2) резонансах в результате управления 
указано для всех трех балок, рассмотрены случаи управления как с помощью сосредото-
ченных сил, так и с помощью моментов. Для каждой постановки было испробовано гаше-
ние колебаний либо только по одной из форм, либо по обеим сразу. Жирным шрифтом 
выделены наилучшие результаты для каждой балки и каждого из резонансов.

На рис. 5 показаны АЧХ балок с управлением и без него для СУ, работающих сразу 
на обоих резонансах. С целью сравнения на одном графике результатов, полученных для 
разных балок, было проведено масштабирование АЧХ по обеим осям таким же точно об-
разом, как и ранее в данной статье (см. рис. 3).

Таблица

Снижение резонансных амплитуд колебаний балок 
для различных систем управления

Номер балки Способ 
управления

Режим 
гашения

Снижение амплитуды, 
дБ, на резонансе

Res1 (Δy1) Res2 (Δy2)

I (1,4a,4b)
Силы

Отдельно 35,47 29,4
Вместе 34,05 29,5

Моменты
Отдельно 31,18 25,91
Вместе 30,16 24,78

II (2,5a,5b)
Силы

Отдельно 35,44 29,73
Вместе 33,79 29,73

Моменты
Отдельно 31,14 25,93
Вместе 30,16 24,77

III (3,6a,6b)
Силы

Отдельно 35,03 27,9
Вместе 34,16 27,9

Моменты
Отдельно 30,59 25,21
Вместе 29,79 23,97

Примечания . 1. В левом столбце в скобках даны номера кривых на рис. 5, 
относящиеся к каждой балке. 2. Жирным шрифтом выделены наилучшие 
результаты.

Рис. 5. Амплитудно-частотные характеристики для балок I – III (a, b) без управления 
(кривые 1 – 3), а также с управлением при помощи сил (кривые 4a – 6a) и при помощи 

моментов (кривые 4b – 6b) (см. таблицу)

a) b)
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Анализ данных таблицы и рис. 5 позволяет заключить, что полученные системы управ-
ления дают возможность достаточно эффективно гасить вынужденные колебания балки 
как на первом, так и на втором резонансах. Основной вывод состоит в том, что с ростом 
толщины балки в широком диапазоне ее значений эффективность созданных СУ меняет-
ся незначительно. Это означает, что рассмотренный метод управления позволяет эффек-
тивно управлять колебаниями не только тонких, но и сравнительно толстых балок. При 
этом заметна тенденция, что при увеличении толщины балок эффективность гашения 
колебаний немного снижается как на каждом резонансе в случае гашения по отдельности, 
так и по сумме показателей на обоих резонансах в случае гашения вместе. Этот эффект 
практически незаметен при сравнении результатов для балок I и II, но определенно про-
является при переходе к балке III. Такой результат можно объяснить тем, что на низких 
частотах вид кривых АЧХ в случае отсутствия управления для балок I и II почти одинаков, 
а на амплитудно-частотной характеристике балки III резонансные пики с повышением 
частоты сдвигаются влево, по сравнению с АЧХ более тонких балок; соответственно, ко-
эффициенты усиления в СУ заметнее ограничиваются ухудшением устойчивости на более 
высоких частотах и эффективность СУ снижается. 

Стоит отметить, что наблюдаемое различие вызвано не столько влиянием новой части 
спектра частот и соответствующих им сдвиговых форм колебаний, которые присутствуют 
в решении задачи о колебаниях балок Тимошенко, сколько «деформацией» при увели-
чении толщины балки ее масштабированной АЧХ вблизи нижних резонансных частот 
(данный эффект также можно наблюдать на рис. 3). Влияние новой части спектра невели-
ко, поскольку для всех рассмотренных балок переходная частота, ограничивающая снизу 
данную часть спектра, значительно превосходит частоту среза разомкнутой системы для 
всех синтезированных СУ (даже в случае балки III первая величина примерно на порядок 
выше второй, а для остальных балок разница еще более существенная).

Кроме этого, представленные результаты показывают, что управление с использова-
нием перемещений и сосредоточенных сил осуществляется заметно эффективнее, чем 
системы, где используются углы поворота и сосредоточенные моменты. Это объясняется 
тем, что на АЧХ балки сила – смещение (без управления) резонансные амплитуды с ро-
стом частоты убывают значительно быстрее, чем на АЧХ момент – угол поворота, т. е. 
влияние управления для первых систем в большей степени выражено на низших частотах, 
а не на высших, поэтому эффективность гашения на низших частотах растет, а снижение 
устойчивости на высоких частотах уменьшается.

Еще одно наблюдение касается результатов, представленных в таблице: как правило, 
по отдельности колебания на первом и втором резонансах гасятся несколько эффектив-
нее, чем вместе, – этот эффект характерен для СУ как с наблюдателями, так и без них, 
он наблюдался авторами и в более ранних работах [4, 5]. Этот результат объясняется тем, 
что при одновременном включении двух контуров в системе управления степень устойчи-
вости замкнутой системы снижается, что приводит к необходимости уменьшать коэффи-
циенты усиления и, как следствие, к снижению эффективности СУ.

Заключение

В работе рассмотрена задача активного гашения вынужденных колебаний металличе-
ских балок с помощью систем управления с использованием наблюдателей состояния. 
Изучено влияние толщины балки на эффективность управления, для этого задача ре-
шена численно с использованием модели балки Тимошенко для разных значений тол-
щины балки, которые изменяются в широком диапазоне. В исследовании сделан акцент 
именно на эффекты модели Тимошенко, так как при использовании модели Бернулли – 
Эйлера для описания динамики рассматриваемых балок результаты для балок различной 
толщины получились бы идентичными.

В результате было показано, что в случае гашения колебаний балки на низших ре-
зонансах предложенные системы управления остаются эффективными для всех рас-
смотренных балок. Отмечено лишь небольшое снижение эффективности гашения ко-
лебаний при значительном увеличении толщины балки; данному эффекту было дано 
аргументированное объяснение. 
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Среди дальнейших исследований наибольший интерес представляют их следующие 
направления: 

моделирование управления колебаниями балки с помощью конкретных пьезоэлектри-
ческих сенсоров и актуаторов, 

гашение колебаний балки на более высоких резонансных частотах, 
варьирование модели объекта в наблюдателе, в том числе расширение числа учитыва-

емых собственных форм балки в данной модели. 
Другие перспективные направления – это учет депланации сечений для толстых балок 

и шума измерений при синтезе системы управления, а также рассмотрение различных 
функционалов качества при оптимизации параметров системы управления. Представляет 
интерес также решение задачи гашения упругих волн в балке Тимошенко.
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ МАССОУПРУГОСТИ ПРИ НАЛИЧИИ 
НЕИДЕАЛЬНЫХ КОНТАКТОВ НА ВНУТРЕННИХ ГРАНИЦАХ 
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Аннотация. В работе исследовано влияние неидеальных контактов (НК) на границах 

раздела фаз неоднородного (на микроуровне) материала на транспорт примеси и на 
напряженно-деформированное состояние среды (на макроуровне), вызванное ее 
накоплением. Рассмотрены два типа НК: сегрегация (оседание примеси), когда нарушается 
непрерывность концентрации, и образование обходных путей ускоренной диффузии, 
когда нарушается непрерывность нормальной компоненты потока. Моделирование 
связанных процессов массопереноса и изменения напряженно-деформированного 
состояния среды включает два этапа. На первом определяется эффективная 
диффузионная проницаемость материала с помощью методов микромеханики. На 
втором этапе решается задача массоупругости на макроуровне. Анализ проведен на 
примере длинного цилиндра, представленного как двухфазный материал, состоящий из 
матрицы и менее проницаемых сфероидальных неоднородностей, имеющих вытянутую 
форму и произвольно распределенных по ориентациям. Показано, что тип НК и способ 
его учета могут оказывать существенное влияние на распределение примеси в образце и 
на величину внутреннего давления.

Ключевые слова: диффузия, массоупругость, эффективные свойства, неидеальный 
контакт, граница раздела фаз, двухфазный материал
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Abstract. The paper studies the influence of imperfect contacts (IC) at the phase interfaces 
of a micro-heterogeneous material on the macroscopic transport of impurity and the stress-
strain state caused by its accumulation. Two types of IC are considered: segregation, which 
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involves the accumulation of impurity that disrupts the continuity of concentration, and the 
formation of bypass paths for accelerated diffusion, which disrupts the continuity of the nor-
mal component of the flux. Modeling the coupled processes of mass transport and changes 
in the stress-strain state of the medium consists of two stages. In the first stage, the effective 
diffusion permeability of the material is determined using micromechanical methods. In the 
second stage, the macroscopic elasticity problem caused by mass transport is solved. The anal-
ysis is carried out using the example of a long cylinder, which is a two-phase material at the 
micro-level, consisting of a matrix and less permeable prolate spheroidal inhomogeneities with 
an arbitrary distribution of orientations.

Keywords: diffusion, elasticity due to mass transport, effective properties, imperfect contact, 
phase interface, two-phase material
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Введение

Создание новых материалов и расширение их области применения сопряжено с про-
блемами описания состояния объектов при термомеханических нагрузках с учетом влия-
ния различных характеристик внутренней структуры. Моделирование поведения неодно-
родных на мезоуровне материалов можно разделить на два этапа: на первом определяются 
эффективные свойства с помощью методов микромеханики, на втором решается задача 
на макроуровне. 

Как правило, при вычислении эффективных свойств предполагается, что поля не-
прерывны на границах раздела фаз материала [1]. Тем не менее, в ряде случаев такая 
гипотеза может оказаться несправедливой. В частности, в контексте задачи определения 
диффузионных свойств, сегрегацию (оседание примеси) [2] невозможно описать, если 
считать поле концентрации непрерывным [3]. Растрескивание, измельчение зерен и т. п. 
может приводить к образованию дополнительных обходных путей ускоренной диффузии 
[4], что, в свою очередь, противоречит предположению о непрерывности нормальной 
компоненты потока.

Любое нарушение непрерывности поля означает наличие неидеального контакта [5]. 
Неидеальные контакты указанных выше типов были учтены в ряде работ при описании 
разных процессов. Так, в работах [6 – 8] был рассмотрен диффузионный процесс с уче-
том сегрегации в материале, состоящем из матрицы и изолированных неоднородностей. 
В модель вводился параметр, равный отношению концентраций с внешней и внутренней 
сторон границы раздела фаз (параметр сегрегации). В работах [9 – 11] были рассмотрены 
тепловые процессы в двухфазных материалах, содержащих изолированные неоднородно-
сти, и учитывались неидеальные контакты разных типов. Предполагалось, что неоднород-
ности имеют покрытие, обладающее экстремальными свойствами (оно является изолято-
ром или суперпроводником). Обобщение и сравнение разных подходов к моделированию 
неидеальных контактов было проведено нами в работе [12]. 

Наличие неидеальных контактов, учет которых необходим при определении эффектив-
ной диффузионной проницаемости, может повлиять как непосредственно на распреде-
ление примеси в макроскопическом образце, так и на его напряженно-деформированное 
состояние, поскольку оно может меняться в результате накопления диффузанта. Влияние 
сегрегации на решение задач диффузии и массоупругости было исследовано нами в рабо-
те [13]. Оседание примеси на границе раздела матрица/неоднородность при этом модели-
ровалась только посредством задания параметра сегрегации. 
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Настоящая работа посвящена анализу влияния двух типов неидеальных контактов (се-
грегация и образование дополнительных обходных путей ускоренной диффузии); такие 
контакты исследуются с применением разных подходов: через определение скачка поля и 
путем рассмотрения неоднородности с тонким покрытием, обладающим экстремальными 
свойствами.

Анализ будет представлен на примере двухфазного материала, состоящего из матрицы 
и менее проводящих, произвольно ориентированных неоднородностей, имеющих форму 
вытянутых сфероидов. Такая микроструктура характерна, в частности, для поликристал-
лов при моделировании зерен неоднородностями, а границ зерен – матрицей [7]. Отме-
тим, что для поликристаллов актуальной является проблема водородной деградации, ког-
да в результате накопления вредной примеси происходит разрушение металлов [14, 15].

Описание этапов моделирования
Моделирование связанных процессов массопереноса и изменения напряженно- 

деформированного состояния материала при наличии на меньшем масштабном уровне 
двух типов неидеальных контактов на границах раздела фаз (сегрегации и образования 
дополнительных обходных путей ускоренной диффузии) включает два этапа. На первом 
определяется эффективная диффузионная проницаемость материала с учетом его вну-
тренней структуры; на втором решается задача массоупругости с учетом найденных ма-
кроскопических свойств. 

При определении эффективной диффузионной проницаемости Deff ограничимся рас-
смотрением линейного макроизотропного материала, т. е.

Deff = DeffI
(I – единичный тензор); этот материал состоит из изотропной матрицы с проницаемо-
стью D0 = D0I и изотропных неоднородностей с проницаемостью D1 = D1I, имеющих 
форму вытянутых сфероидов и произвольное распределение по ориентациям. 

Рассмотрим разные типы неидеальных контактов на границе раздела фаз. Для модели-
рования сегрегации необходимо учесть нарушение непрерывности поля концентрации с, 
а для моделирования дополнительных обходных путей ускоренной диффузии – нормаль-
ной компоненты потока Jn. 

Начально-краевую квазистатическую задачу массоупругости будем решать для длин-
ного цилиндра с радиусом r0. Будем считать, что напряжения и деформации возникают 
в цилиндре исключительно из-за накопления диффузанта при поддержании на боковой 
поверхности постоянной концентрации. При этом рассмотрим два случая: c учетом и без 
учета явления бародиффузии, при котором градиент давления инициирует дополнитель-
ный диффузионный поток. 

Представим далее математическую постановку задачи для каждого этапа моделирова-
ния и изложим методы ее решения. 

Определение эффективных свойств материала

Указанные свойства материала находятся из решения задачи гомогенизации для репре-
зентативного объема V, представляющего собой материальную точку сплошной среды на 
макроуровне [9]. Тензор макроскопической диффузионной проницаемости Deff связывает 
между собой средние по объему V поток J и градиент концентрации c в соответствии с 
классическим законом Фика:

.eff
V V

c= − ⋅ ∇J D                                              (1)

Предполагается, что в каждой точке репрезентативного объема выполняется закон со-
хранения: 

( ) 0,∇⋅ =J x                                                   (2)

где x – радиус-вектор, а поток связан с градиентом концентрации линейным образом по 
формуле 

( ) ( ) ( ) ,c= − ⋅∇J x D x x                                           (3)

где D(x) – тензор диффузионной проницаемости материала в точке x.
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На границе Σ репрезентативного объема удобно задавать однородное условие Хилла:

( ) 0 .c
Σ
= ⋅x G x                                                  (4)

Наличие неидеальных контактов учитывается либо через задание скачка поля на гра-
нице матрица (+) / неоднородность (–), либо путем рассмотрения неоднородности с 
тонким покрытием, обладающим экстремальными свойствами. В последнем случае сна-
чала предполагается, что неоднородность представляет собой конфокальные эллипсоиды, 
полуоси которых b1, b2, b3 и a1, a2, a3 связаны соотношением

2 2
i ib a= + ξ  (i = 1, 2, 3), ξ = const,

а свойства слоя Ds, образованного двумя эллипсоидами, конечны. 
Затем реализуется предельный переход при ξ → 0 и либо при Ds → 0, либо при  

Ds → ∞, в зависимости от типа неидеального контакта [10, 11].
В результате наличие сегрегации можно учесть в модели либо через задание параметра 

sc такого, что скачок концентрации определяется как

( ) ( )[ ] 1c x
c s c

→Γ−
= − x                                             (5)

(Γ – граница неоднородности с внешней нормалью nΓ), либо через задание безразмерного 
параметра β эквивалентной поверхностной сопротивляемости, который в случае сферои-
дальной формы неоднородностей выражается как 

2
1

0, 02

1 2 lim ,
2 sD

s

D
S a Dξ→ →

+ γ ξ
β =

γ
                                      (6)

где γ – отношение полуосей сфероида, γ = a3/a; S – площадь поверхности сфероида, де-
ленная на (4/3)πa2.

Аналогично, образование дополнительных обходных путей ускоренной диффузии учи-
тывается либо через задание параметра sf,

( ) ( )[ ] 1 ,n f x
J s Γ →Γ−

= − ⋅n J x                                       (7)

характеризующего скачок нормальной компоненты потока, либо через задание безраз-
мерного параметра эквивалентной поверхностной проницаемости λ, который в случае 
сфероидов имеет вид

2

0,2
1

1 2 1 lim .
2 sD sD

S D a ξ→ →∞

+ γ
λ = ξ

γ
                                    (8)

Задача определения эффективных свойств состоит из двух этапов. На первом решается 
задача об изолированной неоднородности в бесконечной матрице, на втором используется 
схема гомогенизации для учета наличия множественных неоднородностей. 

На основании решения задачи об изолированной неоднородности можно получить вы-
ражение для тензора вклада неоднородности в искомое свойство [1]. Тензор вклада в диф-
фузионную проницаемость H можно получить из представления среднего потока в виде

1
0 0.

V

V
V

 = − + ⋅ 
 

J D H G                                          (9)

Выражение (9) учитывает, что средний градиент концентрации не зависит от микро-
структуры и полностью определяется граничным условием (4):

0.
V

c∇ = G  

Сумма тензоров вклада представляет собой микроструктурный параметр, через кото-
рый можно выразить макроскопические характеристики материала. Выражения для тен-
зоров вклада эллипсоидальных и, в частности, сфероидальных неоднородностей были 
получены и исследованы в работах [8 – 12]. При этом наличие разных неидеальных кон-
тактов учитывалось двумя способами: через задание скачка поля и путем рассмотрения 
неоднородности с покрытием, обладающим экстремальными свойствами. 
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Приведем здесь окончательные выражения, учитывающие различные факторы, для 
тензоров вклада сфероидов: 

( ) ( )
1 0 1 0

0
0 1 0 0 0 1 0 01 1 2 2

cs c c

c c

D s D D s DD
f D f s D f D f s D

− −
=

+ − −
+ 

+

 


nnH θ                (10)

при учете нарушения непрерывности поля концентрации через параметр sc; 

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

1 0 0

0

1 0 0

1 0 0

1 0

0

0 0 0 0

0

0 0 0 00 1

1 1

1 2

1 2 2 2 2 n

SD D f D
D Sf D f D f D f F

SD D f D

Sf D f D f D f F

θ

β

 − − β γ= 
 + − +

+

+
−

− β −
 γ

− − − β γ

− + + β −
γ 

H

nn

θ

                   (11)

при учете нарушения непрерывности поля концентрации через величину безразмерной 
эквивалентной поверхностной сопротивляемости β; 

( ) ( )
1 0 1 0

0
0 1 0 0 0 1 0 01 1 2 2

fs f f

f f

s D D s D D
D

f s D D f f s D f D
 − −

=  
+ − − + 

+


H nnθ                (12)

при учете нарушения непрерывности нормальной компоненты потока через параметр sf;

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

0 0 0 0

0

0 0 0 0

1 0 1

0

1 0 1

1 0 1

1 0 1

1

1 1

2

2 2 2 21 1 n

SD D D f
D Sf D f D f D f F

SD D f D

Sf D f D f D f F

θ

λ

 − + λ − γ= 
 + − + λ − +
 γ

+

− + λ γ

+ + λ +
γ 

+
− −

H

nn

θ

                    (13)

при учете нарушения непрерывности нормальной компоненты потока через величину 
безразмерной эквивалентной поверхностной диффузионной проницаемости λ. 

В формулах (10) – (13) использованы следующие обозначения: n – орт оси симметрии 
сфероида; θ = I – nn; Fn, Fθ – функции от параметра γ, для которых справедливы равен-
ства вида

( )2 2

2
0 ,  2 ,

1
1 2

2n nF F F
f

θ

γ γ
= = −

+ γ

+ −
 

где 

( ) ( )
( ) ( )

2

2

0 2 2

2 2

11 arctan , 1;
11

,    
2 1 11 ln , 1.

2 1 1

g
f g g

−

 − γ
γ ≤

γγ − γ− γ γ = = γ = 
− γ  γ + γ −

  γ ≥  γ γ − γ − γ −  

 

Для определения эффективных свойств материала с множественными неоднородно-
стями используем метод Мори – Танаки [1, 16], дающий физически непротиворечивые 
результаты как при малых, так и при больших значениях объемной доли включений. 
Этот и ряд других методов в применении к материалам с неидеальными контактами был 
исследован нами ранее в работе [8]. Изложим ниже основную суть метода и представим 
результаты для эффективной диффузионной проницаемости. 
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В рамках метода Мори – Танаки неоднородности рассматриваются как изолирован-
ные, а взаимодействие между ними учитывается посредством их помещения не в исход-
ное поле G0, удовлетворяющее выражению (4), а в эффективное поле, равное среднему 
по матрице: 

0
.eff

V
c= ∇G                                                (14)

Само наличие неидеального контакта, а также его тип и способ учета оказывают не-
посредственное влияние на эффективное поле. Отметим, что применение метода Мори – 
Танаки требует учета нарушения непрерывности поля концентрации/нормальной компо-
ненты потока на двух этапах: когда решается задача об изолированной неоднородности и 
когда используется схема гомогенизации, поскольку параметры, отвечающие за неидеаль-
ный контакт, появляются не только в выражениях для тензоров вклада [8]. Действитель-
но, при учете разных факторов, эффективная диффузионная проницаемость материала 
со сфероидальными неоднородностями, в терминах тензоров вклада будет определяться 
следующим образом: 

( )
11

0 1 0
1 1 11c cs seff

i i
i

i i
ic

V p V
V s V

−−  
 = + ⋅ − + − ⋅ 
   

∑ ∑D D H I D D H               (15)

при учете неидеального контакта через параметр sc;

( )

( )

( )
11 3

0

1

0 0

1 0 0 0 1 0 0

3

0

1 11

1 1 1 2

1 2
i i

eff
i i

i i

i i

i

i

V p V
V V

S Sf f
H HS SD D D f D D D f

β

−

β β

= + ⋅ − + ×

 +β +β −  γ γ  × +
 − − β − − β − γ γ 

∑ ∑D D H I

n nθ
           (16)

при учете неидеального контакта через параметр β, здесь тензоры вклада отдельных неод-
нородностей представлены в координатном виде как ( )11 33 ;H Hβ β β= − +H I nn nn  

( ) ( )
1

1

0 1 0

1 11f fs seff
i f i

i
i

i
iV p s V

V V

−
− = + ⋅ − + − ⋅  

∑ ∑D D H I D D H              (17)

при учете неидеального контакта через параметр sf;

( )

( )

0

1

11 33

1 0 1 1 0 10 0

1 11

1 1

1 2
i i

ef

i

f
i i i

i

i

i

i

j

V p V
V V

H HS SD D D f D D D f

λ

−

λ λ

= + ⋅ − + ×

 
 
 +
 
 
 





×
− + λ − − + λ γ γ 

∑ ∑D D H I

n nθ
         (18)

(p – объемная доля неоднородностей) при учете неидеального контакта через параметр λ.
В случае, когда неоднородности имеют одинаковые свойства и одинаковую форму (при 

этом их размер в общем случае может быть разным), операцию суммирования в выраже-
ниях (15) – (18) можно заменить операцией осреднения по ориентациям неоднородностей

1 ... ... ,ii
V V p=∑  

которая сводится к осреднению тензора θ и диады nn в выражениях (10) – (13) для тен-
зоров вклада. 

В результате получим следующие окончательные формулы для вычисления эффектив-
ной диффузионной проницаемости макроизотропного материала, состоящего из изотроп-
ных фаз (с учетом произвольного распределения неоднородностей по ориентациям и, 
соответственно, выполнения равенства ( )1 3=nn I : 
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( )

3311

0 0

0

2
1 ,    

31
1

cc

c

c
c

ss

eff
s

s
s

c

HH
pA D DD ApAD p

s

+
= + =

− +
α −

                      (19)

при учете неидеального контакта через параметр sc (здесь и далее введен безразмерный 
параметр α = D1 / D0); 

( )

( )

( )

3311

0 0

0

0 0
3311

0 0
0 0

2
1 ,    ,    

1 3

1 1 1 2
2 1
3 31 1 1 2

eff
HH

pA D DD A
D p pB

S Sf f
HHB S SD Df f

ββ

β
β

β

ββ

β

+
= + =

− +

+β +β −
γ γ= +

α − −β α − −β −
γ γ

                      (20)

при учете неидеального контакта через параметр β; 

( )

3311

0 0

0

2
1 ,    

3
1

1

ff

f

f
f

ss

eff
s

s
s

f

HH
pA D DD ApAD

p
s

+
= + =

− +
α −                               

 (21)

при учете неидеального контакта через параметр sf; 

( )

( )0

3311

0 0

0

3311

0 0
0

2
1 ,    ,    

1 3

2 1 1 1
3 31 1 1 2

eff
HH

pA D DD A
D p pB

HHB S SD DK f K f

λλ

λ
λ

λ

λλ

λ

+
= + =

− +

= +
α − +α − α − + α

γ γ

                  (22)

при учете неидеального контакта через параметр λ.

Решение задачи массоупругости

Перейдем к описанию диффузионного процесса на макроуровне. Уравнение диффузии 
в локальной форме имеет следующий вид:

,c
t
∂

= −∇⋅
∂

J                                                  (23)

где t – время. 
Диффузионный поток J в общем случае может быть вызван как градиентом концен-

трации с, так и градиентом давления P (явление бародиффузии; P = –trσ, где σ – тензор 
напряжений): 

( ) ,effD c Ac P= − ∇ + ∇J                                         (24)

где A = MαV/(3ρRT) (M – молярная масса, αV – коэффициент объемного концентрацион-
ного расширения, ρ – плотность, R – универсальная газовая постоянная, T – температу-
ра).

Наряду с вариантом задания потока выражением (24) рассмотрим классический закон 
Фика: 

.effD c= − ∇J                                                 (25)
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Наличие неидеальных контактов на мезоуровне учитывается здесь в коэффициенте 
Deff, который определяется одной из формул (19) – (22), в зависимости от типа неидеаль-
ного контакта и применяемой модели.

Напряженно-деформированное состояние материала удовлетворяет уравнению равно-
весия

0.∇⋅ =σ                                                   (26)

Как правило, накопление диффузанта приводит только к объемному расширению мате-
риала. В таком случае напряжения связаны с деформациями ε соотношениями Дюамеля –  
Неймана: 

( )( )02 dev ,   tr ,VP P K c cσ = − + µ ⋅ = − −α −I Iε ε                        (27)

где с0 – отсчетная концентрация; K, μ – модули объемного сжатия и сдвига соответствен-
но. 

Деформации линейного материала определяются через градиент перемещений как 
( ) .s= ∇uε  

Пример задачи для длинного цилиндра. Перейдем к начально-краевой задаче для длин-
ного цилиндра. Представим систему уравнений в цилиндрической системе координат  
(r, φ, z); базисные орты обозначим, соответственно, как er, eφ, ez. 

На боковой поверхности цилиндра поддерживается постоянная концентрация c1, и эта 
поверхность свободна от нагрузки: 

0 01,    0.rr r r r
c c

= =
= ⋅ =e σ                                         (28)

В центре цилиндра выполняются следующие условия:

0
0

0,  .r r
r

c
r =

=

∂
= ⋅ < ∞

∂
u e                                         (29)

В соответствии с гипотезами Сен-Венана и плоских сечений, имеет место следующее 
интегральное условие равновесия: 

0

0

0.
r

z rdr⋅ =∫e σ                                                (30)

В предположении об осевой симметрии решение задачи будет иметь следующий вид: 

( ) ( ) ( ),  const, .z
r r z z

uu r u z c c r
z

∂
= + = ε = =

∂
u e e                      (31)

Начальное распределение концентрации полагаем нулевым: 

00
0.

t
c c

=
= =                                                  (32)

Ненулевые компоненты тензора напряжений, в соответствии с выражением (27) и с 
учетом предположений (31), будут иметь следующий вид: 

4 1 ,
3 2

4 1 ,
3 2

4 1 ,
3 2

r r
rr

r r

r r
zz

u uP
r r

u uP
r r

u uP
r r

ϕϕ

∂ µ  σ = − + − + ε  ∂   
 ∂ µ  σ = − + − ε +  ∂  
 ∂ µ  σ = − + ε − +  ∂  

                                  (33)

а давление P – вид 

.r r
V

u uP K c
r r

∂ = − + + ε −α ∂ 
                                      (34)
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Перейдем к безразмерной постановке задачи, для чего введем следующие масштабы: 
для радиальной координаты r и радиального смещения ur – радиус цилиндра r0; 
для компонент тензора напряжений σii и давления P – величину 4μ/3; 
для концентрации c – концентрацию c1, поддерживаемую на боковой поверхности. 
Для времени t обозначим масштаб как T. 
Тогда окончательная система уравнений, дополненная начальным и граничными усло-

виями, примет следующий вид (для безразмерных величин обозначения сохранены): 
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                           (35)

где введены безразмерные коэффициенты k = 3K/4μ, Ak = 4μ/3A; F – диффузионный кри-
терий Фурье, 2

0 .effF D T r=
Отметим, что в безразмерной постановке задачи наличие неидеальных контактов учи-

тывается только в диффузионном критерии Фурье, поскольку в него входит величина 
эффективной диффузионной проницаемости. При фиксированном масштабе времени и 
одном и том же значении радиуса цилиндра варьирование параметра F означает варьиро-
вание Deff. 

Решение системы уравнений (35) реализовывалось численно с помощью неявного ме-
тода конечных разностей. В рассмотрение вводилась одномерная пространственная сетка 
вдоль оси r, концентрация и радиальные перемещения задавались в узлах, а напряжения 
(в том числе давление) и деформации – в ячейках. 

Анализ полученных результатов

Исследуем влияние неидеальных контактов на решение задачи массоупругости. Рас-
смотрим при этом несколько моделей. Во-первых, представим решение с учетом баро-
диффузии и без ее учета. Во-вторых, рассмотрим два типа неидеальных контактов: I и II.

I. Имеет место сегрегация.
II. В материале возникают дополнительные обходные пути ускоренной диффузии. 
Используем в рамках каждой модели два подхода к учету неидеального контакта. 
1. Cкачок поля задается через отношение величин с внешней и внутренней сторон 

границы неоднородности.
2. В рассмотрение вводится неоднородность с тонким покрытием, обладающим экстре-

мальными свойствами.
Сравним полученные результаты с таковыми для случая идеальных контактов на гра-

ницах раздела матрица/неоднородность. Для сравнения подходов выразим параметры sc 
и sf через эквивалентную поверхностную сопротивляемость β и проницаемость λ соответ-
ственно: 

1 ,    1 2 ;c fs s= +β = + λ                                          (36)
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в таком случае оба подхода к учету неидеальных контактов приводят к одинаковым  
результатам в случае сферических неоднородностей. 

Анализ проведем на примере материала, состоящего из матрицы и произвольно ориен-
тированных вытянутых сфероидальных неоднородностей с соотношением длин полуосей 
γ = 10; примем значение отношения диффузионных проницаемостей α = D1 / D0 = 0,2. 

Представим сначала результаты для эффективных свойств материала с неидеальными 
контактами. Влияние сегрегации продемонстрировано на рис. 1. 

a) b)

Рис. 1. Зависимости эффективного коэффициента диффузии от объемной доли неоднородностей 
p для двух значений параметра β (a) и от параметра β (b) для случая сегрегации (I), моделируемой 

в рамках подходов 1 и 2 (сплошная и пунктирная линии, соответственно), 
см. также пояснения в тексте

Как видно из рис. 1, при увеличении объемной доли неоднородностей p диффузионная 
проницаемость снижается, при этом наличие неидеального контакта приводит к более 
существенному изменению свойства (см. рис. 1, a). На рис. 1, b представлены зависимо-
сти эффективной проницаемости от параметра β при фиксированном значении объемной 
доли неоднородностей p = 0,9. Видно, что с увеличением β разница между подходами 
к учету неидеального контакта возрастает. При этом при выбранных характеристиках 
структуры различие остается незначительным.

Влияние наличия обходных путей ускоренной диффузии продемонстрировано на  
рис. 2. Видно, что наличие неидеального контакта на границе раздела фаз увеличивает 
диффузионную проницаемость, по сравнению со случаем его отсутствия. При этом в 
зависимости от значения параметра λ диффузионная проницаемость может как умень-
шаться с увеличением объемной доли неоднородностей, так и увеличиваться, что объ-
ясняется одновременным влиянием двух конкурирующих факторов: наличием в матри-
це менее проводящих неоднородностей и ускоренных диффузионных путей. Видно, что  

a) b)

Рис. 2. Зависимости эффективного коэффициента диффузии от объемной доли неоднородностей 
p при 4 значениях параметра λ (a) и от параметра λ (b) для случая наличия обходных путей 
ускоренной диффузии (II), моделируемого в рамках подходов 1 и 2 (сплошная и пунктирная 

линии, соответственно), см. также пояснения в тексте
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увеличение параметра λ влечет за собой увеличение разницы между подходами к учету 
неидеального контакта. 

Задачу массоупругости будем решать при следующих значениях параметров: k = 1,6,  
A = 49,3, αV = 4,5·10−6 (параметры, характерные для алюминия). Наличие неидеальных 
контактов влияет на значение эффективной диффузионной проницаемости и, следова-
тельно, на диффузионный критерий Фурье F. Рассмотрим значения Deff/D0, полученные 
при p = 0,9 и, в зависимости от типа неидеального контакта, при β = 10 или λ = 10  
(см. таблицу, третий столбец). Отметим, что для анализа важны не столько абсолют-
ные значения F, сколько отношения диффузионных критериев Фурье, соответствующих 
разным значениям эффективной диффузионной проницаемости. Введем обозначение F0 
для величины критерия, соответствующей значению Deff/D0, полученному без учета не- 
идеальных контактов (sc = sf = 1, β = λ = 0). Значение F0 вычислим при Deff = 1·10−12 м2/с 
(параметр, характерный для алюминия), r0 = 0,004 м, T = 3600 с = 1 ч. Значения диффу-
зионного критерия Фурье представлены в таблице (последний столбец).

Таблица

Результаты расчета диффузионных 
характеристик материала

Модель Значение параметра

Тип НК Подход к 
учету НК Deff/D0 Fi

Без учета НК 0,26 F0 = 2,25·10–4

I
1 0,08 F1 = 0,3 F0

2 0,10 F2 = 0,4 F0

II
1 3,68 F3 = 14,2 F0

2 3,25 F4 = 12,5 F0

Обозначения : Deff/D0 – безразмерная эффективная 
диффузионная проницаемость; Fi – диффузионный 
критерий Фурье; НК – неидеальный контакт. Номера 
I, II, 1, 2 присвоены в тексте.
Примечание . Данные рассчитаны для материала, 
состоящего из матрицы и произвольно ориентирован-
ных, вытянутых сфероидальных неоднородностей с 
соотношением длин полуосей γ = 10.

Концентрационные профили и зави-
симости давления от радиуса (цилин-
дрическая система координат) при раз-
ных значениях диффузионного критерия  
Фурье в момент времени t = 100 представ-
лены на рис. 3. Отметим, что результаты, 
полученные без учета и с учетом явления 
бародиффузии, совпали при заданных 
параметрах материала (значение параме-
тра Ak является малым, поэтому градиент 
давления, умноженный на него, оказы-
вается гораздо меньше градиента кон-
центрации).

На рис. 3 видно, что наличие не- 
идеальных контактов и способ их уче-
та оказывают существенное влияние на 
концентрацию диффузанта в материале 
и на его распределение. В частности, на-
личие сегрегации, при которой наблюда-
ется снижение скорости диффузионного 
процесса, может значительно снизить 
концентрацию примеси в материале. 
При этом градиент концентрации растет, 
что приводит к более существенным пе-
репадам давления. Такое изменение дав-
ления, в свою очередь, может оказаться  

a) b)

Рис. 3. Зависимости концентрации (a) и давления (b) от радиуса (координата 
вдоль полярной оси) при разных значениях диффузионного критерия Фурье 

(см. табл.) в момент времени t = 100
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критическим в задачах водородной деградации, где важны локальные характеристики. 
Наличие обходных путей ускоренной диффузии может привести к значительному росту 
концентрации в материале, что непосредственно влияет на его поведение в случае эксплу-
атации в агрессивных средах. При этом подход, при котором задается скачок поля через 
величину отношения значений поля с внешней и внутренней сторон границы неоднород-
ности (как в случае сегрегации, так и в случае наличия дополнительных обходных путей 
ускоренной диффузии) влияет на результат в большей степени. Особенно существен-
на разница между моделями II-1 и II-2, используемыми для моделирования нарушения  
непрерывности нормальной компоненты потока. 

Влияние бародиффузии изучено отдельно и представлено на рис. 4. Такое влияние 
имеет место при бóльших значениях коэффициента концентрационного расширения, чем 
характерная величина для алюминия. В частности, графики на рис. 4 построены при зна-
чении αV = 0,2. Для наглядности на рисунке представлены результаты, полученные при 
трех значениях F0 из таблицы: при значении, полученном без учета неидеальных контак-
тов, а также при максимальном и минимальном значениях из исследуемого диапазона. 
На рис. 4 видно, что наличие бародиффузии во всех случаях приводит к повышению 
концентрации диффузанта в материале, снижению как градиента концентрации, так и 
разницы давления. 

a) b)

Рис. 4. Зависимости концентрации диффузанта (a) и давления (b) от радиуса 
(координата вдоль полярной оси) при разных значениях диффузионного критерия Фурье 
(см. табл.) с учетом (пунктирные линии) и без учета (сплошные линии) бародиффузии

Таким образом, наличие, тип и способ учета неидеальных контактов оказывают влияние 
на распределение диффундирующего вещества в материале и на его напряженно-дефор-
мированное состояние. 

Заключение

В работе получено решение связанной (в том числе частично) задачи диффузии и опи-
сания упругого поведения материала вследствие накопления примеси с учетом наличия 
неидеальных контактов на границе раздела фаз. Рассмотрено два типа неидеальных кон-
тактов: наличие сегрегации (оно приводит к нарушению непрерывности поля концентра-
ции) и наличие дополнительных обходных путей ускоренной диффузии (оно приводит к 
нарушению непрерывности нормальной компоненты потока). Каждый тип неидеального 
контакта учтен в рамках двух подходов: через задание отношения величины поля с внеш-
ней и внутренней сторон границы неоднородности, а также путем рассмотрения неодно-
родности с тонким покрытием, обладающим экстремальными свойствами. 

Микроструктура учтена на этапе определения эффективных свойств материала с помо-
щью метода гомогенизации Мори – Танаки, представленного в терминах тензоров вклада 
в диффузионную проницаемость.

Анализ проведен на примере осесимметричного образца, выполненного из двухфазного 
материала с произвольно ориентированными вытянутыми сфероидальными неоднород-
ностями, характеризующимися меньшей диффузионной проницаемостью, чем матрица. 

Показано, что тип неидеального контакта и способ его учета могут оказывать су-
щественное влияние на распределение примеси в образце и на величину внутреннего  
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давления, что может оказаться критическим, например, в случае насыщения металлов 
вредными примесями. 

Таким образом, для улучшения качества диагностики состояния материалов необходи-
мо принимать во внимание специфику транспорта примеси и наличие дефектов, которые 
могут приводить к необходимости отказа от предположения о непрерывности полей на 
границах раздела фаз. 
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УСТОЙЧИВОСТЬ САМОСИНХРОНИЗАЦИИ 
ВИБРОВОЗБУДИТЕЛЕЙ ДВУХМАССОВОГО АППАРАТА 

ДЛЯ ПЕРЕРАБОТКИ ЗЕРНИСТЫХ МАТЕРИАЛОВ
В. С. Сизиков ✉

Институт проблем машиноведения РАН, Санкт-Петербург, Россия
✉ sizikovvs@yandex.ru

Аннотация. Работа направлена на поиск условий устойчивой самосинхронизации 
вибраторов для противофазного режима колебаний рабочих органов аппарата 
для переработки зернистых сред. Режим работы аппарата обеспечивает процессы 
измельчения, истирания и перемешивания зерен материала, совмещенные с процессом 
транспортирования с использованием интегрального критерия устойчивости синхронных 
движений получено условие устойчивой самосинхронизации роторов вибровозбудителей 
в противофазном режиме их вращения. Найденные соотношения позволяют выбирать 
оптимальные значения параметров конструкции аппарата и задавать режимы колебаний 
вибрационных рабочих органов, обеспечивающие эффективное осуществление 
процессов технологической переработки зернистых материалов.

Ключевые слова: двухмассовый аппарат, стенки рабочих органов, самосинхронизация 
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Abstract. The article studies stability conditions for self-synchronization of vibration exciters 
in antiphase oscillation regime of working tools of an apparatus for granular materials process-
ing. The apparatus operating regime provides grinding, attrition and mixing processing of ma-
terial grains combined with a transportation process. The condition of stable antiphase rotation 
regime of vibration exciters’ rotors has been found with implementation of integral criterion of 
stability of synchronous motions. The condition of stable self-synchronization rotation regime 
of vibrational exciters’ rotors was found with the usage of integral criterion of stability of syn-
chronous movements. The obtained relationships allow one to choose parameters of apparatus 
construction and to specify vibrational working tool’s operating regimes that perform effective 
implementation of process of granular material treatment.
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Введение

Явление самосинхронизации неуравновешенных роторов вибровозбудителей заключа-
ется в наличии между ними вибрационной связи, которая заставляет их вращаться син-
хронно с одинаковыми или кратными скоростями и с заданными взаимными фазами [1]. 
Такая связь имеет особо важное значение для обеспечения процессов переработки зерни-
стых материалов, таких как дробление, транспортирование, истирание, перемешивание и 
других.

Важным условием осуществления механического воздействия на обрабатываемую среду 
рабочими органами вибрационных технологических машин является синтез вибрацион-
ных полей с заданными направлениями действия вибрационных нагрузок и траекториями 
движения рабочих органов. Такой синтез позволяет оптимизировать многие процессы.

Вибрация находит широкое применение в технологиях переработки горных пород, по-
рошков и других сыпучих материалов в горнодобывающей, строительной, химической 
и литейной отраслях промышленности. Основные направления интенсификации и со-
вершенствования указанных технологических процессов – это снижение энергетических 
затрат для их осуществления и снижение материалоемкости при создании вибрационного 
оборудования.

Открытие эффекта самосинхронизации привело к качественному скачку в развитии 
вибрационной техники и технологии. Практическое использование этого эффекта спо-
собствовало совершенствованию широкого класса вибрационной техники в нашей стране 
и за рубежом. Большой вклад в эту область внесли такие видные ученые, как Л. И. Блех-
ман, Л. А. Вайсберг, Б. П. Лавров, К. М. Рагульскис и другие [1 – 6].

Возможности применения самосинхронизации вибровозбудителей сегодня далеко не 
исчерпаны, что подтверждается появлением класса многомассовых вибрационных ма-
шин, позволяющих интенсифицировать различные процессы при работе в резонансных 
режимах колебаний, снижать нагрузки на основание и реализовывать специальные тех-
нологические процессы обработки сыпучих сред путем воздействия на них несколькими 
рабочими органами [1]. В этой связи перспективным является применение многомассо-
вых машин с самосинхронизирующимися вибровозбудителями, установленными на не-
скольких рабочих органах, например двухмассовых вибродробилок, виброгрохотов, обо-
рудования для обогащения сыпучих материалов и других транспортно-технологических 
аппаратов [2, 4]. 

Развитие современных систем и методов принудительного управления синхронизаци-
ей роторов вибрационного оборудования позволяет обеспечивать заданные соотношения 
фаз и частот вращения роторов вибровозбудителей, что открывает широкие возможности 
управления технологическими процессами обработки материалов вибрационными мето-
дами [10, 12].

К перспективным методам вибрационной переработки сыпучих материалов относится 
воздействие на слой материала рабочими органами двухмассового аппарата, образующи-
ми продольный канал с плоскими стенками, на каждой из которых установлен дебаланс-
ный вибровозбудитель (рис. 1) [9]. Вращение вибраторов обеспечивает плоскопараллель-
ные колебания каждой стенки по эллиптическим траекториям. 

Процесс обработки слоя материала включает два основных периода воздействия стен-
ками на слой: 

период сжатия слоя сдавливающими усилиями при сближении стенок (рис. 1, a), со-
провождаемый созданием напряжений в слое и интенсивным истиранием поверхности 
зерен материала при их относительном перемещении внутри слоя;
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период разжатия слоя при отходе стенок друг от друга (рис. 1, b), сопровождаемый 
разрыхлением слоя и его перемещением микроброском вдоль рабочего канала. 

Одновременно с обработкой осуществляется транспортирование материала вдоль ра-
бочего канала. 

a) b) c)

 Рис. 1. Схема виброобъемного воздействия на слой обрабатываемой зернистой среды стенками 
двухмассового аппарата в режиме синхронно-противофазных колебаний по эллиптическим 

траекториям (4): a, b – периоды сжатия и разжатия слоя, соответственно; 
c – поперечное сечение рабочего канала.

Показаны стенки рабочих органов (1), дебалансные вибраторы (2), упругие элементы взаимодействия 
стенок (3); стрелки указывают направления перемещения стенок 1 и вращения вибраторов 2

Исследованию явления самосинхронизации динамических систем посвящена обшир-
ная монография [1], в которой получены различные условия устойчивости самосинхро-
низации вибровозбудителей одномассовых и многомассовых динамических схем вибраци-
онных машин и устройств. Кроме того, в последнее время получены результаты исследо-
вания противофазного и синфазного синхронного вращения роторов вибровозбудителей 
двухмассовой установки, смонтированных на одном рабочем теле [11]. Однако проблема 
самосинхронизации роторов такой установки с вибровозбудителями, размещенными на 
обоих рабочих органах, до настоящего времени развития не получила. 

Исследование режимов работы двухмассового аппарата, основанного на описанной ра-
бочей схеме, позволяет определять параметры, обеспечивающие процесс истирания зер-
нистого материала в аппарате с наибольшими сжимающими усилиями, совмещенный с 
процессом его транспортирования. Наилучшее сочетание этих параметров достигается в 
режиме синхронно-противофазных колебаний стенок рабочих органов по эллиптическим 
траекториям в противоположных направлениях, поддержание которого обеспечивается 
самосинхронизацией разнонаправленного вращения роторов вибраторов в противопо-
ложных фазах (см. рис. 1). 

Поэтому цель настоящего исследования – найти оптимальные значения конструктив-
ных и режимных параметров работы двухмассового аппарата, обеспечивающие устойчи-
вую самосинхронизацию противофазного вращения роторов вибраторов в противополож-
ных направлениях. 

К конструктивным параметрам относятся массы и размеры рабочих органов, их мо-
менты инерции, жесткости пружин и места их установки по длине рабочих органов. К ре-
жимным параметрам работы относятся частоты и амплитуды колебаний рабочих органов.

Решение указанной задачи должно способствовать определению диапазона значений 
параметров воздействия рабочих органов на обрабатываемый материал и выработке реко-
мендаций к проектированию и работе аппаратов для обогащения очисткой поверхности 
зерен сыпучих минеральных сред [7].

В зависимости от направления и разности фаз вращения неуравновешенных рото-
ров в аппарате могут создаваться разнообразные режимы относительного движения сте-
нок, каждый из которых наиболее благоприятен для конкретного вида технологической 
операции переработки материала [8]. Например, одним из режимов колебаний стенок 
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аппарата для осуществления процесса исти-
рания зерен материала является их движе-
ние с относительными сдвигами фаз коле-
баний стенок в поперечном и продольном 
направлениях, равными π (рис. 2). Такое 
движение стенок аппарата осуществляется в 
одном направлении при однонаправленном 
вращении роторов вибраторов (например, 
по часовой стрелке); оно позволяет созда-
вать в слое материала два вида деформаций: 
деформаций сжатия и сдвига. 

Требования к величине создавае-
мых в слое сжимающих напряжений и 
напряжений сдвига для истирания матери-
ала определяются частотой колебаний сте-
нок и величиной вынуждающей силы, соз-
даваемой вибровозбудителями.

Исследование самосинхронизации ви-
браторов устройства в описанном режиме 
разнонаправленного синхронно-синфазно-
го вращения их роторов включает две за-
дачи:

оценка стабильности самосинхрониза-
ции вибраторов двухмассового аппарата под 
нагрузкой, учитывающая взаимодействие с 
обрабатываемым материалом;

оценка стабильности самосинхрониза-
ции вибраторов на холостом ходу.

В настоящей работе решается только 
вторая задача: исследование стабильности 
вращения вибраторов аппарата на холостом 
ходу.

Основная часть

Для анализа устойчивости самосинхро-
низации вращения роторов вибровозбуди-
телей аппарата используется интегральный 
критерий устойчивости синхронных движе-
ний [1], который заключается в отыскании 
условия положительности квадратичной 
формы функции D, представляющей собой 

a)

b)

c)

d)

e)

Рис. 2. Схемы перемещения стенок аппарата 
в режиме колебаний с относительным 
сдвигом ε фаз колебаний (ψ) стенок, равным 
π, в продольном (εx) и поперечном (εy) 

направлениях: 
a – траектории движения верхней и нижней 
стенок (стрелки указывают их направления); b, c – 
вертикальные координаты нижней (y′) и верхней (y) 
стенок; d, e – горизонтальные координаты нижней 
(x′) и верхней (x) стенок; номера точек 1 – 9 и 
1′ – 9′ показывают позиции стенок в одинаковые 

моменты времени

среднее за период значение функции Лагранжа системы:

( )
2 /

(I) (I)

0

,
2

D T dt
π ωω

= −Π
π ∫                                          (1)

где T(I) и Π(I) – кинетическая и потенциальная энергия колебательной части системы. 
Составим уравнения для кинетической и потенциальной энергии двухмассовой меха-

нической системы аппарата. Расчетная схема для анализа устойчивости самосинхрониза-
ции вращения роторов вибраторов аппарата показана на рис. 3. 

На расчетной схеме два дебалансных вибратора размещены на одинаковых плоских 
стенках массой M, каждая обладает моментом инерции I относительно центраов масс. 
Стенки размещены параллельно друг другу и связаны между собой парой упругих элемен-
тов общей жесткостью cx и cy в продольном и поперечном направлениях, размещенных 
на одинаковых расстояниях l относительно центров тяжести стенок. Стенки аппарата 
могут перемещаться в плоскости, перпендикулярной осям вращения роторов вибровоз-
будителей, причем положение стенок определяется абсолютными координатами x1, y1 и 
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Рис. 3. Расчетная схема синхронных противофазных колебаний стенок двухмассового аппарата:
M – масса каждой стенки; I – момент инерции каждой стенки; cx, cy – жесткости упругих элементов в 
продольном и поперечном направлениях; l – расстояния от центров тяжести  (ЦТ) стенок до упругих 
элементов; xi, yi – координаты ЦТ стенок; ψi – углы поворота каждой стенки относительно ЦТ; φi – углы 
поворота роторов вибраторов вокруг оси вращения; ε, r – эксцентриситет и расстояние от оси вращения 

роторов до ЦТ стенок (индексы 1 и 2 относятся к нижней и верхней стенкам, соответственно)

x2, y2 их центров тяжести и углами поворота ψ1 и ψ2 каждой стенки относительно центра 
тяжести. Ротор каждого из двух вибровозбудителей, полагаемых одинаковыми, характе-
ризуется углом поворота φ1 (φ2) вокруг оси вращения, массой неуравновешенной части m, 
эксцентриситетом ε и расстоянием r от оси вращения до центра тяжести каждой стенки. 
Индекс 1 относится к нижней, а 2 – к верхней стенке.

Уравнения поступательного перемещения стенок аппарата имеют вид:

1 1 1 2cos ( ) 0;xMx F c x x− + ϕ − − =                                    (2)

2 2 2 1cos ( ) 0;xMx F c x x− + ϕ − − =                                    (3)

1 1 1 2sin ( ) 0;yMy F c y y− − ϕ − − =                                    (4)

2 2 2 1sin ( ) 0,yMy F c y y− − ϕ − − =                                    (5)

где F = mεω2 – амплитудное значение вынуждающей силы одного вибратора. 
Законы вращения роторов вибраторов можно записать в следующем виде:

1 1 1 2 2 2( ), ( ),t tϕ = σ ω +α ϕ = σ ω +α                                    (6)

где σ1, σ2 – направления вращения роторов против (+1) и по (–1) часовой стрелке; α1, 
α2 – начальные фазы их вращения.

Деформации левого и правого упругих элементов взаимодействия стенок при их пово-
ротах на углы ψ1 и ψ2 относительно центров масс (рис. 4) выражаются в следующем виде:

2 1 2 1sin sin , sin sin .left rightl l l l∆ = − ψ + ψ ∆ = ψ − ψ                       (7)

В формулах (7) не учитываются деформации упругих элементов в поперечном направ-
лении ввиду их малости по сравнению с продольными деформациями. 

С учетом выражений (7) на каждую стенку аппарата действуют моменты от инер-
ции вращения, вынуждающей силы вибратора и деформаций правой и левой пружин  
(см. рис. 4). Уравнения вращательного движения стенок относительно центров масс име-
ют вид:
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1 1cos 0;
2 2
y y

left right

c c
I Fr l l− ψ + ϕ − ∆ + ∆ =                               (8)

2 2cos 0.
2 2
y y

right left

c c
I Fr l l− ψ − ϕ − ∆ + ∆ =                               (9)

a) b)

Рис. 4. Схемы к определению деформаций упругих элементов аппарата и моментов, 
возникающих при поворотах верхней (a) и нижней (b) стенок относительно центров масс

С учетом малости углов поворота стенок ψ1 и ψ2 (sinψ1 ≈ ψ1, sinψ2 ≈ ψ2) их можно пе-
реписать в следующем виде: 

2
1 1 2 1cos ( ) 0;yI Fr c l− ψ + ϕ + ψ −ψ =                                (10)

2
2 2 1 2cos ( ) 0.yI Fr c l− ψ − ϕ + ψ −ψ =                               (11)

Будем искать решение для установившихся вынужденных колебаний стенок в форме

1 1 1 2 2cos cos ;x A A= ϕ + ϕ                                         (12)

2 1 2 2 1cos cos ;x B B= ϕ + ϕ                                         (13)

1 1 1 2 2sin sin ;y C C= ϕ + ϕ                                          (14)

2 1 2 2 1sin sin .y D D= ϕ + ϕ                                         (15)

После подстановки решений (12) и (13) в уравнения движения системы (2) и (3) опре-
делим неизвестные константы A1, A2, B1 и B2:

2

1 22 2 2 2 2 2

( ) , ;
( ) (1 ) ( ) (1 )

x x

x x

F c M FcA A
M M

− ω
= =

ω −λ ω −λ
                            (16)

2

1 22 2 2 2 2 2

( ) , ,
( ) (1 ) ( ) (1 )

x x

x x

F c M FcB B
M M

− ω
= =

ω −λ ω −λ
                            (17)

где 
2, .x x

x x
p cp

M
λ = =

ω
 

Видно, что параметр px в полученных выражениях определяет частоту собственных 
колебаний стенок в продольном направлении для эквивалентной расчетной схемы аппа-
рата в виде двухмассовой системы с одинаковыми массами M, связанными между собой 
упругим элементом с жесткостью cx (рис. 5, а).

Подстановкой выражений (14) и (15) для поперечных перемещений стенок в уравне-
ния движения (4) и (5) аналогично определим неизвестные константы C1, C2, D1 и D2:
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a) b) c)

Рис. 5. Эквивалентные расчетные схемы свободных колебаний стенок аппарата в продольном (а) 
и поперечном (b) направлениях, а также эквивалентная схема их вращательных колебаний (с)

2

1 22 2 2 2 2 2

( )
, ;

( ) (1 ) ( ) (1 )
y y

y y

F M c Fc
C C

M M
ω − −

= =
ω −λ ω −λ

                           (18)

2

1 22 2 2 2 2 2

( )
, ,

( ) (1 ) ( ) (1 )
y y

y y

F M c Fc
D D

M M
ω − −

= =
ω −λ ω −λ

                           (19)

где 
2

, .y y
y y

p c
p

M
λ = =

ω
 

Подобно колебаниям стенок в продольном направлении, параметр py в полученных 
выражениях характеризует частоту собственных колебаний стенок в поперечном направ-
лении для эквивалентной расчетной схемы аппарата в виде двух масс M, связанных упру-
гим элементом с жесткостью cy (см. рис. 5, b).

Решения уравнений вращательных колебаний стенок относительно центров масс будем 
также искать в виде гармонических функций вида

1 1 1 2 2cos cos ,E Eψ = ϕ + ϕ                                        (20)

2 1 1 2 2cos cos .F Fψ = ϕ + ϕ                                        (21)

Подставим выражения (20) и (21) в уравнения (10) и (11) вращательного движения 
стенок и определим константы E1, E2, F1 и F2:

2 2 2

1 22 2 2 2 2 2

( )
, ;

( ) (1 ) ( ) (1 )
y y

c c

Fr c l I Frc l
E E

I I
− ω −

= =
ω −λ ω −λ

                           (22)

2 2 2

1 22 2 2 2 2 2

( )
, ,

( ) (1 ) ( ) (1 )
y y

c c

Frc l Fr c l I
F F

I I
− − ω

= =
ω −λ ω −λ

                          (23)

где 
22

, .yc
c c

c lp p
I

λ = =
ω

 

Полученная частота pc свободных вращательных колебаний стенок соответствует экви-
валентной расчетной схеме аппарата в виде двух тел с одинаковыми моментами инерции 
I, связанными друг с другом пружиной с крутильной жесткостью cyl

2 (см. рис. 5, с).
Кинетическая и потенциальная энергия колебательного движения стенок аппарата, в 

соответствии с принятой расчетной схемой (см. рис. 3), имеют вид: 
2 2 2 2 2 2

( ) 1 1 2 2 1 2( ) ( ) ( ) ,
2 2 2

I x y x yT M M I+ + ψ +ψ
= + +

                           (24)
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( ) ( ) ( )2 2(I) 2 2 2
1 2 1 2

1 1 2 .
2 2y left y right yc c c lΠ = ∆ + ∆ ψ +ψ − ψ ψ≈                    (25)

Условием устойчивой самосинхронизации вращения роторов вибраторов является по-
ложительная определенность осредненной функции Лагранжа системы вида [1]:

2

(I) (I) (I) (I)

0

( ) .
2

D T T dt

π
ωω

= 〈 −Π 〉 = −Π
π ∫                               (26)

В результате подстановки решений (12) – (15), (20), (21) для перемещений стенок в 
выражения для кинетической и потенциальной энергий (24) и (25) и вычисления инте-
грала (26) за один период колебаний системы осредненная функция Лагранжа принимает 
следующий вид:

[ ]

[ ]

2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2
1 2 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2

( ) ( )
2 2

2( ) cos( ) cos( ),y

M ID C C D D F F E E

c l E E F F E F E F N

= ω σ σ + + ω + −

− + − + α −α = α −α
            (27)

где [ ] [ ]2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 2 1( ) ( ) 2( ) .

2 2 y
M IN C C D D F F E E c l E E F F E F E F= ω σ σ + + ω + − + − +  

Для устойчивости самосинхронизации вибровозбудителей в синхронном разнонаправ-
ленном режиме вращения роторов, т. е. при нулевой начальной разности их фаз α1 – α2 и 
при σ1 = +1, σ2 = –1, квадратичная форма осредненной функции Лагранжа D должна быть 
положительно определенной. Это обеспечивается в том случае, когда она имеет грубый 
минимум и множитель N в выражении (27) отрицателен, т. е.

[ ]2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 2 1( ) ( ) 2( ) 0.

2 2 y
M IC C D D F F E E c l E E F F E F E F− ω + + ω + − + − + <     (28)

После подстановки в это неравенство констант C1, C2, D1, D2, E1 и E2 из выражений 
(18), (19), (22) и (23) получим условие устойчивости самосинхронизации вибраторов в 
исследуемом режиме, позволяющее выбирать параметры конструкции и режима работы 
двухмассового аппарата:

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

( 3 )
.

( ) ( 2 ) ( 2 )
y y

y y

l r c l M M c
I I c l M M c

− ω ω −
>

ω ω − ω ω −                            (29)

Проанализируем полученное выражение для режима дорезонансных колебаний стенок 
аппарата, который обеспечивается соотношениями параметров cy > 3Mω2 и 2cy l

 2 > Iω2.
В этом случае для самосинхронизации вибраторов необходимо, чтобы выполнялось 

неравенство вида
2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

( 3 )
.

( 2 ) ( ) (2 )
y y

y y

c M l r c l M
M M c I c l I

− ω − ω
>

ω ω − ω − ω                           (30)

Отсюда видно, что для повышения устойчивости исследуемого режима следует увели-
чивать частоту вынуждающей силы ω и момент инерции J стенки аппарата, уменьшать 
массу M стенки, уменьшать расстояние l от центра масс стенки до точек крепления упру-
гих элементов и снижать расстояние r от центра масс стенки до оси ротора вибратора.

В зарезонансном режиме колебаний стенок аппарата, для которого выполняются соот-
ношения cy > Mω2/2 и cyl2 > Iω2, условие устойчивости синхронно-противофазного режима 
колебаний стенок обеспечивается автоматически, так как левая часть неравенства (29) 
всегда отрицательна, а правая положительна.

Подбор численных значений параметров конструкции на основе решения неравенства 
(29) можно осуществлять любым подходящим численным методом, например методом 
итераций.
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Заключение

Найдено условие устойчивости самосинхронизации вибровозбудителей аппарата с дву-
мя плоскими стенками в режиме их синхронно-противофазных колебаний по эллиптиче-
ским траекториям в противоположных направлениях. Полученное выражение позволяет 
подбирать параметры режимов работы аппарата и его конструктивные характеристики 
(частоту вынуждающей силы, массу рабочих органов аппарата и моменты их инерции, 
расстояния от центра масс стенок до точек крепления упругих элементов и расстояния от 
центра масс каждой стенки до оси ротора вибратора) на этапе разработки конструкции 
аппарата для обеспечения заданного режима колебаний стенок с обработкой материала в 
режиме с раздавливанием его зерен, совмещенным с процессом транспортирования. 

Дальнейшие исследования будут направлены на отыскание условий устойчивой само-
синхронизации вращения роторов вибраторов двухмассового аппарата в режимах с отно-
сительными сдвигами фаз и направлениями вращения роторов вибровозбудителей, обе-
спечивающих разнообразные соотношения истирающих и сдавливающих усилий в слое 
материала при его переработке.
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УСЛОВИЯ ПУБЛИКАЦИИ СТАТЕЙ
в журнале «Научно-технические ведомости 

Санкт-Петербургского государственного политехнического университета.
Физико-математические науки»

1.ОБЩИЕ ПОЛОЖЕНИЯ 
Журнал «Научно-технические ведомости Санкт-Петербургского государственного политехнического универ-

ситета. Физико-математические науки» является периодическим печатным научным рецензируемым изданием. 
Зарегистрирован в Федеральной службе по надзору в сфере информационных технологий и массовых комму-
никаций (Свидетельство ПИ №ФС77-52144 от 11 декабря 2012 г.) и распространяется по подписке агентства 
«Роспечать» (индекс издания 71823).

С 2008 года журнал издавался в составе сериального издания "Научно-технические ведомости СПбГПУ". 
Сохраняя преемственность и продолжая научные и публикационные традиции сериального издания 
«Научно-технические ведомости СПбГПУ», журнал издавали под сдвоенными международными стандарт-
ными сериальными номерами ISSN 1994-2354 (сериальный) 2304-9782. В 2012 году он зарегистрирован как 
самостоятельное периодическое издание ISSN 2304-9782 (Свидетельство о регистрации ПИ № ФС77-52144 от 11 
декабря 2012 г.). С 2012 г. начат выпуск журнала в двуязычном оформлении.

Издание входит в Перечень ведущих научных рецензируемых журналов и изданий (перечень ВАК) и при-
нимает для печати материалы научных исследований, а также статьи для опубликования основных результатов 
диссертаций на соискание ученой степени доктора наук и кандидата наук по следующим основным научным 
направлениям: Физика, Математика, Механика, включая следующие шифры научных специальностей: 1.1.8., 
1.1.9., 1.3.2., 1.3.3., 1.3.4., 1.3.5., 1.3.6., 1.3.7., 1.3.8., 1.3.11., 1.3.19.

Журнал представлен в Реферативном журнале ВИНИТИ РАН и включен в фонд научно-технической литера-
туры (НТЛ) ВИНИТИ РАН, а также в международной системе по периодическим изданиям «Ulrich’s Periodicals 
Directory». Индексирован в базах данных «Российский индекс научного цитирования» (РИНЦ), Web of Science 
(Emerging Sources Citation Index).

Периодичность выхода журнала – 4 номера в год.
Редакция журнала соблюдает права интеллектуальной собственности и со всеми авторами научных статей 

заключает издательский лицензионный договор.

2. ТРЕБОВАНИЯ К ПРЕДСТАВЛЯЕМЫМ МАТЕРИАЛАМ
2.1. Оформление материалов

1. Рекомендуемый объем статей – 12-20 страниц формата А-4 c учетом графических вложений. Количество 
графических вложений (диаграмм, графиков, рисунков, фотографий и т.п.) не должно превышать шести.

2. Число авторов статьи, как правило, не должно превышать пяти человек.
3. Авторы должны придерживаться следующей обобщенной структуры статьи: вводная часть (актуальность, 

существующие проблемы – объем 0,5 – 1 стр.); основная часть (постановка и описание задачи, методика иссле-
дования, изложение и обсуждение основных результатов); заключительная часть (предложения, выводы – объем 
0,5 – 1 стр.); список литературы (оформление по ГОСТ 7.0.5-2008).

В списки литературы рекомендуется включать ссылки на научные статьи, монографии, сборники статей, 
сборники конференций, электронные ресурсы с указанием даты обращения, патенты.

Как правило, нежелательны ссылки на  диссертации и авторефераты диссертаций (такие ссылки допускают-
ся, если результаты исследований еще не опубликованы, или не представлены достаточно подробно).

В списки литературы не рекомендуется включать ссылки на учебники, учебно-методические пособия, 
конспекты лекций, ГОСТы и др. нормативные документы, на законы и постановления, а также на архивные доку-
менты (если все же необходимо указать такие источники, то они оформляются в виде сносок).

Рекомендуемый объем списка литературы для обзорных статей  – не менее 50 источников, для остальных 
статей – не менее 10. 

Доля источников давностью менее 5 лет должна составлять не менее половины. Допустимый процент самоци-
тирования – не выше 10 – 20. Объем ссылок на зарубежные источники должен быть не менее 20%.

4. УДК (UDC) оформляется и формируется в соответствии с ГОСТ 7.90-2007.
5. Набор текста осуществляется в редакторе МS Word.
6. Формулы набираются в редакторе MathType (не во встроенном редакторе Word) (мелкие формулы, симво-

лы и обозначения набираются без использования редактора формул). Таблицы набираются в том же формате, что 
и основной текст. В тексте буква «ё» заменяется на букву «е» и оставляется только в фамилиях.

7. Рисунки (в формате .tiff, .bmp, .jpeg) и таблицы оформляются в виде отдельных файлов. Шрифт – Times 
New Roman, размер шрифта основного текста – 14, интервал – 1,5. Таблицы большого размера могут быть набра-
ны кеглем 12. Параметры страницы: поля слева – 3 см, сверху и снизу – 2 см, справа – 1,5 см. Текст размещается 
без знаков переноса. Абзацный отступ – 1 см. 
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2.2. Представление материалов
1. Представление всех материалов осуществляется в электронном виде через электронную редакцию 

(http://journals.spbstu.ru). После регистрации в системе электронной редакции автоматически формируется 
персональный профиль автора, позволяющий взаимодействовать как с редакцией, так и с рецензентом.

2. Вместе с материалами статьи должно быть представлено экспертное заключение о возможности опу-
бликования материалов в открытой печати.

3. Файл статьи, подаваемый через электронную редакцию, должен содержать только сам текст без назва-
ния, списка литературы, аннотации и ключевых слов, фамилий и сведений об авторах. Все эти поля запол-
няются отдельно через электронную редакцию.

2.3. Рассмотрение материалов
Предоставленные материалы (п. 2.2) первоначально рассматриваются редакционной коллегией и переда-

ются для рецензирования. После одобрения материалов, согласования различных вопросов с автором (при 
необходимости) редакционная коллегия сообщает автору решение об опубликовании статьи. В случае отказа в 
публикации статьи редакция направляет автору мотивированный отказ.

При отклонении материалов из-за нарушения сроков подачи, требований по оформлению или как не отвеча-
ющих тематике журнала материалы не публикуются и не возвращаются.

Редакционная коллегия не вступает в дискуссию с авторами отклоненных материалов.
При поступлении в редакцию значительного количества статей их прием в очередной номер может закон-

чится ДОСРОЧНО.

E-mail: physics@spbstu.ru, 
Тел. редакции 8 (812) 552-62-16.
Cайт журнала: https://physmath.spbstu.ru/
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