
68

Научная статья
УДК 534.16
DOI: https://doi.org/10.18721/JPM.19206

СМЕШАННЫЕ ПАРАМЕТРИЧЕСКИЕ И АВТОКОЛЕБАНИЯ: 
ДЕЙСТВИЕ НА НИХ НЕЛИНЕЙНОГО ПАРАМЕТРИЧЕСКОГО 

ВОЗБУЖДЕНИЯ И ЗАПАЗДЫВАНИЯ, ВЫЗЫВАЮЩЕГО 
АВТОКОЛЕБАНИЯ

А. А. Алифов ✉

Институт машиноведения им. А.А. Благонравова РАН, Москва, Россия
✉ alishir@mail.ru

Аннотация. В работе изучены смешанные параметрические и автоколебания при на-
личии нелинейного параметрического воздействия и запаздывания в трении, вызываю-
щего автоколебания. Для этого использована модель фрикционной автоколебательной 
системы, взаимодействующей с источником энергии ограниченной мощности. Решение 
нелинейных дифференциальных уравнений движения достигнуто методом прямой ли-
неаризации. Получены соотношения между нестационарными и стационарными ре-
жимами колебаний. С применением критериев Рауса – Гурвица установлены условия 
устойчивости стационарных колебаний. Проведены расчеты с целью получения инфор-
мации о динамике колебаний. Анализ полученных данных показал, что под действием 
запаздывания амплитудно-частотная зависимость изменяет свое поведение. Запаздыва-
ние приводит также к появлению участков устойчивости на нижних ветвях амплитуд-
ных кривых, и возникает зависимость от крутизны характеристики источника энергии.
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Abstract. In the paper, the mixed parametric and self-oscillations in the presence of a non-
linear parametric action and a delay in friction causing self-oscillations have been studied. For 
this purpose, a model of a frictional self-oscillating system interacting with an energy source 
of limited power was used. The solution of nonlinear differential equations of motion was con-
structed using the direct linearization method. The relations of nonstationary and stationary 
oscillation modes were obtained. By application of the Routh – Hurwitz criteria, the conditions 
for the stability of stationary oscillations were derived. The calculations were carried out in or-
der to gain information about the dynamics of fluctuations. An analysis of the data showed that 
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the amplitude-frequency dependence changed its behavior under the influence of the delay. 
The latter also led to the appearance of stability regions on the lower branches of the amplitude 
curves, and a dependence arose on the steepness of the energy source characteristic.
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Введение

Исследованию различных колебательных процессов посвящено большое число работ. 
По известной классификации, в теории колебаний выделяют четыре типа колебаний, 
которые образуют четыре класса смешанных (взаимодействие типов) колебаний [1 – 3]. 
К одному из классов смешанных колебаний относятся смешанные параметрические и 
автоколебания.

Цель настоящей работы – анализ смешанных параметрических и автоколебаний с уче-
том трех факторов: нелинейного параметрического возбуждения, запаздывания в трении, 
вызывающего автоколебания, и ограниченной мощности источника энергии.

Вопросы энергопотребления приобрели в современном мире большую актуальность, а 
запаздывание может присутствовать во многих системах [4 – 10].

Параметрические колебания, которые математически описываются дифференциаль-
ными уравнениями с периодическими коэффициентами, могут возникать при функцио-
нировании различных систем.  Работа [11] содержит многостороннее исследование пара-
метрических колебаний при квадратичном параметрическом возбуждении.

В настоящей работе решение нелинейных дифференциальных уравнений смешанных 
параметрических и автоколебаний построено методом линеаризации и замены перемен-
ных с усреднением [17].

Уравнения движения

Рассмотрим смешанные параметрические и автоколебания на основе достаточно ши-
роко используемой схемы автоколебательной системы [1, 2, 15]. В этой схеме пружина 
(ее концы неподвижно закреплены) и демпфер соединены с телом, лежащим на ленте, 
непрерывно движущейся с определенной скоростью V. Параметры с0 и γ  соответственно  
коэффициенты линейной и нелинейной частей силы упругости пружины; k0  коэффи-
циент демпфирования (все три параметра – константы). Скорость V следует выражению 

0 .V r= ϕ  Тело обладает массой m и скоростью ẋ по направлению движения x. Лента при-
водится в движение двигателем со скоростью ϕ  вращения ротора и моментной харак-
теристикой ( ),M ϕ  включающей силу сопротивления вращению. Между телом и лентой 
возникает сила трения T(U), вызывающая автоколебания и зависящая от относительной 
скорости 0 .U r x= ϕ−   

Система дифференциальных уравнений, описывающая смешанные параметрические 
и автоколебания при нелинейном параметрическом возбуждении и запаздывании, имеет 
следующий вид:

( )
0 0

0

3 3( ) cos ,

( ) ,

mx k x c x T U x bx t

I M r T U
∆

∆

+ + = − γ − ν

ϕ = ϕ −

 

                                 

 (1)



Научно-технические ведомости СПбГПУ. Физико-математические науки. 19 (2) 2026

70

где bx3cos(νt)  слагаемое, выражающее нелинейное параметрическое возбуждение  
(b = const, ν = const); r0  радиус точки приложения силы трения (r0 = const); UΔ – от-
носительная скорость ( 0 , ( ),U r x x x t∆ ∆ ∆= ϕ− = −∆     Δ = const  запаздывание); I  момент 
инерции ротора двигателя, I = const. 

Характеристику силы трения T(U∆) примем в виде

( ) ( )3
0 1 3sgn ,T U T U U U∆ ∆ ∆ ∆= −α +α                                   (2)

где T0 – нормальная сила реакции (T0 = const); коэффициенты α1 и α3 – константы; 
sgn(UΔ) = +1 при UΔ > 0, sgn(UΔ) = –1 при UΔ < 0.

В случае UΔ = 0 характеристика T(0) лежит в интервале 

–T0 ≤ T(0) ≤ T0.

Интересно отметить, что характеристика (2) имела место и при опытах в космических 
условиях [16].

С помощью метода прямой линеаризации [17 – 20] заменим выражение (2) функцией 
вида

T(UΔ) = T0[sgn(UΔ) + BT + kT ẋ],

где коэффициенты линеаризации BT и kT определяются выражениями

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2
3 3 0

3 2 2
1 3 2 3 3

2
0 1 23 3

–  3 ,

2  1 2  

, 3 / ,

3 , 2 3 2 5, ,3
T TB u u N up k N p a h h u u N

u

a

N r r N r r

= −α= α +α + α − = −

= α ++α = += +
﻿

      (3)

a = max|x| – амплитуда.
Методом прямой линеаризации также заменим нелинейную часть силы упругости γx3 

линейной cfx с коэффициентом линеаризации 2
3 .f ac N γ=  Уравнения (1) с учетом линеа-

ризации принимают вид 

( ) 3
0 0 sgn cos ,T Tmx k x c x T B U k x bx t∆ ∆+ + = + + − ν                           (4)

( ) ( )0 0 sgn ,T TI M r T U B k x∆ ∆ϕ = ϕ − + +  

 

где c = c0 + cf.
Решение уравнений и условия устойчивости стационарных колебаний

Решения (4) по методу замены переменных с усреднением [17] имеют, с учетом урав-
нения

ẋΔ = –apsin(ψ – pΔ), 
следующий вид:

x = acosψ, ẋΔ = –apsinψ, ψ = pt + ξ, p = ν/2, .ϕ = Ω                      (5)

Решения (4) для случаев UΔ > 0 и UΔ < 0 различны, и уравнения для определения не-
стационарных значений амплитуды a, фазы ξ колебаний и скорости u, которая следует 
выражению u = r0Ω, имеют следующий вид.

а) u ≥ ap:

( )31 2 0,5 sin 2 ,
4

da aG ba
dt pm

= − − ξ  

( )31 2 cos 2
4

,d aW ba
dt pma
ξ
= + ξ                                                                   

(6а)
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( ) ( )0
0 0 1 ;T

u
r

rdu M r T B
dt I

 = − +  
                                                                    (6а)

b) u < ap: 

3 0 2 2 281 2 0.5 sin 2 ,
4

Tda aG ba a p u
dt pm ap

 
= − − ξ − − π 

 

( )31 2 cos 2
4

,d aW ba
dt pma
ξ
= + ξ                                                                   (6b) 

( ) ( ) ( )0 0
0

0
0 1 3 2 ,T

u
r

r r Tdu M r T B
dt I ∗

 = − + − π− ψ π 
 

где 2
0 0 ,c m=ω  G = p[k0 – T0kT cos(pΔ)], 22

0 0( ) sin ,f Tm c T k pW p p= + ∆ω − −  ψ* = 2π –  
arcsin(u/ap).

Стационарные значения амплитуды и фазы определяются условиями 0, 0.a = ξ =  В слу-
чае значений скорости u ≥ ap они находятся из соотношений 

4(4G2 + W2) = b2a4, tg(2ξ) = –2G/W,

а при u < ap для стационарной амплитуды имеет место соотношение a  u/p.
Нагрузка на источник энергии со стороны колебательной системы определяется усло-

вием 0,u =  из которого следует соотношение

M (u/r) – S (a, u) = 0,
где
а) u ≥ ap: S(a, u) = r0T0(1 + BT);
б) u < ap: S(a, u) = r0T0[(1 + BT) + π–1(3π – 2ψ)].

Стационарные значения скорости u можно найти по точкам пересечения кривых M(u/r) 
и S(a, u).

Чтобы вывести условия устойчивости стационарных колебаний составляем уравнения 
в вариациях для уравнений (6) и, применяя критерии Рауса – Гурвица, получаем:

B1 > 0, B3 > 0, B1B2 – B3 > 0,                                    (7)

где B1 = –(b11 + b22 + b33), B2 = b11b33 + b11b22 + b22b33 – b23b32 – b12b21 – b13b31,  
B3 = b11b23b32 +b12b21b33 + b22b13b31 – b11b22b33 – b12b23b31 – b13b21b32.

В случае u ≥ ap имеем: 

( )

( ) ( )

( )

( )

2 20
0 0

3

1
0 0 3

2 2

13

–1
21 0 3

–1

2
0

31 0

0

3

3

3

0

11 12 2

22 3 3

23

32 3

0,

–3 cos ,

,

–

6 ,

1 32 3 cos sin 2
4 2

cos 3 si2 ,
4

1 2 sin c
2

n ,

,Tr Bb Q r T b I r T N uap
I u

b p k T N a p h p

b

b m T a u

ba
pm

bab
pm

p

b m T u p

b N a T p p ba
pm

− =

=

∂ = − = − α ∂ 

  = − + α − ∆ − ξ

α ⋅ ∆

= α

  

= ξ

 = γ + ∆ + 

⋅ ∆

α{ }
( )2 2 2 2

3

1 3 3 3

33

2 3

os 2 , sin 2 ,
2

3 3 , 2 ,T T
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∂ ∂
= − α − α − α = − α

∂ ∂
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где ( )
0

.u
r

dQ M
du

=

В случае u < ap имеют место следующие коэффициенты:

( )

( ) ( )

0 0
0

2
0

0
0

0

0
3 2

2 2 2 0
0 0

11 2 2 2

12 2 2 2

21 2 2 2 2

2

22 3 3 2 2 2 2 2

2 ,

2 ,

23 cos ,

21 32 3 cos sin 2 ,
4 2

T

T

r r TBb Q r T
I u a p u

r T B ub
I a a a p u

auTb p
m a p a p u

T ub p k T N a p h p ba
pm ma p a p u

 ∂
= − − 

∂ π −  
 ∂

= − + 
∂ π −  
 

= − α ∆ − 
 π −  

  = − + α − ∆ − ξ −    π −

а коэффициенты b13, b23, b31, b33 не изменяются. 

Расчеты стационарных режимов колебаний 

Для проведения расчетов были выбраны следующие значения параметров:

m = 9,8 Н·с2·см–1, k0 = 0,196 Н·с·см–1, c0 = Н·см–1, b = 0,686 Н·см–1,

γ = ±1,96 Н·см–3, T0 = 4,9 Н, α1 = 0,84 с·см–1, α3 = 0,18 с3·см–3, 

r0 = 1 см, I = 9,8 Н·с·см2, pΔ = π/2, π, 3π/2.

Некоторые результаты расчетов при u = 1,2 см·с–1 и различных характеристиках силы 
упругости (γ > 0, γ < 0) показаны на рис. 1. Сплошные линии отражают случаи запазды-
вания pΔ = π/2, штриховые – pΔ = π, пунктирные – pΔ = 3π/2.

a) b)

Рис. 1. Результаты численных расчетов амплитудно-частотных характеристик рассматриваемой 
системы для сил упругости γ = 0,2 (a) и γ = –0,2 (b).

Представлены 3 случая запаздывания pΔ:π/2 (сплошные линии), π( штриховые) и 3π/2 (пунктирные). 
Красные точки A, B, C соответствуют заштрихованным секторам, относящимся к крутизне Q

характеристики источника энергии (колебания устойчивы в пределах этих секторов)
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Заштрихованные секторы относятся к крутизне Q характеристики источника энергии, 
при которых колебания устойчивы. Эти секторы было бы правильнее расположить на 
кривой нагрузки S(а, u), но для экономии места они показаны на амплитудных кривых. 

Заключение

Рассмотрена динамика смешанных параметрических и автоколебаний при нелинейном 
параметрическом возбуждении и запаздывании в автоколебаниях. Для получения инфор-
мации о свойствах этих колебаний использована модель фрикционной автоколебательной 
системы, взаимодействующей с источником энергии ограниченной мощности, и проведе-
ны расчеты стационарных режимов колебаний.

Анализ полученных данных позволил сделать ряд выводов.
Во-первых, амплитудная кривая значительно сдвигается в амплитудно-частотной пло-

скости, по сравнению со случаем отсутствия запаздывания, и зона резонанса увеличива-
ется.

Во-вторых, на некоторых участках нижних ветвей амплитудных кривых наблюдается 
появление устойчивости, зависящей от крутизны характеристики источника энергии. 

Ряд эффектов, имеющих место при взаимодействии колебательной системы с источ-
ником энергии в случае линейного параметрического возбуждения, подробно описаны в 
монографии [1]. Как показало настоящее исследование, подобные эффекты имеют место 
и в случае нелинейного параметрического возбуждения.
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