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Аннотация. В работе исследована эффективность системы параметрического демп-
фирования колебаний линейного, изначально слабодемпфированного маятника. Для 
этого построена система стабилизации с обратной связью по отклонению положения 
однозвенного маятника от заданного. В замкнутой системе использован регулятор, 
структура которого следует из уравнения Матье, а варьируемые коэффициенты подо-
браны с учетом предложенной методики. Установлено, что параметрический регулятор 
(ПР) способен сократить время установления благодаря увеличению демпфирования. 
Поэтому ПР целесообразно добавлять в систему с традиционным пропорциональным 
регулятором по отклонению для улучшения динамических показателей и повышения 
точности в установившемся режиме. Показано, что ПР успешно подавляет гармони-
ческие внешние возмущения. Для плоского двухзвенного маятника построен ПР по 
отклонению одного звена. Регулятор демпфирует колебания с низшей частотой, но 
этого оказывается достаточно для существенного повышения быстродействия при ста-
билизации.
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Abstract. In the paper, the efficiency of a parametric damping system for the oscillations 
of a linear, initially, lightly damped pendulum has been studied. A closed-loop stabilization  
system included the feedback based on the deviation of the simple pendulum's position from 
the prearranged one. Our system was equipped with a controller whose structure followed 
from the Mathieu equation, and the variable coefficients were selected taking into account 
the proposed methodology. The parametric controller (PC) was shown to be able to shorten 
the settling time via increasing the damping. Because of this, it makes sense to add the PC 
to a system with a traditional offset-based P-controller to improve dynamic performance and 
to increase accuracy in the steady state. Moreover, the PC successfully suppressed harmonic 
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external disturbances. The PC based on the offset of one link was constructed for a planar two-
link pendulum. The controller damped lower frequency oscillations, but this turned out to be 
enough to significantly improve the stabilization response.
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parametric controller
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Введение

Параметрическое возбуждение может играть дестабилизирующую роль, если возникает 
параметрический резонанс [1], или способствовать стабилизации неустойчивой системы 
[2]. При изучении колебательных процессов периодически нестационарных, динамиче-
ских систем основное внимание уделяется построению и уточнению областей возникно-
вения резонансов на плоскости параметров периодического коэффициента [3, 4] или (с 
учетом демпфирования) в трехмерном пространстве [5]. Вне областей параметрическо-
го резонанса расположены области вибрационной стабилизации неустойчивых объектов 
[6 – 8]. Обычно границы зон параметрического возбуждения строятся путем отыскания 
приближенных периодических решений, разделяющих области с устойчивыми и неустой-
чивыми движениями. К наиболее востребованным асимптотическим методам относятся: 
метод многих масштабов [9], метод усреднения (или ван дер Поля) [10], метод гармони-
ческого баланса и другие [11 – 13]. Метод стационаризации периодического параметра 
[14], используемый в настоящей работе, является развитием метода гармонической ли-
неаризации. Для его применения необходимо выполнение гипотезы фильтра линейной 
части системы, но не требуется выделения малого параметра или медленности изменения 
огибающей колебательного процесса. 

Параметрическое возбуждение можно использовать не только для стабилизации ко-
лебаний неустойчивых объектов, но и для повышения демпфирования с целью ускорить 
стабилизацию объектов устойчивых. В системах с несколькими степенями подвижности 
известно явление параметрического антирезонанса [15]. Механизм такого антирезонанса 
основан на эффекте связи медленных модальных движений через параметрическое воз-
буждение. Для фундаментальной матрицы медленного движения, в соответствии с мето-
дом Флоке, строится матрица монодромии и для зафиксированных частоты и амплиту-
ды параметра вычисляются характеристические числа (мультипликаторы). Показано, что 
параметрическое возбуждение определенной частоты (комбинационной для собственных 
частот объекта) перемещает характеристические числа матрицы монодромии к центру 
единичного круга [16]. Эффект демпфирования значителен для колебаний с низшей упру-
гой частотой. Система демпфирования реализуется по принципу программного управле-
ния, поскольку частота параметрического возбуждения вычисляется по модели объекта. 

Другой принцип повышения демпфирования реализуется в замкнутой системе, демп-
фирующие свойства которой зависят от баланса амплитуд и фаз циркулирующих в ней 
сигналов. Для линейных замкнутых систем эти свойства называются запасами устойчи-
вости и определяются по критерию Найквиста на частоте среза. Создание в замкнутой 
системе условий, подобных и отличных от тех, при которых возбуждается первый пара-
метрический резонанс, приводит к повышению демпфирования в этой системе. Подобие 
условий касается выбора частоты и амплитуды колебаний параметра. Отличие заключает-
ся в значении временного (или фазового) сдвига между колебаниями параметра и коле-
баниями выходной переменной объекта. Известно, что когда параметрический резонанс 
возбуждается, то устанавливается определенный сдвиг. Если же управлять этим сдви-
гом, то можно регулировать запасы устойчивости в замкнутой системе. Следовательно, 
вместо параметрического резонанса можно добиться параметрического демпфирования.  
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В работах [17, 18] временной сдвиг между периодическим изменением параметра и ко-
лебаниями выходной координаты используется для демпфирования колебаний выхода. В 
статье [19] показано, что в задаче вибрационной стабилизации гибкого длинного стержня, 
при различных условиях его закрепления, область притяжения вертикального положения 
существенно зависит от начальной фазы колебаний основания. 

В настоящей работе исследована эффективность параметрического демпфирования в 
задачах стабилизации маятников, осуществляемого с помощью системы управления с 
обратной связью. Предложена методика настройки варьируемых коэффициентов параме-
трического регулятора. Результаты численного моделирования продемонстрировали ро-
бастность алгоритма стабилизации. 

Модель параметрического регулятора в замкнутой системе стабилизации

Рассмотрим задачу управляемой стабилизации устойчивого положения равновесия ма-
ятника. Цель управления – повышение быстродействия при стабилизации. В качестве 
объекта управления примем линейную модель однозвенного маятника. Принципиальной 
особенностью объекта управления является слабое демпфирование, не позволяющее до-
биться приемлемого качества процессов в замкнутой системе с пропорциональным регу-
лятором. 

Уравнение Матье, описывающее колебания линейного маятника, вызванные периоди-
ческим изменением параметра, имеет вид

( ) ( ) ( ) ( )2 1 sin 0,t t kt tα + να + +µ −ϕ α =                                (1)

где t – безразмерное время, t = ω0t̃ ̃ (ω0 – собственная частота колебаний маятника,  
t̃ ̃– размерное время); α – отклонение маятника от положения равновесия, αd = 0; k – 
отношение частоты колебаний параметра к величине ω0; μ – безразмерная амплитуда 
колебаний параметра (μ < 1); φ – сдвиг фазы между колебаниями параметра и маятника; 
ν – относительное затухание.

Запишем уравнение (1) в виде

( )2 sin kt uα + να +α = − µ −ϕ α =                                       (2)

и будем считать правую часть уравнения (2) управляющим входом u. Тогда выражение 
в квадратных скобках – это алгоритм параметрического регулирования, а уравнение (2) 
описывает модель замкнутой системы.

Следовательно, в замкнутой системе может возникать неустойчивый колебательный 
процесс с безразмерной частотой k/2, называемый первым параметрическим резонансом.

Целью работы является определение таких значений варьируемых коэффициентов ре-
гулятора, которые бы обеспечивали подавление колебаний выхода α(t). Качество подавле-
ния колебаний в замкнутой системе будем оценивать по времени установления. 

Определим границы возбуждения первого параметрического резонанса в замкнутой 
системе. Пусть в уравнении (2) имеют место незатухающие колебания переменной

α(t) = Asin (k/2)t, 

где A – амплитуда, k/2 – безразмерная частота.
Тогда алгоритм управления имеет следующий вид: 

u = – μA·sin[(k/2)t]·sin(kt – φ) = –0,5μ A{cos [(k/2)t – φ] – cos [(3k/2)t – φ]}.     (3)

Если отношение k/2 ≈ 1, т.е. близко к собственной частоте осциллятора, то вторым 
слагаемым в правой части алгоритма (3) можно пренебречь и после тригонометрических 
преобразований получить приближенный алгоритм управления:

u = –0,5μ{sin φ + [(2/k) cos φ]d}·Asin(k/2)t,                         (3а)

где d – оператор дифференцирования по безразмерному времени.
Алгоритм (3а) преобразует гармонический сигнал отрицательной обратной связи в гар-

монический управляющий сигнал той же частоты k/2.
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Поскольку справедливо равенство вида

{sin φ + [(2/k) cos φ]d}|d=ik/2 = exp{i [(π/2) – φ)]},

модель параметрического регулятора для определения границы возбуждения параметри-
ческого резонанса можно записать в виде комплексного коэффициента передачи [14]:

W(iφ) = (μ/2)·exp{i [(π/2) – φ]}.                                         (4)

Рассмотрим систему, замкнутую жесткой отрицательной обратной связью; ее прямая 
цепь образована последовательным соединением параметрического регулятора и осцил-
лятора с передаточной функцией

( ) 2

1 .
2 1

H p
p p

=
+ ν +

Согласно критерию Найквиста, в замкнутой системе установится периодический ре-
жим с частотой k/2, если соблюдено равенство модулей 

( )
0

1

0
2

,
k

W i H i−

ω
=

ω

 ω
ϕ =  ω 

следовательно,
22

2 21 ,
2 4

k k
 µ

= − + ν 
 

                                           (5)

и также соблюдено равенство фаз 
π/2 – φ – arctg[νk/(1 – k2/4)] = – π.                                  (6)

Для случая k = 2 определим по формулам (5) и (6) значения амплитуды μ = 4ν и сдвига 
фаз φ = π, при которых замкнутая система оказывается на границе устойчивости. После-
довательность действий при настройке коэффициентов регулятора следующая. 

Øаг 1. Зафиксируем частоту колебаний параметра k = 2.
Øаг 2. Выберем амплитуду колебаний параметра из диапазона 4ν < μ <1 в области воз-

буждения параметрического резонанса.
Øаг 3. Сдвиг фаз φ будем подбирать так, чтобы обеспечить в замкнутой системе доста-

точный запас устойчивости по фазе. 
Ответ на вопрос о том, можно ли ускорить процесс стабилизации в замкнутой системе, 

Рис. 1. Осциллограммы свободных колебаний 
маятника при значении относительного 
затухания ν = 0,05 (кривая 1) и выхода 
замкнутой системы α(t) при значениях 
коэффициентов параметрического регулятора 

μ = 0,5 и τ = 0 (кривая 2)

по сравнению с неуправляемым процес-
сом, был получен в ходе численного экс-
перимента. Основная цель при численной 
реализации параметрического регулятора 
состояла в получении сигнала с заданным 
периодом колебаний по имеющимся точ-
ным измерениям затухающих колебаний 
выхода α(t). Для этого в графической среде 
Simulink выход α(t) последовательно прохо-
дил через квадратичную функцию, диффе-
ренцирующее звено, звено чистого запаз-
дывания с передаточной функцией

Hdt(p) = exp (–τp)

и подавался на вход двухпозиционного реле 
[17]. На выходе реле формировался прямо-
угольный сигнал с периодом вдвое мень-
шим, по сравнению с «периодом» колеба-
ний выхода α(t), и сдвинутый по фазе на 
φ = (π/2) – kτ.
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На рис. 1 показаны осциллограмма выхода замкнутой системы стабилизации положе-
ния равновесия маятника αd = 0 и осциллограмма свободных колебаний маятника при 
α(0) = 1. Время установления в замкнутой системе сократилось в четыре раза.

Эффективность стабилизации сохраняется при варьировании амплитуды μ и запаз-
дывания τ в широком диапазоне. Можно рекомендовать при τ = 0 выбирать значение μ 
ближе к верхней границе. Таким образом, отличительной чертой параметрического регу-
лятора является его робастность. 

Исследуем работоспособность параметрического регулятора в задаче подавления 
внешнего гармонического возмущения. Добавим в правую часть уравнения (2) гармо-
нический возмущающий момент. Если заменить периодический параметр комплексным 
коэффициентом (4), то получим приближенное уравнение замкнутой системы:

( )2 exp exp ,
2 2

i B i tµ  π  α + να +α + −ϕ α = λ −θ       
                              (7)

где λ – отношение частоты колебаний возмущающего момента к собственной частоте 
осциллятора ω0, B – амплитуда, θ – фаза возмущения. 

Качество подавления вынужденных колебаний оценим по амплитудно-частотной ха-
рактеристике замкнутой системы. Будем искать установившееся решение уравнения (7) 
в виде 

α∞ = Aexp [i (λt – ψ)],                                                    (8)

где A – амплитуда вынужденных колебаний выхода замкнутой системы, ψ – сдвиг фазы.
Заметим, что описание параметрического регулятора комплексным коэффициентом 

W(iφ) становится неадекватным для значений λ < 1, поскольку в диапазоне низких частот 
возмущающего воздействия вторым слагаемым в правой части формулы (3) пренебрегать 
нельзя. Подставив решение (8) в уравнение (7), получим:

(B/A) exp [i (ψ – θ)] = H–1(iλ) + W(iφ),                             (9)

где H–1(iλ) = –λ2 + 2νiλ + 1.
Принципиальная возможность возникновения режима вынужденных колебаний 

следует из баланса фаз при графическом решении уравнения (9). Баланс модулей в урав-
нении (9) дает выражение для амплитудно-частотной характеристики (АЧХ) замкнутой 
системы, имеющей вид

2 2
2

1 .

1 sin 2 cos
2 2

A
B
=

µ µ   − λ + ϕ + νλ + ϕ   
   

                         (10)

Если в выражении (10) положить φ = 0, что в совокупности с условием 4ν < μ < 1 обе-
спечивает наименьшее время установления в замкнутой системе, то АЧХ преобразуется 
к виду

( )
2

22

1 .

1 2
2

A
B
=

µ −λ + νλ + 
 

                                   (11)

На собственной частоте λ = 1 маятника значение АЧХ замкнутой системы следует вы-
ражению

1

1

2
2

A
B λ=

=
µ

ν +
 

и снижается с увеличением значения μ.
На рис. 2 точками показаны значения амплитуд вынужденных колебаний, полученные 

в ходе вычислительного эксперимента при B = 1. Для сравнения приведена АЧХ (сплош-
ная линия), построенная по формуле (11). 

Видно, что наибольшее различие наблюдается в области низких частот и объясняет-
ся, по-видимому, неадекватным описанием параметрического регулятора комплексным 
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Рис. 2. АЧХ замкнутой системы, полученные 
по формуле (11) (сплошная линия) и численно 
(символы). Амплитуды À вынужденных 
колебаний вычислены при значениях 
коэффициентов B = 1, ν = 0,05, μ = 0,5, τ = 0

коэффициентом. Важно отметить, что зна-
чение АЧХ замкнутой системы при λ = 1 
гораздо ниже резонансного значения АЧХ 
линейного осциллятора Aosc = 1/2ν.

Параметрический регулятор как 
дополнение к традиционному 

пропорциональному регулятору
Рассмотрим задачу управляемой стаби-

лизации произвольного положения αd ≠ 0, 
не совпадающего с положением устойчи-
вого равновесия маятника. Дополним мо-
дель маятника моделью привода, приняв 
ее инерционным звеном первого порядка. 
Модель замкнутой системы с пропорцио-
нальным регулятором (П-регулятор) имеет 
вид

(Td + 1)(d2 + 2νd + 1)α(t) = Kp [α
d – α(t)],

где d – оператор дифференцирования по 
безразмерному времени; T = T ̃ω0 – безраз-

мерная постоянная инерционного звена; Kp – коэффициент усиления П-регулятора.
Эффективность П-регулятора в рассматриваемой задаче ограничена необходимостью 

обеспечить компромисс между требованиями к переходному и установившемуся (α∞) ре-
жимам. Для уменьшения установившейся ошибки, имеющей вид

e∞ = αd – α∞ = αd/(1 + Kp),
следует увеличивать коэффициент Kp. Для обеспечения устойчивости замкнутой системы 
значение коэффициента Kp должно удовлетворять неравенству

1 + Kp < (2ν/T) (1 + 2ν/T).                                      (12)

На рис. 3 показан переходный процесс (αd = 1) в замкнутой системе с П-регулятором, 
коэффициент усиления Kp = 2,6 которого обеспечивает стандартный (60°) запас по фазе 
в замкнутой системе при выбранных значениях параметров объекта управления ν = 0,05, 
T = 0,01.

Рис. 3. Осциллограммы переходных процессов 
в замкнутой системе с П-регулятором 
(коэффициент усиления Kp = 2,6, кривая 1), 
а также с П-регулятором (коэффициент 
усиления Kp = 15) и параметрическим 

регулятором при μ = 0,5 и τ = 0 (кривая 2)

Включим в структурную схему замкну-
той системы параметрический регулятор 
так, чтобы его выход суммировался с вы-
ходом Π-регулятора. Добавление пара-
метрического регулятора позволяет при 
неизменном значении коэффициента Kp 
добиться в замкнутой системе скорейшего 
установления переходного процесса. Кро-
ме того, удается существенно расширить 
(по сравнению с условием (12)) диапазон 
возможных значений Kp, при которых зам-
кнутая система устойчива. Последнее об-
стоятельство дает возможность уменьшить 
установившуюся ошибку в замкнутой си-
стеме. На рис. 3 показан переходный про-
цесс в замкнутой системе, включающей 
Π-регулятор с коэффициентом усиления 
Kp = 15 и параметрический регулятор. В 
результате установившаяся ошибка снизи-
лась в 4,5 раза, а время установления – в 
5,6 раз. 
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Стабилизация плоского двойного маятника

Рассмотрим задачу управляемой стабилизации устойчивого положения равновесия 
плоского двойного маятника. Воспользуемся линейной моделью двойного маятника, 
причем для простоты будем полагать массы концевых грузов и длины обоих звеньев оди-
наковыми. Запишем модель в обезразмеренном виде (как это было сделано в работах  
[20, 21]), для чего введем собственную частоту колебаний однозвенного маятника ω0 и 
безразмерное время t = ω0t̃:̃

1 1 1

2 2 2

2 ,
0
u

M B C
α α α       

+ + =       α α α       

 

 

                                      (13)

где α1 – отклонение первого звена от вертикали, αd = 0; α2 – отклонение второго звена 
от линии продолжения первого звена; ν – относительное затухание, одинаковое в обоих 
шарнирах; M, B, C – матрицы инерционных, диссипативных и квазиупругих коэффици-
ентов, соответственно; u – управляющее воздействие в подвесе.

Квадратные матрицы имеют следующий вид:
5 2 0 3 1

, , .
2 1 0 1 1

M B C
ν     

= = =     ν     
 

Поскольку выполняется соотношение
B = ν(2C – M),

характеристический полином модели (13) имеет вид 
x(p) = det[M(p2 – 2νp) + C(1 + 4νp)],

и следовательно,
x(p) = [p2 – 2νp + (ω1)

2(1 + 4νp)]·[p2 – 2νp + (ω2)
2(1 + 4νp)],            (14)

где ω1, ω2 – безразмерные собственные частоты двойного маятника;

1 22 2 0,77, 2 2 1,85.ω = − ≈ ω = + ≈  

Приняв за выход переменную α1(t), запишем модель объекта управления

α1(p) = H2(p)u(p),

где ( ) ( )
2

2
2 1p pH p

x p
+ ν +

= −  передаточная функция.

Процессы в замкнутой системе с параметрическим регулятором 
u = –[μ sin(kt – φ)]α1                                                   (15)

удовлетворяют уравнению
H2

–1(d)·α1 + [μ·sin(kt – φ)]·α1 = 0.                                (16)

Диапазон допустимых значений безразмерной амплитуды параметра μ вычисляется так 
же, как и в уравнении Матье: 

( )1 2 2
2 1 20 2.H −µ < = ω ω =  

Для определения границы возбуждения первого параметрического резонанса исполь-
зуем комплексный коэффициент передачи (4) в качестве приближенной модели параме-
трического регулятора. Варьируя значения μ, будем вычислять значения частот, которые 
являются корнями уравнения

( )
0

1
2

0
2

2 .
k

W i H i−

ω
=

ω

 ω
ϕ = =  µ ω 

                                 (17)
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Искомых корней уравнения (17) может быть четыре, поэтому область возбуждения 
первого параметрического резонанса для двухзвенного маятника объединяет две под-
области в окрестности удвоенных собственных частот. Параметрический резонанс в зам-
кнутой системе (16) наступает, если частота колебаний параметра k близка к удвоенной 
первой собственной частоте ω1 или к удвоенной второй собственной частоте ω2. Опреде-
ление границ возбуждения резонанса удобно проводить с использованием диаграмм Боде 

L2 = 20 log| H2(iω/ω0) |.

На рис. 4, а показана диаграмма Боде L2 при ν = 0,05, которая может иметь только две 
точки пересечения с прямой

L1 = 20 log(2/μ) при μ < 2.

Следовательно, в рассматриваемой замкнутой системе область возбуждения первого 
параметрического резонанса расположена в окрестности удвоенной первой собственной 
частоты. На рис. 4, b показана граница первого параметрического резонанса.

a) b)

Рис. 4. Графическое представление решения уравнения (17) при значениях 
коэффициентов ν = 0,05, μ = 1,5 (a) и зависимость μ(k), являющаяся границей 

первого параметрического резонанса (b)

Реализация параметрического регулятора (15) осуществляется приближенно (как это 
было описано выше), поэтому результаты измерения угла α1(t) на первом этапе возводят-
ся в квадрат, чтобы сформировать периодический сигнал. Однако для произвольных на-
чальных условий свободные колебания двухзвенного маятника представляют собой двух-
частотный процесс, поскольку корни характеристического полинома (14) имеют вид

2
12

2
34

(3 2 2) 2 2 (17 12 2) ;

(3 2 2) 2 2 (17 12 2) .

p i

p i

= − − ν ± − − − ν

= − + ν ± + − + ν

Следовательно, переменная α1(t) представляет собой суперпозицию экспоненциально 
затухающих колебаний с частотами, зависящими от значения ν. Для значения ν = 0,05 
логарифмический декремент затухания колебаний со второй частотой в 14,2 раза больше, 
чем таковой с первой частотой. Поэтому основная задача параметрического регулиро-
вания – это демпфирование колебаний с низшей частотой. Следует ожидать, что в зам-
кнутой системе (16), по прошествии некоторого времени, в измерениях α1(t) останется 
составляющая с низшей частотой. Параметрический регулятор будет эффективно гасить 
колебания α1(t), если, разумеется, амплитуда μ будет достаточной, а сдвиг фаз φ обеспечит 
устойчивость замкнутой системы. 

Поскольку в сочленении двух звеньев активный управляющий сигнал не предусмотрен, 
переменная α2(t) изменяется в соответствии с уравнением

2 2 2 1 12 2 .α + να +α = − α −α  
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Результаты численного моделирования процессов в замкнутой системе, которая отли-
чается от уравнения (16) приближенной реализацией параметрического регулятора, по-
казаны на рис. 5. Чтобы продемонстрировать эффективность работы параметрического 
регулятора, там же приведены осциллограммы свободных колебаний слабодемпфирован-
ного двухзвенного маятника.

a) b)

Рис. 5. Осциллограммы переменных α1 (a) и α2 (b):
свободные колебания при ν = 0,05 (кривые 1) и процессы в замкнутой 
системе с параметрическим регулятором при μ = 1,5, τ = 0 (кривые 2)

Время установления в замкнутой системе значительно сократилось, по сравнению с 
временем установления свободных колебаний.

Çаключение

Исследована работоспособность параметрического регулятора, включенного в замкну-
тую систему, которая предназначена для ускорения процесса стабилизации. Предложен 
способ настройки варьируемых коэффициентов регулятора. Путем численного модели-
рования установлено, что для получения эффекта параметрического демпфирования не 
требуется точной настройки регулятора, достаточно выбрать амплитуду и запаздывание 
из расчетного диапазона, а частота удваивается автоматически. Решены различные по 
постановке задачи стабилизации слабодемпфированного осциллятора, в которых параме-
трическое управление оказалось эффективным.
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