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Международная научно-практическая конференция «Системный 

анализ в проектировании и  управлении» проводится  ежегодно с 1998 

года Научно-педагогической школой с таким же названием, объеди-

няющей ученых, развивающих теорию систем и системного анализа в 

различных вузах России и др. стран. 

Становление и развитие школы с самого начала поддерживает 
Юрий Сергеевич Васильев, который открыл первое заседание конфе-

ренции 23 июня 1998 года, а с 2016 года является председателем Про-

граммного комитета конференции. 

Программный комитет конференции принял решение посвятить 

конференцию  в этом году 90-летию Юрия Сергеевича. 

Научно-педагогическая школа  «Системный анализ в проектирова-

нии и  управлении» развивается в Политехническом университете с 1998 

года. 

Школа считает себя преемницей:  

школы Московского энергетического института, в котором д-р техн. 

наук, профессор Ф.Е. Темников (1906−1993), создал в 1970 году первую 

в стране кафедру по направлению теории систем и системных исследо-

ваний − кафедру Системотехники; 

школы Ленинградского политехнического института (ЛПИ), в кото-

ром с 1973 года на факультете технической кибернетики А.А. Денисов 

(1934–2010) исследовал общность процессов в системах различной фи-

зической природы и предложил теорию информационного поля и  ин-

формационный подход к анализу систем. 

Инициатором становления школы является кафедра «Системный 

анализ и управление», созданная в 1994 году на основе кафедры «Техни-

ческая кибернетика». На базе этой кафедры было открыто новое одно-

именное направление подготовки бакалавров и магистров многоуровне-
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вой системы высшего профессионального образования, что сыграло 

важнейшую роль в становлении и развитии в Политехническом универ-

ситете школы системного анализа в проектировании и управлении. 

Важной целью школы является развитие методологических основ и 

терминологического аппарата теории систем и системного анализа на 

основе широкого спектра математических методов.  

В настоящее время это направление развивается как научное на-

правление подготовки бакалавров и магистров в Высшей школе кибер-

физических систем и управления Института компьютерных наук и тех-

нологий СПбПУ. Директор – д-р техн. наук, профессор Вячеслав Пет-

рович Шкодырев, руководитель ООП "Теория и математические методы 

системного анализа и управления в технических, экономических и соци-

альных системах" по направлению подготовки бакалавров и магистров 

«Системный анализ и управление» – канд. физ.-мат. наук, доцент Артем 

Александрович Ефремов. 

Проводимые ежегодные конференции способствуют развитию идей 

теории систем и системного анализа и их использованию в учебных пла-

нах и программах не только нашего вуза, но и других вузов страны.  

Большое влияние на реализацию и распространение идей научно-

педагогической школы «Системный анализ в проектировании и управ-

лении» оказывают подготавливаемые учебники и учебные пособия. В  

числе авторов учебников ученые других вузов, принимающие активное 

участие в ежегодно проводимых конференциях. Школа выполняет важ-

ную миссию по подготовке научных кадров высшей квалификации.На 

конференции традиционно обсуждаются доклады аспирантов и студен-

тов Политехнического университета и других вузов.  

Научные результаты, обсуждаемые на заседаниях конференции, 

представлены в ежегодно выпускаемых сборниках научных трудов, в 

коллективных учебниках и монографиях, подготовленных участниками 

этих конференций и на сайте System Analysis in Engineering and Control − 

saenco.neva.ru. 

Мы благодарны Юрию Сергеевичу Васильеву за активную под-

держку инициатив школы «Системный анализ в проектировании и 

управлении» и участие в ее развитии. 
 

 

Сопредседатели Программного комитета конференции 

д-р техн. наук, профессор В.Н. Козлов, 

д-р экон. наук, профессор В.Н. Волкова 
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Аннотация. В работе представлено обобщение проекционного метода квад-

ратичной локально-оптимальной стабилизации на случай пространства векторных 

функций. 

Ключевые слова: оптимальная стабилизация, проекционные методы, квадра-

тичная локально-оптимальная стабилизация 
 

Vladimir N. Kozlov
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Abstract. The paper presents a generalization of the projection method of quadratic 

locally optimal stabilization for the case of a space of vector functions. 

Keywords: optimal stabilization, projection methods, quadratic local optimal 

stabilization 
 

Задачи локально линейной и квадратичной оптимальной стабили-

зации в конечномерных и функциональных пространствах на основе 
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проекционного метода исследованы в ряде работ [1, 2, 4, 5], а также в 

цикле других исследований. В данной статье сформулирована задача 

квадратичной локально оптимальной программной стабилизации в 

функциональном пространстве, из которой следует задача квадратичной 

локально оптимальной стабилизации положения равновесия динамиче-

ской системы.  

1. Постановка задачи. Пусть динамика управляемого объекта 

в пространстве вектор-функций ]),0[( 2 TLRn  представлена линейным диф-

ференци-альным оператором  

( ) ( ) ( ) ( )0 0, , (1)x t Аx t Bu t x t x′ = + =  

где класс вектор-функций задан равенствами 

( ) [ ]( ) ( ) [ ]( )2 2
0, 0,, ,n m

T Tx t R L u t R L∈ ∈  

числовые матрицы объекта управления (1) принадлежат пространствам  

, .n n n mA R B R× ×∈ ∈  

Пусть для матриц и выполнен, например, ранговый критерий 

управляемости по Р. Калману, гарантирующий существование непустого 

множества управлений, стабилизирующих исследуемый объект управле-

ния. Другими словами, указанные матрицы образуют асимптотически 

стабилизируемую пару. 

Требуется синтезировать вектор оптимальных управлений в задан-

ном классе функций для оптимальной стабилизации положения равнове-

сия данной системы в смысле минимума заданного локального функ-

ционала 

( ) [ ]2

2

0,
, (2)

L T
z t Rϕ = ∈  

который задается на обобщенном векторе 

( ) ( ) ( ) [ ]( )2
0, ,n m

Tz t x t u t R L+ ∈ �  

который включает  вектор координат состояний и управлений модели  

динамического объекта типа (1). 

2. Общая постановка задач синтеза локально оптимальных 

управлений. Для синтеза стабилизирующих управлений будет исполь-

зован обратный оператор  для оператора (1) в виде интегрального опера-

тора Коши, который определяет прогнозы оптимизируемых координат 
состояний и управлений на основе решения задачи для оператора (1) в 

виде 
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( ) ( ) ( )0

0
. (3)

t A tAt
x t e x e Bu d

τ τ τ−= + ∫  

Задача синтеза формулируется на основе минимизации функцио-

нала  

( ) ( ) [ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

2

0, 0
(4)

n

Т
Т

z z zR L T
z t C t z t C t z t C t dtϕ = − = − −      ∫  

при ограничениях типа равенств и неравенств 

( ) ( ) ( ) [ ]( )2

2 2

0,
, , (5)

nR L T
A z t b t z t r= ≤  

которые в [ ]( )2
0,

n
TR L  определены пересечением линейного многообра-

зия и шара. 

При этом в пространстве обобщенных векторов  

( ) ( ) ( ) [ ]( )2 0,
T

n mz t x t u t R L T+ = ∈   

линейное многообразие определено следующим соотношением 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0

0
(6.а)

t A t AtАz t A x t e Bu d e x b t
τ τ τ− = − = =

  ∫  

конечномерного пространство вектор-функций. 

Шар ограничений-неравенств этого пространства определен квад-

ратичным неравенством 

( ) [ ]( ) ( ) ( )2

2 2

0, 0
. (6.б)

n

Т
T

R L T
z t z t z t d rτ= ≤ < ∞∫  

Тогда квадратичный функционал качества, определенный на 

обобщенных векторах для задачи локально оптимальной программной 

стабилизации будет иметь вид  

( ) ( ) [ ] ( ) ( ) ( )
[ ]

2
2

2
2

( 0, )
( 0, )

, (7.а)
n m

n m

T

z xuR L T
R L T

z t C t x t u С tϕ τ+
+

 = − = −   

где ( ) ( ) [ ]( )2 0,n

z xu
C t С t R L T= ∈ −  целевой стабилизируемый обобщенный 

вектор задачи локально оптимальной программной стабилизации. Если 

вектор-функция  программного воздействия удовлетворяет условию  

( ) ( ) [ ]( )2
0,0 (7.б)n m

z xu n m L TC t С t R +
+= = ∈  

то задача (3) преобразуется из «задачи квадратичной программной ста-

билизации» в задачу «оптимальной стабилизации нулевого положения 

равновесия» динамического объекта (1) для системы с обратной связью. 
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Таким образом, на основе соотношений (3) – (7) можно формули-

ровать две основные задачи вычисления управлений: 

1. Задача синтеза управлений для локально оптимальной сис-

темы программной стабилизации в дискретно-непрерывном времени, 

которая может конструироваться в виде задач конечномерной (аппрок-

симирующей) оптимизации и для этого варианта эта задача сформулиро-

вана на основе соотношений типа (3) – (7) и решена далее в п. 3. 

2. Задачи вычисления управлений для локальной или интервальной 

оптимальной стабилизации нулевого положения или заданного про-

граммного вектора ( )zC t , которые также конструируются на основе со-

отношений (3) – (7) в бесконечномерном пространстве для стабилиза-

ции нулевого положения равновесия, анализируемые в п. 4. 

На основании целей задачи локально оптимальной стабилизации 

формулируется задача синтеза: вычислить оптимальный обобщенный 

вектор типа ( ),z t  определенный равенством (2), заданный на траектори-

ях объекта (3) при ограничениях (4) в форме, которые в [ ]( )2
0,

n m
TL+

�  

имеют вид (6).  

3. Вычисление оптимальных управлений на основе конеч-

номерных проекторов оптимизации. Оптимальные управления вычис-

ляются на основе оператора объекта, который для кусочно-постоянных 

управлений 

( ) ( )
0

, (8)
kh

ss
u kh u t

=
=∑  

и с учетом свойства аддитивности интеграла в (3) принимает вид 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

0

00

0 1

0
. (9)

kh khA khAkh

k ss

khAt Akh

n ss

x t x kh e x e d B u t

e x А e E B u t

τ τ−
=

−
=

= + =

= + −

∑∫

∑

�
 

В результате задача синтеза как задача конечномерной условной 

минимизации имеет вид: вычислить счетное множество управлений в 

виде кусочно–постоянных вектор-функций ( ),u ph∗  которые на дискрет-

ном интервале прогноза [ ]0, ,p N∈  обеспечивают минимум функциона-

ла 

( ) ( ) [ ]( ) ( ) ( )( ){
( ) ( ) ( ) ( ) }

2

2

0,

1 0 2

0

argmin (ph) ,

, , (10)

nu z L T

phAph Aph

n ss

u ph T z ph C Az ph b z ph

x ph А e E B u t e x z ph r

ϕ∗

−
=

= = − =

− − = ≤∑

�
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где «фильтрующая» матрица ( )m n m

uT R
× +∈  «выделяет» из обобщенного 

вектора ( )z ph  управлений ( ).u ph∗  

Конечномерная задача условной минимизации (10) для стабилиза-

ции вектора программных воздействий может быть решена на основе 

сведения к экстремальной задаче и проекционных операторов конечно-

мерной минимизации типа (12.а) и (12.б), рассмотренных в  [3, 4]. 

Как отмечено выше, для вычисления оптимальных управлений бу-

дут использованы квазианалитические операторы оптимизации, достав-

ляющие решения в виде конечных соотношений. Оператор минимизации 

для решения конечномерной неклассической экстремальной задачи име-

ет вид: вычислить  вектор 

( ){ }2 2

2
argmin , , , , (11)m n T nx x x C Ax b A R rang A m x x r Rϕ ×

∗ = = − = ∈ = ≤ ∈
 

где вектор программных воздействий управлений отделен от нуля, т.е. 

удовлетворяет неравенству 

22 2 2 2

2
0 ,C C CC r rδ δ< ≤ ≤ ≤ −  

разделяющему ресурсы системы для программной и стабилизирующей 

составляю-щих управления. В задаче (10) функционал качества 

( ) ( )2

2

T
x C x C x C R− = − − ∈  задан квадратом евклидовой нормы, а до-

пустимое множество определено непустым пересечением линейного 

многообразия и шара, аппроксимирующего паралле-лепипед (шар) [3, 4].  

Утверждение о квазианалитическом проекционном операторе 

квадратичной оптимизации для неклассической задачи (11). Пусть (11) – 

корректная задача и пересечение линейного многообразия и шара – не 

пусто и выполнены условия: 

1. Решение задачи оптимизации (11) в силу «принципа гранич-

ных лагранжевых экстремумов» и «сужения допустимой области» пред-

ставлено выпуклой линейной комбинацией образов для регуляризован-

ных ортогональных проекторов [1 - 5] 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

3 3

0

*

*

* *1

1 2 . (12.а)

x x x

P b t P C t

θ η θ η

θ η
+ −

+

= − + =

= + −
 

2. Лагранжевы векторы ( )3x η+ и ( )3
x η−  в (12.а), принадлежа-

щие пересечению линейного многообразия (подпространства) и сферы 

как границе шара в (11), определены ортогональными проекторами  
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( ) ( ) ( ) ( )1 1 20

3 3 , (12.б)x x P b t P C tη ρ α ρ−+
± = ± = ±

 

где операторы имеют вид 

( ) ( )1 1 20

2 2
0 2 0

2 2 2

, , ,

, .

T T

nP A AA P E P A

P C r P b P C

η α ρ

ρ α ρ

−+ +

+

= = − =

= = − =
 

Тогда, как показано в [4, 5, 8], для оптимальности решения (12.а), (12.б) 

необходимо и достаточно, чтобы оптимальный параметр в (12) был за-

дан равенством 

( ) ( ) [ ]0 0 00,5 1 1 0, 1 , (12.в)Pθ θ θ θ∗ = = − − + ∈

 где

( ) ( ) ( ) 11 21 1 2 0

0 0,5 1 , , , .T T Tr b AA b C P Cθ η η σ ρ α α ρ
−− −= − = = = − =  

 

Операторы, сформулированные в утверждении, далее используют-
ся для проекционно-операторного представления задач оптимальной 

стабилизации положения равновесия или программного задания, иссле-

дуемых в данной работе. 

4. К вычислению управлений для задачи вычисления ло-

кально оптимальных стабилизирующих управлений положения 

равновесия. В этом случае на основе соотношений (3) – (7) необходимо 

использовать функцию Лагранжа, которая для программной оптималь-

ной стабилизации имеет вид [5, 8] 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 20 2

02 2
0

. (13)

t
A t AtL z t x t e Bu d e x z t r

τλ τ τ λ− 
= + − − + −  

 
∫

 

Для задачи локально оптимальной стабилизации положения рав-

новесия функционал качества следует из (11.а) при  ( ) 0.C t =  Как пока-

зано в [4, 5]  вектор оптимальных управлений вычисляется оператором, 

следующим из (12.а), (12.б), имеющим вид 

( ), (14)x P b t+
∗ =  

поскольку второе слагаемое в равенстве (12.б) равно нулю в силу 

( ) 0.C t =  

Заключение. Таким образом, сформулированы принципы вычис-

ления оптимальных управлений в пространствах «состояний-



 11 

управлений» для объектов с моделями типа (1) или (3) для задач опти-

мальной стабилизации положения равновесия и задач оптимальной ста-

билизации программных воздействий. В отличии от классических мето-

дов оптимизации оптимальные управления вычислены на основе реше-

ния задач математического программирования, которые представлены в 

квазианалитических проекционных проекторов, позволяющих выпол-

нить качественный анализ динамики систем с обратной связью. 

Результаты исследований использованы  для оптимизации систем 

управления частотой и активной мощностью энергетических объедине-

ний, для управления передачей углеводородов по линиям магистральных 

трубопроводных сетей, а также при исследовании процессов многослой-

ной теплопроводности в твердых многослойных объектах. 
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В настоящее время для управления хаотической динамикой ис-

пользуются методы на основе введения в нелинейную систему обратной 

связи по фазовому вектору. Метод линеаризации отображения Пуанкаре 

(метод OGY) [5] позволяет стабилизировать неустойчивые периодиче-
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ские решения хаотической системы в окрестности неподвижной точки, 

соответствующей исходному циклу. Недостатком метода является неус-

тойчивость неподвижной точки отображения Пуанкаре и необходимость 

точного знания параметров матрицы, соответствующей многообразиям 

неподвижной точки. 

Метод Пирагаса обеспечивает стабилизацию периодической орби-

ты нелинейной системы путём построения обратной связи по фазовому 

вектору с запаздывающим аргументом [3]. Метод Пирагаса чувствителен 

к выбору времени запаздывания в зависимости от периода цикла, кото-

рый, как правило, неизвестен в хаотических системах, поэтому достичь 

требуемой сходимости можно в редких случаях. 

Также для управления хаотической динамикой используются тра-

диционные подходы и методы автоматического управления [1]. Напри-

мер, в работе [6] стабилизация хаотической системы осуществляется с 

помощью обратной связи по отклонению, а для выбора коэффициентов 

регулятора используется критерий Рауса-Гурвица. 

Данная работа посвящена синтезу управления нелинейной систе-

мы путем введения обратной связи, которое позволяет решать задачи как 

усиления хаоса, так и его подавления. В качестве меры хаоса использу-

ется энтропия системы. 

Постановка задачи. Пусть уравнения состояния автономной не-

линейной динамической системы имеют вид: 

( ) ( )x F x bu t= +& , (1) 

где 1t R∈  – время; 

( ) nx x t R= ∈  – вектор координат состояния; 
1( )u u t R= ∈  –управляющее воздействие; 

( )F x  – нелинейная вектор-функция; 

b  - матрица (столбец) входных параметров. 

Пусть при ( ) 0u t =  любое решение ( )x t  системы (1) с начальными 

условиями из множества Ω : 0(0)x x= ∈Ω  является хаотическим. 

Рассмотрим задачу стабилизации хаотической системы (1), заклю-

чающуюся в подавлении хаотических колебаний путем приведения их к 

регулярным колебаниям или к стационарной точке с помощью управ-

ляющих воздействий и задачу усиления хаоса – увеличении меры хаоса 

(энтропии системы).  

 

Синтез обратной связи. Методику синтеза регулятора рассмотрим 

для цепи Чуа [4], модель которой при использовании безразмерных пе-

ременных и коэффициентов имеет вид: 
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3
1 2 1 1

2 1 2 3

3 2

( );

;

.

x x x cx

x x x x

x x

α

β

 = − −


= − +
 = −

&

&

&

 (2) 

Здесь параметры модели равны: 10;α =  16;β =  0,143.c = −  
Спектр характеристических показателей Ляпунова системы (2) 

имеет вид 

 

1 2 30,3079 0,0; ;179 2,88 . 97λ λ λ= −= =−  

 

и содержит положительный, нулевой и отрицательный характеристиче-

ские показатели Ляпунова, что свидетельствует о наличии хаоса и, сле-

довательно, аттрактор системы странный. 

Энтропия системы связана с характеристическими показателями 

Ляпунова, при расчёте которых используется матрица Якоби. Предлага-

ется изменить собственные числа матрицы Якоби в одной точке на тра-

ектории системы для изменения её энтропии. Причём чтобы не игнори-

ровать собственную динамику системы, желательно выбирать собствен-

ные значения матрицы Якоби с минимальной зависимостью от фазовых 

координат. 
Для системы Чуа матрица Якоби имеет вид 

 

( )2
13 0

1 1 1

0 0

x c

J

α α

β

 − +
 
 = −
 

− 
 

. (3) 

 

Якобиан (3) при заданных параметрах системы зависит только от 
фазовой координаты 1x . 

Выберем точку *x  на траектории неуправляемой системы (2), в 

которой необходимо изменить собственные числа Якобиана. Для этого 

рассмотрим зависимость собственных чисел Якобиана { }
1

n

i i
v =  от 1x  на 

траектории системы (2), начинающейся в точке 

0,46619; 0,066858; 0,( 40) 6 ]4[ .04 Tx −=  Графики изменения собствен-

ных чисел Якобиана от компоненты 1x  представлены на рис. 1 – рис. 3. 
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Рис. 1. Зависимость действительной и мнимой части 1v  от 1x  

 

 
Рис. 2. Зависимость действительной и мнимой части 2v  от 1x  

 

 
Рис. 3. Зависимость действительной и мнимой части 3v  от 1x  

 

Из представленных графиков (см. рис. 1 – рис. 3) видно, что значе-

ния собственных чисел Якобиана симметричны относительно точки 

1 0,x =  и эта точка является точкой локального экстремума функций 

1( ).iv x  В качестве точки *x  выбираем точку, в которой 1 0.x =  В выбран-

ной точке *x матрица Якоби равна *J , а вектор её собственных значе-

ний равен *v : 

2,4283 0,0000

* 0,9991 2,9024 .

0,9991 2,9024

i

v i

i

+ 
 = − + 
 − − 
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Изменим исходную систему (2) так, чтобы в точке *x  Якобиан *J  

замкнутой системы имел заданные собственные значения: 

* *v vα= ,  

где α  – коэффициент, близкий к единице. 

Якобиан замкнутой системы выберем в виде 

* *J J bk= + ,  

где 1 nk R ×∈  – коэффициент обратной связи, который находится по мето-

дике синтеза модального регулятора [2]. 

При управлении первой компонентой фазового вектора система (2) 

с введённой обратной связью по состоянию принимает вид 

3
1 2 1 1

2 1

1 1 2 2

2

3

3

3

3

2

( ) ;

;

.

k x k x k xx x x cx

x x x x

x x

α

β

 = − −


=
+ + +

− +
 = −

&

&

&
 

(4) 

Рассмотрим зависимость старшего показателя Ляпунова 1λ  от α  

при 1 0x =  (рис. 4). 

 
Рис. 4. Зависимость 1λ  от α  

 

Для системы (4) энтропия равна старшему характеристическому 

показателю Ляпунова 1λ , если он положителен. Выберем значение *α  в 

зависимости от цели управления и введём в систему обратную связь по 

фазовому вектору с коэффициентом 1 3* ,k R ×∈  соответствующим *α . То-

гда система (4) примет вид 

3
1 2 1 1

2 1 2 3

3 2

( ) ;

;

.

*x x x cx

x x x

x

k

x

x

x

α

β

 = − −


= − +
 = −

+ ⋅&

&

&

 (5) 
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Задача усиления хаоса в системе (2). Выберем по графику на рис. 

4 коэффициент * 0,93.α =  Ему соответствует коэффициент обратной свя-

зи, рассчитанный по методике синтеза модального регулятора, равный 

[ ]* 0,0300; 0,6475; 0,2498k = − . 

Рассмотрим, как изменились спектр характеристических показате-

лей Ляпунова и поведение траекторий системы (2) в фазовом простран-

стве после введения в неё обратной связи по состоянию. Спектр харак-

теристических показателей Ляпунова замкнутой системы (5) равен 

1 2 30,3619 0,0; ;017 2,53 .82λ λ λ= = = −  

Спектр характеристических показателей Ляпунова исходной сис-

темы без регулятора, рассчитанный выше равен 

1 2 30,3180 0,0; ;162 2,90 . 26λ λ λ= −= =−  

Старший характеристический показатель Ляпунова увеличился в 

1 1 1,14λ λ =  раза. Следовательно, увеличилась энтропия замкнутой сис-

темы и её хаотичность. 

График проекции траектории исходной системы (2) с начальными 

условиями 0,46619; 0,066858; 0,4(0 60 ]4) [ 4 Tx −=  на фазовую плоскость 

1 2,x x  представлен на рис. 5. 

 

 
Рис. 5. Проекция траектории исходной системы  

на фазовую плоскость 1 2,x x
 

График проекции траектории замкнутой системы с начальными 

условиями 0,46619; 0,066858; 0,4(0 60 ]4) [ 4 Tx −=  на фазовую плоскость 

1 2,x x  представлен на рис. 6. Форма аттрактора исходной системы (2) по-

сле введения обратной связи стала более «запутанной». 
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Рис. 6. Проекция траектории замкнутой системы  

на фазовую плоскость 1 2,x x  

Задача стабилизации системы (2). Из графика зависимости 1λ  от 
α  (см. рис. 4) выберем *α  так, чтобы подавить хаос в системе. Для это-

го подходят все α , в которых 1 0λ ≤ . Выберем для стабилизации систе-

мы Чуа значение * 1,15α = . Ему соответствуют коэффициент обратной 

связи 

[ ]* 0.0646 1.5383 0.6802k = − −  

и спектр отрицательных характеристических показателей Ляпунова  

1 2 30,0659; 0,0656; 5,8984,λ λ λ −= − =−=  

что свидетельствует об устойчивости замкнутой нелинейной системы.  

График проекции траектории замкнутой системы с начальными 

условиями 0,46619; 0,066858; 0,4(0 60 ]4) [ 4 Tx −=  на фазовую плоскость 

1 2,x x  представлен на рис. 7. Из графика видно, что аттрактор системы 

является регулярным в виде стационарной точки типа фокус. 
 

 
Рис. 7. Проекция траектории замкнутой системы на фазовую плоскость 1 2,x x  
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Заключение. Для решения задач управления хаосом в работе 

предложен метод, основанный на введении обратной связи по состоя-

нию и изменении энтропии замкнутой системы. Изменение энтропии 

осуществляется за счёт введения вектора коэффициентов обратной свя-

зи, который находится по методике синтеза модального регулятора. Же-

лаемые собственные числа Якобиана замкнутой системы связаны с соб-

ственными числами Якобиана исходной системы коэффициентом про-

порциональности. Работоспособность метода проверена на нелинейной 

хаотической системе – системе Чуа. 
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Введение. В работах [1–3] рассматривается методика синтеза 

структурно-инвариантных уравнений совместной динамики электроме-

ханических (ЭМХ-процессов) и электромагнитных (ЭМГ-процессов) 

процессов синхронных генераторов на базе уравнений Парка-Горева. В 

данной работе синтезированы структурно-инвариантные дифференци-

альные операторы в качестве модели электроэнергетических объедине-

ний для анализа совместной динамики на базе уравнений синхронного 

генератора в фазных осях. 

1. Исходные уравнения. Уравнения Парка-Горева исследованы во 

многих работах. В отличие от работ [2, 3] в качестве исходных уравне-

ний дифференциальных уравнений электромагнитных процессов син-

хронного генератора выбраны уравнения в фазных осях [4–6]. Эти урав-

нения определяют ЭМГ-процессы в статорных обмотках 

и обмотках ротора (обмотка возбуждения и две демпферные обмотки)  

   

 ,
f f f f

u i rψ ′= +  0 ,D D Di rψ ′= +  0 ,
Q Q Q

i rψ ′= +  (2) 

   

где , , ,sa sb scU U U  – напряжения фаз сети; , , ,a b cI I I  – токи в обмотках ста-

   

 ,sa a a aU R Iψ ′= + ⋅
 

,sb b b bU R Iψ ′= + ⋅
 

,sc c c cU R Iψ ′= + ⋅  (1) 
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тора и , ,a b cψ ψ ψ  – потокосцепления обмоток статора; , , ,a b cR R R  –

 активные сопротивления обмоток статора, 
fU  – в обмотке возбуждения; 

fI  – ток в обмотке возбуждения; 
fψ  –  потокосцепление и fR  –

 сопротивление в обмотки возбуждения; ,D QI I  – токи, индуцированные 

в демпферных обмотках; ,D Qψ ψ  – потокосцепления и ,D QR R  – сопро-

тивления в демпферных обмотках продольного и поперечного успокои-

тельных контуров. 

В общем виде связи между потокосцеплениями и токами синхрон-

ного генератора описываются матрицей индуктивностей [5, 6]: 

   

 

,
0

0

0 0

a aa ab ac af aD aQ a

b ba bb bc bf bD bQ b

c ca cb cc cf cD cQ c

f fa fb fc ff fD f

D Da Db Dc Df DD D

Q Qa Qb Qc QQ Q

L L L L L L I

L L L L L L I

L L L L L L I

L L L L L I

L L L L L I

L L L L I

ψ
ψ
ψ
ψ
ψ
ψ

     
     
     
     

= ×     
     
     
     
          

 (3) 

   

которой соответствует следующая система линейных уравнений 

   

 ;

;

;

;

;

a aa a ab b ca c fa f Da D Qa Q

b ba a bb b cb c fb f Db D Qb Q

c ca a cb b cc c fc f Dc D Qc Q

f fa a fb b cf c ff f Df D

D Da a Db b cD c fD f DD D

Q Qa a Qb b c

L I L I L I L I L I L I

L I L I L I L I L I L I

L I L I L I L I L I L I

L I L I L I L I L I

L I L I L I L I L I

L I L I L

ψ
ψ
ψ

ψ
ψ

ψ

= + + + + +

= + + + + +

= + + + + +

= + + + +

= + + + +

= + + .
Q c QQ Q

I L I+

 (4) 

   

В уравнениях (3) - (4) параметры 
jk

L (
jk kj

L L= )  определяют собствен-

ные индуктивности при j k=  и взаимные индуктивности при .j k≠   

 

2. Преобразования уравнений. Подставляя значения потокосцеп-

лений из (4) в уравнения (1) и (2), можно получить для координат «на-

пряжения - токи» систему дифференциальных уравнений синхронного 

генератора  
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 ,

,

,

,

0

sa aa a ab b ca c fa f Da D Qa Q a a

sb ba a bb b cb c fb f Db D Qb Q b b

sc ca a cb b cc c fc f Dc D Qc Q c c

f fa a fb b cf c ff f Df D f f

U L I L I L I L I L I L I R I

U L I L I L I L I L I L I R I

U L I L I L I L I L I L I R I

U L I L I L I L I L I R I

′ ′ ′ ′ ′ ′= + + + + + + ⋅
′ ′ ′ ′ ′ ′= + + + + + + ⋅
′ ′ ′ ′ ′ ′= + + + + + + ⋅

′ ′ ′ ′ ′= + + + + +

,

0 .

Da a Db b cD c fD f DD D D D

Qa a Qb b cQ c QQ Q Q Q

L I L I L I L I L I R I

L I L I L I L I R I

′ ′ ′ ′ ′= + + + + +
′ ′ ′ ′= + + + +

 (5) 

   

Дифференциальные уравнения типа (5) для i-го синхронного гене-

ратора имеют матричную форму: 

   

 .i i i i i
′ + =L I R I U  (6) 

   

Векторы и матрицы системы (6) определяются совокупностью 

следующих равенств: ( ), , , , ,
T

i ai bi ci fi Di Qii i i i i i′ ′ ′ ′ ′ ′ ′=I  – вектор производных то-

ков синхронного генератора в фазных координатах; 

( ), , , , ,
T

i ai bi ci fi Di Qii i i i i i=I  – вектор токов синхронного генератора в фазных 

координатах; ( ), , , ,0,0
T

i ai bi ci fiu u u u=U  – вектор напряжений синхронного 

генератора; 
iR , 

iL  – матрицы числовых параметров синхронного гене-

ратора 

 

0

0

0 0

aa ab ac af aD aQ

ba bb bc bf bD bQ

ca cb cc cf cD cQ

i

fa fb fc ff fD

Da Db Dc Df DD

Qa Qb Qc QQ

L L L L L L

L L L L L L

L L L L L L

L L L L L

L L L L L

L L L L

 
 
 
 

=  
 
 
 
  

L , 

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
.

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

a

b

c

i

f

D

Q

R

R

R

R

R

R

 
 
 
 

=  
 
 
 
  

R  

 

С учетом значений индуктивности из [5, 6] матрицу функциональ-

ных параметров L  можно представить в блочном виде 

   

 1 2

3 4

.
i i

i

i i

 
=  
 

L L
L

L L
 (7) 
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Блочные подматрицы в матрице (7) определяются равенствами 

 

( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1

cs2 cs2 6 cs2 5 6

cs2 6 cs2 2 3 cs2 2 ,

cs2 5 6 cs2 2 cs2 2 3

s m s m s m

i s m s m s m

s m s m s m

L L M L M L

M L L L M L

M L M L L L

θ θ π θ π
θ π θ π θ π
θ π θ π θ π

+ − − + − − + 
 = − − + + − − − − 
 − − + − − − + + 

L

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2

cs cs

cs 2 3 cs 2 3 2 3 ,

cs 2 3 cs 2 3 2 3

f D Q

i f D Q

f D Q

M M M sn

M M M sn

M M M sn

θ θ θ
θ π θ π θ π
θ π θ π θ π

 
 = − − − 
 + + + 

L  

 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

3 4

cs cs 2 3 cs 2 3 0

cs cs 2 3 cs 2 3 , 0 .

2 3 2 3 0 0

f f f f R

i D D D i R D

Q Q Q Q

M M M L M

M M M M L

M sn M sn M sn L

θ θ π θ π
θ θ π θ π
θ θ π θ π

   − +
   = − + =   
   − +   

L L

 

Можно отметить, что матрица (7) является суммой числовой и функцио-

нальной матриц так, что ,i ci iL L Lθ= +  где  

 

1 2

3 4

0 0 0

0 0 0

0 0 0
, ,

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0

s s s

s s s

s s s

ci i

f R

R D

Q

L M M

M L M

M M L

L M

M L

L

θ θ
θ

θ θ

− − 
 − − 
 − −  

= =   
  

 
 
  

L L
L L

L L
 

 

( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1

cs2 cs2 6 cs2 5 6

cs2 6 cs2 2 3 cs2 2 ,

cs2 5 6 cs2 2 cs2 2 3

m m m

m m m

m m m

L L L

L L L

L L L

θ

θ θ π θ π
θ π θ π θ π
θ π θ π θ π

− + − + 
 = − + − − − 
 − + − − + 

L

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2

cs cs

cs 2 3 cs 2 3 2 3 ,

cs 2 3 cs 2 3 2 3

f D Q

f D Q

f D Q

M M M sn

M M M sn

M M M sn

θ

θ θ θ
θ π θ π θ π
θ π θ π θ π

 
 = − − − 
 + + + 

L  

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

3

cs cs 2 3 cs 2 3

cs cs 2 3 cs 2 3 ,

2 3 2 3

f f f

D D D

Q Q Q

M M M

M M M

M sn M sn M sn

θ

θ θ π θ π
θ θ π θ π
θ θ π θ π

 − +
 = − + 
 − + 

L 4

0 0 0

0 0 0 .

0 0 0

θ

 
 =  
  

L  

В силу (6) обобщенные дифференциальные уравнения в форме Коши для 
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ЭМГ-процессов  i-го синхронного генератора примут вид 

   

 ( ) ( )1 1
,i ci i i i ci i iθ θ

− −′ = − + + +I L L R I L L U  (8) 

   

3. Структурно инвариантные уравнения совместной динамики 

ЭМХ и ЭМГ – процессов. Структурно инвариантная модель электро-

энергетических объединений, учитывающая ЭМГ-процессы, формирует-

ся по методике [1-3] заменой скалярных параметров на матричные пара-

метры. В результате можно получить дифференциальные операторы 

   

 
1 1 ,ЭМГ

− −′ = − +I L RI L U  (9) 
  

 

   

 

1

n n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n

× × × × ×

× × × × ×

× × × × ×−

× × × × ×

× × × × ×

× × × × ×

′   
   ′
   

′   
= −   ′   

   ′
   ′      

a a a

b b b

c c

f f

D D

Q Q

I R 0 0 0 0 0 I

I 0 R 0 0 0 0 I

I 0 0 R 0 0 0 I
L

I 0 0 0 R 0 0

I 0 0 0 0 R 0

I 0 0 0 0 0 R

1 ,−

   
   
   
   

+   
   
   
   
    

a

b

c c

f f

D

Q

U

U

U
L

I U

I 0

I 0

 (10) 

   

где обобщенные векторы координат состояний ЭМГ-уравнений для син-

хронных генераторов определяются равенствами  
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а функциональные матрицы относительно частот и параметрические 

матричные параметры  введены равенствами 

 

( ) ( ) ( )
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Объединяя структурно-инвариантные уравнения ЭМГ-процессов 
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(10) и структурно-инвариантные уравнения ЭМХ-процессов, по методи-

ке, предложенной в работах [1, 2], можно сформулировать структурно-

инвариантные блочные дифференциальные операторы для описания со-

вместной динамики ЭМХ и ЭМГ– процессов энергообъединений. Тогда 

полученные дифференциальные операторы примут вид 
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где векторы и матричные операторы определяются равенствами 
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Блочные матрицы 
2 3иA A определяют связь между ЭМХ и ЭМГ – про-

цессами в энергетических системах. 

Заключение. Структурно-инвариантные дифференциальные опе-

раторы являются основными моделями для решения комплекса задач 

анализа и синтеза систем управления перетоками активной мощности в 

крупных энергообъединениях с учетом воздействия систем регулирова-

ния напряжения. При этом имеется возможность квазианалитического 

исследования хаотической динамики на основе спектрального метода 

для функциональных матриц [7 – 10], который позволяет исследовать 

«спектрально-фазовую динамику на основе выделенных блочных мат-
риц» или непосредственно спектр матриц Якоби, предложенный чл.-

корр. РАН Г.А. Леоновым. 
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объектом с запаздываниями (по  управлению  и  выходу) частотными методами, на 

основе метода гармонической линеаризации и системного описания характеристик 

МСАУ. Рассматривается МСАУ с нелинейным элементом и запаздыванием в прямых 
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ных подсистем, взаимные связи между подсистемами однократные. Используя час-

тотные методы определены параметры ПД в нелинейных однотипных МСАУ и оце-

нена их устойчивость. В работе приведены примеры, наглядно демонстрирующие 

использование предложенных методик для оценки устойчивости МСАУ и нахожде-

ния параметров ПД. Результаты исследования подтверждены путем моделирования с 

использованием пакета MATLAB SIMULINK. 
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Abstract. The problem of controlling objects with time delay is quite complicated. 

The presence of a delay in the control loop leads to an increase in the phase shift, which can 

provoke instability of the system. The paper proposes a study of a nonlinear multi-

connected system of automatic control (MSAC) of an object with a delay by frequency 

methods, based on the method of harmonic linearization and a system description of the 

characteristics of a multi-connected automatic control system. A nonlinear multi-connected 
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by simulation using MATLAB SIMULINK package. 
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Во многих современных технических объектах управления (ОУ) 

можно наблюдать явление запаздывания, заключающееся в том, что с 

началом изменения сигнала на входе ОУ сигнал на выходе объекта на-

чинает изменяться только через некоторый интервал времени. Примером 

объектов с запаздываниями по управлению могут служить реактивные 

двигатели в переходных режимах, ленточные транспортеры, прокатные 

станы, процессы сушки и горения, по состоянию − процессы с рециклом, 

в частности, процессы в измельчительных машинах или процессы в хи-

мических реакторах, по выходу − объекты управления с более инерци-

онными датчиками измерения, чем сам объект [1,7]. 

Как правило, влияние запаздываний на процессы управления нега-

тивно. Поэтому методы исследования систем управления для вышепере-

численных объектов, не учитывающие фактор запаздывания, оказывают-
ся малоэффективными. Проблема конструирования подобных систем 

управления еще более усложняется в случае, если объект управления яв-

ляется многосвязным и нелинейным. 

Известно большое количество работ, посвященных исследованию 

систем автоматического управления (САУ) с запаздыванием по управле-

нию с одним входом и одним выходом. Многомерным (многосвязным) 

системам управления с запаздываниями посвящено небольшое количе-

ство научных работ. 
В работе предлагается исследование многосвязной нелинейной 

системы автоматического управления объектом с запаздываниями (по 

управлению и выходу) частотными методами, на основе метода гармо-

нической линеаризации и системного описания характеристик МСАУ 

[3]. 

1. Постановка задачи 

Будем считать в дальнейшем, что данный класс многосвязных сис-

тем состоит из множества идентичных сепаратных и взаимные связи 

между подсистемами однократные (рис.1).  

 

 

 

 

 
Рис. 1. Структура нелинейной однотипной МСАУ с запаздыванием 

 

Для систем с нелинейностями в прямых каналах сепаратных под-

систем) в качестве локальной характеристики гармонически линеаризо-

ванной i-ой подсистемы можно рассмотреть ее передаточную функцию 

Фi(s,а) в режиме управления: 
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Фi(s,а)=
-

н
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н

[ ( ), ( )] ( )e

1 [ ( ), ( )] ( )e

/ s

i i i ii

/ s

i i i ii

W q a q a W s

W q a q a W s

τ

τ+
,    (1) 

где Wнi[qi(a),qi
/
(a)] − передаточная функция гармонически линеаризован-

ного нелинейного элемента i-ой сепаратной подсистемы; ( ) ( )aqaq /,  − ко-

эффициенты гармонической линеаризации; Wii(s) s -
e

τ  − передаточные 

функции линейного многомерного объекта с запаздыванием τ по i-му 

каналу и регулятора i-ой сепаратной подсистемы [6].  

Для класса нелинейных однотипных МСАУ справедлива гипотеза 

идентичности динамических характеристик гармонически линеаризо-

ванных подсистем, содержащих в своем составе идентичные нелиней-

ные элементы: 

Ф1[q1(a),q1
/
(a),s]=Ф2[q2(a),q2

/
(a),s]=…= Ф[q(a),q

/
(a),s].  

Характеристическое уравнение гармонически линеаризованной 

однотипной МСАУ можно записать в следующей форме [2]:  

1+h2Ф
2
[q(a),q

/
(a),s]+h3Ф

3
[q(a),q

/
(a),s]+...+hnФ

n
[q(a),q

/
(a),s]=0,     (2) 

где hi (i= n,2 ) − обобщенные числовые характеристики многомерных 

элементов связи между сепаратными подсистемами, вычисляемые по 

формулам, предложенным в [2]. 
Ведем в рассмотрение алгебраическое уравнение связи относи-

тельно некоторой переменной х= Ф[q(a),q
/
(a),s], полученное из (2): 

1+h2х
2
+ h3х

3
+...+ hnх

n 
=0     (3) 

{xi} − множество корней уравнения (3), где i=1,2 ..n 
По частотному критерию: условием наличия в данной системе пе-

риодических движений (ПД) является прохождение локальной ампли-

тудно-фазовой частотной характеристики (АФХ) Ф(a,jω) гармонически 
линеаризованной подсистемы через один из корней множества {xi}, иг-
рающих роль критических точек. 

При изменении 0<а<∞ деформируется форма годографа Ф(a,jω). В 

общем случае критической точкой будет корень x
*
i=αi-jβi, через которую 

проходит АФХ Ф(а,jω). Тогда справедливо равенство 

Ф(а,jω)=
s -

н

s -
н

)e()](),([+1

)e()](),([

τ

τ

sWaqaqW

sWaqaqW

ii
/
iii

ii
/
iii

= x
*

i,   (4) 

Рассмотрим нелинейную однотипную МСАУ с запаздыванием в 
перекрестных связях. Тогда в характеристическом уравнении (2) для 
полной МСАУ, состоящей из n подсистем, характеристика связи (ХС) в 
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общем виде между k подсистемами имеет вид: ( )
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а локальная характеристика гармонически линеаризованной i-ой подсис-

темы н

н

( ) ( )
( , )

1 ( ) ( )

i ii
i

i ii

W a W s
Ф s a

W a W s
=

+
. Наличие ПД в нелинейной МСАУ с запаз-

дыванием в перекрестных связях выполнение условия: 
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Таким образом, на основе равенства (4) и (5) можно, используя 

частотные методы, определить параметры амплитуды 
*

i
а  и частоты 

*

iω  

ПД в нелинейных однотипных МСАУ с запаздыванием и оценить их ус-

тойчивость [3].  

2. Определение параметров периодических движений 

Определяем параметры, амплитуду 
*

i
а  и частоту 

*

iω , периодических 

движений. Выделим линейные и нелинейные характеристики разомкну-

той подсистемы из уравнения (4): 
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Подставляем x
*

i вместо Ф(а, jω) в уравнение (6): 

Wн(a)Wз(jω)=
*

i

*

i

x

x

-1
= ci+jdi.    (7) 

Для решения уравнения (7) выделим линейные части системы и 

воспользуемся двумя скалярными уравнениями: 
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. 

Решив систему из двух уравнений, найдем значения a
*
 и ω*

.  

 

3. Анализ устойчивости периодических движений в нелиней-

ной МСАУ 

Для определения параметров ПД и анализа их устойчивости можно 

воспользоваться графоаналитическим методом, состоящим из следую-

щих этапов: 

1. Найдем корни xi уравнения связи (3); 

2. Из уравнения (7) выделим линейную и нелинейную части системы 

Wз(jω)= Zн
*
(ja), где Zн

*
(ja)=

н

1

( ) 1-

*

i

*

i

x

W a x
= 

н )

.

(

i ic

W

jd

a

+
. 

3. Построим на комплексной плоскости Wз(jω) и Zн
*
(ja); 

4. Определим параметры *
ia  и *

iω  периодических движений по 

точке пересечения характеристик Wз(jω) и Zн
*
(ja); 

5. Оценить устойчивость периодических движений по частотному 
критерию [5]. 

Периодические движения в нелинейной однотипной МСАУ будут 
устойчивыми, если при увеличении (уменьшении) амплитуды а

*
 на ∆a в 

точке, соответствующей пересечению годографов Wз(jω) и Zн
*
(ja), АФХ 

Wз(jω) не охватывает новую точку a=а
*
+∆a, в противном случае ПД бу-

дет неустойчивым [3,4]. 

Пример 1. Исследуем двухсвязную систему (рис. 1) на наличие ав-

токолебаний при наличии нелинейного элемента типа «насыщения» 

(рис. 2) и запаздываний в подсистемах.  
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Рис.2. Нелинейный элемент типа «насыщение» 

 

Коэффициенты гармонической линеаризации для характеристики 

F(z) типа «насыщение» равны:  
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q
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 Передаточная функция двухмерного объекта с запаздыванием 

Wij(s)=
1 2

2 1s(s 1)

se−τ − 
 +  

, i=j=1,2; τ=1. 

Рассмотрим решение этой задачи поэтапно. 
1. Передаточные функции Фi(s,a), i=1,2 сепаратных каналов в 

режиме управления  

Ф(а,s)= 
s
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. 

Характеристическое уравнение системы  

1+h2Ф(а,jω, e
-τs

)
2
=0, где h2=4. 

Уравнение связи 

1+4х
2
=0 

Корни уравнения связи равны x1=+ j0.5, x2= –j0.5. 
2. Выделим линейную и нелинейную части системы 

Wз(jω)
2( ω) ω

j

j j

e− ωτ

=
+

;    Zн
*
(ja)=

)(

4.02.0

)(

1

1 н2

2

aq

j

jaWx

x −−=⋅
−

, 

3. Построим на комплексной плоскости годографы Wз(jω) и Zн
*
(ja) 

(рис. 3).  

4. Из рисунка 3 видно, что в системе присутствуют ПД. В точке 1 

пересекаются годографы Wз(jω) и Zн
*
(ja) при запаздывание τ=1 с 



 33 

параметрами ПД a=11.8, ω=0.23 (рис. 4), в точке 2 при запаздывание τ=0 

с параметрами ПД a=4.9, ω=0.5. (рис. 5). 

5. Оценим устойчивость периодических движений по частотному 

критерию [5].  

6. Периодические движения в исследуемой системе устойчивые, 

т.к. при увеличении амплитуды а
*
 на ∆a в точках 1 и 2, соответствующей 

пересечению годографов Wз(jω) и W(jω)  с годографом Zн
*
(ja), АФХ 

Wз(jω) и W(jω) не охватывают новую точку a=а
*
+∆a.  

7. Результаты подтверждают переходные процессы (рис. 4, 5), 
полученные путем моделирования исходной системы. 
 
 

 

Рис. 3. Пересечение годографов Wз(jω) и W(jω)  с годографом Zн
*
(ja) 

 

 

 
 

 

Рис. 4. ПД в системе с запаздыванием (точке 1) с параметрами a=4.9, ω=0.5 
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Рис. 5. ПД в системе без запаздывания (точке 2) с параметрами a=11.8, ω=0.23 

Таким образом, в работе предложен подход, сформированный на 

базе частотных методов и метода гармонической линеаризации, позво-

ляющий оценить параметры и устойчивость периодических движений в 

однотипной нелинейной МСАУ с нелинейностями и запаздыванием в 

прямых каналах. 
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Задача управления потоками жидкости в трубопроводных сетях 
является актуальной проблемой разных отраслей промышленности и на-
родного хозяйства, от тепловых сетей в городах до нефтегазовых трубо-
проводных сетей. Исследователями изучаются вопросы потокораспреде-
ления в больших гидравлических сетях [4-6], управления переходом от 
ламинарного течения газа к турбулентному [3], расчётом гидродинами-
ческих систем с распределёнными параметрами [1] и т.п.  

Не менее важными и интересными являются «обратные» задачи, 
касающиеся построения такого управления потоком жидкости в трубо-
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проводе, которое позволяет получить требуемый конечный результат, 
связанный с желаемой структурой и характеристиками потока. 

1. Постановка задачи 

Рассмотрим трубопроводную систему, состоящую из главной тру-

бы и двух ответвлений (рис.1). Считаем, что на входе главной трубы 

действует давление насоса 
p

p , на двух выходах действуют заданные 

давления 1p  и 2p . 

 

Рис.1. Схема трубопроводной сети 

Будем считать течение ламинарным. Модель, описывающая лами-
нарное изотермическое течение вязкой несжимаемой жидкости по трубе 
круглого сечения получена из уравнений Навье-Стокса [2, 8]. Эта модель 
предполагает напорное течение жидкости, т.е. поперечное сечение тру-
бы заполнено жидкостью целиком и свободных поверхностей нет. При-
мем, что расход жидкости в главной трубе распределяется между двумя 
ответвлениями так, чтобы течение в этих трубах так же было напорным. 
Значит, можем записать 

 1 2mQ Q Q= + , (1) 

где mQ  – расход главной трубы, 1Q  – расход первого ответвления, 2Q  – 

расход второго ответвления. Расход жидкости в трубе круглого сечения 
вычисляется по формуле [2] 

 
4

8

p
Q R

l

π
µ

∆= − , (2) 

где µ  – динамическая вязкость жидкости, R  – радиус трубы, l  – длина 

трубы, p∆  – разность давлений в конце и начале трубы. Таким образом, 

видно, что расход главной трубы mQ  можно регулировать, изменяя дав-

ление на входе или на выходе (или и там, и там). В свою очередь, с из-
менением величины mQ  будут изменяться и 1Q  и 2Q . 

Поставим задачу следующим образом: определить, каким должно 
быть давление 

p
p , чтобы обеспечить расход 1Q  при заданных 1p , 2p  и 

2Q  (все последующие выкладки применимы и в том случае, если заме-

нить 1Q  на 2Q ). 
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2. Решение 
Перепишем формулу (1) с учётом (2) и разницы давлений для трёх 

рассматриваемых труб (индекс m  относится к главной трубе, 1 – к пер-
вому ответвлению, 2 –ко второму): 

4 42
1 2

28 8

n p n
m

m

p p p p
R Q R

l l

π π
µ µ

− −− = − , 

или 

4 42
1 2

2

8n p n
m

m

p p p p
R Q R

l l

µ
π

− −= − + . 

Выразим из последнего соотношения давление насоса: 

 
4 4 4

2 2 2 2
14 4 4

2 2

8 m m m m
p n

m m m

l l R R l p R l
p Q p

R l R l R

µ
π

+= + − . (3) 

Исключим из этого уравнения давление в узле np , выразив его через 
расход первой трубы: 

41
1 1

8

np p
Q R

l

π
µ

−= − , 

1
1 14

1

8
n

l
p Q p

R

µ
π

= + . 

Подставим это соотношение в (3): 

 
( ) ( )

4 4 4
1 2 2 2

1 1 2 14 4 4 4

2 1 2

8 m mm m
p

m m m

l l R R ll l R
p Q p p p

R l R R l R

µ
π

 +
 = + + − +
 
 

. (4) 

Значение давления, которое выражается формулой (4), – это то 
давление, которое должен поддерживать насос, расположенный в начале 
трубопроводной системы, чтобы обеспечить расход 1Q . Как видно, дав-

ление зависит от других известных параметров системы, таких как диа-
метры труб, их длины, вязкость жидкости и давления на концах систе-
мы. 

3. Численное моделирование 
Важным аспектом управления течением в рассматриваемой систе-

ме является сохранение ламинарности потока. Как известно, течение 
вязких несжимаемых жидкостей является ламинарным, если число Рей-
нольдса Re  не превышает 2300 [2]. Для вычисления числа Рейнольдса 
необходимо знать скорость жидкости в трубе, следовательно, будем 
проводить моделирование распределения скоростей в рассматриваемой 
трубопроводной системе. 

Скорость жидкости в трубах будем рассчитывать по формуле [7] 



 38 
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∑  ,(7) 

где ( )f τ  – функция, описывающая изменение градиента давления со 

временем. 

Зададим следующие параметры: 57 10pp = ⋅  Па, 5
1 5 10p = ⋅  Па, 

5
2 5 10p = ⋅  Па, 0.5mR = м, 1 0.25R = м, 2 0.4R =  м, 2000ml = м, 1 500l =  м, 

2 1000l =  м. Для начала рассчитаем стационарное распределение скоро-

стей в рассматриваемой системе, под действием указанных давлений. 
Следует отметить, что при условии (1) узловое давление будем задавать-
ся следующим соотношением: 

 

4 4 4
1 1 2 2

1 2
4 4 4

1 2

1 2

m p

m
n

m

m

R p R p R p

l l l
p

R R R

l l l

+ +
=

+ +

. (8) 

Результаты моделирования представлены на рис.2. 

 
Рис. 2. Изменение скорости жидкости в трёх трубах с течением времени  

при постоянном давлении на входе в систему 

На этом рисунке представлены графики скорости на оси труб. 
Видно, что с незначительными колебаниями скорости сохраняют посто-
янное значение; числа Рейнольдса для потоков в трёх трубах не превы-
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шают 2300, что свидетельствует о сохранении ламинарного режима те-
чения. 

Теперь зададим желаемое значение расхода первой трубы 1 2.5Q =  

м3
/с. По формуле (4) определяем давление насоса, которое обеспечит 

указанный расход, и постепенно изменяем давление до данного значе-
ния. Результаты моделирования представлены на рис. 3 и 4. 

 
Рис. 3. Изменение скорости жидкости в трёх трубах с изменением давления на входе 

в трубопроводную систему 

Далее в некоторый момент времени зададим 1 2.5Q =  м3
/с, а потом 

произведём переход к значению 1 2Q =  м3
/с. 

 
Рис. 4. Изменение скорости жидкости в трёх трубах с изменением давления на входе 

в трубопроводную систему 
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Заключение 
В представленной работе был сделан первый шаг в решении об-

ратной задачи управления течением вязкой несжимаемой жидкости по 
системе трубопроводов. По заданному расходу на одном из выходов вы-
числяется необходимое давление на входе и, затем, давление «насоса» 
постепенно доводится до этого уровня. В дальнейшем предстоит опре-
делить оптимальное время, за которое должно изменяться давление. 
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Введение 
Понятие устойчивости динамических систем характеризует свой-

ство системы стабильно работать в режимах, при которых имеются не-

определённости в значениях тех или иных системных элементов. Из-за 

сложности, а иногда практической невозможности указать необходимые 

и достаточные допустимые диапазоны изменения соответствующих па-

раметров, большой интерес могут представить хотя бы достаточные 

оценки. С другой стороны, практика показывает, что стремление к уни-

версальности теоретических результатов, как правило, приводит к боль-

шим затруднениям в применении таких результатов для решения кон-

кретных задач. Мы считаем, что учет такого рода соображений должен 

лежать в основе построения теоретических конструкций, направленных 

на решение конкретных прикладных задач. В настоящей работе предла-

гается решение задачи об условиях сохранения свойства устойчивости 

линейной динамической системы при малых возмущениях её матрицы. 

При этом, даётся достаточная оценка малости параметров возмущения. 

1. Постановка задачи 

Рассмотрим динамическую систему: 

, 1 1 2

( )
( )

( ) , ( ) ( ( ), ( ),..., ( )) .n T

ij i j n

dX t
AX t

dt

A a X t x t x t x t=

=

= =
  (1) 
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Здесь A – «невозмущенная» матрица. Предположим, что матрица A 
имеет простые различные собственные значения 1, 2, ,...,

j
j nλ =  и 

( ) 1, 2Re 0, ,..., ,j j nλ < =  т.е. система (1) предполагается устойчивой. 

Пусть далее 

( ) 2

11 1 21 2, , , , , , ,
T n

n n nn Cε ε ε ε ε ε= ∈r
K K K , 

где 
ij

ε −  неизвестные «возмущения» элементов исходной матрицы. Па-

раметры возмущения 
ij

ε  будем считать достаточно малыми в том смыс-

ле, что величиной 2

ij
ε  можно пренебречь по сравнению c 

ij
ε : 2 .

ij ij
ε ε�  

 Нашей задачей является «достаточная» оценка величины элемен-

тов εij «возмущенной» системы 

( )( )
( )

dX t
A X t

dt
ε= r

, (2) 

которая гарантирует устойчивость последней. 
Далее будем считать, что 

( )11 12 1 21 2

, j 1

, , , , , , , ,
n

n n nn ij ij

i

A A Aε ε ε ε ε ε ε
=

… … … = +∑ , (3) 

где 
ij

A − известные матрицы. При этом ( ) 1, 2, ,...,
j

j nλ ε =r
 – собственные 

значения матрицы ( )A εr  являются достаточно гладкими функциями па-

раметров 1, 2,, , ...,
ij

i j nε =  в окрестности нуля.  

2. Метод анализа устойчивости линейной динамической системы 

при неопределенных возмущениях ее параметров 
В основу анализа устойчивости динамической системы (см. систе-

му (2) или (3)) при неопределенных возмущениях ее параметров, мы по-
ложим анализ изменения знака некратных собственных значений матри-

цы ( )A εr  в зависимости от εr  . В дальнейшем мы опираемся на работу 

Sun’а [1]. 
Пусть sλ  – некратное собственное значение, вообще говоря, не-

симметричной матрицы n nA C ×∈ , которому соответствуют sx
r

 и sy
r

 – 

правый и левый собственные векторы соответственно, причём мы при-

нимаем 1sx =r
 (где ( )2

1

n

s si

i

x x
=

= ∑
r

, six  – координаты вектора sx
r

) и 

1.T

s sxy ⋅ =rr
  

Тогда для любого sλ  существуют такие 
( )1

,
n n

X Y C
× −∈% % , что для мат-

риц ( ),sX x X= r %  и ( )y ,sY Y= r % , выполняются следующие соотношения: 
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,T

nY X I=   (4) 

( )

( )
( )1 1

1 1

0
, .

0

s nT

s

n

Y AX A
A

λ
λ λ

× −

− ×

 
 = ∉
 
 

%
%

  (5) 

где , 1,s s nλ = −
uur

 некратные собственные значения матрицы A. 

Из [1] следует, что возмущенная матрица ( )A εr , имеет некратное 

собственное значение ( )sλ εr  ( ( )0s sλ λ=
r

), которому соответствуют пра-

вый и левый собственные векторы ( )sx εr r
, ( )sy εrr

, ( )0s sx x=r rr
, ( )0s sy y=

rr r
. 

Функции ( )sλ εr , ( )sx εr r
 и ( )sy εrr

 – действительные аналитические 

функции от εr  в некоторой окрестности ( )0U
r

. Таким образом, функция 

( )sλ εr  имеет непрерывные производные вплоть до ( )1n + −го порядка в 

точке 0ε =
rr

, и, следовательно, её можно представить рядом Тейлора: 

( ) ( ) ( )

( )

2

, 1 , , , 1
0 0

3

, , , , , 1
0

1

2!

1

3!

n n
s s

s s ij ij kl

i j i j k lij ij kl

n
s

ij rt kl

i j r t k l ij rt kl

ε ε

ε

λ ε λ ε
λ ε λ ε ε ε

ε ε ε

λ ε
ε ε ε

ε ε ε

= == =

= =

   ∂ ∂
= + + +      ∂ ∂ ∂   

 ∂
+ +  ∂ ∂ ∂ 

∑ ∑

∑

r rr r

rr

r r
r

r

K

. (6) 

Далее ограничимся формулой Тейлора для ( )sλ εr  в окрестности 

точки 0ε =
rr

 до 2-го порядка: 
31

( ) ( ) ( )
T T T

s s s s s s sy Ex y EX I A Y Ex O Eλ ε λ λ −= + + − +r r r r r%% % , (7) 

где , ,иX Y A%% %  вычисляются по формулам (4) и (5) и ( )
, 1

n

ij i j
E ε

=
=  - «матри-

ца возмущений». 

 Лемма [5]. Пусть ˆ ˆ ˆ( , ), 0i i iε ε ε− >  - интервал, все точки , 1,
j

j mε =
uuur

 

которого являются решениями неравенства 1 2 2( , ,..., )i mf δε ε ε < −  для не-

которого 0 1δ< < , общего для всех i. Тогда m-мерный куб 

1 2

1

ˆ ˆ ˆ ˆ{( , ,..., ) : ( , ) ( , ); 1,2,..., }
k

m j i i

i

Q j mε ε ε ε ε ε ε ε
=

= ∈ − = − =I . (8) 

 Условие сохранения интересующего нас свойства (свойств) систе-
мы (1) определяется требованием выполнения следующих условий отно-

сительно m параметров 1, 2,...,{ },j j mε = , связанных с этой системой: 

 

1 2 1, 2,...,( , ,..., ) 0,s m nsλ ε ε ε =<  (9) 

  

Каждая функция 1 2
( , ,..., )

s m
λ ε ε ε непрерывна в соответствующей области 

m
i

RΩ ⊂   причем 
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( )
1

0 ,0 0,0, ,0
n

T m

s

s

R
=

∈ Ω ≡ ∈
r r

KI . (10) 

 Для всех sλ в точке 0
r

 имеют место неравенства ( )0sλ δ≤ −
r

 для не-

которого 0.δ >  Отсюда следует, что существует m-мерный шар Dρ  не-

которого ненулевого радиуса ρ  с центром в 0
r

 , для всех точек которого 

одновременно выполнены неравенства 

1 2 1, 2,..., n( , ,..., ) 2,s m sλ ε ε ε δ =< −  (11) 

 По лемме можем переписать неравенство (11) следующим образом 

1,2,..., n( ) 2,s sλ ε δ =< −  (12) 

где ˆ ˆ ˆ( , ), 0i i iε ε ε ε∈ − >  

3. Алгоритм численного решения обратной задачи устойчивости 

динамической системы с неопределёнными параметрами 

 Шаг 1: Находим sλ − собственные значения матрицы ,A  и соответ-

ствующие им правый и левый собственные векторы ,s sx y
r r

. 

( )
( )

0
, где 1

0

s s T

s sT

s s

A I x
y x

y A I

λ

λ

 − = =
− =

rr
r r

rr .  

 Шаг 2: Нахождение матриц ,X Y% %  и A% . По теоремы 1 мы строим 

матрицу  

( ),sX x X= r %  и ( ),sY y Y= r % . 

 Шаг 2.1.  

 Случай 1: Правый собственный вектор имеет вид  

( )0 1 0
T

s

i й

x
−

=r
L L , 1,i n= . Таким образом, можно сразу сформиро-

вать матрицу 

( )

( )

1

1

1

1

1 0 0 0

0 1 0 0

1 0 0 0 0,

0 0 1 0

0 0 0 1

s

i

s

s
i

s

n

s
i й i й

n n

y

y

Y y Y

y

y

−

+

− + − ×

 
 
 
 
 

= =  
 
 
 
 
 
 

K K

M M M M M

K K
r % K K

K K

M M M M M

K K

, 

то есть ( )1 1
0T

s n
Y x − ×=r% .  

 Случай 2: Координаты правого собственного вектора 1i

sx ≠ , 1,i n= . 

Пусть матрица 
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1

2

1

1 0 0 1 0 0

0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1

0 0 0 0 0 0

s

s

s

n

s

n

n n s n n

x

x

Z x

x

x

−

× ×

  
  
  
  ′ = =
  
  
  

   

L L

L L
r

LL L L L L L L L

L L

L L

. 

Применяя к матрице Z ′  ортогонализацию Грама – Шмидта, полу-

чим матрицу ( ), n n

sZ x Y C ×= ∈ −r %  ортогонально, т.е. ( )1 1
0T

s n
Y x − ×=r%  и матри-

цу ( ),sY y Y= r % . 

Шаг 2.2: формируем матрицу ( ),sX x X= r % . 

Имеем ( )det 1Y = ± , откуда следует, что для Y существует обратная 

матрица. Вычисляем матрицу 

{ }
, 1

1

i j

n

ijH h Y
=

−= = , 

Откуда получаем матрицу 

( )( ) { } ( ) ( ) ( )1 , 2 32, 1
n n

T
n T TT

i j ni j
X h h h h× − = =

   = =    
% L , 

где , 2...ih i n= −  строки матрицы H . т.е. ( )1 1
0T

s n
y X × −=r % . 

 Шаг 3: теперь можно построить разложение (7) для ( )sλ εr . По 

Лемме (в п. 3) заменим все на
ij

ε ε . 

 Тогда мы получим систему ( ) 2, 0 1, 1, .s s nλ ε δ δ< − < < =
uur

 откуда 

находим допустимый интервал для .ε   
 

Выводы 

В работе представлен и обоснован алгоритм вычисления диапазо-

нов малых возмущений элементов матрицы системы дифференциальных 

уравнений, при которых сохраняется свойство устойчивости системы. 
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Аннотация. В статье рассмотрены две задачи. Первая связана с исследовани-

ем качественных свойств решения задачи Коши для линеаризованного уравнения 

Больцмана в случае «жестких» потенциалов межмолекулярного взаимодействия (сте-

пенный потенциалы с показателем степени больше четырех). Показано, что если на-

чальные условия обладают определенными свойствами, то установление равновесия 

происходит экспоненциально быстро. Вторая задача связана с построением точного 

аналитического решения (в виде степенного ряда по времени) решения задачи Коши 

для линеаризованного пространственно-однородного уравнения Больцмана. В основу 

доказательства сходимости упомянутого степенного ряда положено использование 

дискретного преобразования Лапласа и известные свойства оператора столкновений. 

Полученный результат позволяет строить явные аналитические приближения функ-

ции распределения, что может оказаться весьма полезным в прикладных задачах, 

связанных с исследованиями течений разреженного газа. 

Ключевые слова: уравнение Больцмана, задача Коши, устойчивость решений, 

точные решения. 
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Abstract. In the first part of the paper it is shown, that in the case of specific initial 
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1. Введение 
Уравнение Больцмана хорошо известно как основное уравнение 

кинетической теории разреженных газов. Уже Л. Больцман понимал 

роль этого уравнения для обоснования макроскопических моделей аэро-

динамики. В 1916 - 1917 гг. Д. Энског и С. Чепмен независимо предло-

жили формально-математический вывод макроскопических уравнений 

аэродинамики из уравнения Больцмана, включая естественный вывод 

макроскопических соотношений для коэффициентов вязкости, тепло-

проводности и диффузии (так наз. метод Чепмена-Энскога, считающий-

ся сейчас классическим). 

С другой стороны, исследование уравнения Больцмана как матема-

тического объекта (теория существования и единственности решений, 

анализ качественных свойств решений, корректность постановки раз-
личных задач для этого уравнения и т.п.) получило заметное развитие 

лишь во второй половине ХХ века. Причиной этому послужили, как нам 

представляется, в основном два обстоятельства.  

Во-первых, реальная необходимость приоритетного использования 

кинетического подхода при рассмотрении практических задач аэроди-

намики возникла с развитием ракетной и космической техники и высот-
ной авиации, вакуумной техники и т.п. При достаточно большой степени 

разрежения газа (когда средняя длина свободного пробега молекулы 

становится сравнимой с размерами движущегося в газе тела, что для 

земной атмосферы соответствует высотам более 100 км.), классическая 

аэродинамика должна быть заменена кинетической теорией газов. В ос-

нове этой теории, как уже было отмечено, лежит уравнение Больцмана. 

Таким образом, при решении практических  инженерных задач, 

связанных с движением тел в высотных слоях атмосферы, появилась не-

обходимость развития адекватных приближенных, в частности, числен-

ных методов решения уравнения Больцмана. Но для надежного исполь-

зования тех или иных приближенных методов необходимо их строгое 

обоснование, которого нельзя получить без математически точных ре-

зультатов о существовании и свойствах решений этого уравнения. 

Во-вторых, математический аппарат, который оказался подходя-

щим для строгого анализа уравнения Больцмана, был в достаточной сте-

пени развит лишь во второй половине прошлого века. Речь идет, в пер-

вую очередь, о методах функционального анализа, относящихся, в част-
ности, к теории неограниченных операторов в банаховых пространствах, 

теории однопараметрических полугрупп операторов, теории обобщен-

ных функций. При этом, многие математические задачи, связанные с 

уравнением Больцмана, оказываются не по зубам даже продвинутым ме-

тодам функционального анализа. 
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Можно констатировать, что, несмотря на серьезные успехи, дос-

тигнутые трудами не слишком многочисленных зарубежных (Т. Карле-

ман, Г. Грэд, К. Черчиньяни, С. Укаи и др.) и отечественных (А.А. Ар-

сеньев, Н.Б. Маслова, А.В. Бобылев, А.Н. Фирсов и др.) исследователей, 

математическая теория уравнения Больцмана еще далека от сколько-

нибудь завершенного вида. 

С этой точки зрения, даже частные результаты, относящиеся к ма-

тематической теории уравнения Больцмана, могут оказаться даже весьма 

познавательными и практически полезными. 

Настоящая работа посвящена двум математическим задачам, отно-

сящимся к уравнению Больцмана. Первая касается асимптотических 

свойств решений линеаризованного уравнения Больцмана на бесконеч-

ном промежутке времени, вторая – алгоритму построения точного реше-

ния пространственно-однородного уравнения Больцмана. 

2. Экспоненциальная устойчивость решений задачи Коши для 

линеаризованного уравнения Больцмана. 

Рассмотрим задачу Коши для линеаризованного уравнения Больц-

мана кинетической теории газов [1, 2]:  

               [ ] [ ] [ ], 0, K
f f

u L f t L f f f
t x

ν∂ ∂+ ⋅ = > = −
∂ ∂

r
r ,                 (1) 

          ( , , ), , , 0f f x u t x u t= ∈ ∈ ≥3 3
R R

r r r r
, 00

( , ).
t

f f x u
=

= r r
  (2) 

Здесь ( , , )f x u t
r r

 - линеаризованная функция распределения молекул 

по координатам x
r

 и скоростям u
r

 в момент времени t . [ ]K f - линейный 

ограниченный оператор, действующий на  f  как функцию u
r

; 

( ) ( )u O uβν ν= =  при u → ∞ , 0 1β< ≤ , u u= r
. Свойства функции ( )uν  

зависят от конкретной модели межмолекулярного взаимодействия, при-

нимаемой при выводе кинетических уравнений. Подробности см. в [1, 2]. 

Известно [3а,б], что решение задачи (1), (2) - в случае «жестких» 

потенциалов межмолекулярного взаимодействия , 4kU r k- >:  - имеет 

при t → ∞  в общем случае степенную асимптотику вида 

1
, 0

1
O

t µ µ  > + 
. Этот результат получается в предположении, что 

( , , )f x u t
r r

 при x x= → ∞r
 ведет себя как функция из ( ), 1p xL p >3

R . 

Оказывается, что если на поведение ( , , )f x u t
r r

 при x → ∞  наложить 

более жесткие требования, например, потребовать, чтобы  ( , , )f x u t
r r

 

удовлетворяла по x
r

 (и равномерно по ,u t
r

) условию  
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  ( )( )1
( , , ) exp ,f x u t O x x

εα += − → ∞r r r r
,   0, 0α ε> > ,    (3) 

то установление равновесия (т.е. стремление функции  f  к нулю при 

t → ∞ ) происходит экспоненциально быстро. 

Идея доказательства состоит в следующем (ниже используются 

обозначения из [7, 8]). Будем искать ( , , )f x u t
r r

 в классе функций таких, 

что при почти всех u ∈ 3
R

r
 и всех 0t >  ( , , ) xf x u t ′∈r r

E , т.е. функцию f 

можно представить в виде (см. [7, 8]) 

                   
( ) ( )

0

( , , ) ( , ) ( )
q q

r q r

f x u t c u t xδ
∞

= =
=∑∑

r r r r
.          (4) 

Подставляя это выражение в (1) и учитывая теорему 3.1 и формулу 

(3.3) из [8], получим для коэффициентов 
( )

( , )
q

c u t
r

 бесконечную «зацеп-

ляющуюся» систему уравнений вида 

                    
(0)

(0)[ ]
c

L c
t

∂ =
∂

,       (5)1 

     31 2

( )
( )( ) ( )( )

1 2 3
[ ] [ ], 0

q
q Iq I q Iqc

L c u c u c u c q
t

−− −∂ = − + + ≠
∂

,       (5)2 

где через 
1 2 3
, ,I I I  обозначены мультииндексы (1, 0, 0), (0, 1, 0) и (0, 0, 1) 

соответственно.  

Уравнения (5)2 представляют собой неоднородные уравнения вида 

( )
( )[ ] ( , 0, )

q
q

q

c
L c u tg q

t

∂ = − ≠
∂

r
, 

где , )(
q

g u t
r

 − известная функция (на каждом шаге – своя). Таким обра-

зом, свойства функций ( ) ( , )qc u t
r

 зависят от свойств оператора L. Послед-

ние достаточно полно изучены [1-6]. В частности, оператор L на подпро-

странстве функций ,( )w u t
r

, ортогональных в смысле 2( )uL 3
R  подпро-

странству аддитивных инвариантов (что, по существу, эквивалентно вы-

полнению классических законов сохранения для массы газа), порождает 
полугруппу ( ), 0T t t >  ограниченных операторов [9], дающую решение 

абстрактной задачи Коши для уравнения (5)1; при этом оказывается 

( ) , 0tT t const e µ µ−≤ ⋅ > . Методом, аналогичным использованному в [3, 

4], по индукции получаем для решений уравнений (5)2 оценку вида, в 

которой норма понимается в следующем смысле 

2( )uL 3
R ): 

( ) ( ) , 0,q tc t const e γ γ−≤ ⋅ >  
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где const зависит от начальной функции распределения 
0

,( )xf u
r r

 и опера-

тора L. Последняя оценка, с учетом теоремы 1.8 из [7], позволяет сделать 

заключение об экспоненциально быстром (по времени) установлении 

равновесия в системе, описываемой задачей (1) – (2). 

3. Точное аналитическое решение пространственно-

однородного линеаризованного уравнения Больцмана. Рассмотрим 

задачу Коши для пространственно-однородного линеаризованного урав-

нения Больцмана в случае «жестких» потенциалов межмолекулярного 

взаимодействия , 4kU r k- >:  (обозначения и терминология здесь и да-

лее см., например, в работах [1, 2]): 

                  [ ] [ ] [ ], 0, K
f

L f t L f f f
t

ν∂ = > = −
∂

,   (6) 

            ( , ), , 0f f u t u t= ∈ >3
R

r r
,      

0
( ,0) ( ).f u f u=r r

  (7) 

Здесь ( , )f u t
r

 - линеаризованная функция распределения молекул 

по скоростям u
r

 в момент времени t . [ ]K f - линейный ограниченный 

оператор, действующий на f как функцию u
r

; ( ) ( )u O uβν ν= =  при 

u → ∞ , 0 1β< ≤ , u u= r
. Свойства функции ( )uν  зависят от конкретной 

модели межмолекулярного взаимодействия, принимаемой при выводе 

кинетических уравнений. Подробности см. в [1, 2]. Требования «жестко-

сти» потенциалов определяют свойства оператора [ ]K f  и функции 

( )uν . Эта задача достаточно хорошо изучена с математической точки 

зрения в отношении вопросов корректности и качественных свойств ре-

шений задачи (6)-(7) (см., например, [1, 2, 10, 11]). 

Однако, важным не только с теоретической, но и с практической 

точки зрения, остается вопрос построения (хотя бы в частных случаях) 

точных аналитических решений этого уравнения. Это связано, в частно-

сти, с тем, что общие теоремы существования и единственности для 

уравнения Больцмана, ввиду его сложности, дают результаты, мало при-

способленные к задачам построения его решений (даже приближенных). 

Достаточно полный обзор этих результатов можно найти в [12-14] (со 

времени написания этих обзоров в отношении интересующих нас вопро-

сов мало что изменилось). Численные методы решения уравнения 

Больцмана основаны, как правило, на методах статистического модели-

рования, и далеко не всегда строго обоснованы [15, 16]. С другой сторо-

ны, наличие в запасе точных аналитических решений даже частных за-

дач может быть полезным для анализа математических моделей более 

общих процессов. Настоящая заметка как раз и посвящена этому, по-

следнему, вопросу – построению точного аналитического решения зада-
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чи (6)-(7). Введем обозначение 

0 0

0
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u k u f u
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ϕ ϕ ϕ
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Будем искать решение в виде 
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Ясно, что если ряд (8) абсолютно и равномерно (относительно 

u ∈ 3
R

r
) сходится, то мы, тем самым, получаем аналитическое по  t  ре-

шение задачи (6)-(7).  

Докажем сходимость ряда (8). Перейдем в (6) к 
k

ϕ  и, затем, к дис-

кретному преобразованию Лапласа [17, гл. 8]: 
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Для *( , )uqΦ r
 получаем, следовательно, уравнение 
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Легко понять, что при достаточно больших Req  оператор Aq будет 

сжимающим (в любом u
r

- пространстве, в котором оператор K ограни-

чен). Отсюда следует ограниченность *Φ  по q . Но тогда существует об-

ратное преобразование 

* )
1

( ,
2

s i

k

q

s i

ku eq
i

dq

π

π

ϕ
π

+

−

= Φ∫
r

, 

откуда следует, что 

| ( ) | k

k u eµϕ ρ≤r
, 

где ρ и µ – постоянные. Отсюда немедленно получаем абсолютную и 

равномерную (по u
r

) сходимость ряда (8), что и требовалось. Небезынте-

ресным является, на наш взгляд, и отмеченный выше факт аналитично-

сти решения по времени. 
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Введение 

Задача исследования движения вязкой жидкости по вертикальной 

трубе возникает в сфере добычи нефтепродуктов. Необходимо спрогно-

зировать давление, вязкость и скорость той смеси, что поднимается из 
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глубины по трубе. Понять, будут ли, к примеру, изменения давления на-

столько критичными, что приведут к частичному разрушению оборудо-

вания. 

Известно, что аналитическое решение уравнений, описывающих 

реальные физические процессы, возможно лишь для узкого класса задач 

(например, уравнение теплопроводности или волновое уравнение на 

прямой или в областях простой формы). В остальных случаях приходит-

ся применять численные методы для получения приближённого решения 

задачи. Здесь на пути встают вопросы сходимости и устойчивости чис-

ленного алгоритма. 

1. Математическая модель 

Уравнения, описывающие движение вязкой слабосжимаемой жид-

кости по вертикальной цилиндрической трубе круглого сечения имеют 

вид [1]: 

 0
t z z

ρ ρ υυ ρ∂ ∂ ∂+ + =
∂ ∂ ∂

, (1) 

 
2 p

r z r

υ∂ ∂=
∂ ∂ ∂

, (2) 

 
2 2

2 2

1 1 p
g

t z r r r z z

υ υ υ υ υυ ρ µ λ
ρ
  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ = − + + + −  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

. (3) 

Система уравнений (1)-(3) была получена на основе основных уравнений 

гидродинамики [2]. Три уравнения содержат в себе три неизвестных 

функции: плотность ( )zρ , давление ( )p z  и скорость ( ), ,
z

r z tυ . Для од-

нозначной разрешимости этих уравнений необходимо иметь начальные 

и граничные условия: 

• давление на входе трубы и возле стенки: 

 ( ) 0
,0,p r t p= , (4) 

 0
r R

p p

r z =

∂ ∂ + = ∂ ∂ 
. (5) 

• плотность в начальный момент времени и на входе трубы: 

 ( ) 0
, ,0r zρ ρ= , (6) 

 ( ) 0
,0,r tρ ρ= ; (7) 

• скорость в начальный момент времени: 
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 ( ) ( ), ,0 ,r z r zυ ϕ= ; (8) 

• скорость возле стенки трубы: 

 ( ), , 0R z tυ = ; (9) 

• скорость на выходе трубы: 

 ( ) ( ), , ,r L t r tυ ψ= . (10) 

Предположим, что плотность слабо меняется при изменении координаты 

z , следовательно, в уравнении (1) можно пренебречь произведением 

z

ρυ ∂
∂

, т.к. оно очень мало по сравнению с остальными слагаемыми. 

2. Построение разностной схемы 

Для поиска численного решения системы (1)-(3) введём равномер-

ную сетку: 

0, 0, , , 0,r i r r M

R
r i h i M h r r R

M
ω  = = ⋅ = = = = 

 
 – сетка по переменной 

r , 

0, 0, , , 0,z j z z N

L
z j h j N h z z L

N
ω  = = ⋅ = = = = 

 
 – сетка по перемен-

ной z , 

0, 0, , , 0,t k t t K

T
t k h k K h t t T

K
ω  = = ⋅ = = = = 

 
 – сетка по переменной 

t . 

Для аппроксимации уравнений воспользуемся конечными разно-

стями. Рассмотрим уравнение (1), и с учётом предположения, сделанно-

го выше, получим следующую разностную схему: 

 
1

, , , , 1

,
0

k k k k

i j i j i j i jk

i j

t z
h h

ρ ρ υ υ
ρ

+
−− −

+ = .  

Отсюда нетрудно получить 

 
( ), , 11

, , 1

k k

i j i j tk k

i j i j

z

h

h

υ υ
ρ ρ −+

 −
 = −
 
 

. (1ʹ) 

Граничные и начальные условия для плотности аппроксимируются точ-

но: 

 
0

, 0i jρ ρ= , (6ʹ) 
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1

,1 0

k

iρ ρ+ = . (7ʹ) 

 

Так же поступим с уравнением (2): 

 

1 1 1 1

1, 1 1, 1 1, 1 1, 11 1

1, ,
4

k k k k

i j i j i j i jk k

i j i j
p p

dz

υ υ υ υ+ + + +
+ + − + + − − −+ +

−

− − +
= − , (2) 

 

и его граничные условия 

 
,0 0

k

i
p p= , (4ʹ) 

 
( )1 1

, 1 1, 11 1

, , 1

k k

M j M jk k

M j M j

p p dz
p p

dr

+ +
− − −+ +

−

−
= + . (5ʹ) 

 

Для уравнения (3) применим простейшую явную разностную схе-

му: 

1

, , , , 1

,

1 1

1, , 1, , 1, , 1 , , 1 , , 1

, 2 2

,

2 21 1
.

k k k k

i j i j i j i jk

i j

k k k k k k k k k k

i j i j i j i j i j i j i j i j i j i jk

i j k

i j i

dt dz

p p
g

dr r dr dz dz

υ υ υ υ
υ

υ υ υ υ υ υ υ υ
ρ µ λ

ρ

+
−

+ +
+ − − + − −

− −
+ =

  − + − − + −
= − + + + −   

  
 

 

Выразим 1

,

k

i jυ + : 

 
1 1

1, , 1, , 1, , 1 , , 1 , , 11

, , 2 2

,

, , 1

, ,

2 21

.

k k k k k k k k k k

i j i j i j i j i j i j i j i j i j i jk k

i j i j k

i j i

k k

i j i jk k

i j i j

p pdt
gdt

dr r dr dz dz

dt
dz

υ υ υ υ υ υ υ υ
υ ρ µ λ

ρ

υ υ
υ υ

+ +
+ − − + − −+

−

  − + − − + −
= − + + + − −   

  

−
− +

 (3ʹ) 

 

Уравнение (1ʹ) решается на основе известных значений скорости и 

плотности на предыдущем временном слое. Уравнения (2ʹ) и (3ʹ) нужно 

решать совместно на одном временном слое, но последовательно по ко-

ординате z , из-за граничных условий. Давление на новом слое по высоте 

вычисляется от стенки трубы к её оси. 

Зададимся простыми начальными условиями: распределение Пуа-

зейля для скоростей, одинаковая во всех точках плотность, заданный пе-

репад давлений (рис.1, 2, 3). 



 57 

 

Рис. 1. Плотность в начальный момент времени 

 

 

Рис. 2. Распределение давления в начальный момент времени 
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Рис. 3. Распределение скоростей в начальный момент времени 

После проведённых в среде Matlab вычислений получаем следую-

щие результаты (рис.4,5,6). 
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Рис.4. Поле давлений 
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Рис. 5. Плотность 

 

Рис. 6. Поле скоростей 

Предложенная схема является условно устойчивой, и в рассматри-
ваемой задаче приемлемые результаты получаются для небольшого вре-
менного интервала и маленького шага по времени. 

В дальнейшем при аппроксимации уравнения (2), скорее всего, 
придётся пойти по другому пути. Так это уравнении можно проинтегри-
ровать по r : 

 ( ) ( ), , ,p r z t f z t
z

υ∂= +
∂

.  



 60 

Функцию ( ),f z t  логично определить как гидростатическое давление, 

которое действует в жидкости помимо динамического, и которое зависит 
лишь от уровня подъёма жидкости, т.е. от координаты z  (и неявным об-
разом от t ). 

Заключение 
Описанный в работе метод является лишь первым приближением к 

решению системы уравнений (1)-(3). Главная трудность состоит в том, 
что в эту систему входят дифференциальные уравнения разных поряд-
ков, а уравнение (3) является к тому же нелинейным. В дальнейшем бу-
дут рассмотрены методы аппроксимации, обеспечивающие большую 
точность данных уравнений, и методы решения, подходящие к системе 
дифференциальных уравнений в частных производных разного порядка. 
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1. Постановка задачи 

Рассматривается задача идентификации аварийных и предаварий-

ных режимов технологических объектов в следующей постановке: 

1. Состояние технологического объекта характеризуется на-

блюдаемыми значениями сигналов, поступающих от датчиков состояния 

(фиксирующих, например, температуру, уровень задымленности, интен-

сивность инфракрасного излучения и т.п.) 

( ), 1,..., . (1.а)
i i

x x t i n= =  

2. Предполагается, что наблюдение за состоянием объекта про-

изводится в дискретном времени: t ∈N . Таким образом, вектор значений 

сигналов 



 62 

 

X(t) = {x1(t) … xn(t)} ∈ R
n
,                                              (1,6) 

 

является вектором контролируемых координат состояния объекта. 

3. Аварийные режимы характеризуются превышением контроли-

руемыми координатами заданных предельных значений: 

max( ) . (2)i ix t x>  

Предаварийные режимы соответствуют приближению состояния 

объекта к аварийному режиму, и, соответственно, приближению контро-

лируемых координат к предельно допустимым порогам. 

Задача идентификации особых режимов состоит в формировании 

критериев, позволяющих: 

а) идентификация появления или исчезновение аварийного режима 

технических объектов; 

б) сигнализация о предаварийном состоянии системы, т.е. о при-

ближении системы к аварийному режиму (упреждающая сигнализация) 

В данной статье для решения поставленной задачи предлагается 

семейство корреляционно-логических и дисперсионно-логических алго-

ритмов формирования сигналов на основе адекватных критериев со-

стояний контролируемых объектов. 

Применение оценок состояний, доставляемых корреляционно-

логическим методе идентификации основано на следующих предполо-

жениях. Предаварийное состояние объекта характеризуется приближе-

нием нескольких контролируемых координат состояния к предельно до-

пустимым значениям, или, в более общем случае, одновременным ус-

тойчивым увеличением этих значений. В частности, при возникновении 

пожароопасной ситуации можно ожидать адекватных статистически-

устойчивых изменений значений сигналов датчиков температуры и за-

дымления.   

При этом может потребоваться идентификация не только одно-

временного увеличения значений, но и приближения сигналов к пре-

дельным значениям с запаздыванием по отношению друг к другу. В этом 

случае во внимание принимается временная задержка  

 

s ∈ {0, 1, … , smax} ∈ R, 

 

где maxs −  максимальная величина запаздывания, при которой требуется 

идентифи-кация предаварийного режима контролируемых систем. 
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2. Методика математического моделирования 
 

Оценки взаимных парных корреляционно-логических функций и 

совокупности парных взаимных дисперсионно-логических функций ис-

следованы методами математического моделирования. Далее для иден-

тификации использованы парные взаимные корреляционные функции и 

взаимные дисперсии, определяемые на основе выборочных статистиче-

ских числовых характеристик. Эти характеристики парных физических 

процессов для дискретного времени в помещениях контролируемого 

объекта определяются соответствующей информацией: 

- начальными выборочными первыми моментами случайных 

величин; 

- вторыми центральными и взаимными корреляционными мо-

ментами дискретных случайных величин; 

- взаимными выборочными дисперсионными моментами дис-

кретных случайных величин. 

Как известно, эти функции позволяют определить степень «близо-

сти свойств или связи (корреляции) свойств» случайных сигналов или во 

времени с учетом сдвига для корреляционных моментов или без учета 

для взаимных дисперсий. 

Выборочная взаимная корреляционная функция для пары про-

цессов ix  и  
j

y  при временном сдвиге s  на периоде T  вычисляется на 

основе следующего соотношения 

( ) ( )
1

1

0

( ) x y , (3)
i j

T

x y i i j j

k

K s T k X k s Y
−

−

=

  = − × − −   ∑ , 

где ,i jX Y −  соответствующие выборочные математические ожидания 

процессов как их первые выборочные начальные моменты. 

Выборочная взаимная дисперсия для пары процессов ix  и 
j

y  

соответствует значению временного сдвига 0s =  и вычисляется на осно-

ве соотношения 

( ) ( ) ( )
1

1

0

0 x y , (3)
i j

T

x y i i j j

k

K T k X k Y
−

−

=

  = − × −   ∑  

Однако, применение данного критерия непосредственно к наблю-

даемым значениям сигналов для идентификации предаварийных состоя-

ний приводит к трудностям (возникновению ложных срабатываний), по-

скольку такой критерий будет одинаково чувствительным и к одновре-

менному возрастанию, и к одновременному убыванию сигналов. В связи 

с этим, предлагается использование  корреляционно-логических и дис-

персионно-логических функций, вычисляемых только на множествах, 
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соответствующих одновременному положительному приращению кон-

тролируемых координат. Последнее соответствует условию одновре-

менного опасного положительного (или отрицательного) роста амплитуд 

двух опасных процессов. Это достигается логической обработкой на-

блюдаемых сигналов. Тогда при вычислении корреляционных и диспер-

сионных моментов значения выборочных наблюдений, соответствую-

щие одновременным отрица-тельным приращениям сигналов, полагают-
ся равными нулю. 

Кроме того, величины корреляционных и дисперсионных момен-

тов, вычисленные таким образом, будут тем больше, чем больше абсо-

лютные значения в выборках. В связи с этим целесообразно использова-

ние нормализованных корреляционных функций и взаимных дисперсий, 

значения которых принадлежат отрезку [ 1; 1]− + , причем значения, рав-

ные единице, соответствует максимально возможной корреляции сигна-

лов. 

Выборочные корреляционно-логические функции нормализован-

ного типа для дискретного времени k ∈ R для пары наблюдаемых про-

цессов  

,,}{ 0 Rkxx sk

kk ∈→ =
=

  
,,}{ 0 Rkyy sk

kk ∈→ =
=

 

  
  формировались на основе совокупности дискретных выборок указан-

ных парных процессов. В результате формируются выборочные корре-

ляционные функции, зависящие от параметра временного сдвига .s ∈�   

Нормированные оценки корреляционных функций, формируемые 

на интервале наблюдений k ∈ [0, T] ⊂ R  вычисляются в соответствии с 

классическим равенством 
 

( ) ( ) (0) (0) , (5)
xy xy xx yy

K s K s K K=  

где  T  ∈ R   – длина дискретного интервала наблюдений (выборки).  

Дисперсионно-логический метод использует совокупность выбо-

рочных дисперсионных моментов (дисперсий) дискретных случайных 

процессов. При этом метод реализует заданную логику наблюдений за 

характеров изменения парных процессов. При этом совокупность нор-

мированных выборочных дисперсий вычисляется на основе равенств, 

аналогичных с (5) так,  

(0) (0) (0) . (6)
xy xy xx yy

D K K K= . 

Для идентификации аварийных и предаварийных режимов предла-

гается использовать вычисленные на «селективных» множествах значе-
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ния нормализованной корреляционной функции сигналов, при времен-

ном сдвиге s , лежащем в заданном диапазоне, или нормализованной 

взаимной дисперсии, с последующим сравнением найденных значений 

корреляционной функции с заданными значениями (эти значения опре-

деляют характер формируемого алгоритмом сигнала, например, 0 – нор-

мальный режим, 0.5 – предаварийный режим, 0.8 – аварийный режим).  

Предварительная обработка сигналов. Для корректной работы 

предложенных алгоритмов требуется дополнительная предварительная 

обработка значений, полученных от датчиков состояния системы.  

а) Нормировка данных для обработки показаний датчиков, имею-

щих разные интервалы измерения. Значения каждого сигнала ( )ix t  с по-

мощью линейного или кусочно-линейного преобразования приводятся к 

диапазону [0;1]   или [ 1;1]−  . Например, в простейшем случае, если из-
вестно, что допустимые значения сигнала лежат в диапазоне max[0; ]x  

нормировка производится согласно формуле  

max max

max

( ) , ( ) ;
( ) (7)

1, ( ) .
norm

x t x x t x
x t

x t x

≤
=  >

 

б) Фильтрация сигнала для устранения случайных помех. Резуль-

таты вычислительных экспериментов показывают, что селективные кор-

реляционные и дисперсионные критерии чувствительны к наличию вы-

сокочастотных случайных составляющих, вызванных особенностями 

работы датчиков состояния системы (попадание частиц пыли в датчик 

дыма и т.п.). В связи с этим может оказаться целесообразной предвари-

тельная фильтрация значений для устранения этих помех и выделения 

основной составляющей (тенденции), характеризующей изменение со-

стояния системы. В частности, такая фильтрация может быть осуществ-

лена с применением метода скользящего среднего. 

 

3. Оценки качества корреляционно-логического и диспер-

сионно-логического методов и алгоритмов 

 

Как показано выше, для оценки степени опасности состояний кон-

тролируемых объектов предложены два подхода, использующие корре-

ляционно-логический или дисперсионно-логический методы обработки 

первичной информации основанные на измерении заданной совокупно-

сти парных данных для выборочных измерений показания цифровых 

датчиков. 

Выполнена серия вычислительных экспериментов для предвари-

тельной оценки качества алгоритмов дисперсионно-корреляционного 
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метода для системы пожарной сигнализации по показаниям датчиков 

температуры и дыма. 

Выборка дискретных сигналов датчиков (ДСД) для двух коорди-

нат, соответствующим измеренным значениям температуры и дыма  

 

kx  и ,ky     k ∈ [0, T] ⊂ R.                                               (8)  

 

Выполнены на основе периодических измерений с периодом h  

значений ДСД, которые равны суммам 

, . (9)н в н в

k k k k k kx x x y y y= + ∆ = + ∆  

 Периодические низкочастотные сигналы ,н н

k kx y   имеют вид 

( ) ( )sin , sin , (10)н н

k x x k y yx а kh y а khω ω= =  

и периодические высокочастотные помехи удовлетворяют условиям 

( ) ( )sin , sin , , , (11)в в

k x x k y y x x y yx а kh y а khω ω ω ω ω ω∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆∆ = ∆ = >> >>
т.е. имеют меньшую амплитуду по сравнению с основным сигналом 

, , (12)x x y yа а а а∆ ∆<< <<  

и более высокую частоту (меньший период).  

Требуется исследовать влияние помехи на качество алгоритма вы-

числения достоверных оценок: 

- выборочной взаимной корреляционной функции,  

- совокупности выборочных взаимных дисперсий.  

Для вычисления выборочных взаимных корреляционно-

логических функций и взаимных дисперсионно-логических функций 

выполнено разделение аргумента сигналов на участки, для которых сиг-
нал возрастает или убывает. Фиксировалась совокупность дискретных 

значений сигналов в моменты времени 

 tk ∈ [0, T] ⊂ R,  k ∈ R, 

где параметр Т определяет длину интервала усреднения для получения: 

- оценок выборочных взаимных корреляционных функции или 

- совокупности выборочных взаимных дисперсий двух сигналов.  

При этом наблюдаемые значения сигналов для дискретного време-

ни, изменяющегося в заданном интервале, значения функций со сдвигом 

на значения от 0 до s фиксировались для дальнейшей обработки с целью 

получения корреляционно-логических функций, которые регистрирова-

лись в счетчиках.  
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Для хранения каждого сигнала организованы два отдельных мас-

сива. Первый массив содержит сигналы с положительными первыми 

разностями, т.е. для таких сигналов имеются положительные прираще-

ния.  Второй массив содержит сигналы с отрицательными первыми 

разностями, т.е. сигналы, убывающие в моменты выборки на интервале. 

Если сигнал в текущий момент убывает, то соответствующее ему 

значение в счетчике неубывающих значений полагается равным нулю. 

Аналогично организована работа для счетчика убывающих значений 

(возрастающим участкам соответствуют значения равные нулю). 

Все вычислительные эксперименты выполнены при нормализации 

сигналов, обеспечивающих их принадлежность интервалу [0,1]. В про-

цессе эксперимента были вычислены селективные корреляционные 

функции для процессов ( )x k  и  у( )k , соответствующие участкам одно-

временного возрастания и одновременного убывания этих сигналов. 

Эксперименты выполнены при следующих исходных данных. В 

качестве входных сигналов x(t), y(t) принимались синфазные медленно 

меняющиеся гармонические сигналы заданной частоты с быстро ме-

няющейся аддитивной гармонической помехи с амплитудой 

, ,x A x y A ya K a a K a∆ ∆= =  и частотой, равной  

, ,x x y yK Kω ωω ω ω ω∆ ∆= =  где ,AK Kω −  коэффициенты амплитуды  и 

частоты помехи по отношению  к базовому сигналу. В результате иссле-

дования  определены графики значений 
xy

D  для участков совместного 

возрастания и совместного убывания сигналов. Взаимные дисперсии вы-

числены с помощью дисперсионно-логической функции. Эксперименты 

выполнены в условиях: 

а). При отсутствии предварительной фильтрации сигналов ши-

рина окна для вычисления скользящего среднего равна единице. 

б). При наличии предварительной фильтрации входных сигна-

лов ширина окна принадлежит интервалу [4; 6]). 

5. Результаты вычислительных экспериментов. Для оценки 

эффективности методик анализа опасных состояний объекта контроля 

проведен ряд экспериментов.  

Эксперимент № 1. Исходные данные эксперимента: параметры 

равны: 

0,15, 8.AK Kω= =  

 

Цифровая фильтрация отсутствует, процессы представлены на 

рис.1. 
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Рис. 1. Модельные входные и выходные 

сигналы эксперимента № 1 

 

Рис. 2. Модельные входные и выходные 

сигналы эксперимента № 2 

 

Вывод: процессы при отсутствии фильтрации  имеют типовой не-

регулярный характер, соответствующий ранее полученным результатам. 

При этом из характера процессов формирования дискретных выходных 

координат ЦСПС следует, что для частичной регуляризации процессов 

требуется соответствующая фильтрация. 

Эксперимент № 2. Исходные данные эксперимента:  

0,15, 8.
A

K Kω= =  

Фильтрация включена с шириной окна фильтрации N = 4. 

Вывод: наблюдается типовой характер квазирегулярных процес-

сов формирования выходных координат, нарушающийся при изменении 

переходных условий, что иллюстрирует сильное влияние помех на рас-

сматриваемые процессы. 

Эксперименты № 3 и 4 позволяют сделать вывод о том, что также 

имеет место устойчивое формирование основной части процесса форми-

рования при сильном влиянии аддитивной помехи выходных координат. 

При этом для выходных сигналов типа «Пожар» характерны «одноколе-

бательными» составляющие в конце интервалов оценивания процессов 

взаимной корреляции и дисперсии. 

Таким образом, предлагаемые методы идентификации пожаро-



 69 

опасных состояний технических объектов на основе обработки избыточ-

ных данных дополняют известные методы идентификации критических 

ситуаций. 
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Введение. Настоящая заметка посвящена построению аналитиче-

ского алгоритма решения стохастических интегро-дифференциальных 

уравнений типа Колмогорова-Феллера, которые встречаются в задачах 

теории управления, теории связи, звёздной динамике и т.п. В известных 

автору работах [1–5], содержащих варианты аналитических и/или чис-

ленных алгоритмов решения подобных уравнений, рассматриваются, как 

правило, случаи линейной зависимости коэффициента сноса от про-

странственной координаты. Предлагаемый в настоящей работе алгоритм 

аналитического решения не предполагает подобного ограничения, и 

опирается на разработанную ранее автором теорию быстро убывающих 

обобщённых функций [6–8], где, в частности, предложена конструкция 

восстановления «достаточно быстро убывающей на бесконечности 

функции» по её степенным моментам. Для простоты изложения мы здесь 

ограничимся случаем квадратичной зависимости коэффициента сноса от 
пространственной координаты. 

 

1. Постановка задачи. Ищется решение уравнения 
 

(1.1)  

 

                                ,                                             (1.2) 

                                      

                                            

при этом, очевидны требования  ( ) 0
A

p A
® ± Ґ
® ;  ∫

−

=
T

T

dAAP

)

/1)(   .    

Мы дополнительно предположим, что 

 

                       (1.3) 

 

Решения задачи (1.1) – (1.2) будем искать в классе «достаточно быст-
ро» убывающих функций (подробности см. ниже).  
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2. О представлении быстро убывающей функции через её мо-

менты. Пусть: f (x) – непрерывна, и  

 

 
 

 Положим далее, 

 

                          . 

 

Пользуясь методами, развитыми в [7], сравнительно несложно доказать, 

что имеет место соотношение 

 

. 

 

В частности, 

    

Здесь 

  . 

 

Нетрудно увидеть, что имеют место следующие равенства: 
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3. Построение решения задачи (1.1), (1.2). Положим далее: 

 

   . 

 

Тогда из (1.1) получаем: 

 

 

               (3.1)  

    

                                 ,                  (3.2) 

 

где            

 

Условия (1.2) перейдут в 

 

 .              (3.3) 

Обозначим, далее, (отметим, что величины 

- известны). Тогда (3.1) перепишется в виде: 

 

      (3.4) 

      

                                  

Поскольку нам известны   из (3.4), полагая 0t = , можно 

найти  зная  можно найти  и т.д. Таким путем могут 

быть найдены все . Но тогда, очевидно, справед-

ливо равенство 

 

  .     (3.5) 

 

Использовать ряд (3.5) удобнее для малых , огра-

ничиваясь конечным числом членов. Построив решение на промежутке 

,  и приняв за новые начальные условия , можно построить 

 для : 
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    и т.д. 

 

 В заключение сделаем одно полезное замечание.  Пусть: 

 

. 

 

Тогда нетрудно видеть, что справедливо равенство 

 

. 
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Аннотация. Целью настоящей работы является представление информации 
об исследованиях в области теории и практики  принятия решений в условиях веро-
ятностной неопределенности (задачи и модели  оптимума номинала), активно прово-
димых в нашей стране в период 60-90-х годов прошлого столетия.  

Вероятностная неопределенность присуща всем производственным процессам 
и учет ее находит выражение, в том числе, в задании не только номинала, но и допус-
ков на готовую продукцию, в наличии вероятности получения не только годной про-
дукции, но и брака. Автором постановки задач и разработки многих моделей опти-
мума номинала был Д.В. Свечарник. В моделях задач оптимума номинала учитывает-
ся разная полезность вероятностей выходных показателей производственных объек-
тов, характеризуемых как сложные системы. Можно провести некоторую аналогию 
между идеей Д.В. Свечарника и практически одновременно развиваемыми идеями 
оптимальных статистических решений, игр с природой, теории полезности, функци-
ей потерь Тагути. В данной работе проведен анализ этих идей и моделей, определено 
существенное отличие. Теория и практика моделирования задач оптимума номинала 
успешно развивалась в двух направлениях: исследованиях технологических процес-
сов и в проектировании новых изделий. В данной работе представлены новые мате-
матические модели в виде обобщенной функции эффективности оптимума номинала 
в одномерном и многомерном случаях, а также статические и многошаговые задачи 
при «управлении» параметрами распределения для достижения максимальной ожи-
даемой полезности результатов. Приведены формулы и рисунки, иллюстрирующие 
постановку задач об оптимуме номинала. 

Ключевые слова: производственные процессы, принятие решений, 
вероятностная неопределенность, полезность, модель оптимума номинала, функция 
эффективности. 
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Abstract. The purpose of this paper is to provide information on research in the field 
of theory and practice of decision making under probabilistic uncertainty (models of tasks 
the optimum of the nominal). In our country, in the period 60-90-ies carried out such stud-
ies. It is proposed to use the results of these studies in the new conditions - in terms of the 
design and operation of cyber-physical systems. Probabilistic uncertainty is inherent in all 
production processes and its accounting finds expression, including in the task not only of 
the nominal value, but also of the tolerances on the finished product, in the presence of the 
probability of obtaining not only suitable products, but also defective products. The author 
of the formulation of tasks and the development of many models of tasks the optimum of 
the nominal was D.V. Svecharnik. In models of problems of optimum nominal, the differ-
ent utility of probabilities of output indicators of production facilities characterized as com-
plex systems is taken into account. Some analogy can be drawn between the idea of D.V. 
Svecharnik and almost simultaneously developed ideas of optimal statistical solutions, 
games with nature, utility theory, Taguchi loss function. In this paper, an analysis of these 
ideas and models is carried out, a significant difference is determined.The theory and prac-
tice of modeling of tasks the optimum of the nominal was successfully developed in two 
directions: research of technological processes and in the design of new products. This pa-
per presents new mathematical models in the form of a generalized efficiency function of 
optimum nominal in one-dimensional and multidimensional cases, as well as static and 
multi-step problems with “managing” distribution parameters to achieve the maximum ex-
pected utility of the results. Formulas and figures are given illustrating the formulation of 
tasks the optimum of the nominal. 

Keywords: decision-making, production processes, probabilistic uncertainty, utility, 
tasks on the optimum of the nominal, efficiency function.  
 

Введение 
Настоящее время принято определять как четвертую промышлен-

ную революцию, для которой характерно полное взаимопроникновение 

цифровых технологий в промышленность. Основы их возникновения 

закладывались в прошлом веке, когда создавались различные автомати-

зированные системы управления в промышленности и началось внедре-

ние вычислительной техники в управление производственными процес-

сами. В то же время активно развиваются различные направления теории 

управления и принятия оптимальных решений, которые являются мате-

матическим фундаментом цифровизации управления. 

Совершенствование системы управления производством, повыше-

ние его эффективности, улучшение качества изделий на всех этапах – 

проектирования, изготовления, эксплуатации - является важнейшей за-

дачей. Проблема принятия оптимальных решений, являясь одной из са-

мых сложных проблем управления, усугубляется еще и тем, что весьма 

часто решения необходимо принимать в условиях неопределенности и 

при неполных знаниях о возможных последствиях управления. В таких 

условиях необходимо предварительное моделирование возможных си-

туаций принятия решений и оценка их последствий с последующим вы-

бором лучшего решения. В этих целях в статье предлагается использо-

вать идеи Д.В. Свечарника, которые впервые были опубликованы в ра-
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боте «Задача об оптимуме номинала при вероятностных расчетах» в 

1957 году [15], но разработаны были в начале 40-х. Далее модели и ме-

тоды оптимума номинала развивались в трудах его учеников [1-14].  

Задачи об оптимуме номинала относятся к классу задач принятия 

решений в условиях вероятностной неопределенности. Интересно отме-

тить, что в этот же период начинают активно развиваться и другие под-

ходы к решению задач принятия решений в условиях разного рода неоп-

ределенности, которые можно сопоставить с подходом Д.В. Свечарника. 

Это работы в области оптимальных статистических решений, игр с при-

родой, теории полезности, управления качеством Тагути. Проведем со-

поставление соответствующих моделей принятия решений. 

1. О некоторых моделях задач принятия решений в условиях 

вероятностной неопределенности. 

Идея оптимума номинала. Представим простейшую задачу об оп-

тимуме номинала словами автора [15, стр.1]: «I. Зная установленный на 

станке-автомате номинал, распределение плотности вероятности ошибок 

или иные подходящие характеристики точности   работы станка и значе-

ния отклонений от номинала, определяющие собой сортность продук-

ции, подсчитывают вероятность выдачи автоматом продукции того или 

иного сорта. При наличии сведений о прибыли соответственно по каж-

дому сорту и об убытке от брака при выходе продукции из допуска в ту 

или другую сторону мы можем подсчитать экономичность станка». За-

дача в такой постановке была названа «пассивной», поскольку ее реше-

ние позволяет только определить лишь конкретную существующую ха-

рактеристику системы - экономичность станка при заданном номинале, 

допусках, стоимости годной продукции и брака (заметим, что в 1935-

1937 годах Д.В. Свечарник, специалист в электромеханической технике, 

разработал и внедрил на Днепродзержинском металлургическом комби-

нате первую в СССР систему автоматизации прокатных станов). «Ак-

тивными» должны быть названы задачи [15, стр.1] «…у которых непо-

средственный результат расчета позволял бы, например, выбрать такую 

установку номинала на станке-автомате, при которой его экономичность 

была бы наиболее высокой при заданном распределении допусков и 

стоимости отдельных сортов и брака». Свою идею автор представляет в 

математической форме в виде различных форм функции эффективности 

оптимума номинала. Простейший вариант функции эффективности φ 

имеет вид: 
1

1

( ) ( )

in

i

i i

y c f y dyϕ
+

=

= ∑ ∫       (1) 

где у – выходной показатель произведенной продукции (параметр изде-

лия), i - полоса качества продукции, ci - «ценность», «полезность» i-й по-
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лосы (например, ценность годной продукции в поле/полосе допуска, 

«ценность» брака в «+» и в «-»), f(y) – плотность распределения значений 

показателя,  

                                       

1

( )

i

i

i

P f x dx

+

= ∫       (2) 

− вероятность попадания в интервал [i, i+1]. 

Задача оптимума номинала состоит в определении  у =у
0
ном такого, 

при котором достигается  

                            

1

0

1

max{ ( ) ( ) }

in

i

i i

y c f y dyϕ ϕ
+

=

= =∑ ∫
.    (3)

 

Экстремум функции эффективности φ0
 и соответствующий оптимум 

номинала у
0
ном определяется тем или иным численным методом в зави-

симости от конкретного определения функции эффективности. Заметим, 

решение не тривиально (не совпадает с заданным номиналом), когда не-

симметричны распределение и/или функция цены. Рис.1 иллюстрирует 
постановку задачи (1).  

Фактически, формула (1) является формулой определения ожидае-

мой полезности, концепция которой была выдвинута еще в 1738 году 

Д. Бернулли: ожидаемая полезность – это сумма частных полезностей, 

умноженных на их вероятности. Формула (3) – максимизация ожидае-

мой полезности («рациональное поведение»). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1. Иллюстрация постановки задачи оптимума номинала 
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Модели задач с риском, оптимальные статистические решения, 

игры с природой. В середине прошлого века, когда разрабатывалась ма-

тематическая теория принятия решений, было предложено немало кри-

териев и методов принятия решений для выбора наилучшего в зависи-

мости от вида неопределенности.  

В работах, например, Дж. фон Неймана и О. Моргенштерна, 

М. де Гроота, П. Фишберна и др. была предложена форма модели опре-

деления ожидаемой полезности в виде:  

        1

n

j j

j

U u P
=

=∑ ,                                                     (4) 

где Рi, ui – вероятность и полезность (utility) результата i.  

Если необходим выбор между стратегиями αi, то для принятия оп-

тимального решения можно  использовать критерий максимума ожидае-

мой полезности  

                      1

max , 1,2...
n

o

i ij ij
i

j

U U u P i m
=

 
= = = 

 
∑ .   (5) 

Отличие (4) от модели Д.В. Свечарника (1) состоит не только в за-

дании Рi – формула (2), но и в концепции постановки задач принятия 

решений с риском как «активных» задач. Это отличие расширило поле 

исследований и дало возможность формулировать различные  варианты 

задач оптимума номинала, как задач «управления» параметрами распре-

деления характеристик (показателей) производственных процессов.  

«Управление качеством». Рассмотрим теперь идею Г. Тагути 

(Genichi Taguchi) – «инжиниринг качества» в сопоставлении с идеей 

Д.В. Свечарника.  

Как известно, Тагути предложил параболическую функцию потерь, 

в которой объединил стоимостные и качественные показатели:  

                                   
( ) ( )2

0L x c x x= − ,     (7) 

где с – постоянная потерь, определяемая с учетом расходов производи-

теля изделий; (х-х0) – отклонение измеряемой характеристики х от номи-

нала х0; L(x) – функция потерь - величина, которая учитывает потери от 

бракованной продукции как со стороны потребителя, так и со стороны 

производителя, это «потери для общества». Показатели качества про-

дукции, которые полностью совпадают с их номинальными значениями, 

считаются качественными, всякое отклонение от номинала – потеря ка-

чества. Оптимальное решение – минимизация потерь. 

Как видим, отличие идеи оптимума номинала от идеи Тагути состо-

ит, во-первых, в разных подходах к оценке результатов производства из-
делий. В моделях Свечарника используется идея функции полезности, в 
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модели Тагути – функция потерь. Если рассматривать эти идеи с пози-

ций психологической теории принятия решений, то подход Тагути бли-

зок к теории проспектов («теории перспектив», Д. Канеман, А. Тверски, 

1979 г): «люди придают большое значение потерям, чем приобретениям, 

даже если их величина одинакова». Еще одним отличием модели опти-

мума номинала (1) от (7) является то, что в ней присутствуют вероятно-

сти получения различных результатов, теоретически предусмотрена воз-
можность учета большого числа «интервалов качества» и оценочная 

функция С может принимать как положительные, так и отрицательные 

значения, становясь функцией потерь в области брака. 

Для дальнейшего раскрытия модели задачи оптимума номинала 

приведем пример расчета значений функции эффективности. 

2. Пример решения задачи оптимума номинала. Пусть произво-

дится продукция 3-х сортов, и может быть получен брак в «+» и в «-». 

Определены «полезности» каждого из 5 интервалов значений Распреде-

ление значений у показателя качества продукции подчиняется нормаль-

ному закону распределения с определенными математическим ожидани-

ем m, совпадающим с номиналом (mном), и среднеквадратичным откло-

нением σ. Исходные данные пронормированы и приведены в табл. 1.  

Для расчетов воспользуемся авторской программной системой FE-

FON. 
Таблица 1.  

Фрагмент расчетов функции эффективности оптимума номинала 

 

 

По данным расчетов построена кривая функции эффективности оп-
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тимума номинала, рис.2. Оптимальное решение найдено в данном случае 

методом регулярного поиска с переменным интервалом поиска: 

φо
= 46,92 при m/σ= -0,6. При настройке процесса на номинальное значе-

ние m/σ= 0 функция эффективности φ= 43,83. 

Рассмотренная задача оптимума номинала является математически 

достаточно простой, но постановка ее для реального производства тре-

бует серьезных исследований по определению параметров задачи: зако-

на распределения показателей качества продукции, установления функ-

ции цены и др. В работах [3-6,8, 16] рассмотрено решение реальных 

производственных задач.  

 

 
Рис.2.График функции эффективности 

Определение оптимума номинала или оптимальной номинальной 

программы управления обусловлено спецификой производственных 

процессов, усложняющей постановку и решение задачи. Производствен-

ные процессы характеризуются наличием многих показателей качества, 

наличием большого количества управляющих факторов и неуправляе-

мых условий протекания процесса; возможна множественность оценок и 

возможность нескольких способов оценок одних и тех же значений вы-

ходных показателей, причем иногда противоположных друг другу; 

функционирование производственных объектов происходит в условиях 

всевозможных помех. Кроме того, часто необходимо согласовывать ча-

стные цели отдельных звеньев технологического процесса с общей зада-

чей производства или согласовывать цели нескольких производств меж-

ду собой. Все это привело к разработке вариантов моделей задач опти-

мума номинала. 

Задачи типа (1) были названы задачами оптимума номинала первого 
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класса с дискретной функцией цены. В этих задачах оптимум определя-

ется только по математическому ожиданию показателя качества (или по 

сдвигу от номинального математического ожидания).  

Модель имеет вид:  

                         
1

( , ) ( , )

iн

yiкn

y i y

i y

С m c f y m dyϕ
=

= ∑ ∫ .   (8) 

Практически, установка оптимума номинала в этом случае требует 

поднастройки технологического процесса к условиям конкретного про-

изводства с учетом соответствующих ему экономических оценок.  

Если оптимум номинала определяется с учетом варьирования σ 

(требуется установка более точных регуляторов, появляются затраты на 

«управление» σ), а также с учетом варьирования параметров распреде-

ления несимметричного распределения (ассиметрии, эксцесса), то такие 

задачи были отнесены к задачам второго класса. 

Названные модели задач оптимума номинала являются целевыми 

функциями без ограничений, учитываемых в явном виде. В работах 

[11,12,13] была предложена идея обобщенной функции эффективности 

оптимума номинала, в которой помимо целевой функции имеются огра-

ничения на взаимосвязь переменных и на параметры. Так, для задачи 

второго класса с варьируемыми m и σ модель имеет вид 
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В модели (9): - целевая функция, (a) и (b) – ограничения на взаимо-

связь переменных («уравнения управления» параметрами распределе-

ния), (c) – ограничения на показатель. Рис.4 иллюстрирует постановку 

такой задачи. 

На рис. 3: а) - первые группа графиков изображают сдвиги по оси у 

кривых плотности распределения с малой (сплошные линии) и большой 

дисперсиями (штрихпунктирные линии), которые изменяются (управля-

ются) согласно функциям А и Б; на оси Х отмечены границы допусти-

мых значений; б) – вторая группа графиков изображает дискретные 

функции цены для вариантов А и Б; в) – третья группа графиков изобра-

жают функции эффективности оптимума номинала для решения задач с 

большей и меньшей дисперсией; графики (г) изображают производную 
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от функций эффективности. На графиках функции эффективности до-

полнительно проиллюстрированы возможные отклонения ∆φ от расчет-
ного значения φо

 при исследовании чувствительности решений к вариа-

циям параметров 

 

 
Рис. 3. Иллюстрация постановки и решения задачи оптимума номинала второго  

класса на модели обобщенной функции эффективности 

 

3. Варианты обобщенной функции эффективности оптимума 

номинала. В процессе исследований было предложено четыре типа мо-
делей оптимума номинала: одномерные, многомерные, динамические, 
многошаговые, в каждом из которых выделялись группы задач первого и 
второго классов с дискретной и непрерывной функциями цены, случай-
ными и неслучайными ценами и границами областей. Целевые функции 
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в общем виде строились как функции от моментов распределения, что, в 
том числе, удобнее при обработке данных о распределениях, получае-
мых при контроле за выпускаемой продукцией.Например, для одномер-
ной задачи оптимума номинала второго класса с дискретной функцией 
цены модель имеет вид 
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где Mh – моменты распределения, M1, M2, M3, M4 – оценки соответствен-

но математического ожидания, дисперсии, меры косости и крутости рас-

пределения. 
Модель многомерной динамической функции эффективности вто-

рого класса с непрерывной функцией цены имеет вид  
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 Производственные процессы чаще всего многоэтапны, обработка 
исходных материалов на разных стадиях может происходить в разных 

агрегатах (станках) – рис. 4.  
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Рис. 4. Многоэтапный производственный процесс 

Для многоэтапных процессов предложены модели многошаговых 

задач оптимума номинала    
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1
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Ф τ
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= ∑                                                      (10) 

где φ  – один из типов функции эффективности оптимума номинала.  

Заключение  
Представленный краткий обзор моделей оптимума номинала  пред-

назначен для ознакомления с направлением работ в области вероятност-
ных задач принятия решений для различных технологических процессов 

и производственных систем. Для сложных систем, которые представля-

ют собой единое целое из различных природных объектов и искусствен-

ных подсистем, требуются новые подходы к моделированию, к обеспе-

чению связи между вычислительными и физическими ресурсами. Под-

ход к обоснованию и принятию управленческих решений на основе кон-

цепции оптимума номинала много шире применения его к производст-
венным системам. Математический аппарат задач оптимума номинала 

может рассматриваться не только в техническом, но и в более широком, 

экономическом аспекте.  
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Известно, что научное направление «природные вычисле-

ния», объединяющее математические методы, в которых заложен прин-

цип природных механизмов принятия решений, в последние годы полу-

чает все более широкое распространение для решения различного круга 

задач оптимизации, в том числе задач криптоанализа. В [1] авторами 

рассматривалoсь решениe задач криптоанализа, относящихся к перебор-

ным задачам с экспоненциальной временной сложностью: традицион-

ных симметричных криптосистем, использующих шифры перестановки 

и замены, в [2,4] – симметричных и ассиметричных криптосистем с ис-

пользованием алгоритмов муравьиных и пчелиных колоний. Исследова-

нию возможности применения методов генетического поиска для реали-

зации криптоанализа блочных криптосистем посвящена работа [3]. По-

скольку данные задачи криптоанализа в большинстве случаев являются 

NP-полными и имеют комбинаторную сложность, то, как отмечено в [1], 

основным мотивом для разработок новых алгоритмов решения комбина-

торных задач являются возникшие потребности в решении задач боль-

шой и очень большой размерности. 

Тем не менее, как отмечено в ряде работ (например, в [2]), сущест-
вующие структуры алгоритмов генетического поиска фактически явля-

ются “слепыми” поисковыми структурами с присущими им недостатка-

ми. Поэтому можно утверждать, что актуальной является задача иссле-

дования и разработки эвристических методов, являющихся аналогами 

природных систем, в которых осуществляется поэтапное построение 

решения задачи.  

В настоящее время возникает вопрос о возможности применения 

комбинированных биоинспирированных алгоритмов для реализации 

криптоанализа, в частности, о возможности разработки методов, соче-

тающих основные черты генетических и муравьиных алгоритмов. В этом 

плане можно отметить работу [5], посвященную разработке популяцион-

ных алгоритмов оптимизации (в том числе гибридизации популяцион-

ных алгоритмов), в которой отмечаются три категории гибридных алго-

ритмов: вложенные алгоритмы, алгоритмы типа препроцес-

сор/постпроцессор, коалгоритмы.  

В категории методов гибридизации вложением выделяют высоко-

уровневую и низкоуровневую гибридизации. 

Высокоуровневая гибридизация вложением предполагает слабую 
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связь объединяемых алгоритмов, обычно при этом данные алгоритмы 

сохраняют значительную независимость. 

При низкоуровневой гибридизации комбинируемые алгоритмы 

объединены достаточно сильно, так что при низкоуровневой гибридиза-

ции алгоритмов, по сути, имеет место формирование нового алгоритма. 

Общая схема последовательной высокоуровневой гибридизации вложе-

нием представлена в [5], примеры высокоуровневой гибридизации – 

комбинированные алгоритмы криптоанализа шифров перестановок 

(комбинирование генетического алгоритма, а также алгоритмов муравь-

иных и пчелиных колоний) приведены в [6,7]. Отметим также, что в [6,7] 

приводится соотношение, показывающее, что при использовании ком-

бинированных биоинспирированных алгоритмов вероятность улучше-

ния частичного решения на каждой итерации не может быть меньше ве-

роятности улучшения частичного решения при использовании каждого 

классического биоинспирированного алгоритма. Этот вывод подтвер-

ждает целесообразность разработки и использования комбинированных 

биоинспирированных методов и алгоритмов для решения оптимизаци-

онных одно- и многоэкстремальных задач. 

В данной работе рассматриваются возможности построения мате-

матических моделей на основе комбинированных биоинспирированных 

методов и их применение для криптоанализа асимметричных и блочных 

систем шифрования. 

Математическое моделирование как инструмент криптоанали-

за. Криптоанализ тесно связан с математическим моделированием. Под 

математической моделью применительно к криптоанализу понимается 

представление о скрытой реальностиi
 (процессов шифрования и дешиф-

рования сообщений) в математическом описании некоторой системы, 

исследование которой предоставляет информацию о данной реальности. 

Математическое моделирование в задачах криптоанализа представляет 
собой процессы обоснования, формирования и исследования математи-

ческих моделей для решения задач криптоанализа. В задачах криптоана-

лиза объектом исследования являются закрытые и соответствующие им 

открытые сообщения, а предметом исследования− методы и алгоритмы 

шифрования и дешифрования. Объект исследования заменяется матема-

тической моделью, которая подвергается изучению. 

Среди основных  требований к моделям системы криптоанализа 

можно отметить следующие основные:  адекватность (модель должна 

достаточно точно отображать свойства объекта – системы криптоанали-

за); полнота (модель должна обеспечить пользователя всей необходи-

мой информацией о системе криптоанализа); гибкость (то есть возмож-

ность воспроизводить различные ситуации криптоанализа во всем диа-
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пазоне изменения условий шифрования/дешифрования и различных па-

раметров открытых и закрытых сообщений); приемлемая трудоёмкость 

(трудоемкость и временная сложность разработки модели криптоанализа 

должна быть в рамках предоставляемых разработчику модели времен-

ных и программных ресурсов). 

Таким образом, в результате моделирования реализуется процесс 

построения модели объекта−системы криптоанализа и производится ис-

следование свойств моделируемой системы для решения различных за-

дач с использованием разнообразных методов и средств. Математиче-

ские методы криптоанализа описывают объекты или процессы в их иде-

альном состоянии, которые построены на этапе содержательного моде-

лирования. 

Модели криптоанализа можно классифицировать по способу 

представления объекта исследования (на закрытые и соответствующие 

им открытые сообщения) − на структурные и функциональные модели 

криптоанализа.   

Структурные модели описывают объект исследования в виде де-

тализированной системы шифрования и дешифрования или криптоана-

лиза.  

Функциональные модели отражают только входные и выходные 

информационные потоки, проходящие через «чёрный ящик»-систему 

криптоанализа. На практике возможна комбинация структурных и функ-

циональных моделей шифрования или криптоанализа. 

Для упрощения модели криптоанализа её, по возможности, сводят 
к линейной, детерминистской, динамической, сосредоточенной и непре-

рывной. При её построении проводится много допущений, которые на 

практике не всегда выполняются.  

В некотором приближении подобные упрощённые модели крип-

тоанализа могут в достаточной степени описывать реальную систему 

шифрования и дешифрования. При уточнении отдельных параметров, 

касающихся исходных данных, алгоритмов шифрования можно расши-

рить область применения исследуемой модели криптоанализа. 

Математические модели криптоанализа могут обладать важным 

свойством универсальности, благодаря которому принципиально разные 

реальные процессы шифрования/дешифрования могут описываться 

идентичной математической моделью (изоморфизм законов). Таким об-

разом, важно систематизировать процессы, чтобы минимизировать ко-

личество моделей криптоанализа, покрывающих множество исходных 

данных и алгоритмов.  

Представляется весьма важным этап оценки эффективности ал-

горитмов и методов криптоанализа, интегрированных в математиче-
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скую модель. Показателем эффективности криптоанализа может быть 

отношение величины объёма расшифрованных сообщений к общему 

объёму закрытых сообщений по определённому алгоритму за некоторое 

время, что может быть также выражено в виде стоимости операций 

криптоанализа (стоимости разработки математического и программного 

обеспечения плюс стоимость машинного времени). 

Численные методы криптоанализа и их программные реали-

зации. Под численными методами понимаются методы приближённого 

решения математических задач, которые сводятся к выполнению опре-

делённого количества элементарных операций над числами. благодаря 

численным методам, математические задачи сводятся к вычислениям, 

производимыми вручную или с помощью компьютеров. Численные ме-

тоды составляют отдельную область математики и используются в раз-
личных прикладных направлениях. Современные проблемы криптоана-

лиза невозможно решить без привлечения мощной вычислительной тех-

ники, которая функционирует по алгоритмам, базирующимся на числен-

ных методах.  

К вычислительным (численным) методам относятся методы реше-

ния математических задач в численном виде. 

Основными для вычислительных методов являются: 

− методы решения систем линейных уравнений; 

− методы интерполирования и приближенного вычисления 

функций; 

− методы численного интегрирования; 

− методы численного решения системы нелинейных уравне-

ний; 

− методы численного решения обыкновенных дифференци-

альных уравнений; 

− методы численного решения уравнений в частных производ-

ных (уравнений математической физики); 

− методы решения задач оптимизации. 

Каждый из численных методов имеет некоторый набор характери-

стик, важнейшей из которых является точность. Для задач криптоана-

лиза важно получить результат расшифровки сообщения, наиболее соот-
ветствующий исходному открытому сообщению. При этом при решении 

задач криптоанализа возникают погрешности, которые влияют на точ-

ность конечного результата расшифровки. 

Переходы от непрерывных к дискретным моделям формируют по-

грешности в аппроксимации, к которым добавляются погрешности ок-

ругления вычислений, которые могут затруднить конечную идентифика-

цию открытых сообщений. 
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На точность криптоанализа влияет сходимость используемых для 

подобной задачи численных методов. Например, применительно к дис-

кретным методам (при замене непрерывных функций на множество пар 

значений абсцисс и ординат) сходимость выражается в стремлении зна-

чений решения метода к определённым значениям решения исходной 

задачи при минимизации параметра дискретизации значений абсциссы.  

Задача криптоанализа считается корректно поставленной, если 

при любых значениях закрытых сообщений существует единственное и 

устойчивое решение в виде открытого сообщения. Некорректно сфор-

мулированные задачи не могут иметь однозначных решений с помощью 

численных методов, ввиду возникающих погрешностях в вычислениях, 

которые приведут к значительным искажениям результатов. 

Устойчивость численного метода криптоанализа – это чувстви-

тельность метода к отклонениям в исходных данных по алгоритмам 

шифрования, ключам и закрытым сообщениям. Задача криптоанализа 

будет устойчивой, если небольшие погрешности в исходных параметрах 

ведут к незначительным и устранимым погрешностям в решении. 

Задача криптоанализа не устойчива, если незначительные погреш-

ности в исходных параметрах вызывают значительные отклонения в ре-

шении или к неверным результатам. Неустойчивые задачи криптоанали-

за, обычно, чувствительны к незначительным отклонениям в исходной 

информации, что характерно для современных алгоритмов шифрования.  

Подобные классы задач нуждаются в гарантированных оценках точно-

сти вычислений открытых сообщений, что привело к появлению интер-

вального анализа. 

Таким образом, оптимальным алгоритмом будет являться алго-

ритм, у которого погрешность вычислений минимальна, либо мини-

мально количество операций при заданной погрешности. Следовательно, 

для достижения необходимой точности задачи криптоанализа необхо-

дима её корректная постановка, а используемый численный метод дол-

жен быть устойчивым, корректным и иметь сходимость. 

Для задач криптоанализа, вместе с показателями точности, сходи-

мости, устойчивости и корректности, имеет большое значение миними-

зация трудоёмкости вычислительного процесса, поскольку методы 

шифрования  противоположной стороны направлены именно на повы-

шение вычислительной сложности криптоанализа. Собственно, сами вы-

числительные задачи определяются объёмом памяти, необходимым для 

поиска решения, а также временем, которое требуется при выполнении 

вычислений, измеряемое количеством элементарных операций (сложе-

ния, умножения, и т.д.), необходимых для решения задачи. 

Таким образом, процесс решения задачи криптоанализа с модели-
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рованием процесса расшифровки закрытого сообщения представляется в 

виде последовательности следующих этапов. 

1. Постановка задачи криптоанализа с учётом физики процесса. 

2. Математическая постановка задачи криптоанализа. 

3. Алгоритмизация. 

4. Программирование. 

5. Отладка программы. 

6. Проведение вычислительных расчетов. 

7. Анализ полученных результатов 

Применение математических моделей криптоанализа (комби-

нированных биоинспирированных алгоритмов) для криптоанализа 

асимметричных криптосистем. Основные понятия асимметричных 

криптосистем, а также их первый представитель – алгоритм RSA – опи-

саны в [2]. Следует заметить, что действующие ассиметричные алгорит-
мы шифрования, в основном, основаны на задачах факторизации (на-

пример, алгоритм RSA) и дискретного логарифмирования в различных 

алгебраических структурах. Для криптоанализа асимметричных шифров 

применяется универсальный метод, например, так называемый метод 

«встречи посередине».  

Также возможный подход для криптоанализа асимметричных 

криптосистем связан с проблемой факторизации целых чисел и дискрет-
ного логарифмирования, на которой основывается асимметричный 

шифр RSA.  

Отметим, что в [2] описано применение алгоритма генетического 

поиска для решения задачи определения вариантов разложения заданно-

го числа N  на множители (то есть нахождения делителей большого це-

лого числа N). При этом при криптоанализе асимметричных криптоси-

стем (c пoмoщью алгоритма RSA) актуальной является задача: если чис-

ло N известно получателю в качестве модуля, то можно ли представить 

число N в виде произведения двух простых чисел Р и Q, то есть N=P·Q, 

где P и Q – простые числа. Как отмечено в [2], задача разложения чисел 

на простые множители, как и задача проверки простоты числа является 

одной из основных теоретико-числовых задач, используемых в крипто-

графии. 

Рассмотрим возможность применения комбинированного метода, 

представляющего собой комбинирование генетического и муравьиного 

алгоритмов нахождения делителей числа, разработанных в [2, 4], для 

поиска на числовом отрезке [0, N] точки D, удовлетворяющей условию 

OD=n1·P, DN= n2·P, n1·P+ n2·P=P·Q, 

где О – начало отрезка, N – конец отрезка, n1, n2 – целые числа, P, Q – 
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простые числа (то есть для поиска точки D,являющейся делителем числа  

N).  

1. Представить пространство отрезка [0, N] в виде вершин графа, 

где вершины соответствуют популяции чисел, принадлежащих данному 

отрезку. Определить оценки: L
*
 – длины оптимального маршрута, F

*
 – 

точности решения, задать номер итерации t=1. 

2. Случайным равновероятным образом формируются М маршру-

тов муравьев, включающих заданное число вершин  m, для каждого 

маршрута i определить значение целевой функции Li  как Li= ( )
1

m

i

i

F x
=
∑ , 

где  – вес вершины графа xi, определяемый как 

( )i

i i

N N
F x

x x

   
= −   
   

, то есть равен дробной части частного, полученного 

от деления числа  N на число  xi. Подсчитать значение целевой функции 

для каждой вершины  D маршрута как 
N D

n
D

− =  – целое, ( )1D n N+ =  . 

 3. Проведение операции кроссинговера полученных маршрутов-

индивидуумов путем представления множества чисел, соответствующих 

вершинам, в двоичной форме и проведения кроссинговера над получен-

ными двоичными хромосомами. 

4. Проведение операции мутации индивидуумов популяции на ос-

нове заданной нормы мутации, получение заданного количества мутиро-

ванных потомков путем обмена значений генов в произвольно выбран-

ных позициях. Подсчет целевых функций Li вновь полученных маршру-

тов-индивидуумов. 

5. Провести отбор маршрутов-индивидуумов для формирования 

нового поколения и сокращения популяции в соответствии с заданным 

критерием отбора. 

6. На ребрах ij каждого маршрута r отложить количество феромо-

на, определяемое как  (W – параметр порядка длины опти-

мального маршрута, определяющий уменьшение  с увеличением це-

левой функции (длины маршрута ). 

7. Для каждого ребра ij определить результирующую концентра-

цию феромона как , где р – количество маршрутов, которым 

принадлежит данное ребро. 

8. Для каждого ребра провести испарение феромона в соответст-

вии с формулой , где  –  коэффициент ис-
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парения. 

9. Ecли получен маршрут Tr(τ)  длиной Lr(τ), которая предпочти-

тельнее L
*
, и маршрут содержит вершину xi, для которой ([F(x)]i)<F*, то 

обновить L
*
 и F. 

10. Сформировать d·M новых маршрутов муравьев (d<1), для ко-

торых определяются критерии . Если оптимальное зна-

чение критерия не изменяется в течение достаточно большого количест-
ва циклов, то поиск завершается с найденным значением кратчайшей 

длины маршрута L
*
 и вершины xi, для которой ([F(x)]i) минимально, в 

противном случае провести селекцию индивидуумов, определить t=t+1 и 

произвести возврат к шагу 3 алгоритма. 

Отметим, что, как и в [6], в данном алгоритме операторы 2-5, 10 

соответствуют операторам генетического алгоритма обеспечивая форми-

рование пространства решений и глобальный поиск, операторы 6-9 соот-
ветствуют операторам муравьиного алгоритма и обеспечивают локаль-

ный поиск в пространстве решений.  

Отметим, что для повышения эффективности гибридного алгорит-
ма возможно (аналогично [6]) использование весового коэффициента R, 

который может  быть использован для уменьшения (или увеличения) ве-

са вершин, наиболее близкого к оптимальному (или далекого от опти-

мального). Также для формирования маршрутов может быть использо-

вано определение вероятности перехода Pij между вершинами xi   и   x j, 

которая аналогично  [2,4] может быть определена как 

        , 

где Fj – вес вершины j, J − множество всех вершин пространства поиска. 

Очевидно, применение данного соотношения при формировании мар-

шрутов приведет к тому, что вершины с наименьшим весом (то есть яв-

ляющиеся делителями числа N с наибольшей точностью) будут принад-

лежать максимальному количеству маршрутов с наибольшей вероятно-

стью. 

Рассмотрим пример, иллюстрирующий возможность факторизации 

составного числа [2]. Пусть N=40217, вычислительная система содержит 
128 параллельно работающих процессоров, и в интервале [0,314]  при 

формировании маршрута 1 ему принадлежит вершина, соответствующая 

числу Dt1=305=(100110001)2, при формировании маршрута 2 ему принад-

лежит вершина, соответствующая числу Dt2=187=(010111011)2, при фор-

мировании маршрута 3 ему принадлежит вершина, соответствующая 

числу Dt3=214=(011010110)2. В этом случае при проведении одноточечно-

го кроссинговера между маршрутами 2 и 3 и двоичных хромосом, соот-
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ветствующих  числам Dt2  и Dt3 при выборе точки скрещивания после 3 

позиции получим потомков =(010010110)2=150, =(011111011)=251. 

Oпределяя целевую функцию для данных вершин-потомков в со-

ответствии с п. 2 алгоритма, получим: ; 268=40200; 

; ·160=40160.  B данном случае оптимум не достигнут.  
Пусть далее проводится кроссинговер между маршрутом 1 и мар-

шрутом, содержащим потомок 1. В этом случае при скрещивании дво-

ичных хромосом, соответствующих числам Dt1 и  и выборе точки 

скрещивания после 4 позиции получим потомков =(010010001)2=145, 

=(100110110)2=310. Для данных хромосом оптимум целевой функции 

также не достигается: ; ·277=40165; 128,7; 

·129=39990. 

Пусть после проведения кроссинговера в потомке  проведена 

мутация путем замены генов в 5 и 8 позициях, тогда будет иметь вид 

=(010000011)2=131. Данная хромосома приводит к достижению оп-

тимума, так как =306; 307=40217. 

Проводя в потомке 2 мутацию путем замены генов в 7 и 9 позици-

ях, получим потомок =(100110011)2=307. Данная хромосома приво-

дит к достижению оптимума, так как 130; ·131=40217. 

Таким образом, проводя реализацию комбинированного алгоритма 

в интервале [0,314] можно определить вершины графа, соответствующие 

числам D1=131 и  D2=307, являющиеся делителями числа   N=40217. По-

скольку других вершин графа, определяющих оптимум целевой функ-

ции, не определено, число N не имеет других делителей, и числа D1 и  D2 

являются простыми. Как отмечено в [2], если при бесконечном увеличе-

нии числа интервалов поиска точка D не определяется, число N с боль-

шой долей вероятности является простым.  

Применение математических моделей криптоанализа (комби-

нированных биоинспирированных алгоритмов) для криптоанализа 

блoчных криптосистем. Отметим, что применение биоинспирирован-

ных методов для криптоанализа блочных криптосистем (генетических 

алгоритмов, алгоритмов муравьиных и пчелиных колоний) рассмотрено 

в [3]. Как отмечено в [3], отличительной особенностью применения био-

инспирированных методов криптоанализа  является возможность ис-

пользования самого алгоритма шифрования (или расшифрования) в ка-

честве целевой функции для оценки пригодности ключа, определенного 

с помощью генетических операций. Поэтому можно утверждать, что при 
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использовании биоинспирированных методов процесс определения сек-

ретного ключа  зависит не столько от сложности шифрующих преобразо-

ваний, сколько от самого биоинспирированного метода, который должен 

обеспечивать достаточное разнообразие генерации ключей.  Данный мо-

мент является определяющим также при использовании комбинирован-

ных методов определения ключей, реализация которых может осуществ-

ляться аналогично методам, описанным в [3]. 

Следует также заметить, что задача определения секретного ключа 

является в общем случае задачей нахождения экстремума немонотонной 

функции, значение которой в каждой точке не дает информации о при-

ближении к оптимуму. В этом плане изучение эффективности примене-

ния биоинспирированных методов направленно-случайного поиска и их 

комбинированных вариантов (с использованием гибридизации «вложе-

нием») является одной из актуальных на сегодняшний день задач.  

Заключение. Таким образом, в данной работе была отмечена ак-

туальность исследования возможности применения методов направлен-

но-случайного поиска (биоинспирированных методов) для решения за-

дачи криптоанализа, рассмотрены возможности построения математиче-

ских моделей криптоанализа на основе комбинированных биоинспири-

рованных методов, разработан «гибридный» биоинспирированный алго-

ритм для задачи факторизации составных чисел. 
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Сегодня существует определенная совокупность методов для срав-

нения альтернативных образцов сложных систем или проектов и оценки 
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уровня качества. Тем не менее встречаются затруднения в их примене-

нии, которые вынуждают продумывать другие подходы, которые смогли 

бы учитывать своеобразность задачи сравнения, которая заключается в 

следующем: 

- обосновании функционально однородных групп сравнения слож-

ных технических систем и альтернативных образцов, 

- в сравнении аналогов образцов техники. 

В ходе сравнения и выбора альтернативы зачастую необходимо 

решить вопрос предпочтительности того или иного варианта по не-

скольким показателям. 

Одним из достаточно простых методов, дающих понятные и легко 

интерпретируемые результаты является кластерный анализ. Он позволя-

ет анализировать большие по объему наборы данных.  

В целом, под кластерным анализом (кластеризацией) понимается 

задача разбиения всей совокупности рассматриваемых объектов на от-
дельные группы (классы) со сходными характеристиками и определение 

взаимных отношений между ними.  

Алгоритмы кластерного анализа делятся на два основных типа: 

иерархические и неиерахические. Основное их отличие в том, что алго-

ритмы первого типа кроме разбиения объектов на группы (кластеры) по-

казывают и их взаимное расположение (иерархию). Методы второго ти-

па ограничивается описанием того, к каким классам относятся анализи-

руемые объекты. 

Для сравнения предлагается использовать метод многомерной ие-

рархической классификации, являющейся одним из подходов кластерно-

го анализа, который дает возможность: 

- обозначить наиболее важные характеристики; 

- на их основе разложить исходный набор образцов на группы; 

- прийти выбору одного или нескольких предпочтительных вари-

антов. 

Задача разбиения элементов множества на отдельные группы объ-

ектов называется кластеризацией. Полученные группы называют класте-

рами. Внутри каждого кластера должны находиться наиболее схожие 

объекты, и элементы разных кластеров должны быть отличны друг от 
друга. 

Кластеризация отличается от классификации тем, что количество 

групп (кластеров) не задано и будет определено посредством работы ал-

горитма. 

Применение кластерного анализа разбивается на нижеперечислен-

ные этапы: 

1.Выбор объектов. 
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2.Определение параметров, оценивающих объект. При необходи-

мости – нормализация значений переменных. 

3.Расчет меры сходства объектов.  

4.Применение методов кластерного анализа. 

5.Выведение результата кластеризации. 

Сначала необходимо определить вектор характеристик для каждо-

го объекта. После этого проводиться нормализация характеристик для 

того, чтобы они имели одинаковый вклад при вычислении расстояния. 

Алгоритм решения предполагает следующие этапы: 

1. Представление исходной матрицы «объект-свойство» в виде 

нормированной матрицы ||zij||. Для этого по формуле (1) вычисляется ма-

тематическое ожидание каждой из характеристик объекта, а также по 

формуле (2) величина среднего квадратического отклонения: 
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Каждый элемент матрицы ||zij|| определяется исходя из выражения: 
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2. Расчет весовых коэффициентов (потенциалов) характеристик 

объектов. Данное действие выполняется в предположении того, что в 

качестве меры близости предлагается использовать «взвешенное» Евк-

лидово расстояние. Потенциалы характеристик предлагается определять, 

используя выражение (4): 
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3. Расчет «взвешенного» Евклидова расстояния по формуле (6): 
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где dik – расстояние (суммарное) между объектами i и k; 
)( j

i
x  – j-я характеристика i-го объекта; 

)( j

k
x  – j-я характеристика k-го объекта. 

4. Пошаговое выделение кластеров (классов). 

На каждой итерации определяется Dmin, которое равно какому-то 

из dpq. Затем выполняется объединение классов р и q в один (новый) кла-

стер, которому присваивается имя s. Для этого используются следующие 

зависимости (7) и (8): 
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где dp, dq – средневзвешенные меры близости; 

mp – количество элементов в кластере p; 

mq – количество элементов в кластере q. 

5. Графическое представление результатов многомерного сравне-

ния вариантов целесообразно выполнять в виде графа иерархии (дендро-

граммы). Дендрограмма строится следующим образом: на основе матри-

цы сходств выделяются два наиболее близких объекта, т.е. имеющие 

максимальный коэффициент сходства. Они объединяются в одни класс. 

Затем в матрице заново пересчитываются сходства между всеми остав-

шимися объектами и этим, новым, классом. Опять выделяют два объекта 

и объединяют их, и так до тех пор, пока все они не будут объединены в 

один класс. 

Результатом решения является кортеж предпочтений в порядке 

убывания приоритета (взвешенной меры близости к эталону) для всех 

возможных вариантов оборудования.  

Таким образом, использование предлагаемого математического 

аппарата кластерного анализа к сравнению систем (объектов, проектов) 

и выбору оптимального для конкретных условий обстановки позволяет 
лицу, принимающему решение, быть более объективным в оценке и вы-

боре при решении прикладных исследовательских задач. 

Традиционно в процессе принятия и обоснования оптимальных 

решений выделяется три этапа: постановка задачи, построение множест-
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ва альтернатив и сравнение, выбор лучшей из них.  

С целью сравнения сложных технических систем применяется ма-

тематический аппарат методов сравнения по совокупности качественных 

и количественных показателей. Данные методы включают как правило 

следующие основные этапы: определение номенклатуры единичных по-

казателей; нормировка единичных показателей; определение значимости 

каждого единичного показателя; расчет коэффициентов близости срав-

ниваемых вариантов к эталону. 

Так в методах сравнения систем на основе количественных показа-

телей используют подходы на основе математических моделей нормиро-

вания минимизируемых и максимизируемых показателей качества.  

Алгоритм применения метода сравнения на основе количествен-

ных показателей включает следующие основные этапы: 

1. Определение перечня сравниваемых вариантов. 

2. Определение номенклатуры единичных показателей. 

3.Нормировка единичных показателей. 

4. Определение значимости каждого единичного показателя. 

5. Расчет коэффициентов близости сравниваемых вариантов к эта-

лону с помощью выражения (9): 
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где αi – вес показателя, определяемый экспертами. 

На основе рассчитанных значений коэффициентов близости фор-

мируется кортеж предпочтения рассматриваемых вариантов. 

С целью нормирования показателей качества сложных техниче-

ских систем используются различные методы  (подходы), представляю-

щие собой совокупность математических моделей нормирования мини-

мизируемых и максимизируемых показателей качества. 

Многообразие методов нормирования показателей качества обу-

словливает практический интерес в проведении их анализа с целью 

оценки адекватности и выявления достоинств и недостатков.  

Для удобства восприятия и проведения анализа, существующие 

методы представим в таблице 1. 

В результате проведенных вычислений получен итоговый кортеж 

предпочтения сравниваемых образцов. 

Сегодня существует определенная совокупность методов для срав-

нения альтернативных образцов сложных систем или проектов и оценки 

уровня качества. Тем не менее, встречаются затруднения в их примене-

нии, которые вынуждают продумывать другие подходы, которые смогли 

бы учитывать своеобразность задачи сравнения. 
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Таблица 1 

Методы нормировки показателей 

Метод Математическая модель 

максимизируемого показателя 

 x
xx

max
~ =  

I 
минимизируемого показателя 

 x
xx min~ =  

максимизируемого показателя 

 
( ) ( )xxxxx minmaxmax1~ −−−=  

II 
минимизируемого показателя 

 
( ) ( )xxxxx minmaxmin1~ −−−=  

максимизируемого показателя 

 x
xx

max
~ =  

III 
минимизируемого показателя 

 
xxx max1~ −=  

максимизируемого показателя 

 
( ) ( )xxxxx minmaxmin~ −−=  

IV 
минимизируемого показателя 

 
( ) ( )xxxxx minmaxmin1~ −−−=  
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[1] [2] [3] [4] [5] [6] [7] [8] [9] [10] [11] [12] [13] [14] [15] [16] [17] [18] 

Управление питанием индивида или целого коллектива, несмотря 

на кажущуюся простоту, относится к сложным системам междисципли-

нарного характера, где используются знания медицинской диетологии, 

технологий кулинарных и пищевых производств, органической химии, 

психологии и других наук [1, 2, 3, 8]. 

В комплексе задач, решаемых в системе рационального управле-

ния питанием, ключевым звеном является разработка меню, соответст-
вующего задаче лечебной или поддержания функциональных способно-

стей организма, обеспечивающего потребности в энергии, пищевых ве-

ществах, микронутриентах, а также реализующих индивидуальные осо-

бенности восприятия пищи. В персонифицированном питании [9] такой 

ключевой задачей является составление набора суточных меню на пери-

од (неделю), с использованием конкретных рецептур и выходов блюд, по 

заданному составу приемов пищи и разделов меню, общему весу пищи, 

так, чтобы результат был оптимален по многокритериальному набору 

показателей. 

Численное представление параметров оценки питания и его ком-

понент, являясь основой для практической реализации рационального 

подхода, обеспечивает объективное упорядочение вариантов, создает 
возможность исчисления меры близости оценок, в том числе основной 

оценки соответствия фактического показателя норме. В качестве основ-

ных измерителей при оценке качества питания, в смысле его полезности 

для организма, используют энергетическую ценность (калорийность) и 

содержание пищевых веществ основных (белки, жиры, углеводы) и ми-

норных (витамины и микроэлементы). Множество таких показателей 

будем называть нутриентами. Для оценки предпочтений потребителя 

(например, вкусовых) и экспертных оценок используются балльные 

шкалы. Для других показателей используются обычные измерители, так 

как цена, вес, изначально имеющие числовую форму. 

Значения нутриентного состава рецептур определяются по составу 

ингредиентов [16, 18]. Расчет нутриентного состава рецептуры ведется 

по формуле: 

, 

где:  – набор (множество, вектор) нутриентов, описывающих блюдо 

n – номер нутриента, 

i – номер ингредиента, 
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НП100in– содержание нутриента n в ингредиенте i (на 100 г), 
Весi – количество i-го ингредиента в граммах, 

ППОn– процент потерь при технологической обработке по нутри-

енту n. 

К критериям оптимизации меню относятся: соответствие нутри-

ентного состава индивидуальному нормативу потребления, нормам по 

натуральным показателям, стоимости (экономической приемлемости), 

структура калорийности по приемам пищи, пищевые непереносимости, 

индивидуальные предпочтения, разнообразие, сочетаемость блюд.  

Дополнительные оценки (индикаторы): сбалансированность бел-

ков/жиров/углеводов по весу и доле в калорийности; качество белка 

(аминокислотный скор [13] а также коэффициент утилитарности, коэф-

фициент сбалансированности, индекс незаменимых аминокислот [3, 5, 6, 

7, 4]); качество жирнокислотного состава (соотношение жирных кислот 
[17, 12]); достижение целевых назначений по минорным нутриентам [1]; 

вариативность значений по дням (допустимая неравномерность). В неко-

торых случаях отдельные индикаторы могут переходить в состав крите-

риев оптимизации, например, для кетогенной диеты [14] требуется уве-

личенная доля жира и уменьшение доли углеводов. 

Принятые аксиомы: пища, рацион – набор комплексов блюд (не 

набор продуктов; конкретность норм (указание средних целевых значе-

ний); определение параметров меню по набору дней (не за день или от-
дельный прием пищи); понятие «соответствует норме» (мера близости к 

нормативу, необязательное совпадение); ограничение модели питания 

только потреблением (без учета усваиваемости организмом, фактиче-

ских свойств сырья и кулинарной обработки); игнорирование сочетанно-

го влияния пищевых компонент; использование научно обоснованных 

оценок. 

Для определения оптимального значения на множестве вариантов 

меню используется интегральная оценка (свертка), линейная функция с 

весовыми коэффициентами, отражающими значимость каждого отдель-

ного компонента оценки: 

 

, 
где:  

БаллКпмикрияi – нормированное по общей шкале (0-10) значение 

оценки по i-му критерию 

Значимостьi – вес i-го критерия, определяющий его важность. 

Применение упрощенной линейной целевой функции объясняется 
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недостаточным объемом научных знаний для построения более гибких 

моделей и является первичным приближением. Для обоснования весо-

вых коэффициентов интегральной функции используется эвристический 

экспертный подход, более обоснованная оценка может быть получена 

методом анализа иерархий [15]. 

В связи с большим набором разнородных исходных требований к 

алгоритму оптимизации меню предъявляется требование устойчивости 

модели (сходимости алгоритма) для получения оптимального решения 

даже при возможной исходной формальной несовместности условий, 

когда найденное решение обеспечивает наибольшее приближение к за-

данному набору условий. 

Для обеспечения устойчивости применяется комбинированный 

способ оптимизации. Предварительная оптимизация включает: класте-

ризацию исходного множества блюд для снижения размерности задачи; 

подбор блюд-кандидатов; упорядочение списков блюд в направлении 

локальной оптимизации по отдельным нутриентам, главным компонен-

там оптимизации. Окончательная оптимизация выполняется комбина-

торным перебором по предварительно упорядоченным перечням блюд, в 

сочетании с локальной оптимизацией для максимального соответствия 

нормам (частное изменение норм закладки в допустимых пределах, вы-

ходов по кластеру допустимых значений). Данный способ, помимо ус-

тойчивости, также обеспечивает получение практических результатов 

при ограниченности времени. С увеличением времени перебора в общем 

случае обеспечивается улучшение значения интегральной функции 

оценки (практическая сходимость). 

До оптимизации выполняется проверка на полноту исходных дан-

ных и совместность условий с возможностью переформулирования 

взаимоисключающих требований. Примером такой «оптимизации ис-

ходных данных» является отказ от использования натуральных норм, 

несовместных с нормами по нутриентам и перенос их из разряда крите-

риев оптимизации в индикативные показатели. Причинами подобных 

несовместностей могут быть несогласованность в официальных норма-

тивах, ошибки в определении индивидуальных нормативов потребления.  

Для практической реализации в виде компьютерной программы 

используется средство быстрой разработки «Платформа 

1С:Предприятие» (версии 8.3). Для редактирования рецептур использу-

ется модуль «Технологическая карта», для редактирования меню и свя-

занных с ним расчетов – модуль «Разработка рациона» из состава про-

граммы «1С:Медицина. Диетическое питание» [10], в качестве постав-

щика исходных данных по блюдам – электронные сборники рецептур в 

формате «Рецептурник-3». Модуль «Разработка рациона» используется 
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также для описания исходных данных для последующей оптимизации: 

шаблона меню (приемы пищи и разделы), состав блюд-компонентов, 

распределение калорийности по приемам пищи. Нутриентные нормы 

потребления заполняются в справочнике «Категории питающихся», 

обоснование индивидуальных нормативов потребления выполняется в 

компьютерной системе «Мониторинг физического развития и нутритив-

ного статуса» [11]. 
 

 

Рис. 1. Вид редактора меню в модуле «Разработка рациона» 

Для решения задач оптимизации в типовую систему 1С (постав-
ляемую с исходными кодами), внесены изменения: 

• Особенности рациона для персонифицированного питания реали-
зуются в виде справочников персональных предпочтений и неперено-
симостей. 
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• Для ведения наборов индивидуальных рецептур модифицирован 
справочник «Блюда».  

• Для визуализации набора оценок отдельного варианта меню ис-
пользуется отчет «Оценка варианта меню», содержащий также сред-
ства расшифровки (экспликации) рассчитанных значений.  

• Оптимизация меню выполняется подпрограммой («обработкой» в 
терминах платформы 1С) «Оптимизация меню», включающей этапы 
предварительной оптимизации (упорядочения исходных списков 
блюд), перебор вариантов меню, расчет частных оценок и значения 
интегральной функции (окончательную оптимизацию). Для контроля 
сходимости и возможности возобновления перебора используется 
свернутая идентификация вариантов и журнал регистрации оценок 
вариантов. 

• Для визуализации хода оценки ряда вариантов разработан отчет 
«Отчет по вариантам меню». 

• Для управление составом параметров оптимизации и составом ин-
дикаторов используется форма настройки параметров, в которой так-
же вводятся весовые коэффициенты интегральной целевой функции 
оптимизации. 

 

Рис. 2. Параметры модуля оптимизации 

Для оценки эффективности автомата оптимизации используется 
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внешняя экспертная оценка качества комплексов блюд в одном приеме 

пищи, сочетаемости и разнообразия, соответствия фактических показа-

телей меню и норм (меры близости). В качестве дополнительной инфор-

мации (помимо состава комплексов блюд, т.е. собственно меню) экспер-

ты также используют рассчитанные индикаторы, не участвующие в оп-

тимизации, так как равномерность значений по дням, сбалансирован-

ность. Для удобного и информативного восприятия такой информации 

дополнительно к числовым массивам используются средства инфогра-

фики и расшифровки итоговых значения. Накопленные экспертные 

оценки используются для обучения средств оптимизации (применяются 

на этапе предварительной оптимизации) при последующих сеансах ра-

боты. К оценке эффективности привлекаются эксперты по областям: ме-

дицина (оценка влияния на здоровье и лечение), технология приготовле-

ния пищи (практическая реализуемость, риски), а также сам потреби-

тель. 

Система обеспечивает возможность многократного решения зада-

чи оптимизации персонализированного меню при изменении входящих 

данных по причинам смены диетологических задач, введении новых 

продуктов, изменения пищевых предпочтений и т.п. При таком подходе 

система проектирования меню представляет собой модель персонализи-

рованного питания, регулярно используемую для рационального плани-

рования. 

Дополнительным способом использования подобной модели явля-

ется целевое конструирование рецептур функциональных продуктов, 

включая случай целевой разработки для персонализированного питания. 

При этом свойства продукта оцениваются не изолированно, а в составе 

конкретного рациона. 

Направления развития модели: усовершенствование первичной 

информации о блюдах и рецептурах; учет вариативности (статистиче-

ской природы) показателей оценки; сопоставление фактического по-

требления с плановым меню; использование сведений нутрибиомики и 

нутригеномики; психология потребления пищи; семейная модель пита-

ния (оптимизация на микрогруппе); анализ структуры многокритериаль-

ного набора показателей оценки для выявления главных компонент. 
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Структурная формализация музыкальных построений во многих 

аспектах опирается на понятия алгебры. Однако, при обнаружении 

достаточно жестких структур в музыке следует воздержаться от полного 

её сведения к математике, чем грешат некоторые исследователи. 
За основу возьмем традиции западно-европейской и русской 

музыки, возникшие из произведений Баха, Моцарта, Бетховена, 

Чайковского, Мусоргского и других знаменитых композиторов, 

заложивших основы классической музыкальной школы. 

В качестве основного музыкального инструмента берется рояль 

(пианино), и делается теоретическое предположение об идеальной 

ситуации, в которой акустический мнтервал октава равномерном делится 

на 12 полутонов. Известно, что абсолютно точно это сделать нельзя, но 

такое допущение необходимо для признания, следуя Баху, всех 

тональностей равноправными. Далее, теоретически полагаем, что 

клавиатура рояля бесконечно продолжается в обе стороны с тем, чтобы 

множество клавиш (нот) было счетно.  

1) Музыкальный фрагмент (произведение) может 
рассматриваться как элемент множества с двумя алгебраическими 

операциями: сложение (одновременное звучание нот, то есть аккорд) и 
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умножение (последовательное звучание отдельно взятых нот или 

аккордов). Образующими данной структуры являются сами ноты. 

Коммутативность первой операции и ассоциативность обеих позволяют 
рассматривать данную структуру как  квазикольцевую структуру. 

Напомним, что простейшим примером кольца  является Z(+,*), 

множество целых чисел (эталонное счетное множество) с двумя 

бинарными операциями сложения и умножения, рассмотрение которого 

согласуется с предположением о бесконечности множества всех нот. 
Добавление временной характеристики (длительности звучания), 

превращает данную структуру в квази-алгебу, в которой определено 

умножение на элементы некоторого числового множества. Поясним, что 

слово “квази-структура” означает структуру с ослабленной системой 

аксиом, скажем, множество временных интервалов допускает 
коммутативную операцию сложения и наличие нейтрального нулевого 

элемента, но отсутствуют противоположные элементы, что не позволяет 
называть это абелевой группой, но данная квазигруппа традиционно 

называется моноидом. 

2) Введем ещё одну структуру, а именно, абелеву группу всех 

интервалов с операцией сложения интервалов. С алгебраической точки 

зрения полутон (наименьший из всех интервалов) может 
рассматриваться как образующий элемент этой группы со следующим 

правилом сложения: 

Факторизация по модулю 12 группы всех нот, операцией в которой 

является сложение интервалов (в теоретическом предположении 

бесконечности этой группы, изоморфной  Z (+)) приводит к циклической 

группе  порядка 12, то есть к Z/12 Z, что ассоциируется с 

отождествлением в унисон звучащих нот из разных октав. Сложение 

двух интервалов выполняется по следующему правилу: высокий звук 

предшествующего интервала (первого слагаемого) считаем 

совпадающим с низким звуком последующего интервала (второго 

слагаемого), и в качестве суммы берем интервал, создаваемый  низким 

звуком первого и высоким звуком второго слагаемого. Сумма не зависит 
от порядка следования слагаемых, то есть операция сложения 

интервалов является коммутативной. Образующим элементом этой 

циклической группы,  изоморфной Z/12 Z, очевидно, является полутон, 

обозначим его “e”. 

3) Строение квинтового круга тональностей связано с наличием 

различных образующих этой циклической группы, а именно, полутона 

“e” и его кратных “5e” и “7e”. Заметим, что при сложении интервалов 
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октава представляет собой сумму, произведенную в любом порядке, 

кварты “5e” и квинты “7e”, которые, по известной теореме теории групп, 

являются образующими для циклической группы  порядка 12, так как 

числа 5 и 7 не имеют общих делителей с числом 12.  

4) Музыкальная линия основана на ряде аккордов, задающих 

гармонию на определенном временном промежутке. Вообще говоря, 

музыкальный ряд состоит из многочисленных аккордов и их 

модификаций (обращений), иногда они являются характерными для 

особых жанров, например, для джаза. 

Определенный аккорд доминирует на каждом отдельно взятом 

музыкальном отрывке. Являясь аккомпанементом, подчиненным 

мелодии, этот аккорд, тем не менее, определяет ее гармонический строй. 

Отождествляя любую ноту с концом интервала, начало которого 

находится на первой ступени (тонике) исполняемого произведения, и 

факторизуя все ноты по модулю 12, получаем, как и прежде, 

циклическую группу Z/12 Z с операцией сложения интервалов. Пусть L - 

– аддитивная полугруппа всех возможных аккордов, которые можно 

построить из этих 12 элементов 

C, C#, D, D#, E, F, F#, G, G#, A, A#, B. 

Сумма её элементов означает одновременное звучание  аккордов, 

то есть тоже аккорд. Доминирующий аккорд определяет некоторую 

полугруппу в L, скажем K, состоящую из аккордов (в том числе 

отдельно звучащих нот), в составлении которых используются ноты 

доминирующего аккорда. Тогда ноты мелодии можно рассмотреть как 

элементы фактор-полугруппы L/K в том смысле, что они звучат вместе с 

элементами из K в гармоническом союзе. Мы предлагаем 

алгебраическую модель музыкальных построений, в которой 

гармоническая последовательность доминирующих аккордов 

рассматривается как последовательность различных факторизаций 

аддитивной полугруппы L, а мелодия строится на элементах фактор-

полугруппы L/K внутри временного интервала доминирования 

соответствующего аккорда из K. 

5) Возможность исполнения произведения в разных тональностях 

оказывается близкой понятию изоморфизма в алгебре, дающего 

возможность идентифицировать объекты (структуры) в случае 

совпадения их алгебраических свойств в независимости от природы 

элементов. При различных аранжировках (не слишком радикально 
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меняющих первоначальный материал) произведение остается 

узнаваемым, и это согласуется с использованием в алгебре различных 

ослабленных версий изоморфизма, адаптированного для конкретных 

ситуаций (то есть квази-изоморфизма). 

Заключение 
Осмысление взаимосвязи структурных элементов в музыке может 

быть использовано для усовершенствования систем искусственного 

интеллекта в части распознавания акустических образов. 
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