
Ìèíèñòåðñòâî îáðàçîâàíèÿ è íàóêè Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè

ÑÀÍÊÒ-ÏÅÒÅÐÁÓÐÃÑÊÈÉ
ÏÎËÈÒÅÕÍÈ×ÅÑÊÈÉ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ ÏÅÒÐÀ ÂÅËÈÊÎÃÎ

ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÕÈÌÈß

ÒÅÎÐÈß ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÎÂ ÏËÎÒÍÎÑÒÈ

Ó÷åáíîå ïîñîáèå

Ñàíêò-Ïåòåðáóðã
2020



ÓÄÊ 544.18(075.8)

Àâòîð: È.Ì.Ñîêîëîâ

Êâàíòîâàÿ õèìèÿ. Òåîðèÿ ôóíêöèîíàëîâ ïëîòíîñòè: ó÷åá. ïî-
ñîáèå / È.Ì.Ñîêîëîâ � ÑÏá., 2020. � 49 ñ.

Ó÷åáíîå ïîñîáèå ñîîòâåòñòâóåò îáðàçîâàòåëüíîìó ñòàíäàðòó âûñøåãî
îáðàçîâàíèÿ Ôåäåðàëüíîãî ãîñóäàðñòâåííîãî àâòîíîìíîãî îáðàçîâàòåëü-
íîãî ó÷ðåæäåíèÿ âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ ¾Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ïîëèòåõ-
íè÷åñêèé óíèâåðñèòåò Ïåòðà Âåëèêîãî¿ ïî íàïðàâëåíèþ ïîäãîòîâêè áà-
êàëàâðîâ 03.03.02_02 "Áèîõèìè÷åñêàÿ ôèçèêà ïî äèñöèïëèíå "Êâàíòî-
âàÿ õèìèÿ".

Ðàññìàòðèâàåòñÿ îäèí èç íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûõ è èíòåíñèâíî ðàç-
âèâàþùèõñÿ ðàçäåëîâ ñîâðåìåííî êâàíòîâîé õèìèè � òåîðèÿ ôóíêöèî-
íàëîâ ïëîòíîñòè. Îáñóæäàþòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, ñôîðìóëèðîâàí è äî-
êàçàí ðÿä ôóíäàìåíòàëüíûõ òåîðåì. Ïîäðîáíî ðàññìîòðåí ìåòîä Êîíà-
Øåìà, ÿâëÿþùèéñÿ àëüòåðíàòèâîé áîëåå òðàäèöèîííîìó ïîäõîäó, îñíî-
âàííîìó íà èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà Õàðòðè-Ôîêà. Ïðîàíàëèçèðîâàí âû-
áîð è ïðèìåíåíèå ðàçëè÷íûõ òèïîâ îáìåííî-êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèî-
íàëîâ.

Ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ, ïðåïîäàâàòåëåé õèìè÷å-
ñêèõ, áèîôèçè÷åñêèõ, áèîõèìè÷åñêèõ, áèîìåäèöèíñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé
âóçîâ.

c⃝ Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ïîëèòåõíè÷åñêèé
óíèâåðñèòåò Ïåòðà Âåëèêîãî, 2020



ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Êîëè÷åñòâåííîå îïèñàíèå ýëåêòðîííîé ñòðóêòóðû ìîëåêóë ïðåäïîëà-
ãàåò ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ êâàíòîâîé òåîðèè. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îñíîâíû-
ìè ïîëîæåíèÿìè ýòîé òåîðèè ñîñòîÿíèå êâàíòîâîé ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ
âîëíîâîé ôóíêöèåé Ψ(t, {x}), çàâèñÿùåé îò âðåìåíè t è íàáîðà êîîð-
äèíàò {x}, ÷èñëî êîòîðûõ ðàâíî ÷èñëó ñòåïåíåé ñâîáîäû ðàññìàòðèâà-
åìîé ñèñòåìû: {x} ≡ x1, x2, ...xn. Çäåñü n � ÷èñëî ÷àñòèö â ñèñòåìå, à
xj ≡ {rj, ξj}� ñîâîêóïíîñòü ïðîñòðàíñòâåííûõ è ñïèíîâûõ ïåðåìåííûõ
j-é ÷àñòèöû. ×åòûðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî {rj, ξj} ïîëó÷èëî íàçâàíèå
êîíôèãóðàöèîííîãî äëÿ îäíîé ÷àñòèöû, à 4n -ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî {x}
ÿâëÿåòñÿ êîíôèãóðàöèîííûì äëÿ âñåé ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû.

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà

i~∂Ψ(t, {x})
∂t

= HΨ (t, {x}) , (1)

ãäå H � îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà (îïåðàòîð ýíåðãèè) äàííîé ñèñòåìû; ~ �
ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà; i � ìíèìàÿ åäèíèöà.

Â íàèáîëåå âàæíîì äëÿ êâàíòîâîé õèìèè ñëó÷àå, êîãäà îïåðàòîð H
íå çàâèñèò îò âðåìåíè ÿâíî, âðåìåííóþ çàâèñèìîñòü âîëíîâîé ôóíê-
öèè ìîæíî íàéòè, èñïîëüçóÿ ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Ïðè ýòîì
Ψ(t, {x}) = exp(−iEt/~)Ψ({x}). Íåçàâèñÿùàÿ îò âðåìåíè ôóíêöèÿ
Ψ({x}) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

HΨ({x}) = EΨ({x}), (2)

êîòîðîå íàçûâàþò ñòàöèîíàðíûì óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà. Ïîñòîÿííàÿ
E, âõîäÿùàÿ â ýòî óðàâíåíèå è îïðåäåëÿþùàÿ âðåìåííóþ çàâèñèìîñòü
âîëíîâîé ôóíêöèè Ψ(t, {x}), ÿâëÿåòñÿ ýíåðãèåé ñèñòåìû.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷ðåçâû÷àéíî
ñëîæíóþ çàäà÷ó. Òàê, íè îäíà ìíîãîýëåêòðîííàÿ ñèñòåìà íå ìîæåò áûòü
îïèñàíà òî÷íî. Â ñâÿçè ñ ýòèì áîëüøîå çíà÷åíèå ïðèîáðåòàåò àíàëèç
âîçìîæíûõ ôèçè÷åñêèõ óïðîùåíèé è ðàçðàáîòêà ïðèáëèæåííûõ ìåòî-
äîâ ðàñ÷åòà. Â òåîðèè ìîëåêóë èìååòñÿ ðÿä ìàëûõ ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå
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ïîçâîëÿþò óïðîñòèòü çàäà÷ó. Ïåðâûì ìàëûì ïàðàìåòðîì ÿâëÿåòñÿ îò-
íîøåíèå ñêîðîñòè ýëåêòðîíîâ â ìîëåêóëàõ ê ñêîðîñòè ñâåòà. Ýòî äàåò
âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü íåðåëÿòèâèñòñêîå ïðèáëèæåíèå è ïîçâîëÿåò
ïðè îïèñàíèè áîëüøèíñòâà ñâîéñòâ ìîëåêóë ïðåíåáðå÷ü âñåìè ìàãíèòíû-
ìè âçàèìîäåéñòâèÿìè � ñïèí-ñïèíîâûìè è ñïèí-îðáèòàëüíûìè, îñòàâèâ
òîëüêî ýëåêòðîñòàòè÷åñêèå1.

Ïðåíåáðåãàÿ âñåìè íåýëåêòðîñòàòè÷åñêèìè âçàèìîäåéñòâèÿìè â ìî-
ëåêóëå, ãàìèëüòîíèàí ýëåêòðîí-ÿäåðíîé ìîëåêóëÿðíîé ñèñòåìû ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå

H = Tÿ + Tý + Výÿ + Výý + Vÿÿ, (3)
ãäå ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ ñîîòâåòñòâóþò îïåðàòîðàì êèíåòè÷åñêîé ýíåð-
ãèè ÿäåð è ýëåêòðîíîâ

Tÿ = −
N∑

I=1

~24I

2MI
; Tý = −

n∑
i=1

~24i

2m
. (4)

Îñòàëüíûå ñëàãàåìûå îïèñûâàþò êóëîíîâñêèå âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðî-
íîâ ñ ÿäðàìè, ýëåêòðîíîâ ñ ýëåêòðîíàìè è ÿäåð ñ ÿäðàìè ñîîòâåòñòâåííî

Výÿ = −
n∑

i=1

N∑

I=1

ZIe
2

|ri −RI | ,

Výý =
1

2

n∑

i=1

n∑

j 6=i

e2

|ri − rj| ≡
1

2

n∑

i=1

n∑

j 6=i

e2

rij
, (5)

Vÿÿ =
1

2

N∑

I=1

N∑

J 6=I

ZIZJe2

|RI −RJ | .

Â ôîðìóëàõ (4-5) N è n � ÷èñëî ÿäåð è ýëåêòðîíîâ â ìîëåêóëå, ZI �
çàðÿä I-ãî ÿäðà, MI � åãî ìàññà, ri è RI � ðàäèóñ-âåêòîðû i-ãî ýëåêòðîíà
è I-ãî ÿäðà; e � àáñîëþòíîå çíà÷åíèå çàðÿäà ýëåêòðîíà, m � åãî ìàññà.

Ñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå îñíîâàíî íà ñóùåñòâåííîé ðàçíèöå â ìàññàõ
ýëåêòðîíîâ è ÿäåð: MI >> m. Òàêàÿ ðàçíèöà ìàññ ïîçâîëÿåò íàõîäèòü
ýëåêòðîííóþ âîëíîâóþ ôóíêöèþ ïðè íåïîäâèæíûõ ÿäðàõ. Äâèæåíèå

1Ìàãíèòíûå âçàèìîäåéñòâèÿ, ðàçóìååòñÿ, íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ïðè èññëåäîâà-
íèè òîíêîé è ñâåðõòîíêîé ñòðóêòóðû ìîëåêóëÿðíûõ ñïåêòðîâ â çàäà÷àõ îá ýëåê-
òðîííîì ïàðàìàãíèòíîì è ÿäåðíîì ìàãíèòíîì ðåçîíàíñàõ.
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ÿäåð, êîãäà ýòî íåîáõîäèìî, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïî òåîðèè âîçìóùå-
íèé, ñ÷èòàÿ îïåðàòîð êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ìàëîé ïîïðàâêîé.

Â ñëó÷àå íåïîäâèæíûõ ÿäåð è, îïóñêàÿ íåçàâèñÿùåå îò ýëåêòðîííûõ
ïåðåìåííûõ ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â (3), ãàìèëüòîíèàí ýëåêòðîííîé ñèñòå-
ìû ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

H = Tý + Výÿ + Výý =
n∑

i=1

hi +
1

2

n∑

i,j 6=i

Vij, (6)

ãäå

hi = − ~
2

2m
4i −

N∑

I=1

ZIe
2

|ri −RI | ; Vij =
e2

rij
. (7)

Ïåðâàÿ ñóììà â (6) îïèñûâàåò îäíîýëåêòðîííûé âêëàä â ãàìèëüòîíèàí,
à âòîðàÿ � äâóõýëåêòðîííûé.

Äàæå ñ ó÷åòîì ñäåëàííûõ ïðèáëèæåíèé òî÷íîé âîëíîâîé ôóíêöèè íå
óäàåòñÿ íàéòè íè äëÿ îäíîé ðåàëüíîé ìîëåêóëû, ïîñêîëüêó óðàâíåíèå
Øðåäèíãåðà ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ ïåðåìåí-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè. Êðîìå ýòîãî çàäà÷à óñëîæíÿåòñÿ òåì, ÷òî íå
âñÿêîå ôîðìàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2) ÿâëÿåòñÿ âîëíîâîé ôóíêöè-
åé. Ïîñëåäíÿÿ äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü öåëîìó ðÿäó îãðàíè÷åíèé, ÷àñòü
èç êîòîðûõ, òàêèå êàê íåïðåðûâíîñòü, êîíå÷íîñòü è ò.ï. îáóñëîâëåíû
òåì, ÷òî êâàäðàò åå ìîäóëÿ èìååò ñìûñë ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè. Äðóãîå
âàæíîå îãðàíè÷åíèå ñâÿçàíî ñ òîæäåñòâåííîñòüþ ýëåêòðîíîâ: âîëíîâàÿ
ôóíêöèÿ äîëæíà îáëàäàòü îïðåäåëåííîé ñèììåòðèåé � îíà äîëæíà áûòü
àíòèñèììåòðè÷íîé ïðè ïåðåñòàíîâêå ïåðåìåííûõ ëþáîé ïàðû ýëåêòðî-
íîâ. Ïîñëåäíåå îãðàíè÷åíèå îñîáåííî âàæíî ïîòîìó, ÷òî ãàìèëüòîíèàí
â óðàâíåíèè (2) â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðèáëèæåíèè âîâñå íå ñîäåðæèò
ñïèíîâûõ ïåðåìåííûõ, â òî âðåìÿ êàê òðåáîâàíèå àíòèñèììåòðè÷íîñòè
îòíîñèòñÿ ê "ïîëíîé" âîëíîâîé ôóíêöèè, ñîäåðæàùåé ñïèíû.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ âîëíîâîé ôóíêöèè ðàçðàáîòàí öåëûé ðÿä ïðèáëè-
æåííûõ ìåòîäîâ, ñðåäè êîòîðûõ íàèáîëüøåå çíà÷åíèå äëÿ êâàíòîâîé
õèìèè èìåþò ìåòîäû, áàçèðóþùèåñÿ íà âàðèàöèîííîì ïðèíöèïå êâàí-
òîâîé ìåõàíèêè. Ñîãëàñíî ýòîìó ïðèíöèïó äëÿ ëþáîé ôóíêöèè φ, óäî-
âëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ íîðìèðîâêè

∫
φ∗φdv = 1, âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíî-

øåíèå
∫

φ∗Hφdv ≥ E0, ãäå E0 � ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû,
îïèñûâàåìîé ãàìèëüòîíèàíîì H. Èíòåãðàë ïî dv âû÷èñëÿåòñÿ ïî âñåìó
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êîíôèãóðàöèîííîìó ïðîñòðàíñòâó ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû, ò.å. ïðåä-
ïîëàãàåò èíòåãðèðîâàíèå ïî êîîðäèíàòàì è ñóììèðîâàíèå ïî ñïèíîâûì
ïåðåìåííûì âñåõ ÷àñòèö.

Íàèáîëåå ïðîñòî ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí ïðÿìîé âàðèàöèîííûé ìå-
òîä èëè, êàê åãî åùå íàçûâàþò, ìåòîä Ðèòöà. Îí ñîñòîèò â òîì, ÷òî
âûáèðàåòñÿ ïðîáíàÿ ôóíêöèÿ φ = φ({x}; a, b, . . .), óäîâëåòâîðÿþùàÿ
òðåáîâàíèÿì, íàêëàäûâàåìûì íà âîëíîâóþ ôóíêöèþ è ñîäåðæàùàÿ ðÿä
ïàðàìåòðîâ a, b, . . . . Ñ ïîìîùüþ ýòîé ôóíêöèè âû÷èñëÿåòñÿ èíòåãðàë
E(a, b, . . .) =

∫
φ∗Hφdv, êîòîðûé òàêæå çàâèñèò îò a, b, . . .. Çàòåì ýòè

ïàðàìåòðû ïîäáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âå-
ëè÷èíû E(a, b, . . .). Íàéäåííàÿ ôóíêöèÿ φ áóäåò íàèëó÷øèì ïðèáëèæå-
íèåì ê âîëíîâîé ôóíêöèè, à âåëè÷èíà èíòåãðàëà äàñò íèçøóþ ãðàíèöó
ýíåðãèè ñèñòåìû â äàííîì êëàññå ïðîáíûõ ôóíêöèé.

Âàæíàÿ ðîëü âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà â êâàíòîâîé õèìèè ñîñòîèò â
òîì, ÷òî åãî ïðèìåíåíèå ïîçâîëèëî íàäåæíî êîëè÷åñòâåííî îáîñíîâàòü
ìåòîä ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ, øèðîêî ïðèìåíÿåìûé ïðè ðàñ÷åòàõ àòî-
ìîâ è ìîëåêóë. Èäåÿ ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
ñëîæíàÿ ìíîãîýëåêòðîííàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ îäíî÷àñòè÷íîé, â
êîòîðîé êàæäûé ýëåêòðîí äâèæåòñÿ â ïîëå, ñîçäàííîì ÿäðàìè è óñðåä-
íåííîì ïîëå âñåõ îñòàëüíûõ ýëåêòðîíîâ. Òî åñòü ðåàëüíûé ïîòåíöèàë,
ñîçäàâàåìûé âñåìè ýëåêòðîíàìè, çàìåíÿåòñÿ óñðåäíåííûì, ñàìîñîãëàñî-
âàííûì ïîòåíöèàëîì

H =
n∑

i=1

hi +
1

2

n∑

i,j 6=i

Vij −→
n∑

i=1

hýôô
i ,

hýôô
i = hi + Vññï(ri). (8)

Çàìåíà èñòèííîãî ãàìèëüòîíèàíà íà ñóììó îäíîýëåêòðîííûõ ïîçâîëÿ-
åò èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåí-
íûõ � â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ îäíîýëåêòðîííûõ ôóíêöèé, êîòîðûå â ñëó÷àå
ìîëåêóëû ïîëó÷èëè íàçâàíèå ìîëåêóëÿðíûõ ñïèí-îðáèòàëåé

Ψ̃({x}) = ψ1(x1)ψ2(x2)...ψn(xn). (9)

Ïîñêîëüêó ãàìèëüòîíèàí ìîëåêóëû â èñïîëüçóåìîì âñþäó äàëåå íåðå-
ëÿòèâèñòñêîì ïðèáëèæåíèè íå ñîäåðæèò ñïèíîâûõ ïåðåìåííûõ, ìîëå-
êóëÿðíóþ ñïèí-îðáèòàëü ìîæíî èñêàòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ñïèíîâîé
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ôóíêöèè χi(ξ) è ìîëåêóëÿðíîé îðáèòàëè ψi(r), çàâèñÿùåé òîëüêî îò ïðî-
ñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò.

×òîáû ïîëó÷èòü óðàâíåíèå äëÿ ìîëåêóëÿðíîé îðáèòàëè, ìîæíî âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ âàðèàöèîííûì ìåòîäîì ñ ôóíêöèåé Ψ̃({x}) (9) â êà÷åñòâå
ïðîáíîé. Ôîðìàëüíîå ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ
ïîêàçûâàåò, ÷òî êîîðäèíàòíàÿ ÷àñòü ñïèí îðáèòàëåé ψk(r) óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ

(h + Vññï(r)) ψk(r) = εiψk(r). (10)
Çäåñü k � èíäåêñ ìîëåêóëÿðíîé îðáèòàëè, à ñàìîñîãëàñîâàííîå ïîëå
Vññï(r) îïðåäåëÿåòñÿ ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòüþ

Vññï(r) =

∫
e2ρ̃(r′)
|r− r′|dr

′; ρ̃(r) =
∑

l 6=k

|ψl(r)|2, (11)

ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî ìîëåêóëÿðíûì îðáèòàëÿì, çàíÿòûìè âñåìè
ýëåêòðîíàìè, êðîìå äàííîãî. Òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî äàííàÿ ýëåêòðîííàÿ
ïëîòíîñòü ñîçäàåòñÿ íå âñåìè, à òîëüêî n− 1 ýëåêòðîíîì îòìå÷åíî çíà-
êîì òèëüäà. Î÷åíü ÷àñòî â òåîðèè ôóíêöèîíàëîâ ïëîòíîñòè ê ñàìîñîãëà-
ñîâàííîìó ïîëþ (11) äîáàâëÿþò ñëàãàåìîå, îïèñûâàþùåå ñàìîäåéñòâèå
ýëåêòðîíîâ, è âìåñòî âûðàæåíèÿ (11) èñïîëüçóþò

Vññï(r) =

∫
e2ρ(r′)
|r− r′|dr

′; ρ(r) =
∑

l

|ψl(r)|2, (12)

ãäå ρ(r) � ýëåêòðîííàÿ ïëîòíîñòü, ñîçäàííàÿ âñåìè ýëåêòðîíàìè.
Óðàâíåíèå (10), âïåðâûå ïðåäëîæåííîå Õàðòðè, âûãëÿäèò êàê óðàâ-

íåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ ñèñòåìû íåêèõ ìîäåëüíûõ ÷àñòèö, êîòîðûå äâè-
ãàþòñÿ â îïðåäåëåííîì ýôôåêòèâíîì ïîëå è íå âçàèìîäåéñòâóþò ìåæäó
ñîáîé ("íåâçàèìîäåéñòâóþùèå ýëåêòðîíû").

Ïðèáëèæåíèå (10)�(11) íå ó÷èòûâàåò òîæäåñòâåííîñòè è íåðàçëè÷è-
ìîñòè ýëåêòðîíîâ. Ýòîò íåó÷åò ïðîÿâëÿåòñÿ, âî-ïåðâûõ, â íåïðàâèëüíîé
ñèììåòðèè ïðîáíîé ôóíêöèè (9). Ôóíêöèÿ (9) íå ÿâëÿåòñÿ àíòèñèììåò-
ðè÷íîé ïî îòíîøåíèþ ê ïåðåñòàíîâêå êîîðäèíàò è ñïèíîâ ëþáîé ïàðû
ýëåêòðîíîâ. Ýòîò íåäîñòàòîê ìîæíî ñðàâíèòåëüíî ëåãêî èñïðàâèòü. Äëÿ
ýòîãî äîñòàòî÷íî àíòèñèììåòðèçîâàòü Ψ̃({x}) ïî ïåðåìåííûì âñåõ ýëåê-
òðîíîâ. Îïåðàöèÿ àíòèñèììåòðèçàöèè ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê âû÷èñëå-
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íèþ, òàê íàçûâàåìîãî, ñëåéòåðîâñêîãî äåòåðìèíàíòà

Ψ(x1, x2, . . . xn) =
1√
n!

ψ1(x1) ψ1(x2) . . . ψ1(xn)
ψ2(x1) ψ2(x2) . . . ψ2(xn)
. . . . . . . . . . . .

ψn(x1) ψn(x1) . . . ψn(xn)

. (13)

Ìíîæèòåëü 1/
√

n! çàïèñàí äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü íîðìèðîâàííóþ íà
åäèíèöó ôóíêöèþ Ψ(x1, x2, . . . xn) ïðè óñëîâèè, ÷òî ìîëåêóëÿðíûå ñïèí-
îðáèòàëè ψj(x) ÿâëÿþòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûìè.

Áîëåå ñóùåñòâåííûì íåäîñòàòêîì ìåòîäà Õàðòðè ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì
ãðóáîå îïèñàíèå ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ, äåéñòâóþùåãî íà ðàññìàò-
ðèâàåìûé ýëåêòðîí. Ýòîò ìåòîä, â ÷àñòíîñòè, íå ïîçâîëÿåò êîððåêòíî
îïèñàòü õèìè÷åñêóþ ñâÿçü. Äëÿ ó÷åòà âëèÿíèÿ íåðàçëè÷èìîñòè ýëåê-
òðîíîâ è áîëåå òî÷íîãî îïèñàíèÿ ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ Ôîê ïðåä-
ëîæèë ïðè ïðèìåíåíèè âàðèàöèîííîé ïðîöåäóðû èñêàòü ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ Øðåäèíãåðà ñðàçó â âèäå ñëåéòåðîâñêîãî äåòåðìèíàíòà. Âûáîð
ïðîáíîé ôóíêöèè ñ ïðàâèëüíîé ñèììåòðèåé â îòëè÷èå îò (9) ïðèâîäèò
ê âûðàæåíèþ äëÿ ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîòåíöèàëà, ñîäåðæàùåãî ïîìèìî
êóëîíîâñêîãî èíòåãðàëà, äàâàåìîãî ñîîòíîøåíèåì (11), åùå îäíîãî ñëàãà-
åìîãî, íàçûâàåìîå îáìåííûì. Äëÿ íàèáîëåå âàæíîãî ñëó÷àÿ ñèíãëåòíî-
ãî ñîñòîÿíèÿ, êîãäà ýëåêòðîíû ïîïàðíî çàíèìàþò íèæíèå ìîëåêóëÿðíûå
îðáèòàëè (÷èñëî çàíÿòûõ îðáèòàëåé â äâà ðàçà ìåíüøå ÷èñëà ýëåêòðî-
íîâ), óðàâíåíèÿ äëÿ ìîëåêóëÿðíûõ îðáèòàëåé (óðàâíåíèÿ Õàðòðè�Ôîêà)
èìåþò âèä

hiψi(ri) +


2

n/2∑

j 6=i

∫
Vij |ψj(rj)|2 drj


 ψi(ri)−




n/2∑

j 6=i

∫
Vijψj(rj)ψi(rj)drj


 ψj(ri) = εiψi(r). (14)

Òðåòüå, îáìåííîå ñëàãàåìîå, îïèñûâàåò íå êàêîé-ëèáî íîâûé òèï âçàè-
ìîäåéñòâèÿ, ïîÿâëÿþùèéñÿ â êâàíòîâîé ìåõàíèêå, à ó÷èòûâàåò êîððåëÿ-
öèè ìåæäó ýëåêòðîíàìè, îáóñëîâëåííûå èõ òîæäåñòâåííîñòüþ è ïðèâî-
äÿùèå ê ìîäèôèêàöèè ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî êóëîíîâñêîãî ìåæýëåêòðîí-
íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Ýòî ñëàãàåìîå ñîäåðæèò èñêîìóþ ìîëåêóëÿðíóþ
îðáèòàëü ψi ïîä çíàêîì èíòåãðàëà. Ýòî ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåò çàäà÷ó,
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äåëàÿ åå èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíîé è ïðèíöèïèàëüíî íåëèíåéíîé. Ñó-
ùåñòâåííî ïðîäâèíóòüñÿ â ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è ïîçâîëÿåò ïðåäëîæåí-
íûé Ðóòàíîì ìåòîä íàõîæäåíèÿ ìîëåêóëÿðíûõ îðáèòàëåé ψj(x) â âèäå
ëèíåéíîé êîìáèíàöèè àòîìíûõ îðáèòàëåé φµ (ìåòîä ÌÎ-ËÊÀÎ èëè ìå-
òîä Õàðòðè�Ôîêà�Ðóòàíà).

ψj(r) =
m∑

µ=1

cjµφµ(r); j = 1, 2, . . . n. (15)

Äàííûé ìåòîä îáëàäàåò äâóìÿ âàæíûìè äîñòîèíñòâàìè: îí ïîçâîëÿåò
ó÷åñòü òèï àòîìîâ, èç êîòîðûõ ñîñòîèò ðàññìàòðèâàåìàÿ ìîëåêóëà, à òàê-
æå ñâîäèò çàäà÷ó ê îòûñêàíèþ ïîñòîÿííûõ ÷èñëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ
cjµ. Ïðè ýòîì, åñëè óäàñòñÿ ïîäîáðàòü àòîìíûå îðáèòàëè â àíàëèòè÷å-
ñêîé ôîðìå, òî è ìîëåêóëÿðíûå îðáèòàëè ïîëó÷àòñÿ â àíàëèòè÷åñêîì
âèäå. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ìåòîä Ðóòàíà ñîñòàâëÿåò îñíîâó ïðàêòè÷åñêè âñåõ
íåýìïèðè÷åñêèõ ìåòîäîâ ðàñ÷åòà è èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ îñíîâ-
íûõ ïîëóýìïèðè÷åñêèõ ìåòîäîâ. Ðàçëîæåíèå (15) èñïîëüçóåòñÿ òàêæå â
òåîðèè ôóíêöèîíàëîâ ïëîòíîñòè (ñì. íèæå).

Ïðèáëèæåíèå Ôîêà, ó÷èòûâàÿ îáìåííûå èëè ôåðìèåâñêèå ìåæýëåê-
òðîííûå êîððåëÿöèè, íå ïîçâîëÿåò êîððåêòíî îïèñàòü êîððåëÿöèè ýëåê-
òðîíîâ ñ àíòèïàðàëëåëüíûìè ñïèíàìè, îáóñëîâëåííûå èõ êóëîíîâñêèì
îòòàëêèâàíèåì (ïîäðîáíåå ñì. ñëåäóþùóþ ãëàâó). Ýòî ñâÿçàíî ñ èñïîëü-
çîâàíèåì îäíîäåòåðìèíàíòíîãî ïðèáëèæåíèÿ, êîòîðîå íå ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé íàèáîëåå óíèâåðñàëüíîãî âèäà ïðîáíîé ôóíêöèè. Êðîìå ýòîãî õà-
ðàêòåðíîå âðåìÿ ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà ìåòîäîì Õàðòðè�Ôîêà�Ðóòàíà íà-
ðàñòàåò ïðîïîðöèîíàëüíî ÷åòâåðòîé ñòåïåíè ðàçìåðà áàçèñà m4. Èíîãäà
ýòî íàçûâàþò "êàòàñòðîôîé m4 ïîñêîëüêó ïîäîáíîå íàðàñòàíèå âðåìåíè
âû÷èñëåíèé ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ýòîò ìåòîä äëÿ ðàñ÷åòà ëèøü ñðàâ-
íèòåëüíî íåáîëüøèõ ìîëåêóë.

Ïîñëåäíèé íåäîñòàòîê îòíîñèòñÿ â òîé èëè èíîé ñòåïåíè êî âñåì ìåòî-
äàì îïèñàíèÿ ìîëåêóë, îñíîâàííûì íà îïðåäåëåíèè âîëíîâîé ôóíêöèè.
Äàæå ñîâðåìåííîå áóðíîå ðàçâèòèå âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè íå ïîçâîëÿ-
åò â îáîçðèìîì áóäóùåì íàäåÿòüñÿ ðàññ÷èòàòü âîëíîâûå ôóíêöèè áîëü-
øèõ, íàïðèìåð, áèîëîãè÷åñêèõ ìîëåêóë. Ñëîæíîñòè íàõîæäåíèÿ âîëíî-
âîé ôóíêöèè ñâÿçàíû, â ÷àñòíîñòè, ñ òåì, ÷òî îíà ïðåäïîëàãàåò ìàêñè-
ìàëüíî ïîëíîå îïèñàíèå êâàíòîâîé ñèñòåìû è ñîäåðæèò, òàêèì îáðàçîì,
î÷åíü áîëüøîé îáúåì èíôîðìàöèè. Ïðè ýòîì áóäó÷è ôóíêöèåé 4n ïå-
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ðåìåííûõ äëÿ n-ýëåêòðîííîé ìîëåêóëû, âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ñàìà ïî ñåáå
íå äàåò íàãëÿäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íè îá ýëåêòðîííîì ðàñïðåäåëåíèè â
ìîëåêóëå, íè î åå ôèçè÷åñêèõ èëè õèìè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ. Äëÿ îïðåäå-
ëåíèÿ òåõ èëè èíûõ êîíêðåòíûõ õàðàêòåðèñòèê ðàññìàòðèâàåìîé ìîëå-
êóëû òðåáóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå âû÷èñëåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, ñðåäíèõ çíà-
÷åíèé îïåðàòîðîâ íàáëþäàåìûõ. Ïðè ýòîì ïîñëå ïðîâåäåíèÿ èíòåãðèðî-
âàíèÿ ïî áîëüøîìó ÷èñëó àðãóìåíòîâ âîëíîâîé ôóíêöèè ïîëó÷àþùèåñÿ
ñðåäíèå îêàçûâàþòñÿ ñðàâíèòåëüíî ïðîñòûìè ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìà-
òèêè îáúåêòàìè. Íàïðèìåð, ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðîííîé èëè ñïèíîâîé
ïëîòíîñòè â ìîëåêóëå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé âñåãî òðåõ ïðîñòðàíñòâåííûõ
êîîðäèíàò. Â ñëåäóþùåé ãëàâå ìû ïîêàæåì, ÷òî äëÿ îïèñàíèÿ îñíîâíûõ
ñâîéñòâ ìîëåêóë äîñòàòî÷íî çíàòü íå âîëíîâóþ ôóíêöèþ, à áîëåå ïðî-
ñòûå îáúåêòû � îäíî è äâóõ÷àñòè÷íûå ôóíêöèè ïëîòíîñòè. Âíà÷àëå ìû
ïîëó÷èì ôóíêöèè ïëîòíîñòè íà îñíîâå âîëíîâîé ôóíêöèè. Ýòî ïîçâîëèò
ïðîàíàëèçèðîâàòü ýëåêòðîííóþ ïëîòíîñòü è ìåæýëåêòðîííûå êîððåëÿ-
öèè, â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåìûå â ìåòîäå Õàðòðè�Ôîêà. Â ïîñëåäóþùèõ
ãëàâàõ áóäåò îïèñàí ìåòîä îòûñêàíèÿ ôóíêöèé ïëîòíîñòè, ìèíóÿ íàõîæ-
äåíèå âîëíîâîé ôóíêöèè. Ýòîò ìåòîä ïîëó÷èë íàçâàíèå òåîðèè ôóíê-
öèîíàëîâ ïëîòíîñòè. Åãî ïðèìåíåíèå ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü
êâàíòîâî-õèìè÷åñêèå ðàñ÷åòû è îòêðûâàåò øèðîêèå ïåðñïåêòèâû äëÿ
êîëè÷åñòâåííîãî îïèñàíèÿ ñëîæíûõ ìíîãîàòîìíûõ ñèñòåì, ïðåäñòàâëÿ-
þùèõ ðåàëüíûé ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ.

1. ÝËÅÊÒÐÎÍÍÀß ÏËÎÒÍÎÑÒÜ
1.1. Ôóíêöèè ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè

Ñîãëàñíî îäíîìó èç îñíîâíûõ ïîñòóëàòîâ êâàíòîâîé ìåõàíèêè êâàä-
ðàò ìîäóëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè îïðåäåëÿåò ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè îáíà-
ðóæèòü ñèñòåìó â äàííîé òî÷êå êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà, ò.å.
ïðîèçâåäåíèå |Ψ(x1, x2, . . . xn)|2 d4x1d

4x2...d
4xn äàåò âåðîÿòíîñòè íàéòè

ïåðâóþ ÷àñòèöó â îáúåìå d4x1 â îêðåñòíîñòè òî÷êè x1, âòîðóþ � â îáúåìå
d4x2 âáëèçè òî÷êè x2 è ò.ä. Åñëè íàñ èíòåðåñóåò âåðîÿòíîñòü, ñâÿçàííàÿ
òîëüêî ñ îäíîé, íàïðèìåð, ïåðâîé ÷àñòèöåé, à ïîëîæåíèÿ îñòàëüíûõ íàì
íå âàæíû, òî ýòó âåðîÿòíîñòü íåîáõîäèìî ïðîñóììèðîâàòü (ïðîèíòåãðè-
ðîâàòü) ïî âñåì âîçìîæíûì çíà÷åíèÿì êîîðäèíàò è ñïèíîâ âñåõ ÷àñòèö,
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êðîìå ïåðâîé. Äëÿ ñèñòåì òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö, íàïðèìåð, èíòåðåñó-
þùèõ íàñ ýëåêòðîíîâ â ìîëåêóëå, âåðîÿòíîñòü íàéòè îäèí (ëþáîé) ýëåê-
òðîí â çàäàííîì îáúåìå d4x1 áóäåò â n ðàç áîëüøå è, ñëåäîâàòåëüíî,
áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ èíòåãðàëîì

dP = d4x1 n

∫
Ψ(x1, x2, . . . xn)Ψ

∗(x1, x2, . . . xN)d4x2...d
4xn. (16)

Âåëè÷èíà, íà êîòîðóþ â ýòîì âûðàæåíèè óìíîæàåòñÿ îáúåì d4x1, èìå-
åò, òàêèì îáðàçîì, ñìûñë ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè. Ýòà âåëè÷èíà, êîòîðóþ
ìû îáîçíà÷èì ρ1(x1), ïîëó÷èëà íàçâàíèå îäíî÷àñòè÷íîé ôóíêöèè ïëîò-
íîñòè.

ρ1(x1) = n

∫
Ψ(x1, x2, . . . xn)Ψ

∗(x1, x2, . . . xn)d
4x2...d

4xn. (17)

Çàìåòèì, ÷òî èíäåêñ 1 ó àðãóìåíòîâ x1 îáîçíà÷àåò íå íîìåð ýëåêòðîíà,
à èíäåêñ òî÷êè â êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå. Ýòîò èíäåêñ ìîæåò
áûòü îïóùåí, îäíàêî åãî îáû÷íî ñîõðàíÿþò, ïîñêîëüêó âïîñëåäñòâèè íàì
ïîíàäîáèòñÿ ðàññìàòðèâàòü ñðàçó ïî íåñêîëüêî òî÷åê.

Åñëè íàñ èíòåðåñóåò òîëüêî ïðîñòðàíñòâåííîå ïîëîæåíèå ÷àñòèö, à
íå èõ ñïèíîâîå ñîñòîÿíèå, ρ1(x1), íàäî äîïîëíèòåëüíî ïðîèíòåãðèðîâàòü
(ïðîñóììèðîâàòü) ïî âñåì âîçìîæíûì çíà÷åíèÿì ñïèíîâîé ïåðåìåííîé.
Ïîëó÷àþùàÿñÿ ïðè ýòîì âåëè÷èíà

ρ1(r1) =

∫
ρ1(x1)dξ1 (18)

íàçûâàåòñÿ îäíî÷àñòè÷íîé êîîðäèíàòíîé ôóíêöèåé ïëîòíîñòè è, î÷å-
âèäíî, èìååò ñìûñë ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé ìíîãîýëåê-
òðîííîé ñèñòåìû; ρ1(r1) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé è óäîâëåòâîðÿåò ñëå-
äóþùåìó óñëîâèþ íîðìèðîâêè

∫
ρ1(r)dr = n. (19)

Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî â îòëè÷èå îò âîëíîâîé ôóíêöèè îíà ÿâëÿåò-
ñÿ íàáëþäàåìîé è ìîæåò áûòü íåïîñðåäñòâåííî èçìåðåíà â ýêñïåðèìåíòå,
íàïðèìåð, â îïûòàõ ïî ðàññåÿíèþ ðåíòãåíîâñêîãî èçëó÷åíèÿ.

Ïîìèìî ïîëíîé ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè (18) ìîæíî ââåñòè ïðîñòðàí-
ñòâåííóþ ïëîòíîñòü äëÿ ýëåêòðîíîâ ñ çàäàííûì çíà÷åíèåì ñïèíà. Äëÿ
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ýòîãî îäíî÷àñòè÷íóþ ôóíêöèþ ïëîòíîñòè (17) äîñòàòî÷íî ðàçëîæèòü ïî
ñïèíîâûì ñîñòîÿíèÿì. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, çàïèñàâ âîëíîâóþ ôóíêöèþ
âñåé ñèñòåìû Ψ(x1, x2, . . . xn) â âèäå

Ψ(x1, x2, . . . xn) = Φα(r1, x2, . . . xn)α1 + Φβ(r1, x2, . . . xn)β1. (20)

Ýòî âûðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ðàçëîæåíèå ôóíêöèè Ψ(x1, x2, . . . xn) ïî
ñïèíîâûì ñîñòîÿíèÿì ïåðâîé ÷àñòèöû. Ïîäñòàíîâêà (20) â (17) äàåò

ρ1(x1) = ραα
1 (r1)α1α

∗
1 + ραβ

1 (r1)α1β
∗
1 + ρβα

1 (r1)β1α
∗
1 + ρββ

1 (r1)β1β
∗
1 .

Â ñïèíîâîì ïîäïðîñòðàíñòâå ôóíêöèÿ ρ1(x1) ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ðàçìåð-
íîñòè 2õ2. Äåéñòâèòåëüíî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî

α =

(
1

0

)
; α∗ = (1 0); β =

(
0

1

)
; β∗ = (0 1), (21)

à òàêæå òî, ÷òî â îïðåäåëåíèè (17) ñîïðÿæåííàÿ ôóíêöèÿ ñòîèò ñïðàâà,
ïîëó÷èì

αα∗ =

(
1

0

)
(1 0) =

(
1 0
0 0

)
; αβ∗ =

(
1

0

)
(0 1) =

(
0 1
0 0

)
è ò. ï.

Òàêèì îáðàçîì,

ρ1(x1) =

(
ραα

1 (r1) ραβ
1 (r1)

ρβα
1 (r1) ρββ

1 (r1)

)
.

Â äàëüíåéøåì ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëüêî ìîëåêóëÿðíûõ
ñîñòîÿíèé ñ îïðåäåëåííûì çíà÷åíèåì ïîëíîãî ñïèíà è åãî ïðîåêöèè
íà âûáðàííóþ îñü êâàíòîâàíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ραβ

1 (r1) = ρβα
1 (r1) = 0

(ñì. íèæå). Îáîçíà÷àÿ äëÿ êðàòêîñòè ñïèíîâóþ êîìïîíåíòó îäíèì èí-
äåêñîì ρσσ

1 ≡ ρσ
1 , ïîëó÷èì

ρ1(x1) = ρα
1 (r1)α1α

∗
1 + ρβ

1 (r1)β1β
∗
1 =

(
ρα

1 (r1) 0

0 ρβ
1 (r1)

)
. (22)

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëíàÿ ýëåêòðîííàÿ ïëîòíîñòü (18) îïðåäåëÿåòñÿ ñóì-
ìîé ôóíêöèé ρα

1 (r1) è ρβ
1 (r1), ïîñêîëüêó îïåðàöèÿ ñóììèðîâàíèÿ ïî ñïè-

íîâûì ïåðåìåííûì â (18) ýêâèâàëåíòíà âû÷èñëåíèþ øïóðà ìàòðèöû

ρ1(r1) =

∫
ρ1(x1)dξ1 = α∗1ρ1(x1)α1 + β∗1ρ1(x1)β1. (23)
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×àñòî ïîìèìî ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè ââîäÿò ôóíêöèþ ñïèíîâîé
ïëîòíîñòè σ1(r1), ðàâíóþ ðàçíîñòè

σ1(r1) = ρα
1 (r1)− ρβ

1 (r1). (24)

Ýòà âåëè÷èíà ïîêàçûâàåò, íàñêîëüêî ïëîòíîñòü ýëåêòðîíîâ ñî ñïèíîì,
íàïðàâëåííûì "ââåðõ áîëüøå ïëîòíîñòè ýëåêòðîíîâ ñî ñïèíîì, íàïðàâ-
ëåííûì "âíèç".

Íåçàâèñèìî îò òèïà ðàññìàòðèâàåìîé ìîëåêóëû îäíî÷àñòè÷íûå êîîð-
äèíàòíûå ôóíêöèè ïëîòíîñòè èìåþò ðÿä óíèâåðñàëüíûõ ñâîéñòâ, êîòî-
ðûå ìîæíî ïîëó÷èòü, àíàëèçèðóÿ àññèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå âîëíîâûõ
ôóíêöèé ìîëåêóëû íà áîëüøèõ è ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ îò ÿäåð. Ïðè óâå-
ëè÷åíèè ðàññòîÿíèé îò ìîëåêóëû (âñåõ ÿäåð) ρ1(r) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïî
ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó

ρ1(r) ∝ exp(−2
√

2mI|r|/~), (25)

ãäå I � ýíåðãèÿ èîíèçàöèè ìîëåêóëû. Â òî÷êàõ ðàñïîëîæåíèÿ ÿäåð ýëåê-
òðîííàÿ ïëîòíîñòü èìååò ìàêñèìóìû

lim
r→RA

(
∂

∂r
+

2ZA

a0

)
ρ̃1(r) = 0. (26)

Çäåñü ρ̃1(r) � óñðåäíåííîå ïî óãëîâûì ïåðåìåííûì çíà÷åíèå îäíî÷àñòè÷-
íîé êîîðäèíàòíîé ôóíêöèè ïëîòíîñòè, a0 � áîðîâñêèé ðàäèóñ. Ïîñëåäíåå
ñîîòíîøåíèå îñîáåííî âàæíî, ïîñêîëüêó ïîêàçûâàåò, ÷òî çíàíèå òî÷íîé
ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè ïîçâîëÿåò íàéòè ïîëîæåíèå è çàðÿä âñåõ ÿäåð
ìîëåêóëû, à, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëíîñòüþ îïðåäåëèòü åå ãàìèëüòîíèàí.
Çíàíèå æå ãàìèëüòîíèàíà, â ïðèíöèïå, ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü âñå ñâîé-
ñòâà ìîëåêóëû. Òàêèì îáðàçîì, îäíîýëåêòðîííàÿ êîîðäèíàòíàÿ ôóíêöèÿ
ïëîòíîñòè â ñêðûòîì âèäå ñîäåðæèò âñþ èíôîðìàöèþ î ìîëåêóëå.

Ïîìèìî îäíî÷àñòè÷íîé, ìîæíî ââåñòè äâóõ-, òðåõ- è áîëåå ìíîãî÷à-
ñòè÷íûå ôóíêöèè ïëîòíîñòè. Ýòè ôóíêöèè îïðåäåëÿþò âåðîÿòíîñòè ðàç-
ëè÷íûõ ñïèíîâî-ïðîñòðàíñòâåííûõ êîíôèãóðàöèé äëÿ êëàñòåðà èç äâóõ,
òðåõ è ò.ä. ÷àñòèö. Íàïðèìåð, äâóõ÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè

ρ2(x1; x2) = n(n− 1)

∫
Ψ(x1, x2, . . . xn)Ψ

∗(x1, x2, . . . xn)d
4x3...d

4xn (27)

îïðåäåëÿåò ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè íàéòè îäíó ÷àñòèöó âáëèçè òî÷êè x1,

à âòîðóþ � âáëèçè òî÷êè x2 ñîîòâåòñòâóþùåãî êîíôèãóðàöèîííîãî ïðî-
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ñòðàíñòâà. Ìíîæèòåëü, ñòîÿùèé ïåðåä èíòåãðàëîì â (27) âûáðàí ñ ó÷å-
òîì íàèáîëåå ÷àñòî óïîòðåáèìîé íîðìèðîâêè � íà ÷èñëî íåðàçëè÷èìûõ
ïàð ÷àñòèö.

Êàê è îäíî÷àñòè÷íóþ ôóíêöèþ, ρ2(x1; x2) ìîæíî ðàçëîæèòü ïî ñïè-
íîâûì ìàòðèöàì

ρ2(x1; x2) = ραα
2 (r1; r2)α1α2α

∗
1α

∗
2 + ραβ

2 (r1; r2)α1β2α
∗
1β

∗
2 +

+ρβα
2 (r1; r2)β1α2β

∗
1α

∗
2 + ρββ

2 (r1; r2)β1β2β
∗
1β

∗
2 , (28)

ââåäÿ ñïèíîâûå êîìïîíåíòû ρµν
2 (r1; r2). Ìîæíî òàêæå ââåñòè êîîðäèíàò-

íóþ äâóõ÷àñòè÷íóþ ôóíêöèþ ïëîòíîñòè

ρ2(r1; r2) =

∫
ρ2(x1; x2)dξ1dξ2 = (29)

= ραα
2 (r1; r2) + ραβ

2 (r1; r2) + ρβα
2 (r1; r2) + ρββ

2 (r1; r2).

Ôóíêöèè ïëîòíîñòè ðàçíîãî ïîðÿäêà íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Òàê,
îäíî è äâóõ÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

(n− 1)ρ1(x1) =

∫
ρ2(x1; x2)d

4x2. (30)

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ïàðàãðàôà ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàñ÷åò
îäíî÷àñòè÷íûõ ôóíêöèé ïëîòíîñòè äëÿ àòîìà ãåëèÿ. ×òîáû èìåòü âîç-
ìîæíîñòü ïðîàíàëèçèðîâàòü ðàçëè÷èå â ñïèíîâûõ êîìïîíåíòàõ ôóíêöèé
ïëîòíîñòè, ðàññìîòðèì íå îñíîâíîå, ñèíãëåòíîå, à ïåðâîå âîçáóæäåííîå
ñîñòîÿíèå, õàðàêòåðèçóþùååñÿ ýëåêòðîííîé êîíôèãóðàöèåé 1s2s. Òàêîå
ñîñòîÿíèå ìîæåò áûòü êàê ñèíãëåòíûì ñ ïîëíûì ñïèíîì íóëü S = 0

ψ(s)(x1, x2) =
1

2
(ϕ1s(r1)ϕ2s(r2) + ϕ2s(r1)ϕ1s(r2)) (α1β2 − α2β1) , (31)

òàê è òðèïëåòíûì, ñ ïîëíûì ñïèíîì S = 1

ψ(tr)(x1, x2)=
ϕ1s(r1)ϕ2s(r2)−ϕ2s(r1)ϕ1s(r2)√

2





α1α2, ms = 1

(α1β2 + α2β1) /
√

2, ms = 0
β1β2, ms = −1

(32)
Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå (17) è ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâî îðòîíîðìèðîâàííîñòè
ôóíêöèé ϕ1s(r) è ϕ2s(r), äëÿ îäíî÷àñòè÷íîé ôóíêöèè ïëîòíîñòè ïîëó-
÷àåì

ρ
(s)
1 (x1) = n

∫
ψ(x1, x2)ψ

∗(x1, x2)d
4x2 =

1

2
ρ1(r1) (α1α

∗
1 + β1β

∗
1) (33)
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� â ñëó÷àå ñèíãëåòíîãî ñîñòîÿíèÿ è

ρ
(tr)
1 (x1) = ρ1(r1)





α1α
∗
1, ms = 1

(α1α
∗
1 + β1β

∗
1) /2, ms = 0

β1β
∗
1 , ms = −1

(34)

� äëÿ òðèïëåòíîãî.
Çäåñü

ρ1(r1) = |ϕ1s(r1)|2 + |ϕ2s(r1)|2 (35)
� êîîðäèíàòíàÿ ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè, îïðåäåëÿåìàÿ ñóììîé ïëîòíîñòåé
îáåèõ çàñåëåííûõ ýëåêòðîííûõ îðáèòàëåé 1s è 2s. Çàìåòèì, ÷òî, êàê îò-
ìå÷àëîñü âûøå (ñì. (22)), îòëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî äèàãîíàëüíûå ñïèíî-
âûå êîìïîíåíòû ìàòðèöû ρ1(x1). Ïðè ýòîì êîîðäèíàòíûå ÷àñòè ôóíêöèé
ïëîòíîñòè â ñèíãëåòíîì è òðèïëåòíîì ñîñòîÿíèÿõ ñîâïàäàþò. Ñïèíîâûå
êîìïîíåíòû áóäóò ðàçëè÷íûìè

ρ
(s) α
1 (r) = ρ

(s) β
1 (r) =

1

2
ρ1(r1); (36)

ρ
(tr) α
1 (r) = 0; ρ

(tr)β
1 (r) = ρ1(r1), ms = 1; (37)

ρ
(tr) α
1 (r) = ρ

(tr) β
1 (r) =

1

2
ρ1(r1), ms = 0;

ρ
(tr) α
1 (r) = ρ1(r1); ρ

(tr)β
1 (r) = 0, ms = −1,

÷òî ñâÿçàíî ñ âîçìîæíûì ðàçíûì çàñåëåíèåì ñîñòîÿíèé α è β â ñëó÷àå
S = 0 è S = 1.

1.2. Îáîáùåííûå ôóíêöèè ïëîòíîñòè
Ââåäåííûå â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ôóíêöèè ïëîòíîñòè ïîçâîëÿ-

þò îïðåäåëèòü ïðîñòðàíñòâåííîå è ñïèíîâîå ðàñïðåäåëåíèå â ìíîãîýëåê-
òðîííîé ñèñòåìå, à òàêæå îïèñàòü ìåæýëåêòðîííûå êîððåëÿöèè. Â ðÿäå
ñëó÷àåâ ïîÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü ðàññìîòðåòü ôóíêöèè áîëåå îáùåãî
âèäà. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîíÿòü, â ÷åì ñîñòîèò äàííîå îáîáùåíèå è çà÷åì
îíî íåîáõîäèìî, ðàññìîòðèì, êàê âû÷èñëÿþòñÿ ñðåäíèå âåëè÷èíû îïåðà-
òîðîâ, ñ êîòîðûìè ìû èìååì äåëî â êâàíòîâîé õèìèè. Â êà÷åñòâå ïðèìå-
ðà âûáåðåì îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà (6). Ñðåäíåå çíà÷åíèå îäíîýëåêòðîííîé
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÷àñòè ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì
〈

n∑

i=1

hi

〉
=

∫
Ψ∗(x1, x2, . . . xn)

(
n∑

i=1

hi

)
Ψ(x1, x2, . . . xn)d

4x1d
4x2...d

4xn =

n

∫
Ψ∗(x1, x2, . . . xn)h1Ψ(x1, x2, . . . xn)d

4x1d
4x2...d

4xn = (38)

n

∫
[h1Ψ(x1, x2, . . . xn)Ψ

∗(x′1, x2, . . . xn)]x′1→x1
d4x1d

4x2...d
4xn.

Â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè îäíîýëåêòðîííûé îïåðàòîð h1 äåéñòâóåò òîëüêî
íà ôóíêöèþ Ψ(x1, x2, . . . xn), ïðè÷åì íà òó åå ÷àñòü, êîòîðàÿ çàâèñèò îò
ïåðåìåííîé x1. Èíòåãðèðîâàíèå ïî îñòàëüíûì ïåðåìåííûì ìîæåò áûòü
ïðîâåäåíî íåçàâèñèìî. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòî ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ðàñ-
ñìàòðèâàåìîå ñðåäíåå â ñëåäóþùåì âèäå

〈
n∑

i=1

hi

〉
=

∫
[h1γ1(x1, x

′
1)]x′1→x1

d4x1, (39)

ãäå

γ1(x1, x
′
1) = n

∫
Ψ(x1, x2, . . . xn)Ψ

∗(x′1, x2, . . . xn)d
4x2...d

4xn, (40)

âûðàæåíèå x′1 → x1 îçíà÷àåò, ÷òî ïåðåä èíòåãðèðîâàíèåì ïåðåìåííóþ
x′1 íàäî çàìåíèòü íà x1.

Ôóíêöèÿ γ1(x1, x
′
1) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ôóíêöèè ρ1(x1) (ñì. (17)) è

ñîâïàäàåò ñ íåé ïðè x1 = x′1. Îíà íàçûâàåòñÿ îáîáùåííîé îäíîýëåêòðîí-
íîé ôóíêöèåé ïëîòíîñòè. Ïî àíàëîãèè ñ (18) ìîæíî ââåñòè îáîáùåííóþ
îäíîýëåêòðîííóþ êîîðäèíàòíóþ ôóíêöèþ

γ1(r1; r
′
1) =

∫
γ1(x1, x

′
1)dξ1dξ′1. (41)

Îáîáùåííàÿ äâóõýëåêòðîííàÿ ôóíêöèÿ ïîÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îá-
ðàçîì ïðè âû÷èñëåíèè ñðåäíèõ çíà÷åíèé äâóõýëåêòðîííûõ îïåðàòîðîâ.
Íàïðèìåð,
〈∑

i,j 6=i

Vij

2

〉
=

∫
Ψ∗(x1,x2, . . . xn)


∑

i,j 6=i

Vij

2


Ψ(x1,x2, . . . xn)d

4x1d
4x2...d

4xn

=
1

2

∫
[V12γ2(x1, x

′
1; x2, x

′
2)]x′1→x1;x′2→x2

d4x1d
4x2, (42)
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ãäå

γ2(x1,x
′
1; x2,x

′
2)=n(n−1)

∫
Ψ(x1,x2,x3, . . . xn)Ψ

∗(x′1,x
′
2,x3, . . . xn)d

4x3...d
4xn.

(43)
Ìîæíî ââåñòè ñïèíîâûå êîìïîíåíòû äëÿ îáîáùåííûõ ôóíêöèé, îäíàêî
äàëåå â ýòîì êóðñå îíè íàì íå ïîíàäîáÿòñÿ. Íå íóæíû áóäóò òàêæå îáîá-
ùåííûå ôóíêöèè áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ïîñêîëüêó â êâàíòîâîé õèìèè
ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî òîëüêî ñ îïåðàòîðàìè, êîòîðûå ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå ñóìì ñîäåðæàùèõ îäíî è äâóõýëåêòðîííûå ñîñòàâëÿþùèå.

Çàìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (39) è (42) ñïðàâåäëèâû äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
îäíî è äâóõýëåêòðîííûõ îïåðàòîðîâ. Äëÿ îïåðàòîðîâ óìíîæåíèÿ îíè
óïðîùàþòñÿ � ñðåäíèå çíà÷åíèÿ âûðàæàþòñÿ íå ÷åðåç îáîáùåííûå, à
îáû÷íûå ôóíêöèè ïëîòíîñòè. Íàïðèìåð,

〈
1

2

∑

i,j 6=i

Vij

〉
=

1

2

∫
V12ρ2(r1; r2)dr1dr2. (44)

1.3. Ôóíêöèè ïëîòíîñòè â îäíîäåòåðìèíàíòíîì ïðèáëèæåíèè
Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå åùå îäíîãî âàæíîãî ïðèìåðà îñîáåííîñòè, êî-

òîðûìè îáëàäàþò ôóíêöèè ïëîòíîñòè ìîëåêóëû, ðàññ÷èòàííîé ìåòîäîì
Õàðòðè�Ôîêà. Â ýòîì ñëó÷àå âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ çàäàåòñÿ îäíèì ñëåéòå-
ðîâñêèì äåòåðìèíàíòîì (13). Ðàñ÷åò ôóíêöèé ïëîòíîñòè ìîæíî ïðîâå-
ñòè íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè. Íàèáîëåå ïðîñòîé ñïîñîá îñíîâàí íà èñïîëü-
çîâàíèè îïðåäåëåíèé (17) è (27). Èñïîëüçóÿ (17) è ðàñêëàäûâàÿ ñëåé-
òåðîâñêèé îïðåäåëèòåëü ïî ýëåìåíòàì ïåðâîãî ñòîëáöà, äëÿ îáîáùåííîé
îäíî÷àñòè÷íîé ôóíêöèè ïîëó÷èì

γ1(x1, x
′
1) =

n

n!

∫ ∑
j

ψj(x1)(−1)j+1Dj1(x2...xn)×

×
∑

k

ψ∗k(x
′
1)(−1)k+1D∗

k1(x2...xn)d
4x2...d

4xn = (45)

=
n

n!

∑

j,k

(−1)j+kψj(x1)ψ
∗
k(x

′
1)

∫
Dj1(x2...xn)D

∗
k1(x2...xn)d

4x2...d
4xn.

Çäåñü Dj1(x2...xn) � ìèíîð j-ãî ýëåìåíòà ïåðâîãî ñòîëáöà. Èíòåãðàë ïî
ïåðåìåííûì x2...xn ëåãêî âû÷èñëèòü, ó÷èòûâàÿ îðòîíîðìèðîâàííîñòü
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ìîëåêóëÿðíûõ ñïèí-îðáèòàëåé, èç êîòîðûõ ñîñòàâëåíû îïðåäåëèòåëè
Dj1(x2...xn). Åñëè îïðåäåëèòåëè Dj1(x2...xn) è D∗

k1(x2...xn) îòëè÷àþòñÿ
äðóã îò äðóãà õîòÿ áû îäíîé ñïèí-îðáèòàëüþ, òî ïðè èíòåãðèðîâàíèè (45)
ïîëó÷àåòñÿ íóëü. Íåíóëåâîå çíà÷åíèå ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïîëíîñòüþ ñîâïà-
äàþùèõ îïðåäåëèòåëÿõ. Ïðè ýòîì îáÿçàòåëüíî äîëæíû ñîâïàäàòü òàêæå
çíà÷åíèÿ èíäåêñîâ j è k, òàêèì îáðàçîì,∫

Dj1(x2...xn)D
∗
k1(x2...xn)d

4x2...d
4xn = (n− 1)!δjk. (46)

Ìíîæèòåëü (n − 1)! îáóñëîâëåí íîðìèðîâêîé ìèíîðîâ Dj1(x2...xn) è
D∗

k1(x2...xn) (ñì. ôîðìóëó (13) è êîììåíòàðèé ê íåé).
Ïîäñòàâëÿÿ (46) â (45), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

γ1(x1, x
′
1) =

n∑
j=1

ψj(x1)ψ
∗
j (x

′
1). (47)

Êîîðäèíàòíàÿ îáîáùåííàÿ îäíîýëåêòðîííàÿ ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ìîæåò
áûòü ïîëó÷åíà îòñþäà âû÷èñëåíèåì øïóðà ïî ñïèíîâûì ïåðåìåííûì.
Äëÿ íàèáîëåå âàæíîãî ñëó÷àÿ ñèíãëåòíîãî ñîñòîÿíèÿ, êîòîðîå ñîîòâåò-
ñòâóåò ïîäàâëÿþùåìó áîëüøèíñòâó íåâîçáóæäåííûõ ìîëåêóë è äëÿ êî-
òîðîãî îäíîäåòåðìèíàíòíîå ïðèáëèæåíèå ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì, ìîëåêóëÿð-
íûå îðáèòàëè çàïîëíÿþòñÿ ïàðîé ýëåêòðîíîâ ñ ïðîòèâîïîëîæíî îðèåí-
òèðîâàííûìè ñïèíàìè, ïîýòîìó

γ1(r1, r
′
1) =

n/2∑

j=1

ψj(r1)ψ
∗
j (r

′
1). (48)

Äâóõýëåêòðîííàÿ ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà àíàëî-
ãè÷íî. Îòëè÷èå ñîñòîèò ëèøü â òîì, ÷òî îïðåäåëèòåëü, çàäàþùèé ìî-
ëåêóëÿðíóþ âîëíîâóþ ôóíêöèþ Ψ(x1, x2, . . . xn), íàäî ðàçëîæèòü êàê ïî
ýëåìåíòàì ïåðâîãî, òàê è âòîðîãî ñòîëáöà

γ2(x1, x
′
1; x2, x

′
2) = n(n− 1)

∑

j,k,j′ 6=j,k′ 6=k

ψj(x1)ψj′(x2)ψ
∗
k(x

′
1)ψ

∗
k′(x

′
2)×

×(−1)j+j′+k+k′
∫

Mj1;j′2(x3...xn)M
∗
k1;k′2(x3...xn)d

4x3...d
4xn. (49)

Çäåñü Mj1;j′2(x3...xn) � äîïîëíèòåëüíûé ìèíîð n − 2 ïîðÿäêà � îïðåäå-
ëèòåëü, ïîëó÷àþùèéñÿ èç èñõîäíîãî ñëåéòåðîâñêîãî èñêëþ÷åíèåì ïåð-
âûõ äâóõ ñòîëáöîâ è j è j′ ñòðîê. Íåíóëåâîé âêëàä â ñóììó ïî
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j, k, j′, k′ â (49) äàäóò ñëàãàåìûå, â êîòîðûõ îïðåäåëèòåëè Mj1;j′2(x3...xn)
è M ∗

k1;k′2(x3...xn) ñîäåðæàò îäíè è òå æå ìîëåêóëÿðíûå ñïèí-îðáèòàëè.
Ýòî èìååò ìåñòî â äâóõ ñëó÷àÿõ, âî-ïåðâûõ, êîãäà j = k è j′ = k′, è,
âî-âòîðûõ, êîãäà j = k′ è j′ = k. Ó÷èòûâàÿ íîðìèðîâêó îïðåäåëèòåëåé
Mj1;j′2, à òàêæå íàëè÷èå ìíîæèòåëÿ (−1)j+j′+k+k′, ïîëó÷èì

γ2(x1,x
′
1;x2,x

′
2)=

n∑

j,j′

(
ψj(x1)ψj′(x2)ψ

∗
j (x

′
1)ψ

∗
j′(x

′
2)−ψj(x1)ψj′(x2)ψ

∗
j (x

′
2)ψ

∗
j′(x

′
1)
)
.

(50)
Ñðàâíèâàÿ ýòî âûðàæåíèå ñ (47), íàõîäèì

γ2(x1, x
′
1; x2, x

′
2) = γ1(x1, x

′
1)γ1(x2, x

′
2)− γ1(x1, x

′
2)γ1(x2, x

′
1). (51)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â îäíîäåòåðìèíàíòíîì ïðèáëèæåíèè äâóõ÷àñòè÷íàÿ
ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè âûðàçèëàñü ÷åðåç ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ïðîèçâå-
äåíèé îäíî÷àñòè÷íûõ. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî è ëþáàÿ ìíîãî÷àñòè÷íàÿ
ôóíêöèÿ îáëàäàåò òàêèì ñâîéñòâîì � îíà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ îä-
íî÷àñòè÷íîé ôóíêöèåé ïëîòíîñòè, êîòîðàÿ ïîëó÷èëà íàçâàíèå ìàòðèöû
ïëîòíîñòè Ôîêà�Äèðàêà. Äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ìû äåéñòâî-
âàëè ïðè âûâîäå ñîîòíîøåíèÿ (50), ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå ÿâíîå
âûðàæåíèå äëÿ n-÷àñòè÷íîé ôóíêöèè

γn(x1..., xn; x
′
1...x

′
n) =

γ1(x1, x
′
1) γ1(x1, x

′
2) . . . γ1(x1, x

′
n)

γ1(x2, x
′
1) γ1(x2, x

′
2) . . . γ1(x2, x

′
n)

. . . . . . . . . . . .
γ1(xn, x

′
1) γ1(xn, x

′
2) . . . γ1(xn, x

′
n)

. (52)

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (47) è (50) ìîãóò áûòü ïî-
ëó÷åíû è äðóãèì ñïîñîáîì. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, åñëè ñðàâíèòü çíà÷åíèÿ
(39) è (42) ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ÿâíûìè âûðàæåíèÿìè, ïîëó÷àåìûìè ïðè
âûâîäå óðàâíåíèé Õàðòðè�Ôîêà âàðèàöèîííûì ìåòîäîì.

1.4. Ìåæýëåêòðîííûå êîððåëÿöèè
Îäíèì èç íàèáîëåå âàæíûõ ñâîéñòâ äâóõ÷àñòè÷íîé (ïàðíîé) ôóíê-

öèè ïëîòíîñòè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíà ñîäåðæèò èíôîðìàöèþ î ìåæýëåê-
òðîííûõ êîððåëÿöèÿõ. Èìååòñÿ äâå îñíîâíûå ôèçè÷åñêèå ïðè÷èíû òà-
êèõ êîððåëÿöèé. Âî-ïåðâûõ, ýëåêòðîíû âçàèìîäåéñòâóþò ìåæäó ñîáîé,
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ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå îòòàëêèâàíèå ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ âåðîÿòíîñòè
íàéòè ýëåêòðîíû íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ äðóã îò äðóãà. Ñîîòâåòñòâóþùèå
êîððåëÿöèè íàçûâàþòñÿ êóëîíîâñêèìè. Âî-âòîðûõ, ýëåêòðîíû ÿâëÿþò-
ñÿ ôåðìèîíàìè, èõ êîëëåêòèâíàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ àíòèñèììåòðè÷íà è
äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâ ïðèíöèï Ïàóëè, ÷òî òàêæå âëèÿåò íà ìåæýëåêòðîí-
íûå êîððåëÿöèè. Ýòè êîððåëÿöèè íàçûâàþòñÿ îáìåííûìè èëè ôåðìèåâ-
ñêèìè. Êóëîíîâñêèå êîððåëÿöèè íàáëþäàþòñÿ è äëÿ ðàçëè÷èìûõ ÷àñòèö,
à ôåðìèåâñêèå � äëÿ íåçàðÿæåííûõ. Àíàëèç äâóõ÷àñòè÷íîé ôóíêöèè
ïëîòíîñòè íà÷íåì ñ îäíîäåòåðìèíàíòíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå
ëþáàÿ ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îäíî÷àñòè÷íóþ. Ïîêàæåì,
÷òî â ýòîì óïðîùåíèè ñîäåðæèòñÿ îïðåäåëåííûé ñêðûòûé íåäîñòàòîê
ìåòîäà Õàðòðè�Ôîêà, ïðèâîäÿùèé ê íåêîððåêòíîìó îïèñàíèþ ìåæýëåê-
òðîííûõ êîððåëÿöèé.

Ñîãëàñíî ïîëó÷åííîìó â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ñîîòíîøåíèþ (50)
ïàðíàÿ ôóíêöèÿ ρ2(x1; x2) = γ2(x1, x1; x2, x2) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ëèíåé-
íóþ êîìáèíàöèþ ïðîèçâåäåíèé ìîëåêóëÿðíûõ îðáèòàëåé. Ïðîàíàëèçè-
ðóåì êîððåëÿöèè ýëåêòðîíîâ ñ îäèíàêîâûìè è ðàçíûìè ñïèíàìè. Äëÿ
ýòîãî ðàññìîòðèì ñïèíîâûå êîìïîíåíòû ρµν

2 (r1; r2), îïðåäåëåííûå ðà-
âåíñòâîì (28). ×òîáû ïîëó÷èòü, íàïðèìåð, êîìïîíåíòó ραα

2 (r1, r2), íàäî
ôóíêöèþ ïëîòíîñòè ρ2(x1; x2) óìíîæèòü ñëåâà íà α∗1α

∗
2, à ñïðàâà � íà

α1α2. Ó÷èòûâàÿ (50), ïîëó÷èì, ÷òî âêëàä â ñóììó äàäóò òîëüêî òå ìîëå-
êóëÿðíûå ñïèí-îðáèòàëè ψj è ψj′, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ñîñòîÿíèþ α

ïåðâîãî è âòîðîãî ýëåêòðîíà. Îáîçíà÷àÿ ýòè îðáèòàëè èíäåêñàìè a è b,

ïîëó÷èì

ραα
2 (r1, r2) = α∗1α

∗
2ρ2(x1; x2)α1α2 =

nα∑

à,b
(ψa(r1)ψb(r2)ψ

∗
a(r1)ψ

∗
b (r2)− ψa(r1)ψb(r2)ψ

∗
a(r2)ψ

∗
b (r1)) . (53)

×èñëî ñëàãàåìûõ â ýòîé ñóììå îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì ýëåêòðîíîâ nα â
ñîñòîÿíèè α. Ïåðåïèøåì ýòî âûðàæåíèå, ââåäÿ îäíî÷àñòè÷íûå ñïèíîâûå
êîìïîíåíòû

ραα
2 (r1, r2) = ρα

1 (r1)ρ
α
1 (r2)− γαα

1 (r1, r2)γ
αα
1 (r2, r1). (54)

Çäåñü

γαα
1 (r1, r2) =

nα∑
à

ψa(r1)ψ
∗
a(r2). (55)
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Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü è äëÿ ñïèíîâîé êîìïîíåíòû
ρββ

2 (r1, r2).
Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå r2 → r1 ραα

2 (r1, r2) è
ρββ

2 (r1, r2) ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, ò.å. âåðîÿòíîñòü íàéòè äâà ýëåêòðîíà ñ îäè-
íàêîâûìè ñïèíàìè â îäíîé òî÷êå ðàâíà íóëþ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåäèàãîíàëüíóþ ñïèíîâóþ êîìïîíåíòó äâóõ÷à-
ñòè÷íîé ôóíêöèè ïëîòíîñòè ραβ

2 (r1, r2). Äëÿ åå íàõîæäåíèÿ óìíîæèì
ôóíêöèþ ïëîòíîñòè ρ2(x1; x2) ñëåâà íà α∗1β

∗
2 , à ñïðàâà � íà α1β2.

ραβ
2 (r1, r2) =

nα∑
à

nβ∑

b

ψa(r1)ψb(r2)ψ
∗
a(r1)ψ

∗
b (r2) = ρα

1 (r1)ρ
β
1 (r2). (56)

Âòîðîå ñëàãàåìîå ïîä çíàêîì ñóììû â (50) âêëàäà íå äàåò èç-çà îðòîãî-
íàëüíîñòè ñïèíîâûõ ôóíêöèé α è β.

Èç ðàâåíñòâà (56) âèäíî, ÷òî â îäíîäåòåðìèíàíòíîì ïðèáëèæåíèè
âåðîÿòíîñòü íàéòè äâà ýëåêòðîíà, èìåþùèå ïðîòèâîïîëîæíî îðèåíòè-
ðîâàííûå ñïèíû, â äâóõ ýëåìåíòàõ îáúåìà ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ âåðî-
ÿòíîñòåé íàõîæäåíèÿ êàæäîãî â ñîîòâåòñòâóþùåì îáúåìå, íåçàâèñèìî
îò òîãî, ãäå íàõîäèòñÿ äðóãîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â îäíîäåòåðìèíàíòíîì
ïðèáëèæåíèè êîððåëÿöèé â ðàñïîëîæåíèè ýëåêòðîíîâ ñ ïðîòèâîïîëîæíî
îðèåíòèðîâàííûìè ñïèíàìè íåò. Òàêèì îáðàçîì, ñîîòâåòñòâóþùåå ïðè-
áëèæåíèå íåâåðíî îïèñûâàåò (íå ó÷èòûâàåò) êóëîíîâñêèå êîððåëÿöèè. Â
ïðåäåëüíîì ñëó÷àå r2 → r1 ìû ïîëó÷àåì ραβ

2 (r1, r1) = ρα
1 (r1)ρ

β
1 (r1) 6= 0,

õîòÿ â ñèëó êóëîíîâñêîãî îòòàëêèâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèé ïðåäåë äîë-
æåí ðàâíÿòüñÿ íóëþ. Äâà ýëåêòðîíà íå ìîãóò íàõîäèòüñÿ â îäíîé òî÷êå
íåçàâèñèìî îò èõ ñïèíîâûõ ñîñòîÿíèé.

Ðàññìîòðèì òåïåðü îáùèé ñëó÷àé. Äëÿ êîëè÷åñòâåííîé õàðàêòåðè-
ñòèêè ìåæýëåêòðîííûõ êîððåëÿöèé ÷àñòî ââîäÿò ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ
âåëè÷èí. Îäíîé èç òàêèõ âåëè÷èí ÿâëÿåòñÿ êîððåëÿöèîííûé ôàêòîð
fµν(r1, r2). Îí îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì ðàâåíñòâîì

ρµν
2 (r1, r2) = ρµ

1(r1)ρ
ν
1(r2) (1 + fµν(r1, r2)) . (57)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ýòîì âûðàæåíèè äàåò íåêîððåëèðîâàííûé âêëàä â
ñïèíîâóþ êîìïîíåíòó ïàðíîé ôóíêöèè ïëîòíîñòè, êîòîðûé ðàâåí ïðî-
èçâåäåíèþ ôóíêöèé ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Âòîðàÿ âåëè÷èíà � óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ ýëåêòðîíà ñî
ñïèíîì µ â îêðåñòíîñòè òî÷êè r1, êîãäà èçâåñòíî, ÷òî âòîðîé ýëåêòðîí
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ñî ñïèíîì ν íàõîäèòñÿ âáëèçè òî÷êè r2.

Ωµν(r1, r2) = ρµν
2 (r1, r2)/ρ

ν
1(r2). (58)

Íàêîíåö, åùå îäíîé âåëè÷èíîé, ÷àñòî èñïîëüçóåìîé â òåîðèè ôóíêöè-
îíàëîâ ïëîòíîñòè, ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ êîððåëÿöèîííîé äûðêè hµν(r1, r2)

hµν(r1, r2) = ρµν
2 (r1, r2)/ρ

ν
1(r2)− ρµ

1(r1) = ρµ
1(r1)f

µν(r1, r2), (59)

êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò ðàçíîñòü ìåæäó óñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ è îäíî÷à-
ñòè÷íîé êîîðäèíàòíîé ôóíêöèåé. Ýòà âåëè÷èíà ïîëó÷èëà ñâîå íàçâàíèå
èç-çà òîãî, ÷òî ïîêàçûâàåò, íàñêîëüêî óìåíüøàåòñÿ âåðîÿòíîñòü (îáðàçó-
åòñÿ "äûðêà" âåðîÿòíîñòè) íàéòè âòîðîé ýëåêòðîí â îáëàñòè ïðîñòðàí-
ñòâà âáëèçè ïåðâîãî ïî ñðàâíåíèþ ñ âåðîÿòíîñòüþ îáíàðóæèòü åãî â ýòîé
æå îáëàñòè, åñëè ïåðâûé ýëåêòðîí îòñóòñòâóåò.

Ñîîòíîøåíèÿ, ïîäîáíûå (57)�(59), ìîæíî çàïèñàòü äëÿ ôóíêöèé áåç
ó÷åòà ñïèíà. Ïðîñóììèðîâàâ (57) ïî âñåì çíà÷åíèÿì èíäåêñîâ µ è ν,
ìîæíî ââåñòè êîððåëÿöèîííûé ôàêòîð äëÿ äâóõ÷àñòè÷íîé êîîðäèíàòíîé
ôóíêöèè ïëîòíîñòè

ρ2(r1, r2) = ρ1(r1)ρ1(r2) (1 + f(r1, r2)) . (60)

Àíàëîãè÷íî
Ω(r1, r2) = ρ2(r1, r2)/ρ1(r2), (61)

h(r1, r2) = ρ2(r1, r2)/ρ1(r2)− ρ1(r1) = ρ1(r1)f(r1, r2). (62)
Ââåäåíèå ôóíêöèè êîððåëÿöèîííîé äûðêè îêàçûâàåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî

ïîëåçíûì äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîé òåîðèè ôóíêöèîíàëîâ ïëîò-
íîñòè (ñì. ñëåäóþùèå ãëàâû), â ÷àñòíîñòè, ïîñêîëüêó ïîçâîëÿåò çàïèñàòü
ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ìåæýëåêòðîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ (44) â ñëåäóþùåì
âèäå
〈

1

2

∑

i,j 6=i

Vij

〉
=

1

2

∫
V12ρ2(r1; r2)dr1dr2 = (63)

=
e2

2

∫
ρ1(r1)ρ1(r2)

r12
dr1dr2 +

e2

2

∫
h(r1, r2)ρ1(r2)

r12
dr1dr2.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïîëó÷åííîì ñîîòíîøåíèè ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêèì
âûðàæåíèåì äëÿ ýíåðãèè çàðÿæåííîãî îáëàêà, âêëþ÷àþùåé íåôèçè÷å-
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ñêîå ñàìîäåéñòâèå çàðÿäîâ, à âòîðîå � âçàèìîäåéñòâèå ýòîãî æå îáëà-
êà ñ çàðÿäîì ïðîñòðàíñòâåííî ðàñïðåäåëåííîé äûðêè. Äàííîå âçàèìî-
äåéñòâèå íóæíûì îáðàçîì êîððåêòèðóåò ýôôåêò ñàìîäåéñòâèÿ, à òàêæå
ó÷èòûâàåò âñå êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèå êîððåëÿöèîííûå ýôôåêòû.

Êîððåëÿöèîííûå ýôôåêòû â ìíîãîýëåêòðîííûõ ñèñòåìàõ âûçûâàþò
â ïîñëåäíåå âðåìÿ îñîáûé èíòåðåñ â ñâÿçè ñ çàäà÷àìè êâàíòîâîé èí-
ôîðìàòèêè. Îñîáîå âíèìàíèå ïðèâëåêàþò òàê íàçûâàåìûå ïåðåïóòàí-
íûå ñîñòîÿíèÿ. Â êà÷åñòâå ñðàâíèòåëüíî ïðîñòîãî ïðèìåðà ìîæíî ïðè-
âåñòè ìåæýëåêòðîííûå êîððåëÿöèè â ìîëåêóëå âîäîðîäà, íàõîäÿùåéñÿ â
ñèíãëåòíîì ñîñòîÿíèè. Òàêîå ñîñòîÿíèå îïèñûâàåòñÿ âîëíîâîé ôóíêöèåé
ñëåäóþùåãî âèäà

ψ(s)(x1, x2) =
ϕ(r1, r2)√

2
(α1β2 − α2β1) . (64)

Çäåñü ϕ(r1, r2) � êîîðäèíàòíàÿ ÷àñòü âîëíîâîé ôóíêöèè. Â ñèëó ïåðåñòà-
íîâî÷íîé àíòèñèììåòðèè ïîëíîé âîëíîâîé ôóíêöèè (64) êîîðäèíàòíàÿ
÷àñòü, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé ϕ(r1, r2) = ϕ(r2, r1).

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ñïèíîâûõ êîìïîíåíò îäíî è äâóõ÷àñòè÷íîé
ôóíêöèè ïëîòíîñòè (22) è (28), ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ρα

1 (r1) = ρβ
1 (r1) =

=
∫
ϕ(r1, r2)ϕ

∗(r1, r2)dr2 6= 0 è ραα
2 (r1, r2) = ρββ

2 (r1, r2) = 0. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè Ωαα(r1, r2) è Ωββ(r1, r2) ðàâíû íóëþ è
fαα(r1, r2) = fββ(r1, r2) = −1. Ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè êîððåëÿöèîí-
íûõ äûðîê (59) ïî ôîðìå òî÷íî ñîâïàäàþò ñ ðàñïðåäåëåíèåì ýëåêòðîí-
íîé ïëîòíîñòè è îòëè÷àþòñÿ îò íåå òîëüêî çíàêîì.

Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî íàì óäàëîñü ðàçäåëèòü ìîëåêóëó íà äâà àòî-
ìà âîäîðîäà áåç èçìåíåíèÿ ñóììàðíîãî ñïèíà è ðàçíåñòè ýòè àòîìû íà
áîëüøîå ðàññòîÿíèå � â ðàçíûå ëàáîðàòîðèè. Ïîñêîëüêó ρα

1 (r1) = ρβ
1 (r1),

íåçàâèñèìîå èçìåðåíèå ïðîåêöèè ñïèíà ýëåêòðîíà êàæäîãî èç àòîìîâ
ìîæåò ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ äàòü çíà÷åíèå ëèáî +1/2, ëèáî -1/2. Ïðè
ýòîì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èçìåðåíèå â îáåèõ ëàáîðàòîðèÿõ äàäóò îäèíà-
êîâûå çíà÷åíèÿ, ðàâíà íóëþ, òàê êàê Ωαα(r1, r2) = Ωββ(r1, r2) = 0. Áîëåå
òîãî, ïîëó÷åíèå â ðåçóëüòàòå èçìåðåíèÿ â îäíîé ëàáîðàòîðèè çíà÷åíèÿ,
íàïðèìåð, +1/2 îçíà÷àåò, ÷òî âî âòîðîé áóäåò çàôèêñèðîâàíî çíà÷åíèå
ïðîåêöèè ñïèíà -1/2. Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàò îäíîãî èçìåðåíèÿ çàâè-
ñèò îò ðåçóëüòàòà äðóãîãî, ïðîâåäåííîãî â óäàëåííîé îáëàñòè ïðîñòðàí-
ñòâà, ïðè÷åì â óñëîâèÿõ, êîãäà ìåæäó èçìåðÿåìûìè îáúåêòàìè è ïðèáî-
ðàìè íåò êàêîãî-ëèáî íåïîñðåäñòâåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Çàìåòèì, îä-
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íàêî, ÷òî ïîäîáíàÿ íåëîêàëüíîñòü íå ïðîòèâîðå÷èò ïðèíöèïó ïðè÷èííî-
ñòè, ïîñêîëüêó ýêñïåðèìåíòàòîð íå ìîæåò íèêàê ïîâëèÿòü íà ðåçóëüòàòû
èçìåðåíèÿ â ñâîåé ëàáîðàòîðèè. Â ÷åñòü Ýéíøòåéíà, Ïîäîëüñêîãî è Ðîçå-
íà, êîòîðûå ðàññìàòðèâàëè ïîäîáíûå ñîñòîÿíèÿ, îíè ïîëó÷èëè íàçâàíèå
ÝÏÐ-ïàð.

2. ÌÅÒÎÄ ÊÎÍÀ
Â ïðåäûäóùåé ãëàâå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè ìî-

ëåêóëû ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ïî èçâåñòíûì ôóíêöèÿì ïëîòíîñòè ïåð-
âîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà. Â ýòîé ãëàâå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ïîëíîå è òî÷íîå
îïèñàíèå ìíîãîýëåêòðîííîé ñèñòåìû ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî â òåðìèíàõ
îäíîýëåêòðîííîé êîîðäèíàòíîé ôóíêöèè. Íåêîòîðûå êà÷åñòâåííûå ñîîá-
ðàæåíèÿ â ïîëüçó âîçìîæíîñòè òàêîãî îïèñàíèÿ óæå îòìå÷àëèñü âûøå.
Äåéñòâèòåëüíî, çíàíèå îäíî÷àñòè÷íîé êîîðäèíàòíîé ôóíêöèè ïëîòíîñòè
ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü âñå îñíîâíûå êîëè÷åñòâåííûå ïàðàìåòðû ìîëåêó-
ëû � ÷èñëî ýëåêòðîíîâ (ñì. (19)), à òàêæå ïîëîæåíèå è çàðÿäû ÿäåð (26).
Çíàíèå ýòèõ õàðàêòåðèñòèê ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ãàìèëüòîíèàí è íàéòè
âîëíîâóþ ôóíêöèþ è, ñëåäîâàòåëüíî, îñóùåñòâèòü ìàêñèìàëüíî ïîëíîå
îïèñàíèå êâàíòîâîé ñèñòåìû. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ýòîé ãëàâû ìû áî-
ëåå ñòðîãî äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ïîëó÷èëî íàçâàíèå ïåðâîé
òåîðåìû Õîýíáåðãà�Êîíà (ÕÊ). Äàëåå áóäåò ñôîðìóëèðîâàí ïîäõîä, îñ-
íîâàííûé íà âàðèàöèîííîì ìåòîäå, ïîçâîëÿþùèé â ïðèíöèïå íàõîäèòü
ýòó êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ (âòîðàÿ òåîðåìà Õîýíáåðãà�Êîíà). Íà-
êîíåö, â ïîñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ áóäóò îïèñàíû êîíêðåòíûå ñïîñîáû
ðåàëèçàöèè ýòîãî ìåòîäà. Ââèäó óíèêàëüíîãî ïîëîæåíèÿ îäíîýëåêòðîí-
íîé êîîðäèíàòíîé ôóíêöèè ïëîòíîñòè â äàëüíåéøåì áóäåì îáîçíà÷àòü
åå áåç èíäåêñà � ρ(r).

2.1. Ïåðâàÿ òåîðåìà Õîýíáåðãà�Êîíà
Òåîðåìà. Îäíî÷àñòè÷íàÿ êîîðäèíàòíàÿ ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè, ñîîòâåò-

ñòâóþùàÿ îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ ìíîãîýëåêòðîííîé ñèñòåìû â íåêîòîðîì
âíåøíåì ïîòåíöèàëå, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ýòîò ïîòåíöèàë.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñôîðìóëèðîâàííàÿ òåîðåìà ñïðàâåäëèâà è
äëÿ âûðîæäåííîãî è íåâûðîæäåííîãî îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ. Äëÿ ïðîñòî-
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òû ìû îãðàíè÷èìñÿ çäåñü äîêàçàòåëüñòâîì äëÿ áîëåå ïðîñòîãî ñëó÷àÿ
îòñóòñòâèÿ âûðîæäåíèÿ. Äîêàæåì òåîðåìó ìåòîäîì "îò ïðîòèâíîãî".
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ äâå ðàçíûå ïîòåíöèàëüíûå ýíåðãèè âíåøíåãî
ïîëÿ U1(r) è U2(r), îòëè÷àþùèåñÿ áîëåå ÷åì íà êîíñòàíòó è ïðèâîäÿùèå
ê îäíîé è òîé æå ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà äëÿ ìíîãîýëåêòðîííîé ñèñòåìû âî âíåøíåì ïî-
ëå U1(r), êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì Ψ1, ïîäñòàâëåííîå â îïðåäåëåíèå (17)
äàñò òó æå ôóíêöèþ ïëîòíîñòè, ÷òî è ðåøåíèå Ψ2, ïîëó÷åííîå ñ äðóãèì
ãàìèëüòîíèàíîì. Îáîçíà÷èì ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì

U1(r) ⇒H1⇒Ψ1⇒ ρ(r) ⇐Ψ2⇐H2⇐U2(r). (65)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåâîçìîæíîñòè òàêîãî ïðåäïîëîæåíèÿ èñïîëüçóåì
âàðèàöèîííûé ïðèíöèï êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Ψ2

êàê ïðîáíóþ ôóíêöèþ äëÿ ãàìèëüòîíèàíà H1. Â ñîîòâåòñòâèè ñ âàðèà-
öèîííûì ïðèíöèïîì âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

E01 <

∫
Ψ∗

2H1Ψ2dv. (66)

Çäåñü E01 � ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé ãàìèëü-
òîíèàíîì H1, è â ýòîì ñîîòíîøåíèè ñòîèò çíàê ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà,
ïîñêîëüêó ìû çíàåì ïî óñëîâèþ òåîðåìû, ÷òî Ψ2 íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåí-
íîé ôóíêöèåé îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ýòîãî ãàìèëüòîíèàíà. Ïðåîáðàçóåì
ýòî ñîîòíîøåíèå, ââåäÿ E02 � íàèìåíüøåå ñîáñòâåííîå ÷èñëî ãàìèëüòî-
íèàíà H2 è ïðîâåäÿ ñëåäóþùèå òîæäåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

E01<

∫
Ψ∗

2H1Ψ2dv=

∫
Ψ∗

2H2Ψ2dv +

∫
Ψ∗

2(H1 −H2)Ψ2dv =

= E02 +

∫
Ψ∗

2(U1(r)− U2(r))Ψ2dv. (67)

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
∫

Ψ∗
2(U1(r)− U2(r))Ψ2dv =

∫
ρ(r)(U1(r)− U2(r))dr > E01 − E02. (68)

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñîîòíîøåíèÿìè (39) è (41), à òàêæå òåì, ÷òî
îïåðàòîð ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì óìíîæåíèÿ.

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî

E02 <

∫
Ψ∗

1H2Ψ1dv = E01 +

∫
Ψ∗

1(U2(r)− U1(r))Ψ1dv, (69)
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ò.å.
∫

Ψ∗
1(U1(r)− U2(r))Ψ1dv =

∫
ρ(r)(U1(r)− U2(r))dr < E01 − E02. (70)

Ñðàâíèâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (68) è (70), âèäèì, ÷òî îíè ïðîòèâîðå÷àò äðóã
äðóãó, ïîñêîëüêó îäíîýëåêòðîííàÿ ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ÿâëÿåòñÿ âåëè÷è-
íîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäïîëîæåíèå î ñó-
ùåñòâîâàíèè äâóõ âíåøíèõ ïîòåíöèàëîâ, äàþùèõ îäíó è òó æå ýëåêòðîí-
íóþ ïëîòíîñòü, ïðèâåëî ê ïðîòèâîðå÷èþ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïîìèìî êàíîíè÷åñêîé ôîðìóëèðîâêè ïåðâîé òåîðåìû ÕÊ, ïðèâåäåí-
íîé âûøå, ñóùåñòâóåò è äðóãîé âàðèàíò � òàê íàçûâàåìàÿ ñèëüíàÿ ôîð-
ìóëèðîâêà. Ýòà ôîðìóëèðîâêà ãëàñèò

∫
∆ρ(r)∆U(r)dr <0, (71)

ãäå ∆U(r) � èçìåíåíèå âíåøíåãî ïîòåíöèàëà, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ ýëåê-
òðîííàÿ ñèñòåìà, à ∆ρ(r) � îáóñëîâëåííîå ýòèì èçìåíåíèå ýëåêòðîííîé
ïëîòíîñòè. Èç ýòîé òåîðåìû, â ÷àñòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî ïðè ∆U(r) 6=0 ìû
íå ìîæåì ïîëó÷èòü ∆ρ(r) = 0. Áîëåå òîãî, ñîîòíîøåíèå (71) ïîçâîëÿ-
åò äåëàòü çàêëþ÷åíèÿ î õàðàêòåðå èçìåíåíèÿ ïëîòíîñòè ïðè èçìåíåíèè
ïîòåíöèàëà. Òàê, åñëè â ñðåäíåì ïîòåíöèàë óâåëè÷èëñÿ, ò.å. ∆U(r) >0
â áîëüøåé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè, òî â ñðåäíåì ýëåêòðîííàÿ
ïëîòíîñòü óìåíüøàåòñÿ òàê, ÷òî èíòåãðàë ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó îò ïðî-
èçâåäåíèÿ ∆ρ(r)∆U(r) îñòàåòñÿ îòðèöàòåëüíûì.

Òåîðåìà ÕÊ ñôîðìóëèðîâàíà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âíåøíåãî ñèëîâîãî
ïîëÿ, â êîòîðîì ìîæåò íàõîäèòüñÿ ýëåêòðîííàÿ ñèñòåìà. Â çàäà÷àõ êâàí-
òîâîé õèìèè ðîëü ïîòåíöèàëà, î êîòîðîì èäåò ðå÷ü â ýòîé òåîðåìå, âû-
ïîëíÿåò ïîòåíöèàë ÿäåðíîãî îñòîâà. Îïðåäåëÿÿ ïîòåíöèàë îñòîâà, ýëåê-
òðîííàÿ ïëîòíîñòü îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ãàìèëü-
òîíèàí ìîëåêóëû, à, ñëåäîâàòåëüíî, âñå åå ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ, íå
òîëüêî îñíîâíîå, íî è âñå âîçáóæäåííûå. Òàêèì îáðàçîì, â ýëåêòðîííîé
ïëîòíîñòè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ñîäåðæèòñÿ âñÿ èíôîðìàöèÿ î ìîëåêóëå,
êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà, ò.å.
ñ åå ïîìîùüþ ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî íàèáîëåå ïîëíîå îïèñàíèå, äîñòè-
æèìîå â ðàìêàõ êâàíòîâîé ìåõàíèêè.
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2.2. Âàðèàöèîííûé ïðèíöèï Õîýíáåðãà�Êîíà
Òåîðåìà, äîêàçàííàÿ â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, óêàçûâàåò ëèøü íà

ôàêò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ âíåøíåãî ïîòåíöèàëà è ýëåê-
òðîííîé ïëîòíîñòè è íå äàåò íèêàêèõ ðåêîìåíäàöèé ïî íàõîæäåíèþ
ïîñëåäíåé. Îïðåäåëåííûé ôîðìàëüíûé ðåöåïò íàõîæäåíèÿ îäíî÷àñòè÷-
íîé ôóíêöèè ïëîòíîñòè áûë òàêæå ñôîðìóëèðîâàí Õîýíáåðãîì è Êîíîì
è ïîëó÷èë íàçâàíèå âòîðîé òåîðåìû èëè âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà ÕÊ.
Äàííûé ìåòîä áàçèðóåòñÿ íà ñóùåñòâîâàíèè îïðåäåëåííîé ôóíêöèîíàëü-
íîé ñâÿçè ìåæäó ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòüþ ρ(r) è ýíåðãèåé îñíîâíîãî ñî-
ñòîÿíèÿ E0. Äåéñòâèòåëüíî, ïëîòíîñòü îïðåäåëÿåò ïîòåíöèàë ÿäåðíîãî
îñòîâà U(r), ãàìèëüòîíèàí è âñå õàðàêòåðèñòèêè ìîëåêóëû, â òîì ÷èñëå
E0

ρ(r) ⇒ U(r) ⇒ H ⇒ Ψ ⇒ E0, (72)
ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì çàïèñàòü, ÷òî E0 = E0[ρ(r)]. Ïðè ýòîì âàæíî
ïîíèìàòü, ÷òî ñîîòíîøåíèå (72), êàê è ïåðâàÿ òåîðåìà ÕÊ, âûïîëíÿåòñÿ
äëÿ ðåàëüíîé, ôàêòè÷åñêîé ïëîòíîñòè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ðàññìàòðè-
âàåìîé ñèñòåìû. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íå ëþáîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé
ôóíêöèè ρ(r) ñ ðåãóëÿðíûì ïîâåäåíèåì ìîæíî ñîïîñòàâèòü U(r). Èìå-
þòñÿ ïðèìåðû ôóíêöèé ρ(r), êîòîðûì íå ñîîòâåòñòâóåò íèêàêîé îïðå-
äåëåííûé ïîòåíöèàë U(r). Ôóíêöèè, äëÿ êîòîðûõ ñîîòíîøåíèå (72) âû-
ïîëíÿåòñÿ, ïîëó÷èëè íàçâàíèå U -ïðåäñòàâèìûõ.

Âûäåëÿÿ ðàçëè÷íûå âêëàäû â ïîëíóþ ýíåðãèþ, â ñîîòâåòñòâèè ñ (6)
äëÿ E0[ρ(r)] ïîëó÷àåì

E0[ρ(r)] = T [ρ(r)] + Výý[ρ(r)] + Výÿ[ρ(r)]. (73)
Âàðèàöèîííûé ïðèíöèï ÕÊ ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ ëþáîé U -
ïðåäñòàâèìîé ïðîáíîé ïëîòíîñòè ρ̃(r), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì
ρ̃(r) ≥ 0 è

∫
ρ̃(r)dr = n, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
E0 ≤ E[ρ̃(r)] = T [ρ̃(r)] + Výý[ρ̃(r)] + Výÿ[ρ̃(r)]. (74)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âîñïîëüçóåìñÿ ïåðâîé òåîðåìîé, ñîãëàñíî êîòîðîé
ïðîáíîé ôóíêöèè ρ̃(r) ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåííûé ìîëåêóëÿðíûé ãà-
ìèëüòîíèàí, à ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëåííàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ îñíîâíî-
ãî ñîñòîÿíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû (ìîëåêóëû) Ψ̃. Â ñèëó âàðèàöèîí-
íîãî ïðèíöèïà êâàíòîâîé ìåõàíèêè E0 ≤

∫
Ψ̃∗HΨ̃dv. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,∫

Ψ̃∗HΨ̃dv = T [ρ̃(r)] + Výý[ρ̃(r)] + Výÿ[ρ̃(r)] = E[ρ̃(r)] ≥ E0. (75)
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×òî è äîêàçûâàåò ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå. Òàêèì îáðàçîì,
E0 = min

ρ→n
(T [ρ(r)] + Výý[ρ(r)] + Výÿ[ρ(r)]) , (76)

ò.å. ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìèíèìàëüíîå çíà÷å-
íèå ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè äëÿ ïëîòíîñòåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ äàííîìó
ïîëíîìó ÷èñëó ýëåêòðîíîâ ñèñòåìû (ρ → n).

Âàðèàöèîííûé ïðèíöèï ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü óðàâíåíèå äëÿ ρ(r), åñëè
ïðèðàâíÿòü íóëþ ïåðâóþ âàðèàöèþ E0[ρ(r)] ïî ρ. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýòîé
âàðèàöèè íåîáõîäèìî çíàòü ÿâíûé âèä ñîîòâåòñòâóþùåãî ôóíêöèîíàëà.
Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî âûðàæåíèå (73). Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â ýòîì
âûðàæåíèè ìîæåò áûòü çàïèñàíî ÿâíî. Äëÿ îïåðàòîðà óìíîæåíèÿ U(r)
â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèåì (39) ñðåäíåå çíà÷åíèå îïðåäåëÿåòñÿ íå
îáîáùåííîé, à "îáû÷íîé" îäíî÷àñòè÷íîé ôóíêöèåé ïëîòíîñòè

Výÿ[ρ(r)] =

∫
ρ(r)U(r)dr = −

N∑

I=1

∫
ρ(r)

ZIe
2

|r−RI |dr, (77)

ïðè÷åì ýòî åäèíñòâåííûé â (73) âêëàä, êîòîðûé çàâèñèò îò âûáîðà êîí-
êðåòíîé ðàññìàòðèâàåìîé ìîëåêóëû. Îïåðàòîðû êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè
è ýíåðãèè ìåæýëåêòðîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ îò ýòîãî âûáîðà íå çàâè-
ñÿò. Åñòü îïðåäåëåííûå îñíîâàíèÿ ïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâè-
ñèìîñòü F [ρ(r)] = T [ρ(r)] + Výý[ρ(r)] ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé è îäèíàêî-
âîé è äëÿ ìîëåêóëû âîäîðîäà è äëÿ ñëîæíûõ áåëêîâûõ ìîëåêóë. Ê ñîæà-
ëåíèþ, äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè òî÷íûé ÿâíûé âèä ýòîé ôóíêöèîíàëüíîé
çàâèñèìîñòè ïîëó÷èòü íå óäàëîñü. Â ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ äëÿ F [ρ(r)]
èñïîëüçóþòñÿ òå èëè èíûå ïðèáëèæåííûå ìîäåëè. Ïðè ýòîì íåîáõîäè-
ìî ïîìíèòü, ÷òî âàðèàöèîííûé ïðèíöèï ñïðàâåäëèâ òîëüêî äëÿ òî÷íî-
ãî ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè. Ïëîòíîñòü, îáåñïå÷èâàþùàÿ ìèíèìóì ïðèáëè-
æåííîãî ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè ìîæåò íå áûòü íàèëó÷øåé (â ðÿäå ñëó-
÷àåâ ìîæíî ïîëó÷èòü äàæå ìåíüøåå çíà÷åíèå ýíåðãèè, ÷åì ýêñïåðèìåí-
òàëüíîå). Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî, äåëàÿ ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ôóíêöèîíàëà
ïëîòíîñòè, ìû ôàêòè÷åñêè ïîäìåíÿåì ãàìèëüòîíèàí ðàññìàòðèâàåìîé
ñèñòåìû, ïðè÷åì, êàê ïðàâèëî, íåêîíòðîëèðóåìî.

2.3. Ïðèáëèæåíèå Òîìàñà�Ôåðìè
Îäíî èç íàèáîëåå ïðîñòûõ ïðèáëèæåííûõ âûðàæåíèé ôóíêöèîíàëà

F [ρ(r)] ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî â ðàìêàõ ñòàòèñòè÷åñêîãî ìåòîäà Òîìàñà�
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Ôåðìè. Ýòîò ìåòîä áûë, ïî-ñóùåñòâó, ïåðâîé ïîïûòêîé èñïîëüçîâàòü
ýëåêòðîííóþ ïëîòíîñòü êàê îñíîâíîé ïàðàìåòð òåîðèè ïðè îïèñàíèè
ìíîãîýëåêòðîííûõ ñèñòåì. Îí áûë ïðåäëîæåí åùå çàäîëãî äî ñîçäàíèÿ
ñîâðåìåííîé òåîðèè ôóíêöèîíàëîâ ïëîòíîñòè è îò÷àñòè ïîñëóæèë îò-
ïðàâíîé òî÷êîé äëÿ ïîñëåäíåé. Òîìàñ è Ôåðìè ïðåäëîæèëè ðàññìàò-
ðèâàòü ýëåêòðîííóþ ñèñòåìó â òÿæåëûõ àòîìàõ êàê èäåàëüíûé âûðîæ-
äåííûé Ôåðìè-ãàç ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå. Òåîðèÿ òàêèõ ãàçîâ õîðîøî
èçâåñòíà. Ðàñïðåäåëåíèå àòîìîâ ïî ýíåðãåòè÷åñêèì ñîñòîÿíèÿì îïèñûâà-
åòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì Ôåðìè-Äèðàêà. Ïðè àáñîëþòíîì íóëå òåìïåðàòóðû
ýëåêòðîíû ïîïàðíî çàíèìàþò íèçøèå ýíåðãåòè÷åñêèå óðîâíè. Ïîñëåäíèé
çàïîëíåííûé óðîâåíü íàçûâàåòñÿ óðîâíåì Ôåðìè. Èìïóëüñ ýëåêòðîíà pF

íà ýòîì óðîâíå ñâÿçàí ñ êîíöåíòðàöèåé ýëåêòðîíîâ ρ ñîîòíîøåíèåì

ρ =
p3

F

3π2~3 , (78)

îòêóäà äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå ÿâíîå àíà-
ëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå

T [ρ(r)] =
3

10m

(
3π2~3)2/3

∫
ρ5/3(r)dr. (79)

Â ðàìêàõ ìîäåëè Òîìàñà�Ôåðìè ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ìåæýëåêòðîí-
íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ çàìåíÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì ñîîòíîøåíèåì

Výý[ρ(r)] =
e2

2

∫
ρ(r)ρ(r′)
|r− r′| drdr′, (80)

íå ó÷èòûâàþùèì îáìåííûå è êîððåëÿöèîííûå ýôôåêòû, à òàêæå âêëþ-
÷àþùèì ñàìîäåéñòâèå ýëåêòðîíîâ � ñì. (63).

Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèáëèæåíèè ìû èìååì ÿâíîå
àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè

E0[ρ(r)] =
3
(
3π2~3

)2/3

10m

∫
ρ5/3(r)dr +

e2

2

∫
ρ(r)ρ(r′)
|r− r′| drdr′ +

∫
ρ(r)U(r)dr.

(81)
Ýêñòðåìóì ýòîãî ôóíêöèîíàëà ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè

∫
ρ(r)dr = n

íàéäåì ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. Äëÿ ýòîãî ðàñ-
ñìîòðèì âñïîìîãàòåëüíûé ôóíêöèîíàë E0[ρ(r)]− µ

∫
ρ(r)dr, åãî ýêñòðå-

ìóì íàéäåì èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ åãî ïåðâîé âàðèàöèè

δ

(
E0[ρ(r)]− µ

∫
ρ(r)dr

)
= 0. (82)
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Íåîïðåäåëåííûé ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà µ îáîçíà÷èëè òàê æå, êàê õèì-
ïîòåíöèàë.

Èç (82) ïîëó÷àåì
(
3π2~3

)2/3

2m
ρ2/3 + e2

∫
ρ(r′)
|r− r′|dr

′ + U(r)−µ = 0 (83)

èëè
ρ =

1

3π2~3

(
2m

(
µ− e2

∫
ρ(r′)
|r− r′|dr

′ − U(r)

))3/2

. (84)

Ýòî óðàâíåíèå ñîâïàäàåò ñ õîðîøî èçâåñòíûì óðàâíåíèåì Òîìàñà�
Ôåðìè, ïîëó÷åííûì äî ñîçäàíèÿ òåîðèè ôóíêöèîíàëîâ ïëîòíîñòè
íåñêîëüêî èíûì ñïîñîáîì.

Ïðèáëèæåíèå Òîìàñà�Ôåðìè äëÿ ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè ÿâëÿåòñÿ
íåäîñòàòî÷íî òî÷íûì è íå ïîçâîëÿåò, â ÷àñòíîñòè, îïèñûâàòü õèìè÷å-
ñêóþ ñâÿçü â ìîëåêóëàõ. Ïîñëå îïóáëèêîâàíèÿ ïåðâûõ ðàáîò Òîìàñà è
Ôåðìè áûë ïðåäïðèíÿò öåëûé ðÿä ïîïûòîê óñîâåðøåíñòâîâàòü ýòî ïîä-
õîä. Â ÷àñòíîñòè, Äèðàê ïðåäëîæèë ñïîñîá ó÷åòà îáìåííûõ ýôôåêòîâ íà
îñíîâå îäíîäåòåðìèíàíòíîãî ïðèáëèæåíèÿ Õàðòðè�Ôîêà (14). Äëÿ îäíî-
ðîäíîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà åìó óäàëîñü ïîëó÷èòü òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå
âûðàæåíèå îáìåííîãî èíòåãðàëà Õàðòðè�Ôîêà â òåðìèíàõ ýëåêòðîííîé
ïëîòíîñòè Eõ[ρ(r)] :

Eõ[ρ(r)] =
3e2

4

(
3

π

)1/3 ∫
ρ4/3(r)dr (85)

Ïîäîáíîå âûðàæåíèå áûëî ïîëó÷åíî òàêæå Ñëåéòåðîì íà îñíîâå ïðåä-
ñòàâëåíèé î êîððåëÿöèîííîé äûðêå (63). Ìîäåëü ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷-
íîé äûðêè äàåò òó æå ñòåïåííóþ çàâèñèìîñòü Eõ[ρ(r)] = Ñõ

∫
ρ4/3(r)dr,

÷òî è ìîäåëü îäíîðîäíîãî ãàçà.
Ó÷åò îáìåííûõ ýôôåêòîâ òàêèì ñïîñîáîì íåñêîëüêî óëó÷øèë ñè-

òóàöèþ, íî íå èçìåíèë åå êàðäèíàëüíî. Ïðèáëèæåíèå Òîìàñà�Ôåðìè�
Äèðàêà, êàê è èñõîäíîå Òîìàñà�Ôåðìè, îêàçàëîñü íåïðèãîäíûì äëÿ
êâàíòîâî-õèìè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ. Îñíîâíàÿ ïðè÷èíà ýòîãî ñîñòîèò â èñ-
ïîëüçîâàíèè ñîîòíîøåíèÿ (79) äëÿ îïèñàíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ìíî-
ãîýëåêòðîííîé ñèñòåìû è ñâÿçàííûõ ñ ýòèì îøèáêàõ.
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2.4. Óðàâíåíèÿ Êîíà�Øýìà
Ïåðâàÿ è âòîðàÿ òåîðåìû Õîýíáåðãà�Êîíà, ïî-ñóùåñòâó, ÿâëÿþòñÿ

ëèøü òåîðåìàìè î ñóùåñòâîâàíèè ôóíêöèîíàëüíîé ñâÿçè ìåæäó ýíåð-
ãèåé îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ è ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòüþ ýòîãî ñîñòîÿíèÿ è
âîçìîæíîñòè, â ïðèíöèïå, ïðè èçâåñòíîì âèäå ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè íàé-
òè ñîîòâåòñòâóþùèå âåëè÷èíû. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîíêðåòíûõ ðåçóëüòàòîâ
íåîáõîäèìî óìåòü àïïðîêñèìèðîâàòü ýòîò ôóíêöèîíàë ñ õîðîøåé òî÷íî-
ñòüþ. Ïðèáëèæåíèå Òîìàñà è Ôåðìè ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì ãðóáûì, â ÷àñò-
íîñòè, ïðè îïðåäåëåíèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè. Ñóùåñòâåííî óòî÷íèòü
ñâÿçü ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè è êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñèñòåìû ýëåêòðî-
íîâ óäàëîñü Êîíó è Øýìó. Îíè îáðàòèëè âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðèáëè-
æåíèå Õàðòðè, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü êèíåòè÷åñêóþ
ýíåðãèþ çíà÷èòåëüíî ëó÷øå, ÷åì ïðèáëèæåíèå Òîìàñà�Ôåðìè, à ñ äðó-
ãîé � óðàâíåíèÿ Õàðòðè (10) äëÿ ìîëåêóëÿðíûõ îðáèòàëåé ñðàâíèòåëüíî
ïðîñòû è ìîãóò áûòü ëåãêî ðåøåíû ÷èñëåííî ïðàêòè÷åñêè äëÿ ëþáûõ ñè-
ñòåì, ïðåäñòàâëÿþùèõ èíòåðåñ.

Çíàÿ îðáèòàëè Õàðòðè, ìîæíî âû÷èñëèòü è ýëåêòðîííóþ ïëîòíîñòü

ρ(r) =
n∑

l=1

|ψl(r)|2 (86)

è êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ

Ts =
n∑

l=1

〈ψl| − ~
24
2m

|ψl〉 . (87)

Ýòè äâà ñîîòíîøåíèÿ ïîçâîëÿþò óêàçàòü, êàêîå çíà÷åíèå êèíåòè÷åñêîé
ýíåðãèè ñîîòâåòñòâóåò äàííîé ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè. Òàêèì îáðàçîì,
ñîîòíîøåíèÿ (86) è (87) íåÿâíî îïðåäåëÿþò ôóíêöèîíàëüíóþ ñâÿçü ìåæ-
äó ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòüþ è êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé. Ïðè ýòîì Ts ãîðàç-
äî áëèæå ê èñòèííîìó çíà÷åíèþ, ÷åì òî, ÷òî äàåò ìåòîä Òîìàñà�Ôåðìè.
Â äàëüíåéøåì áóäåì îáîçíà÷àòü ñîîòâåòñòâóþùèé ôóíêöèîíàë, çàäàí-
íûé íåÿâíî, êàê Ts[ρ(r)] (èíäåêñ s ïðîèñõîäèò îò àíãëèéñêîãî single, ÷òî
ñîîòâåòñòâóåò îäíî÷àñòè÷íîìó ïðèáëèæåíèþ).

Óðàâíåíèÿ Õàðòðè (10) âûãëÿäÿò êàê óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà äëÿ ìî-
äåëüíîé ñèñòåìû íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö, äâèãàþùèõñÿ â íåêîòî-
ðîì ýôôåêòèâíîì ïîëå Výôô(r). Äëÿ ýòîé ìîäåëüíîé ñèñòåìû ôóíêöèî-
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íàë ýíåðãèè èìååò âèä

E[ρ(r)] = Ts[ρ(r)] + Výôô[ρ(r)], (88)

Çäåñü ôóíêöèîíàë Ts[ρ(r)] îïðåäåëÿåòñÿ íåÿâíî ñîîòíîøåíèÿìè (86)
è (87), â êîòîðûå äîëæíû ïîäñòàâëÿòüñÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (10), à
Výôô[ρ(r)] â ìîäåëè Õàðòðè èìååì ÿâíîå àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå

Výôô[ρ(r)] =

∫
ρ(r)U(r)dr+

e2

2

∫
ρ(r)ρ(r′)
|r− r′| drdr′, (89)

ãäå U(r) � ïîòåíöèàë ÿäåðíîãî îñòîâà (ñì. íàïðèìåð, (77)).
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëüíîé ñèñòåìû ôóíêöèîíàë

(88) ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì. Óñëîâèå åãî ýêñòðåìàëüíîñòè ñ ó÷åòîì íîðìèðîâ-
êè ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè (19) áóäåò èìåòü âèä

δE[ρ(r)] =

∫
δρ(r)dr

(
Uýôô(r)+

δTs[ρ(r)]

δρ(r)
− ε

)
= 0, (90)

ãäå ε � íåîïðåäåëåííûé ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà.
Òàê êàê âàðèàöèîííûé ïðèíöèï ÕÊ ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì, òî óðàâíåíèå

(90) ïîëíîñòüþ ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå óðàâíåíèé Õàðòðè.
(
− ~

2

2m
4+ U(r)+

∫
e2ρ(r′)
|r− r′|dr

′
)

ψk(r) = εkψk(r), (91)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ýëåêòðîííàÿ ïëîòíîñòü, îáåñïå÷èâàþùàÿ ýêñòðåìàëü-
íîñòü ôóíêöèîíàëà (88) è óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (90) ìîæåò áûòü
íàéäåíà ïî ôîðìóëå (86), åñëè â ïîñëåäíþþ ïîäñòàâèòü îðáèòàëè, ïîëó-
÷åííûå ðåøåíèåì (91). Òàêèì îáðàçîì, â ðàìêàõ òåîðèè ôóíêöèîíàëîâ
ïëîòíîñòè ñèñòåìà íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö ìîæåò áûòü îïèñàíà
òî÷íî. Ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ (90) è (91) íå ó÷èòûâàþò êîððåëÿöèîííûõ è
îáìåííûõ ýôôåêòîâ, à òàêæå âêëþ÷àþò ñàìîäåéñòâèå ýëåêòðîíîâ. Ýòè
íåäîñòàòêè ïðîèñòåêàþò èç ðàññìîòðåíèÿ ìîäåëè "íåâçàèìîäåéñòâóþ-
ùèõ ýëåêòðîíîâ". Ìû òî÷íî îïèñûâàåì ìîäåëüíóþ ñèñòåìó.

×òîáû ñêîððåêòèðîâàòü ýòè íåäîñòàòêè, Êîí è Øýì ïðåäëîæèëè èñ-
ïîëüçîâàòü äëÿ ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè ðåàëüíîé ñèñòåìû âçàèìîäåéñòâó-
þùèõ ýëåêòðîíîâ ñëåäóþùåå âûðàæåíèå

E[ρ(r)] = Ts[ρ(r)] +
e2

2

∫
ρ(r)ρ(r′)
|r− r′| drdr′ +

∫
ρ(r)U(r)dr+Exc[ρ(r)]. (92)
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Âòîðîå ñëàãàåìîå ó÷èòûâàåò ìåæýëåêòðîííîå âçàèìîäåéñòâèå â êëàññè-
÷åñêîì ïðèáëèæåíèè òàê, êàê ýòî äåëàåòñÿ â ìåòîäàõ Õàðòðè è Òîìàñà�
Ôåðìè. Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå, äîáàâëåííîå Êîíîì è Øýìîì, íàçûâàåò-
ñÿ îáìåííî-êîððåëÿöèîííîé ýíåðãèåé. Ñîîòíîøåíèå (92) ÿâëÿåòñÿ, ïî-
ñóùåñòâó, åãî îïðåäåëåíèåì. Ýòî ñëàãàåìîå ó÷èòûâàåò òå âêëàäû â ýíåð-
ãèþ, êîòîðûå èëè ñîâñåì íå ó÷òåíû èëè ó÷òåíû íåêîððåêòíî ïåðâûìè
äâóìÿ ñëàãàåìûìè (íàïîìíèì, ÷òî òðåòüå ñëàãàåìîå òî÷íî îïèñûâàåò
ýëåêòðîí-ÿäåðíîå âçàèìîäåéñòâèå). Íåñìîòðÿ íà ñâîå íàçâàíèå, ïîìè-
ìî îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ è âëèÿíèÿ êóëîíîâñêèõ êîððåëÿöèé, îíî
ó÷èòûâàåò òàêæå îøèáêè, ñâÿçàííûå ñ íåïðàâîìåðíûì äîáàâëåíèåì ñà-
ìîäåéñòâèÿ â êóëîíîâñêîì ñëàãàåìîì. Êðîìå ýòîãî, Exc[ρ(r)] ñîäåðæèò
ïîïðàâêè, îáóñëîâëåííûå èñïîëüçîâàíèåì äëÿ ôóíêöèîíàëà êèíåòè÷å-
ñêîé ýíåðãèè âìåñòî íåèçâåñòíîãî òî÷íîãî âûðàæåíèÿ T [ρ(r)] ôóíêöèî-
íàëà Ts[ρ(r)], ñïðàâåäëèâîãî òîëüêî äëÿ ñèñòåìû íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ
÷àñòèö. Ïðàêòè÷åñêàÿ ïîëüçà ñîîòíîøåíèÿ (92) ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïåð-
âûå òðè èçâåñòíûå ñëàãàåìûå, êàê ïðàâèëî, äàþò ñóùåñòâåííî áîëüøèé
âêëàä â ïîëíóþ ýíåðãèþ, ÷åì íåèçâåñòíàÿ îáìåííî-êîððåëÿöèîííàÿ ñî-
ñòàâëÿþùàÿ. Ïîýòîìó åñòü îáîñíîâàííàÿ íàäåæäà, ÷òî óæå ñðàâíèòåëüíî
ïðîñòûå àïïðîêñèìàöèè Exc[ρ(r)] áóäóò ïðèâîäèòü ê äîñòàòî÷íî õîðî-
øèì âûðàæåíèÿì äëÿ E[ρ(r)].

Íàéäåì ýêñòðåìóì ôóíêöèîíàëà (92). Ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ íîðìèðîâêè
ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè èìååì

δE[ρ(r)] =

∫
δρ(r)dr

(
Uýôô(r)+

δTs[ρ(r)]

δρ(r)
− ε

)
= 0. (93)

Çäåñü äëÿ êðàòêîñòè ìû èñïîëüçîâàëè ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå

Uýôô(r) = U(r) +

∫
e2ρ(r′)
|r− r′|dr

′ + Uxc(r) (94)

è ââåëè îáìåííî-êîððåëÿöèîííûé ïîòåíöèàë Uxc(r), êîòîðûé îïðåäåëÿ-
åòñÿ êàê ôóíêöèîíàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ îáìåííî-êîððåëÿöèîííîé ýíåðãèè

Uxc(r) =
δExc[ρ(r)]

δρ(r)
. (95)

Íàøà çàäà÷à òåïåðü ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè òàêóþ ýëåêòðîííóþ
ïëîòíîñòü, êîòîðàÿ îáåñïå÷èò âûïîëíåíèå óðàâíåíèÿ (93). Íî ðàâåíñòâî
(93) ôîðìàëüíî ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì (90). Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìû ìîæåì
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íàéòè ýëåêòðîííóþ ïëîòíîñòü òåì æå ñïîñîáîì, êîòîðûì ìû íàøëè åå
äëÿ ñèñòåìû íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö, ò.å. îíà ìîæåò áûòü ðàññ÷è-
òàíà ïî ôîðìóëå (86), â êîòîðóþ íàäî ïîäñòàâèòü îðáèòàëè, ÿâëÿþùèåñÿ
ðåøåíèÿìè ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ

(
−~

2∆

2m
+ U(r) +

∫
e2ρ(r′)
|r− r′|dr

′ + Uxc(r)

)
ψk(r) = εkψk(r). (96)

Â îòëè÷èå îò (91) óðàâíåíèå Êîíà�Øýìà (96) âêëþ÷àåò îáìåííî-
êîððåëÿöèîííûé ïîòåíöèàë.

Ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì ïëîòíîñòü ìèíèìèçèðóåò ôóíêöèîíàë
(92), à ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòüþ îñíîâ-
íîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé ýòèì ôóíêöèîíàëîì, ò.å. íàøåé
ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû âçàèìîäåéñòâóþùèõ ýëåêòðîíîâ. Òàêèì îáðà-
çîì, îñíîâíàÿ èäåÿ ìåòîäà Êîíà�Øýìà (ÊØ) ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìû
êàæäîé ðåàëüíîé ìíîãîýëåêòðîííîé ñèñòåìå ñîïîñòàâëÿåì ôèêòèâíóþ
ñèñòåìó íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö ñ òîé æå ïëîòíîñòüþ, ÷òî ó ðåàëü-
íîé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñîâïàäåíèå ýëåêòðîííûõ ïëîòíîñòåé äëÿ äâóõ
ñèñòåì îñóùåñòâëÿåòñÿ âûáîðîì îáìåííî-êîððåëÿöèîííîãî ïîòåíöèàëà,
ò.å. òîãî ýôôåêòèâíîãî ïîòåíöèàëà, â êîòîðîì äâèãàþòñÿ ýòè íåâçàèìî-
äåéñòâóþùèå ÷àñòèöû. Åñëè ýòî ïîëå èçâåñòíî, ðàñ÷åò ñàìîé ïëîòíîñòè
è ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ íå ñîñòàâëÿåò òðóäà: îí îêàçûâàåòñÿ íå
áîëåå òðóäîåìêèì, ÷åì ðàñ÷åò ïî ìåòîäó Õàðòðè, ïðè÷åì â îòëè÷èå îò
ïîñëåäíåãî ïðèâîäèò íå ê ïðèáëèæåííûì, à òî÷íûì ðåçóëüòàòàì. Ðàçó-
ìååòñÿ, ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî òîëüêî ïðè òî÷íîì Uxc(r).
Ãëàâíàÿ ñëîæíîñòü, òàêèì îáðàçîì, ñîñòîèò â íàõîæäåíèè âíåøíåãî ïî-
òåíöèàëà äëÿ ôèêòèâíîé ñèñòåìû, ÷òîáû îí äàâàë òó æå ïëîòíîñòü, ÷òî
è ó ðåàëüíîé. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ìàòåìàòè÷åñêè òî÷íî ýòó çàäà÷ó
ðåøèòü íå óäàëîñü. Äëÿ íàõîæäåíèÿ îáìåííî-êîððåëÿöèîííûõ ïîïðàâîê,
êàê ïðàâèëî, ïðèâëåêàþò äîïîëíèòåëüíûå ôèçè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ.

Ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ â ìåòîäå Êîíà�Øýìà òàêæå ìîæåò áûòü
âû÷èñëåíà íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ îðáèòàëåé

E0 =
n∑

k=1

〈ψk| − ~
24
2m

|ψk〉+
e2

2

n∑

k,i=1

∫ |ψk(r)|2 |ψi(r
′)|2

|r− r′| drdr′+

+
n∑

k=1

∫
|ψk(r)|2 U(r)dr+Exc[ρ(r)]. (97)
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Ìîæíî òàêæå èñïîëüçîâàòü íåñêîëüêî èíîå âûðàæåíèå � ÷åðåç îðáèòàëü-
íûå ýíåðãèè εk. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü âêëàä ïåðâîãî ñëàãà-
åìîãî â (97), èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (96). Óìíîæèì (96) íà ψ∗k(r), ïðîèí-
òåãðèðóåì ïî r è ïðîñóììèðóåì ïî âñåì çàíÿòûì ñîñòîÿíèÿì k. Â èòîãå
ïîëó÷èì

E0 =
n∑

l=1

εl − e2

2

∫
ρ(r)ρ(r′)
|r− r′| drdr′ −

∫
ρ(r)Uxc(r)dr+Exc[ρ(r)]. (98)

Ýíåðãèÿ, êàê è â ìåòîäå Õàðòðè�Ôîêà, íå ðàâíà ñóììå îðáèòàëüíûõ
ýíåðãèé. Îòëè÷èå îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî â îðáèòàëüíûõ ýíåðãèÿõ ìåæ-
ýëåêòðîííîå âçàèìîäåéñòâèå ó÷èòûâàåòñÿ äâàæäû.

Èç îðáèòàëåé ÊØ ôîðìàëüíî ìîæíî ïîñòðîèòü ñëåéòåðîâñêèé äåòåð-
ìèíàíò. Ñëåäóåò, îäíàêî, ïîíèìàòü, ÷òî îí íå èìååò íèêàêîãî îòíîøåíèÿ
ê âîëíîâîé ôóíêöèè ðàññìàòðèâàåìîé ìîëåêóëû, ïîñêîëüêó ñîîòâåòñòâó-
åò âîëíîâîé ôóíêöèè ìîäåëüíîé, ôèêòèâíîé ñèñòåìû íåâçàèìîäåéñòâó-
þùèõ ÷àñòèö. Â òåîðèè ôóíêöèîíàëîâ ïëîòíîñòè âîëíîâûå ôóíêöèè ïî-
ëó÷åíû áûòü íå ìîãóò. Åäèíñòâåííûé ñìûñë, êîòîðîå èìåþò ââåäåííûå
îðáèòàëè � ýòî òî, ÷òî ñ èõ ïîìîùüþ ìîæíî íàéòè ýëåêòðîííóþ ïëîò-
íîñòü. Òî æå îòíîñèòñÿ ê îðáèòàëüíûì ýíåðãèÿì εl. Ñòðîãî ãîâîðÿ, îíè
òàêæå íå èìåþò ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà, çà èñêëþ÷åíèåì ñîîòíîøåíèÿ (98),
à òàêæå òîãî, ÷òî íàèáîëüøàÿ èç íèõ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäíåé çà-
ïîëíåííîé îðáèòàëè, îïðåäåëÿåò ïîòåíöèàë èîíèçàöèè ìîëåêóëû. Ïðè
ýòîì íàäî íå çàáûâàòü, ÷òî ýòî îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ òî÷íîãî îáìåííîãî-
êîððåëÿöèîííîãî ïîòåíöèàëà. Äëÿ ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé îøèáêà â ïî-
òåíöèàëå èîíèçàöèè ìîæåò ñîñòàâëÿòü 100 % (ïðè ýòîì îøèáêà â ïîëíîé
ýíåðãèè (98) ìîæåò áûòü çíà÷èòåëüíî ìåíüøå).

Ñèñòåìà óðàâíåíèé ÊØ (96) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ýòè óðàâíåíèÿ
ÿâëÿþòñÿ òàêæå íåëèíåéíûìè, ÷òî îáóñëîâëåíî çàâèñèìîñòüþ ýôôåê-
òèâíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè îò ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè. Â îòëè÷èå
îò óðàâíåíèé Õàðòðè�Ôîêà óðàâíåíèÿ ÊØ ëîêàëüíûå, ò.ê. ñîäåðæàò
ïîòåíöèàë òîëüêî â îäíîé òî÷êå, â òîé æå, â êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ
ìîëåêóëÿðíàÿ îðáèòàëü. Îäíàêî ïðè òîì, ÷òî îáìåííî-êîððåëÿöèîííûé
ïîòåíöèàë ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì, åãî âûðàæåíèå ÷åðåç ýëåêòðîííóþ
ïëîòíîñòü ìîæåò áûòü î÷åíü ñëîæíûì è íåëîêàëüíûì. Â îáùåì ñëó÷àå
îí îïðåäåëÿåòñÿ ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòüþ âî âñåì ïðîñòðàíñòâå (ñì.
ñëåä. ãëàâó).

35



Íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì è ïðàêòè÷åñêè øèðîêî èñïîëüçóåìûì ìåòî-
äîì ðåøåíèÿ ñèñòåìû (96) ÿâëÿåòñÿ ìåòîä Ðóòàíîì � íàõîæäåíèå îðáèòà-
ëåé ψk(r) â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè àòîìíûõ îðáèòàëåé φµ (15). Ïîä-
ñòàâèì âûðàæåíèå (15) â (96), óìíîæèì ïîëó÷èâøååñÿ óðàâíåíèå ñëåâà
íà φ∗ν è ïðîèíòåãðèðóåì ïî dr. Â èòîãå ïîëó÷èì

m∑
ν=1

ckµ[Fνµ − εkSνµ] = 0, µ = 1, 2 . . . m (99)

Çäåñü Sνµ = 〈φν|φµ〉 � èíòåãðàë ïåðåêðûâàíèÿ àòîìíûõ îðáèòàëåé. Ìàò-
ðè÷íûé ýëåìåíò Fνµ, âõîäÿùèé â óðàâíåíèå, èìååò âèä

Fνµ = hνµ +
∑

λ,σ

Pλσ(νµ|λσ) + F xc
νµ; (100)

ãäå hνµ � ìàòðè÷íûé ýëåìåíò îäíîýëåêòðîííîãî îïåðàòîðà h (7), âêëþ-
÷àþùåãî îïåðàòîðû êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè è ýëåêòðîí-ÿäåðíîãî âçàèìî-
äåéñòâèÿ (ïåðâûå äâà ñëàãàåìûå â (96)), Pλσ � ìàòðèöà ïîðÿäêîâ ñâÿçè

Pλσ =
çàíÿòûå∑

j

c∗jλcjσ, (101)

ãäå ñóììà âû÷èñëÿåòñÿ ïî âñåì çàíÿòûì îðáèòàëÿì ÊØ.
Â (100) ìû èñïîëüçîâàëè ñòàíäàðòíîå äëÿ êâàíòîâîé õèìèè îáîçíà÷å-

íèå èíòåãðàëîâ ìåæýëåêòðîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ

(νµ|λσ) = e2
∫∫

φ∗ν(r1)φ
∗
λ(r2)r

−1
12 φµ(r1)φσ(r2)dr1dr2, (102)

à òàêæå ââåëè ìàòðèöó F xc
νµ=〈φν|Uxc(r)|φµ〉, îáóñëîâëåííóþ îáìåííî-

êîððåëÿöèîííûì ïîòåíöèàëîì. ßâíûé âèä ýòîé ìàòðèöû îïðåäåëÿåòñÿ
òèïîì èñïîëüçóåìûõ äëÿ Uxc(r) ïðèáëèæåíèé.

Ñèñòåìà (99) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî
êîýôôèöèåíòîâ ckµ, ïîñêîëüêó ýòè êîýôôèöèåíòû âõîäÿò òàêæå â ìàò-
ðè÷íûå ýëåìåíòû Fνµ. Îáùàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû îñíîâàíà íà
ìåòîäå èòåðàöèè � âûáèðàåòñÿ íàáîð êîýôôèöèåíòîâ íóëåâîãî ïîðÿä-
êà c

(0)
kµ , íà åãî îñíîâå âû÷èñëÿþòñÿ ìàòðè÷íûå êîýôôèöèåíòû F (0)

νµ , èç
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ïîëó÷èâøåéñÿ îäíîðîäíîé è ëèíåé-
íîé ñèñòåìû íàõîäÿòñÿ ýíåðãèè ìîëåêóëÿðíûõ îðáèòàëåé εk, ïîñëå ÷åãî
ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå (99) è îïðåäåëÿþòñÿ íîâûå, óòî÷íåííûå çíà÷åíèÿ
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êîýôôèöèåíòîâ c
(1)
kµ . Ïîñëå ýòîãî ïðîöåäóðó ïîâòîðÿþò ñ íîâûìè êîýô-

ôèöèåíòàìè. Èòåðèðîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò
äîñòèãíóòà òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü ðàñ÷åòà.

Îáìåííî-êîððåëÿöèîííûé ïîòåíöèàë íå çàâèñèò îò ñïèíà, ïîýòîìó â
ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (96) èëè (99) ïîëó÷èì ïîëíóþ ýëåêòðîííóþ
ïëîòíîñòü. Äëÿ ñèñòåìû ñ ÷åòíûì ÷èñëîì ýëåêòðîíîâ îðáèòàëè ÊØ çà-
ïîëíÿþòñÿ ïàðîé ýëåêòðîíîâ ñ ïðîòèâîïîëîæíî îðèåíòèðîâàííûìè ñïè-
íàìè, ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñïèíîâûå êîìïîíåíòû îäíî÷àñòè÷íîé
ìàòðèöû ïëîòíîñòè ðàâíû ρα(r) = ρβ(r) è ρ(r) = ρα(r) + ρβ(r). Äëÿ
ñèñòåì ñ îòêðûòûìè îáîëî÷êàìè îáû÷íî èñïîëüçóþò ïîäõîä, íåñêîëü-
êî îòëè÷íûé îò òðàäèöèîííîãî ïîäõîäà ÊØ (92). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
ôóíêöèîíàë ýíåðãèè çàâèñèò íå îò ïîëíîé ïëîòíîñòè, à îò îáåèõ ñïèíî-
âûõ êîìïîíåíò E = E[ρα(r), ρβ(r)]. Â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî (99) � (101)
ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé

m∑
ν=1

cα
kµ[Fα

νµ − εα
kSνµ] = 0;

m∑
ν=1

cβ
kµ[Fβ

νµ − εβ
kSνµ] = 0, (103)

ãäå

Fα
νµ = hνµ +

∑

λ,σ

P T
λσ(νµ|λσ) + F xcα

νµ ;

Fβ
νµ = hνµ +

∑

λ,σ

P T
λσ(νµ|λσ) + F xcβ

νµ ; (104)

P T
λσ =

çàíÿòûåα∑
j

c∗αjλcα
jσ +

çàíÿòûåβ∑
j

c∗βjλcβ
jσ;

ψα
k (x) =

m∑
µ=1

cα
kµφµ(x); ψβ

k (x) =
m∑

µ=1

cβ
kµφµ(x). (105)

Ñîîòíîøåíèÿ (103) � (105) àíàëîãè÷íû òåì, ÷òî èñïîëüçóþòñÿ â íåîãðà-
íè÷åííîì ìåòîäå Õàðòðè�Ôîêà�Ðóòàíà. Ïîäõîä (103) � (105) ïîçâîëÿ-
åò ïîëó÷èòü áîëåå òî÷íûå ðåçóëüòàòû âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ è ÿâëÿåòñÿ
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ïðèíöèïèàëüíî íåçàìåíèìûì ïðè ðàññìîòðåíèè ïîâåäåíèÿ ýëåêòðîí-
íûõ ñèñòåì âî âíåøíèõ ìàãíèòíûõ ïîëÿõ. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå âçàèìíî-
îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè è âíåøíåãî ïîëÿ íå
âûïîëíÿåòñÿ è íåîáõîäèìî ââîäèòü íàðÿäó ñ ρ(r) òàêæå ñïèíîâóþ ôóíê-
öèþ ïëîòíîñòè σ1(r) (24).

3. ÎÁÌÅÍÍÎ-ÊÎÐÐÅËßÖÈÎÍÍÛÉ
ÔÓÍÊÖÈÎÍÀË

Êàê óæå óïîìèíàëîñü ðàíåå, óðàâíåíèÿ Êîíà�Øýìà ÿâëÿþòñÿ ôîð-
ìàëüíî òî÷íûìè, åñëè èçâåñòíû òî÷íûå âûðàæåíèÿ äëÿ îáìåííî-
êîððåëÿöèîííîé ýíåðãèè èëè îáìåííî-êîððåëÿöèîííîãî ïîòåíöèàëà. Ê
ñîæàëåíèþ, òàêèå âûðàæåíèÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ íåèçâåñòíû. Ïðàêòè-
÷åñêè äîñòèæèìàÿ òî÷íîñòü ìåòîäà, òàêèì îáðàçîì, ïîëíîñòüþ îïðåäå-
ëÿåòñÿ êà÷åñòâîì èñïîëüçóåìûõ ïðèáëèæåííûõ âûðàæåíèé äëÿ ýòèõ âå-
ëè÷èí, ò.å. êà÷åñòâîì èñïîëüçóåìûõ ìîäåëåé. Ïîýòîìó îòûñêàíèå âñå áî-
ëåå è áîëåå òî÷íûõ àïïðîêñèìàöèé äëÿ îáìåííî-êîððåëÿöèîííîãî âêëàäà
ñîñòàâëÿåò îäíó èç íàèáîëåå àêòóàëüíûõ ïðîáëåì ñîâðåìåííîé òåîðèè
ôóíêöèîíàëîâ ïëîòíîñòè. Â òðàäèöèîííîé êâàíòîâîé õèìèè, îñíîâàí-
íîé íà óðàâíåíèÿõ äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè, åñòü âîçìîæíîñòü ñèñòåìà-
òè÷åñêè óëó÷øàòü òî÷íîñòü, íàïðèìåð, óâåëè÷èâàÿ ÷èñëî ó÷èòûâàåìûõ
êîíôèãóðàöèé â ìåòîäå êîíôèãóðàöèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Â òåîðèè
ôóíêöèîíàëîâ ïëîòíîñòè ïîêà íå íàéäåíî ñèñòåìàòè÷åñêèõ ïóòåé óëó÷-
øåíèÿ òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèé. Èçâåñòíî ëèøü íåêîòîðîå ÷èñëî ôîðìàëü-
íûõ îãðàíè÷åíèé, êîòîðûì äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü ôóíêöèîíàë ýíåðãèè.
×àñòî ýòè ñîîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îïðåäåëÿþùèìè, ÷àñòî íà ïåðâûé ïëàí
ïðè âûáîðå Exc[ρ(r)] è Uxc(r) âûõîäÿò ôèçè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ î ïðè-
ðîäå ýëåêòðîííîé ñòðóêòóðû è ìåæýëåêòðîííûõ êîððåëÿöèÿõ. ×òîáû ïî-
íÿòü, êàê ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ ïðåîáðàçóþòñÿ â êîíêðåòíûå ìîäåëè è êàêîå
çíà÷åíèå èìåþò ôîðìàëüíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ, âåðíåìñÿ ê
ìàòåðèàëàì ãëàâû 2, ãäå áûëî ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå òî÷íîå âûðàæåíèå
äëÿ ýíåðãèè ìîëåêóëû â òåðìèíàõ îáîáùåííûõ êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé
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ïëîòíîñòè

E[ρ] = T [ρ]+

∫
ρ(r)U(r)dr+

e2

2

∫
ρ(r1)ρ(r2)

r12
dr1dr2+

e2

2

∫
h(r1, r2)ρ(r2)

r12
dr1dr2.

(106)
Ñðàâíèì åãî ñ òåì, ÷òî ïîëó÷àåòñÿ â ìåòîäå ÊØ

E[ρ] = Ts[ρ] +

∫
ρ(r)U(r)dr +

e2

2

∫
ρ(r1)ρ(r2)

r12
dr1dr2 + Exc[ρ] (107)

Ïåðâîå ñîîòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì, íî â íåì êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ
âûðàæåíà ÷åðåç îáîáùåííóþ êîîðäèíàòíóþ ôóíêöèþ. Âî âòîðîì � êè-
íåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ âûðàæàåòñÿ (íåÿâíî) ÷åðåç ýëåêòðîííóþ ïëîòíîñòü,
íî ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìå íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö. Ìîæíî îñóùå-
ñòâèòü òàê íàçûâàåìûé àäèàáàòè÷åñêèé ïåðåõîä îò ñîîòíîøåíèÿ (106)
ê (107), åñëè ââåñòè ìîäåëüíóþ ñèñòåìó ñ "÷àñòè÷íûì" ìåæýëåêòðîí-
íûì âçàèìîäåéñòâèåì. Â ìîäåëè ÊØ ìåæýëåêòðîííîå âçàèìîäåéñòâèå
èñêëþ÷àåòñÿ ïîëíîñòüþ, è ýòî êîìïåíñèðóåòñÿ ââåäåíèåì äîïîëíèòåëü-
íîãî âíåøíåãî ýôôåêòèâíîãî ïîëÿ Uxc(r). Ðàññìîòðèì ôèêòèâíóþ ýëåê-
òðîííóþ ñèñòåìó, â êîòîðîé âçàèìîäåéñòâèå ÷àñòèö íå èñêëþ÷åíî ïîëî-
ñòüþ, à îñëàáëåíî, ò.å. ïðîâåäåì â ãàìèëüòîíèàíå ñèñòåìû ñëåäóþùóþ
çàìåíó Vij → λVij, ãäå 0 ≤ λ ≤ 1. Ñêîìïåíñèðóåì ýòî îñëàáëåíèå ââå-
äåíèåì Uλ

xc(r). Ïîä êîìïåíñàöèåé áóäåì, êàê è â ìåòîäå ÊØ, ïîíèìàòü
òàêîé âûáîð Uλ

xc(r), êîòîðûé îáåñïå÷èâàåò äëÿ ôèêòèâíîé ñèñòåìû òó æå
ýëåêòðîííóþ ïëîòíîñòü, ÷òî è äëÿ ðåàëüíîé. Ââåäåì ôóíêöèþ êîððåëÿ-
öèîííîé äûðêè äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëüíîé ñèñòåìû è îáîçíà÷èì
åãî hλ(r1, r2). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èçìåíåíèå λ îò åäèíèöû äî íóëÿ
ïðèâåäåò îò (106) âìåñòî (107) ê ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ

E[ρ]=Ts[ρ]+

∫
ρ(r)U(r)dr+

e2

2

∫
ρ1(r1)ρ1(r2)

r12
dr1dr2 +

e2

2

∫
h(r1,r2)ρ1(r2)

r12
dr1dr2,

(108)
ãäå

h(r1, r2) =

∫ 1

0
hλ(r1, r2)dλ

� óñðåäíåííîå çíà÷åíèå ôóíêöèè äûðêè. Ñðàâíåíèå (107) è (108) ïîêà-
çûâàåò, ÷òî îáìåííî-êîððåëÿöèîííàÿ ýíåðãèÿ, ïîÿâëÿþùàÿñÿ â òåîðèè
ÊØ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç óñðåäíåííóþ ôóíêöèþ äûðêè

Exc[ρ] =
e2

2

∫
h(r1, r2)ρ1(r2)

r12
dr1dr2. (109)
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Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ äûðêè òåñíî ñâÿçàíà ñ ýôôåêòàìè ìåæýëåêòðîííûõ
êîððåëÿöèé, òî, ââîäÿ òå èëè èíûå ôèçè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ îá ýòèõ
êîððåëÿöèÿõ, ìû ìîæåì ìîäåëèðîâàòü îáìåííî-êîððåëÿöèîííóþ ñîñòàâ-
ëÿþùóþ ýíåðãèè.

Êà÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ïðèáëèæåíèé îïðåäåëÿåòñÿ ñðàâíåíèåì ÷èñëåí-
íûõ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè, ñ íàáîðîì ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ. Ñóùåñòâóåò áàçîâûé íàáîð õîðîøî ïðîâåðåí-
íûõ ïàðàìåòðîâ äëÿ øèðîêîãî êðóãà ìîëåêóë, êîòîðûé ïîëó÷èë íàçâàíèå
G2. Äîñòîèíñòâà êàæäîé íîâîé ïðåäëîæåííîé ìîäåëè Exc[ρ] èëè Uxc(r)
îïðåäåëÿåòñÿ ïî òîìó, íàñêîëüêî òî÷íî îíà âîñïðîèçâîäèò äàííûå ýòî-
ãî íàáîðà. Èìååòñÿ è äðóãîé äîñòàòî÷íî íàäåæíûé ñïîñîá ïðîâåðêè êà-
÷åñòâà âûáðàííûõ ôóíêöèîíàëîâ: ñðàâíåíèå ìîäåëüíûõ ïîòåíöèàëîâ ñ
òåì, ÷òî ìîæíî ïîëó÷èòü òåîðåòè÷åñêè â ðàìêàõ âûñîêîòî÷íûõ ðàñ÷åòîâ
âîëíîâûõ ôóíêöèé. Íàïðèìåð, ýëåêòðîííàÿ ïëîòíîñòü ρ(r) îñíîâíîãî
ñîñòîÿíèÿ ìîëåêóëû âîäîðîäà ìîæåò áûòü ðàññ÷èòàíà ìåòîäîì êîíôè-
ãóðàöèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ î÷åíü âûñîêîé òî÷íîñòüþ. Â îñíîâíîì
ñîñòîÿíèè îáà ýëåêòðîíà çàïîëíÿþò îäíó îðáèòàëü ÊØ ψ(r). Â ýòîì
ñëó÷àå ψ(r) =

√
ρ(r)/2. Ïîäñòàíîâêà ýòîé îðáèòàëè â óðàâíåíèå (96)

äàñò îáìåííî-êîððåëÿöèîííûé ïîòåíöèàë ñ î÷åíü âûñîêîé òî÷íîñòüþ. Ê
ñîæàëåíèþ, ïîäîáíûé âàðèàíò ïðîâåðêè âîçìîæåí äëÿ îãðàíè÷åííîãî
êðóãà çàäà÷, âêëþ÷àþùåãî ñðàâíèòåëüíî ïðîñòûå ìîëåêóëû.

Íèæå ìû ðàññìîòðèì íåñêîëüêî êîíêðåòíûõ ãðóïï ïðèáëèæåíèé, èñ-
ïîëüçóåìûõ â òåîðèè ôóíêöèîíàëîâ ïëîòíîñòè â íàñòîÿùåå âðåìÿ.

3.1. Ïðèáëèæåíèå ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè
Îäíèì èç íàèáîëåå ïðîñòûõ ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåíèå ëîêàëüíîé ïëîòíî-

ñòè (LDA). ×òîáû ëó÷øå ïîíÿòü ñìûñë ýòîãî ïðèáëèæåíèÿ, ïåðåïèøåì
(109) â ñëåäóþùåì âèäå

Exc[ρ] =

∫
εõñ(r; [ρ(r̃)])ρ(r)dr. (110)

Çäåñü ìû ââåëè εõñ(r; [ρ(r̃)]) � îáìåííî-êîððåëÿöèîííóþ ýíåðãèþ, ïðèõî-
äÿùóþñÿ íà îäíó ÷àñòèöó

εõñ(r; [ρ(r̃)]) =
e2

2

∫
h(r, r′, [ρ(r̃)])

|r− r′| dr′ (111)
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è óêàçàëè â ÿâíîì âèäå, ÷òî ýòà âåëè÷èíà â ñèëó ïåðâîé òåîðåìû ÕÊ
äîëæíà ôóíêöèîíàëüíî çàâèñåòü îò ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè. Â îáùåì
ñëó÷àå εõñ îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè ρ(r̃) âî âñåì ïðîñòðàíñòâå.
Ôèçè÷åñêè î÷åâèäíî, ÷òî êîððåëÿöèè äîëæíû îñëàáåâàòü ïî ìåðå óâåëè-
÷åíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ýëåêòðîíàìè. Ïðèáëèæåíèå ëîêàëüíîé ïëîòíî-
ñòè ñîñòîèò â òîì, ÷òî îáìåííî-êîððåëÿöèîííàÿ ýíåðãèÿ, ïðèõîäÿùàÿñÿ
íà ÷àñòèöó, íàõîäÿùóþñÿ â òî÷êå r, ïðåäïîëàãàåòñÿ çàâèñÿùåé òîëüêî îò
ïëîòíîñòè â ýòîé æå ñàìîé òî÷êå

ELDA
xc [ρ(r)] =

∫
εxc(ρ(r))ρ(r)dr, (112)

ïðè÷åì âåëè÷èíà εxc(ρ(r)) ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî ôîðìóëàì äëÿ áåñêîíå÷íî-
ãî îäíîðîäíîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà.

Îáìåííî-êîððåëÿöèîííûé ïîòåíöèàë ïîëó÷àåòñÿ êàê ôóíêöèîíàëü-
íàÿ ïðîèçâîäíàÿ

Uxc(r) =
δExc[ρ(r)]

δρ(r)
= εxc(ρ(r)) + ρ(r)

δεxc(ρ(r))

δρ(r)
. (113)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ εxc(ρ) ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîðîäíûé ãàç, îáúåì êîòî-
ðîãî è ÷èñëî ÷àñòèö ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, íî ýëåêòðîííàÿ ïëîò-
íîñòü ρ ôèêñèðîâàíà è âåçäå îäèíàêîâà. Ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ ïðåäëî-
æåííûõ ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ìîäåëÿõ âûðàæåíèå äëÿ εxc(ρ(r)) ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ

εxc(ρ(r)) = εx(ρ(r)) + εc(ρ(r)). (114)

Òàêîå ðàçäåëåíèå îáóñëîâëåíî ðàçëè÷íîé ôèçè÷åñêîé ïðèðîäîé ýòèõ
âêëàäîâ è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàçëè÷íûìè ïîäõîäàìè ê èõ àïïðîêñèìàöèè.
Ìîäåëü îäíîðîäíîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà � åäèíñòâåííûé ñëó÷àé, êîãäà îá-
ìåííûé âêëàä ìîæåò áûòü íàéäåí â àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå, à êîððåëÿöè-
îííûé � ÷èñëåííî, ñî ñêîëü óãîäíî âûñîêîé òî÷íîñòüþ. Âêëàä îáìåííûõ
ýôôåêòîâ áûë ðàññ÷èòàí Äèðàêîì êàê ïîïðàâêà ê ìîäåëè Òîìàñà�Ôåðìè
(ñì.(85)).

εx(ρ(r)) = −3e2

4

(
3

π

)1/3

ρ1/3(r). (115)

Òî÷íîãî àíàëèòè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ äëÿ êîððåëÿöèîííîãî âêëàäà
εc(ρ(r)) ïîëó÷èòü íå óäàëîñü, îäíàêî åùå â 80-õ ãîäàõ áûëà ïðîâåäåíà
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ñåðèÿ î÷åíü òî÷íûõ êâàíòîâûõ ðàñ÷åòîâ îäíîðîäíîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà
ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî. Â ýòèõ ðàñ÷åòàõ ïîëó÷åíû ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ
εc(ρ). Â ïîñëåäóþùåì íà îñíîâå ýòèõ äàííûõ áûë ïðåäëîæåí ðÿä àíàëè-
òè÷åñêèõ àïïðîêñèìàöèé. Îäíà èç íàèáîëåå ïðîñòûõ ïðèâåäåíà íèæå

εc(ρ(r)) = − 0.44e2

(3/4πρ(r))1/3 + 7.8a0
. (116)

Èìåþòñÿ è áîëåå òî÷íûå, íî çíà÷èòåëüíî áîëåå ãðîìîçäêèå àïïðîêñèìà-
öèè. Èõ ìîæíî íàéòè ëèáî â îðèãèíàëüíûõ ñòàòüÿõ, ïîñâÿùåííûõ ïðè-
áëèæåíèþ ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè, ëèáî â îïèñàíèÿõ ïàêåòîâ ñîîòâåòñòâó-
þùèõ êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàìì, íàïðèìåð, ïðîãðàììû Hyperchem.

Ïðèáëèæåíèå ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî õîðîøèì
ïðè îïèñàíèè àíñàìáëÿ ýëåêòðîíîâ ïðîâîäèìîñòè â ïðîñòûõ ìåòàëëàõ.
Â àòîìàõ è ìîëåêóëàõ, ãäå ýëåêòðîííàÿ ïëîòíîñòü äàëåêà îò îäíîðîä-
íîñòè, åãî ïðèìåíèìîñòü ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñîâåðøåííî íåî÷åâèäíîé. Òåì
íå ìåíåå ýòî äîñòàòî÷íî ïîïóëÿðíàÿ ìîäåëü è â êâàíòîâî-õèìè÷åñêèõ
ðàñ÷åòàõ. Îêàçàëîñü, ÷òî îíà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïîëåçíûå ðåçóëüòàòû
äëÿ öåëîãî ðÿäà ïðèëîæåíèé. Òàê, ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû ìîëåêóë,
íàïðèìåð, äëèíû ñâÿçåé ïîëó÷àþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ ïîðÿäêà îäíîãî ïðî-
öåíòà. Â ýíåðãåòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèêàõ, òàêèõ êàê ýíåðãèÿ èîíèçàöèè
è ýíåðãèÿ äèññîöèàöèè, îøèáêè áîëüøå: ïîðÿäêà 10�20 %, íî ýòè îøèáêè
âñå æå çíà÷èòåëüíî ìåíüøå, ÷åì ìîæíî áûëî áû îæèäàòü ïðè î÷åâèäíîì
ôèçè÷åñêîì íåñîîòâåòñòâèè ïðèáëèæåíèÿ ðåàëüíîé ñèñòåìå.

Ñðàâíèòåëüíî õîðîøèå ðåçóëüòàòû, äàâàåìûå ýòîé ïðîñòîé ìîäåëüþ,
îáóñëîâëåíû ÷àñòè÷íîé âçàèìíîé êîìïåíñàöèåé îøèáîê â îáìåííîì è
êîððåëÿöèîííîì ñëàãàåìîì â (114). Ýòà êîìïåíñàöèÿ ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî â
ïðèáëèæåíèè ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè âûïîëíÿåòñÿ îäèí èç óïîìèíàâøèõñÿ
âûøå ôîðìàëüíûõ êðèòåðèåâ, êîòîðîìó äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü îáìåííî-
êîððåëÿöèîííàÿ ýíåðãèÿ. Ôóíêöèîíàë Exc[ρ] ñâÿçàí ñ ôóíêöèåé äûðêè.
Ïîñëåäíÿÿ äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ íîðìèðîâêè

∫
h(r1, r2)dr1 = −1, (117)

êîòîðîå ôîðìàëüíî ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ (61), (62), (30) è (19) (óñëîâèå
íîðìèðîâêè, î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâî è äëÿ h(r1, r2) è äëÿ h(r1, r2)). Â
ðàññìàòðèâàåìîì ïðèáëèæåíèè äëÿ ôóíêöèè äûðêè, îïðåäåëåííîé íà
îñíîâå ìîäåëüíîãî ôóíêöèîíàëà Exc[ρ] (112), ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ.
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Ãîâîðÿò, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ïðàâèëî ñóìì, ïðè÷åì ñîîòíîøåíèå (117) îñòà-
åòñÿ ñïðàâåäëèâûì äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé êîîðäèíàò r2.

Ïðè îïèñàíèè ìîëåêóë ñ íåçàìêíóòûìè îáîëî÷êàìè ñ ïîìîùüþ
íåîãðàíè÷åííîãî ìåòîäà ÊØ (103)�(105) âìåñòî ïðèáëèæåíèÿ ëîêàëüíîé
ïëîòíîñòè LDA èñïîëüçóåòñÿ òàê íàçûâàåìîå ïðèáëèæåíèå ëîêàëüíîé
ñïèíîâîé ïëîòíîñòè LSDA. Â ýòîì âàðèàíòå îáû÷íî ââîäèòñÿ ñòåïåíü
ñïèíîâîé ïîëÿðèçàöèè

ξ(r) = (ρα(r)−ρβ(r))/(ρα(r)+ρβ(r)) (118)
è ïëîòíîñòü îáìåííî-êîððåëÿöèîííîé ýíåðãèè ñòàíîâèòñÿ ôóíêöèåé íå
òîëüêî ïîëíîé ïëîòíîñòè ρ(r) = ρα(r)+ρβ(r), íî è ïàðàìåòðà ξ : εxc =
= εxc(ρ(r),ξ(r)) = εx(ρ(r),ξ(r)) + εc(ρ(r),ξ(r)). Êàê è â ñëó÷àå íåïîëÿðè-
çîâàííîãî îäíîðîäíîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà, îáìåííûé âêëàä ìîæåò áûòü
íàéäåí â àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå, à êîððåëÿöèîííûé � ÷èñëåííî, ñî ñêîëü
óãîäíî âûñîêîé òî÷íîñòüþ.

Âûðàæåíèå îáìåííîãî âêëàäà èìååò âèä
εx(ρ,ξ) = εx(ρ,0)(1 + (21/3 − 1)f(ξ));

f(ξ) = (21/3 − 1)−1((1 + ξ)4/3 + (1− ξ)4/3 − 2)/2. (119)
Çäåñü εx(ρ,0) îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ íåïîëÿðèçîâàííîé ñèñòåìû ñîîòíîøåíè-
åì (115). Äëÿ êîððåëÿöèîííîãî âêëàäà, êàê è â ñëó÷àå íåïîëÿðèçîâàííîé
ñèñòåìû, èìåþòñÿ ëèøü âåñüìà ãðîìîçäêèå ïðèáëèæåííûå âûðàæåíèÿ,
êîòîðûå ìû çäåñü íå ïðèâîäèì.

3.2. Îáîáùåííîå ãðàäèåíòíîå ïðèáëèæåíèå. Ãèáðèäíûå
ôóíêöèîíàëû

Ïðèáëèæåíèå ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè ïðåäïîëàãàåò, ÷òî îáìåííî-
êîððåëÿöèîííàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèöû îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ýëåêòðîííîé
ïëîòíîñòüþ â òî÷êå ðàñïîëîæåíèÿ ÷àñòèöû. Ñëåäóþùèì åñòåñòâåííûì
øàãîì â óòî÷íåíèè ôóíêöèîíàëà Exc[ρ] ÿâëÿåòñÿ ó÷åò ïðîñòðàíñòâåííîé
íåîäíîðîäíîñòè ρ(r) è âëèÿíèÿ ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè â ñîñåäíèõ ñ ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé òî÷êàõ. Ôîðìàëüíî ýòè óòî÷íåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ ïðè ðàçëî-
æåíèå âûðàæåíèÿ (110) â ðÿä ïî ñòåïåíÿì ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðîèçâîä-
íûõ ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè, ò.å. ïî ñòåïåíÿì ∇ρ(r), |∇ρ(r)|2 , ∇2ρ(r)

EGEA
xc =

∫
εxc(ρ(r))ρ(r)dr +

∫
Ñ2(ρ)

(∇ρ(r))2

(ρ(r))4/3 dr + ... (120)
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è ó÷åòå íåñêîëüêèõ ïåðâûõ ÷ëåíîâ ýòîãî ðàçëîæåíèÿ.
Â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ íåîãðàíè÷åííîãî ìåòîäà ÊØ ñîîòâåòñòâóþ-

ùåå ðàçëîæåíèå èìååò íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíûé âèä è âêëþ÷àåò ïðîèç-
âîäíûå ñïèíîâûõ êîìïîíåíò ïëîòíîñòè

EGEA
xc [ρα(r),ρβ(r)] =

∫
ρ(r)εxc(ρ

α(r),ρβ(r))dr+

+
∑
σ1,σ2

∫
Cσ1,σ2

2 (ρα(r),ρβ(r))
∇ρσ1(r)

(ρσ1(r))2/3

∇ρσ2(r)

(ρσ2(r))2/3dr + ... (121)

Çäåñü ñèìâîë σi ìîæåò ïðèíèìàòü äâà çíà÷åíèÿ � α è β.

Ïåðâûå ñëàãàåìûå â (120) è (121) îïèñûâàþò ïðèáëèæåíèå ëîêàëüíîé
è ëîêàëüíîé ñïèíîâîé ïëîòíîñòåé ñîîòâåòñòâåííî. Ó÷åò ïîñëåäóþùèõ
÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ ïîëó÷èë â òåîðèè ôóíêöèîíàëîâ ïëîòíîñòè íàçâà-
íèå ãðàäèåíòíûõ ïðèáëèæåíèé (GEA). Ïîïûòêè ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìå-
íåíèÿ òàêèõ ïðèáëèæåíèé îêàçàëèñü êðàéíå íåóäà÷íûìè. Âìåñòî óëó÷-
øåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì LDA èëè LSDA íàáëþäà-
ëîñü èõ ñóùåñòâåííîå óõóäøåíèå. Ïðè÷èíà ýòèõ íåóäà÷ ñâÿçàíà ñ òåì,
÷òî îáìåííî-êîððåëÿöèîííàÿ äûðêà, ïîëó÷àåìàÿ íà îñíîâå ôóíêöèîíà-
ëîâ (120) è (121), òåðÿëà ìíîãèå ñâîéñòâà, õàðàêòåðíûå äëÿ ïðèáëèæåíèÿ
ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè. Íàïðèìåð, äëÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ â (120)
è (121) íå âûïîëíÿåòñÿ ïðàâèëî ñóìì.

Âûõîä áûë íàéäåí â òîì, ÷òîáû ÷àñòè÷íî ïðîñóììèðîâàòü ðÿäû, âû-
äåëèâ â íèõ âêëàäû, ñîäåðæàùèå ïåðâûå (∇ρσ(r)), âòîðûå (∇2ρσ(r))
è ò.ä. ïðîñòðàíñòâåííûå ïðîèçâîäíûå ïëîòíîñòè. Ìîäåëü, â êîòîðîé
óäåðæèâàþòñÿ òîëüêî ïåðâûå ïðîèçâîäíûå, íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì
ãðàäèåíòíûì ïðèáëèæåíèåì (GGA). Â ýòîì ïðèáëèæåíèè îáìåííî-
êîððåëÿöèîííûé ôóíêöèîíàë çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå2

EGGA
xc =

∫
f(ρα,ρβ,∇ρα,∇ρβ)dr. (122)

Ïðè ýòîì âêëàäû îáìåííûõ è êîððåëÿöèîííûõ ýôôåêòîâ îáû÷íî ðàçäå-
ëÿþò EGGA

xc = EGGA
x + EGGA

c .

Ñîîòíîøåíèå (122) îêàçàëîñü ñóùåñòâåííî áîëåå ïîëåçíûì ïðè
ïîñòðîåíèè óòî÷íåíèé ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè, ÷åì ãðàäèåíòíûå

2Çäåñü è äàëåå ïðè îáñóæäåíèè ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ìû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì
íåîãðàíè÷åííîãî ìåòîäà, êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ â ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ çíà÷èòåëü-
íî ÷àùå, ÷åì îãðàíè÷åííûé.
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ðàçëîæåíèÿ. Ïðè âûáîðå êîíêðåòíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíê-
öèè f(ρα,ρβ,∇ρα,∇ρβ) è åå ñîñòàâëÿþùèõ fõ(ρα,ρβ,∇ρα,∇ρβ) è
fñ(ρα,ρβ,∇ρα,∇ρβ), îïðåäåëÿþùèõ ÿâíûé âèä îáîáùåííîãî ãðàäè-
åíòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, íà ïåðâûé ïëàí âûõîäÿò ìàòåìàòè÷åñêèå
îãðàíè÷åíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ïðàâèëàìè ñóìì è àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäå-
íèåì êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè äûðêè. Ðåàëüíûé âèä ýòèõ ôóíêöèé â
ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ïðàêòè÷åñêè íå ñïîñîáñòâóåò ïîíè-
ìàíèþ ôèçèêè, äëÿ îïèñàíèÿ êîòîðîé îíà ïðåäíàçíà÷åíà. Ïî-ñóùåñòâó,
áîëüøèíñòâî ïðåäëîæåííûõ âàðèàíòîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôîðìàëüíîå
ââåäåíèå ôóíêöèé îïðåäåëåííîãî êëàññà, ñîäåðæàùåé ðÿä ïîäãîíî÷íûõ
ïàðàìåòðîâ è ïîñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ýòèõ ïàðàìåòðîâ íà îñíîâå
èçâåñòíûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èëè íàäåæíûõ òåîðåòè÷åñêèõ äàííûõ.
Òàêîé ôîðìàëüíûé ïîäõîä ïðèâåë ê îãðîìíîìó ÷èñëó ïðåäëîæåííûõ
âàðèàíòîâ. Èìååòñÿ íå îäèí äåñÿòîê êîíêðåòíûõ ìîäåëåé äëÿ îáìåííîãî
âêëàäà è ïðèáëèçèòåëüíî òàêîå æå ÷èñëî êîððåëÿöèîííûõ. Êîìáèíè-
ðóÿ îäíè ñ äðóãèìè ìîæíî ïîëó÷èòü ñîòíè ðàçëè÷íûõ ïðèáëèæåíèé.
Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå íàèáîëåå âàæíûå ïðèìåðû.

Îáìåííûå ñëàãàåìîå ÷àñòî çàïèñûâàþò â ñëåäóþùåì âèäå, ÿâíî âû-
äåëÿÿ âêëàä ïðèáëèæåíèÿ ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè

EGGA
x = ELDA

x −
∑

σ

∫
F (sσ) (ρσ(r))4/3 dr; sσ =

|∇ρσ(r)|
(ρσ(r))4/3 . (123)

Â êà÷åñòâå êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ âûáîðà ôóíêöèè F (sσ) óêàæåì äâà,
ïîñëóæèâøèõ îñíîâîé ìíîãî÷èñëåííûõ äàëüíåéøèõ ìîäèôèêàöèé. Ïåð-
âûé áûë ïðåäëîæåí A.D.Becke è îáû÷íî îòìå÷àåòñÿ áóêâîé B

FB =
βs2

σ

1 + 6βsσ arcsh sσ
. (124)

Ïàðàìåòð β, ðàâíûé 0.0042, ïîëó÷àëñÿ ñðàâíåíèåì ñ õîðîøî èçâåñòíûìè
îáìåííûìè ýíåðãèÿìè áëàãîðîäíûõ ãàçîâ.

Âòîðîé çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè

F P =


1 + 1.296

(
sσ

(24π2)1/3

)2

+ 14

(
sσ

(24π2)1/3

)4

+ 0.2

(
sσ

(24π2)1/3

)6



1
15

.

(125)
Ýòîò âàðèàíò áûë ïðåäëîæåí è ïðîàíàëèçèðîâàí J.P. Perdew.
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Ãðàäèåíòíûå ïîïðàâêè EGGA
c êîððåëÿöèîííîé ñîñòàâëÿþùåé èìåþò

åùå áîëåå ñëîæíóþ ôîðìó è åùå ìåíåå îáîçðèìû, ïîýòîìó ìû èõ çäåñü
íå ïðèâîäèì. Ñîîòâåòñòâóþùèå âûðàæåíèÿ çàïðîãðàììèðîâàíû â ïà-
êåòàõ êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàìì, èñïîëüçóåìûõ äëÿ ðàñ÷åòîâ ìåòîäàìè
òåîðèè ôóíêöèîíàëîâ ïëîòíîñòè. Îïèñàíèÿ ïàêåòîâ, êàê ïðàâèëî, ñîäåð-
æàò òàêæå èíôîðìàöèþ î êîíêðåòíûõ èñïîëüçîâàííûõ ïðèáëèæåíèÿõ ñ
óêàçàíèåì îðèãèíàëüíûõ ñòàòåé, â êîòîðûõ îíè âïåðâûå ïðåäëîæåíû è
ïîäðîáíî îáñóæäàþòñÿ.

Äëÿ ñïðàâêè îòìåòèì, ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñðåäè îáîáùåííûõ ãðà-
äèåíòíûõ íàèáîëåå ïîïóëÿðíûì â ôèçè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ ÿâëÿåòñÿ ïðè-
áëèæåíèå, ïðåäëîæåííîå J. P. Perdew, K. Burke è M. Ernzerhof â 1996
ãîäó (îíî ñîêðàùåííî îáîçíà÷àåòñÿ PBE). Â êâàíòîâî-õèìè÷åñêèõ ðàñ-
÷åòàõ íàèáîëåå íàäåæíûì ñ÷èòàåòñÿ êîìáèíàöèÿ îáìåííîãî âêëàäà (124)
ñ êîððåëÿöèîííûì, ðàçðàáîòàííûì C. Lee, W. Yang è R. G. Parr â 1988
ãîäó (ñîêðàùåííî � BLYP).

Ïîìèìî îáîáùåííûõ ãðàäèåíòíûõ ïðèáëèæåíèé â ïîñëåäíåå âðåìÿ
áîëüøîé èíòåðåñ âûçûâàþò òàê íàçûâàåìûå ãèáðèäíûå ïðèáëèæåíèÿ.
Â èõ îñíîâå ëåæèò òîò ôàêò, ÷òî îáìåííûé âêëàä â Exc[ρ] çíà÷èòåëü-
íî ïðåâûøàåò êîððåëÿöèîííûé. Ïðè ýòîì èçâåñòåí êîððåêòíûé ñïîñîá
ó÷åòà ýòîãî âêëàäà. Îí ñîñòîèò â òîì, ÷òî, èñïîëüçóÿ îðáèòàëè ÊØ, ñòðî-
èòñÿ ñëåéòåðîâñêèé äåòåðìèíàíò, à îáìåííûé âêëàä â ýíåðãèþ â îäíî-
äåòåðìèíàíòíîì ïðèáëèæåíèè îïðåäåëÿåòñÿ êàê â ìåòîäå Õàðòðè�Ôîêà.
Òàêèì îáðàçîì, çíàíèå îðáèòàëåé äàåò íåÿâíóþ ñâÿçü îáìåííîãî âêëà-
äà, êîòîðûé ìû áóäåì îáîçíà÷àòü êàê EHF

x , è ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè.
Òîò ôàêò, ÷òî ýòà ñâÿçü çàäàåòñÿ íåÿâíî, íå ÿâëÿåòñÿ ñåðüåçíûì ïðåïÿò-
ñòâèåì, ïîñêîëüêó óðàâíåíèÿ ÊØ ðåøàþòñÿ ìåòîäîì èòåðàöèé, òàê ÷òî
íà êàæäîì øàãå ìû èìååì âïîëíå ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ îáìåííîãî ïî-
òåíöèàëà è îáìåííîé ýíåðãèè. Äåòàëüíûé àíàëèç, ïðîâåäåííûé â ðÿäå
ðàáîò, ïîêàçàë, ÷òî íàèëó÷øåå èñïîëüçîâàíèå äîñòîèíñòâ ôóíêöèîíàëà
EHF

x ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ãèáðèäíûõ ìîäåëåé, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ êàê
ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ EHF

x è ðÿäà äðóãèõ, ïîëó÷åííûõ â ïðèáëèæåíèè
ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè è îáîáùåííûõ ãðàäèåíòíûõ ïðèáëèæåíèÿõ. Íèæå
ïðèâåäåí îäèí èç ñàìûõ ïîïóëÿðíûõ ãèáðèäíûõ ïîòåíöèàëîâ, èñïîëüçó-
åìûõ â êâàíòîâî-õèìè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ â íàñòîÿùåå âðåìÿ
EB3LY P

x = (1− a)ELSDA
x + aEHF

x + bEB
x + cELY P

c + (1− c)ELSDA
c . (126)

Çäåñü ELSDA
x è ELSDA

ñ � îáìåííûé è êîððåëÿöèîííûé âêëàäû â ìîäå-
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ëè LSDA, EB
x îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (123) (âòîðîå ñëàãàåìîå) è

(124), ELY P
c � êîððåëÿöèîííûé âêëàä â ýíåðãèþ â óïîìèíàâøåìñÿ âûøå

ïðèáëèæåíèè, ðàçðàáîòàííîì C. Lee, W. Yang è R. G. Parr. Êîýôôèöè-
åíòû, âõîäÿùèå â ýòó ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ èãðàþò ðîëü ïîäãîíî÷íûõ
ïàðàìåòðîâ. Èõ êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ a = 0.20, b = 0.72 è c = 0.81 ïî-
ëó÷åíû íà îñíîâå ñðàâíåíèÿ ýíåðãèé èîíèçàöèè è äèññîöèàöèè, ïîëíîé
ýíåðãèè è ðÿäà äðóãèõ ïàðàìåòðîâ, ðàññ÷èòàííûõ â ðàìêàõ ïðèáëèæå-
íèÿ (126) ñ äàííûìè, âõîäÿùèìè â áàçó G2. Øèðîêîå èñïîëüçîâàíèå ïðè-
áëèæåíèÿ B3LY P îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíî ðàññ÷è-
òûâàòü ìîëåêóëû ñ î÷åíü âûñîêîé òî÷íîñòüþ. Òàê, àáñîëþòíûå îøèáêè
â ýíåðãåòè÷åñêèõ ïàðàìåòðàõ äëÿ ìîëåêóë èç ãðóïïû G2 íå ïðåâûøàþò
2 êêàë/ìîëü, ÷òî êàê ðàç è ñîîòâåòñòâóåò ðåàëüíî òðåáóåìîé "õèìè÷å-
ñêîé òî÷íîñòè" ðàñ÷åòîâ ìîëåêóë.

Óñïåõ ìîäåëè B3LY P îáóñëîâèë àêòèâíûé ïîèñê åùå áîëåå òî÷íûõ
ãèáðèäíûõ ôóíêöèîíàëîâ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðåäëîæåíû ôóíêöèîíà-
ëû, ÷èñëî ïîäãîíî÷íûõ ïàðàìåòðîâ êîòîðûõ ïðåâûøàåò äåñÿòêè.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ
Ïðåäñòàâëåííîå èçäàíèå ÿâëÿåòñÿ ó÷åáíûì ïîñîáèåì äëÿ ñòóäåíòîâ,

èçó÷àþùèõ êóðñ êâàíòîâîé õèìèè â ÑÏáÃÏÓ. Ýòî îïðåäåëèëî âûáîð
ìàòåðèàëà è õàðàêòåð åãî èçëîæåíèÿ. Ìíîãèå àñïåêòû ñîâðåìåííîãî
ýòàïà ðàçâèòèÿ ðàññìàòðèâàåìîé òåîðèè îñòàëèñü çà åãî ðàìêàìè. Îá-
ëàñòü ïðèìåíåíèÿ òåîðèè ôóíêöèîíàëîâ ïëîòíîñòè ïîñòîÿííî ðàñøèðÿ-
åòñÿ. Èìåþòñÿ çíà÷èòåëüíûå óñïåõè ïðè îïèñàíèè ýëåêòðîííûõ ñèñòåì
ïðè íåíóëåâûõ òåìïåðàòóðàõ, ñèñòåì, ñîñòîÿùèõ èç áîçîíîâ, ìíîãîêîìïî-
íåíòíûõ ñìåñåé. Íàìåòèëñÿ ñóùåñòâåííûé ïðîãðåññ ïðè åå ïðèìåíåíèè
ê ýëåêòðîííûì ãàçàì âî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå. Óñïåøíî ðåøàåòñÿ
ïðîáëåìà îïèñàíèÿ ñèñòåì ñ âûðîæäåííûì îñíîâíûì ñîñòîÿíèåì. Áóð-
íî ðàçâèâàåòñÿ íåñòàöèîíàðíàÿ òåîðèÿ ôóíêöèîíàëîâ ïëîòíîñòè. Ïðè
ýòîì îñòàåòñÿ ðÿä íåðåøåííûõ ïðîáëåì. Ñðåäè íèõ îäíîé èç íàèáîëåå
ôóíäàìåíòàëüíûõ ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà îòûñêàíèÿ ñïîñîáà ñèñòåìàòè÷å-
ñêîãî, êîíòðîëèðóåìîãî óëó÷øåíèÿ òî÷íîñòè ìåòîäà, ïðîáëåìà íàäåæ-
íîãî òåîðåòè÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ èñïîëüçóåìûõ ïðèáëèæåíèé. Ïîìèìî
ýòîãî èìååòñÿ ðÿä ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì è ÿâëåíèé, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü
ïîëíîñòüþ àäåêâàòíî îïèñàíû â ðàìêàõ äàííîé òåîðèè ê íàñòîÿùåìó
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âðåìåíè. Ñþäà îòíîñèòñÿ àíàëèç Âàí-äåð-Âààëüñîâñêèõ äèñïåðñèîííûõ
âçàèìîäåéñòâèé, îïèñàíèå äàëåêèõ àññèìïòîòèê ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè,
âîçáóæäåííûå ñîñòîÿíèÿ ìíîãîýëåêòðîííûõ ñèñòåì, áàðüåðû õèìè÷å-
ñêèõ ðåàêöèé è ðÿä äðóãèõ.

Î ìíîãèõ äåòàëÿõ ýòèõ ïðîáëåì, î âîçìîæíûõ ïóòÿõ èõ ðåøåíèÿ ìîæ-
íî áîëåå ïîäðîáíî óçíàòü èç ïðèâåäåííûõ â áèáëèîãðàôè÷åñêîì ñïèñêå
ìîíîãðàôèé è îáçîðîâ [1]�[7], à ïðè íåîáõîäèìîñòè, èç îðèãèíàëüíûõ
ñòàòåé, ÷èñëî êîòîðûõ ïîñòîÿííî ðàñòåò.
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