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Предисловие 
 
Развитие реального сектора экономики в условиях рыночных отношений имеет перво-

степенное значение для успешного функционирования и развития национальной экономики 
в целом. Развитие производственных отраслей, увеличение их доли в национальном доходе 
при одновременном снижении  доли сырьевых отраслей в экономике позволит повысить бла-
госостояние народонаселения России, снизить зависимость экономики от мировой конъюнк-
туры и повысить ее конкурентоспособность.  

В ближайшие годы важнейшей проблемой для национального хозяйства  станет при-
влечение инвестиций в производство. Оценка инвестиционной привлекательности конкрет-
ного бизнес-плана во многом обуславливается величиной производственных и инвестицион-
ных издержек, к числу которых относятся транспортные и складские издержки, затраты на 
хранение и содержание запасов. Умелое и грамотное использование производственных ре-
сурсов в снабженческо-сбытовой сфере позволяет снизить выше названные затраты в от-
дельных случаях в несколько или даже десятки раз, о чем свидетельствует опыт развитых 
промышленных стран. Снижение себестоимости изделий и рост производительности труда 
позволяет, в свою очередь, снизить срок окупаемости проекта и улучшить его инвестицион-
ную отдачу. 

Оптимизационные методы и экономические модели, которые рассматриваются в на-
стоящем пособии, представляют собой важные инструменты, которые может использовать 
бизнес для повышения производительности труда. С другой стороны, те же инструменты мо-
гут быть использованы для сравнительной оценки и анализа уровня производственных за-
трат. Данные модели являются важным дополнительным разделом экономических знаний, 
которые позволят читателю повысить уровень своей квалификации и с успехом использовать 
их для решения экономических и оптимизационных задач в практической хозяйственной 
деятельности. 
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ТЕМА 1. ЗАДАЧИ О СКЛАДИРОВАНИИ 

1.1. Оптимизация местоположения складского комплекса 
методом центра тяжести 

1.1.1. Метод центра тяжести 
Одним из ключевых факторов, определяющих экономическую и технологическую эф-

фективность складского комплекса является его местоположение относительно расположе-
ния поставщиков и заказчиков продукции, идущей через склад. Местоположение склада ска-
зывается на таких показателях, как транспортные расходы, арендная земельная плата, а так-
же объем продаж, поскольку в некоторых случаях местоположение дистрибьютера или ком-
пании-производителя влияет на выбор покупателя. 

В тех случаях, когда в качестве главного критерия оптимизации местоположения 
складского комплекса выбирается минимум суммарных транспортных затрат, для решения 
данной задачи может использоваться метод центра тяжести. Постановка задачи, решаемую 
методом центра тяжести, схематично представлена на следующем рисунке: 

 
 
 
 

 

 
На рисунке 1 обозначено несколько объектов: поставщики, заказчики и в центре – 

складской комплекс. Стрелками указано направление грузовых потоков. Географическое 
расположение объектов представлено в декартовой прямоугольной системе координат, при-
чем координаты поставщиков и получателей известны, а координаты оптовой базы остаются 
неизвестными. Требуется найти оптимальные значения величин x0, y0, при которых суммар-
ные годовые затраты на транспортировку грузов в рассматриваемой системе будут мини-
мальными. Транспортные затраты рассчитываются как произведение следующих величин: 

y объем грузопотока, т/год; 
y расстояние между поставщиком/заказчиком и складским комплексом, км; 
y транспортный тариф, руб/ткм. 
Единица измерения «руб/ткм» означает «рубль на тонно-километр», то есть во сколько 

обходится транспортной организации перемещение одной тонны груза на один километр. 

Рассмотрим следующую задачу. Известны следующие исходные данные: 

 

Рис. 1.1. Оптимизация местоположения склада  

Условные обозначения: 
 
О – складской комплекс 
B, C – предприятия-поставщики 
A, D, E – предприятия-заказчики
→ – направление грузопотока 
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Координаты № п/п Объект Объем грузопо-
тока, т/год 

Тариф, 
руб/ткм x y 

1 A 3500 5 25 78 
2 B 4000 8,5 10 34 
3 C 6000 8,5 72 88 
4 D 2300 5 85 50 
5 E 4200 5 65 18 

 
Введем следующие условные обозначения: 

y n – количество поставщиков и заказчиков;  
y qi – объем грузопотока i-го поставщика/заказчика, т/год;  
y ri – транспортный тариф i-го поставщика/заказчика, руб/ткм;  
y xi, yi – координаты i-го поставщика/заказчика;  
y x0, y0 – координаты складского комплекса;  
y d0i – расстояние между складским комплексом и i-м поставщиком/заказчиком. 

Требуется определить оптимальные значения величин x0, y0, при которых будет выпол-
няться следующее условие: 

min
1

0 →=∑
=

n

i
iii drqTC , 

где TC (Total Cost) – суммарные затраты на транспортировку, руб/год. 
Нахождение оптимальных координат x0, y0 осуществляется с помощью итерационного 

сходящегося алгоритма. Количество итераций определяется требованиями к степени точно-
сти получаемого решения. 

Алгоритм решения задачи методом центра тяжести 

Шаг 0. Начальный расчет величин x0, y0: 
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На основании расчетов, приведенных в таблице 2, определяем начальные значения коорди-
нат оптовой базы: x0 = 6792000/135000 = 50,3; y0 = 7962000/135000 = 59,0. 

 

№ п/п Объект xiqiri yiqiri qiri 
1 A 437 500 1 365 000 17 500 
2 B 340 000 1 156 000 34 000 
3 C 3 672 000 4 488 000 51 000 
4 D 977 500 575 000 11 500 
5 E 1 365 000 378 000 21 000 
Сумма 6 792 000 7 962 000 135 000 

 

 

Таблица 1.1 

Таблица 1.2 
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Шаг 1. Расчет расстояний между складским комплексом и множеством поставщи-
ков/заказчиков (см. табл. 3, графа 3): 

2
0

2
00 )()( yyxxd iii −+−=  

Шаг 2. Расчет суммарных затрат на транспортировку (см. табл. 3, графа 4): 

∑
=

=
n

i
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Шаг 3. Повторный расчет координат оптовой базы (см. табл. 3, графы 5-7): 
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№ п/п Объект d0i qirid0i xiqiri/d0i yiqiri/d0i qiri/d0i 
1 2 3 4 5 6 7 
1 A 31,7 554 089 13 817,7 43 111,3 552,7 
2 B 47,4 1 612 358 7 169,6 24 376,7 717,0 
3 C 36,2 1 847 789 101 349,2 123 871,3 1 407,6 
4 D 35,8 412 066 27 280,2 16 047,2 320,9 
5 E 43,5 914 149 31 357,0 8 683,5 482,4 
Сумма – 5 340 452 180 973,8 216 089,9 3 480,7 

В соответствии с проведенными вычислениями, определяем новые координаты оптовой 
базы: x0 = 180973,8/3480,7 = 52,0; y0 = 216089,9/3480,7 = 62,1. Отметим также, что при старых 
координатах оптовой базы (50,3; 59,0) суммарные затраты на транспортировку, согласно 
табл. 3., составляют: TC = 5340452 руб/год. 

Шаг 4. Повторять шаги 1, 2 и 3 до тех пор, пока суммарные транспортные затраты TC не пе-
рестанут изменяться на значимую величину. 

Результаты выполнения шага 4 представлены в следующей таблице: 

 

Координаты Номер  
итерации xo yo 

TC 

0 50,3 59,0 5 340 452 
1 52,0 62,1 5 305 197 
2 53,3 63,8 5 291 233 
3 54,2 64,9 5 285 120 
4 54,8 65,6 5 282 289 
5 55,3 66,1 5 280 933 
6 55,6 66,4 5 280 269 
7 55,8 66,6 5 279 939 
8 56,0 66,8 5 279 773 
9 56,1 66,9 5 279 689 
10 56,2 67,0 5 279 646 
… … … … 
100 56,3 67,2 5 279 601 

Таблица 1.3 

Таблица 1.4 
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Как хорошо видно в данной таблице, уже на первых десяти итерациях можно получить 
достаточно точные значения координат оптовой базы, которые дают вполне приемлемые ре-
зультаты по величине суммарных транспортных затрат TC. Выполнение дальнейших итера-
ций (в данном случае, для сравнения, представлена сразу 100-я итерация) незначительно 
влияет на конечный результат. Это говорит о том, что уже на первых нескольких итерациях 
можно прекратить дальнейшие вычисления. 

1.2. Расчет оптимальной площади и планировка складских 
помещений 

1.2.1. Основные помещения и технологические зоны склада 
Решение проблемы выбора местоположения складского комплекса позволяет перейти к 

решению следующего вопроса – расчет оптимальной площади склада и планировка склад-
ских помещений. На следующем рисунке представлена общая схема распределительного 
склада с железнодорожными и автомобильными подъездными путями, на которой указаны 
основные виды помещений и технологические зоны склада: 

 

 
 

Рис. 1.2. Схема распределительного склада 
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Планировка складских помещений может существенно варьироваться в зависимости от 
вида и предназначения склада, хранимой на нем продукции, особенностей складских техно-
логических процессов, типовой схемой движения грузопотоков на складе и других факторов. 
Однако при любой планировке на складе можно выделить следующие основные помещения 
и технологические зоны: 

Помещения основного производственного назначения (или основные помещения) 
используются как для хранения продукции, так и для выполнения целого ряда складских 
операций. 

Рампа представляет собой платформу, специально оборудованную для проведения по-
грузочно-разгрузочных работ с определенными видами транспорта. Так, на представленной 
схеме на железнодорожной рампе производится разгрузка подаваемых железнодорожных 
вагонов, а на автомобильной рампе погрузка на грузовые автотранспортные средства уком-
плектованных партий отправки. 

Приемочная экспедиция используется для кратковременного хранения грузов, прибы-
вающих вне рабочего времени склада, например, в праздники, выходные или ночные часы. 
Отправочная экспедиция предназначается для временного хранения грузовых партий от-
правки, ожидающих подачи транспортного средства для проведения погрузочных операций. 

Участок приемки предназначается для проверки поступающей продукции по количест-
ву и качеству. На участке комплектования осуществляется комплектование грузовых партий 
отправки в соответствии с поступающими потребительскими заказами. 

Зона хранения – основная технологическая зона склада, которая оборудована универ-
сальным или специальным оборудованием для хранения товаров. Товары в эту зону посту-
пают из приемочной экспедиции, участка приемки или непосредственно с железнодорожной 
рампы. Они размещаются на стеллажах или в другом складском оборудовании, и оттуда впо-
следствии поступают уже на участок комплектования, в отправочную экспедицию или непо-
средственно на автомобильную рампу для отправки покупателям. Внутри зоны хранения мо-
гут быть выделены отдельные внутренние зоны для хранения определенных групп товаров 
(продовольственных, промышленных, хозяйственных и пр.), а также зоны со специализиро-
ванным оборудованием (например, холодильники для хранения скоропортящейся продук-
ции). 

Вспомогательные помещения предназначаются для хранения поддонов, порожних 
контейнеров, складской тары. В этих же помещениях может производиться ремонт повреж-
денной в процессе оборота тары. 

В подсобно-технических помещениях располагаются машинные отделения, вентиля-
ционные камеры, ремонтные мастерские, кладовые, подзарядные аккумуляторные станции и 
пр. 

Наконец, административно-бытовые помещения включают в себя офисы, контор-
ские помещения, места отдыха и приема пищи. 

1.2.2. Некоторые характеристики и показатели работы склада 

Для расчета полезной площади склада необходимо знать некоторые характеристики 
склада и плановые показатели его работы. К их числу относятся емкость склада, полезная и 
общая площадь, пропускная способность и оборот склада. Рассмотрим поочередно эти пока-
затели 

Емкость и грузооборот склада 

Под емкостью склада понимают максимальное расчетное количество грузов, которое 
может быть размещено для хранения на данном складе. Грузы обычно исчисляется в тоннах. 
Например, емкость склада составляет 3000 тонн (Е = 3000 т). Это значит, что на складе мож-
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но разместить до 3000 т продукции определенного вида, например, продовольственных и 
промышленных товаров. 

Другим важным показателем является грузооборот клада – количество грузов, которые 
были переработаны на складе за определенный период. Например, годовой грузооборот 
склада составляет 100 тысяч тонн в год (Q = 100 000 т/год). Это значит, что на складе за год 
было переработано 100 тысяч тонн грузов. 

Под складской переработкой понимают складские операции по приему и проверке гру-
зов, их размещению на складе для хранения, изъятия, комплектации и отправке получателю, 
образующих в совокупности складской технологический процесс. 

Производным показателем от величин E и Q является средний срок хранения грузов: 
tср = Dp × γ × E / Q 

где γ – коэффициент использования емкости склада, Dp –количество рабочих дней в году, дн. 
Емкость склада не всегда используется на 100%. Как правило, используется только 

часть емкости склада, и тогда коэффициент γ будет меньше единицы. К тому, как рассчиты-
вается коэффициент γ, мы вернемся немного позже. 

Полезная площадь склада 
Основной функцией любого склада является хранение продукции. Для выполнения 

этой функции служит зона хранения, где располагается складское оборудование, в котором 
хранится продукция. Та часть зоны хранения, которая непосредственно занята складским 
оборудованием, носит название полезной площади склада.  

Существуют различные методики расчета полезной площади склада. Выбор методики 
зависит от типа склада и вида хранимой продукции, а также конструкционных особенностей 
и используемых на складе технологий. Рассмотрим два примера. 

Пример 1. Емкость склада для хранения тяжелых металлических изделий (металличе-
ские заготовки, инструменты, метизы, детали, узлы и пр.) составляет 5000 т. Максимальная 
допустимая нагрузка на пол складского помещения составляет 2,0 т/м2. Тогда полезная пло-
щадь склада может быть определена по формуле: 

Sпол = E / σ = 5000 / 2 = 2500 м2, 
где E – емкость склада, т; σ – допустимая нагрузка на пол склада, т/м2. 

Коэффициент σ определяется конструктивными особенностями склада. В обычных по-
мещениях, например, в магазинах нагрузка на пол варьируется в пределах σ = 0,6…1,0 т/м2. 
Однако на складах, которые предназначены для хранения тяжелых металлических изделий 
(металлические заготовки, инструменты, метизы, детали, узлы и пр.), этот коэффициент дос-
тигает значений σ = 3,0…4,0 т/м2. 

Пример 2. Емкость склада для хранения товаров широкого потребления составляет 
2000 т. Средняя плотность груза составляет 0,5 т/м3. Хранение грузов производится на стел-
лажах марки СТ-2М-II. Размеры стеллажа составляют 4120×1705×4000 мм. Коэффициент за-
полнения объем стеллажа при хранении груза в поддонах составляет 0,64. Тогда полезная 
площадь склада, занятая под стеллажи, рассчитывается по формуле: 

Sпол = E / (H × ρ × β) = 3000 / (4 × 0,5 × 0,64) = 2344 м2, 
где H – высота укладки груза, м; ρ – средняя плотность груза, т/м3; β – коэффициент запол-
нения объем стеллажа (плотность укладки). 

Общая площадь склада 
Под общей площадью склада следует понимать основные производственные помеще-

ния, включая участки приемки и комплектования, отправочную и приемочную экспедицию, 
а также площадь проходов и проездов между стеллажами и другим складским оборудовани-
ем. В каждом конкретном случае размер общей площади склада определяется конкретной 
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планировкой складских помещений. Так, например, площадь приемочных и отпускных пло-
щадок можно определить по любой из следующих двух формул:  
 
 
 
 
где Q – годовой грузооборот склада, т/год; А – доля грузооборота, прошедшего через данную 
технологическую зону (А = 0,2…1,0); k – коэффициент неравномерности поступления груза 
(k = 1,2…1,5); t – средняя длительность пребывания груза в технологической зоне (до 2 дн); 
Dp – количество рабочих дней в периоде; σ – допустимая нагрузка на пол, т/м2, H – высота 
укладки груза, м; ρ – средняя плотность груза, т/м3; β – коэффициент заполнения объема 
стеллажа, или плотность укладки. 

Под грузооборотом склада понимают совокупный объем груза, поступившего или вы-
бывшего со склада за определенный период времени. 

Появление коэффициента А в формулах вызвано тем, что далеко не все грузы проходят 
через приемочную и отправочную экспедицию, участки приемки и комплектации, а только 
их некоторая часть. 

Ширина проездов между стеллажами принимается от 1,5 до 4,5 м, ширина боковых 
проходов – от 0,7 до 1,5 м. Ширина проезда определяется в зависимости от ширины транс-
портного средства (погрузчика) и минимального зазора между погрузчиком и краем проезда, 
которое должно составлять 15-20 см. 

При приближенных расчетах можно использовать следующую формулу: 
Sобщ = Sпол / α = 2500 / 0,4 = 6250 м2, 

где Sобщ – общая площадь склада, м2;  α – коэффициент использования площади склада. 

Пропускная способность и оборот склада 
Одним из важных параметров работы склада является средний срок хранения грузов, 

который определяется по формуле: 
 
 

где ti – время пребывания i-го груза на складе, дн; qi – объем i-го груза, т; Q – совокупный 
грузооборот склада за определенный период, т. 

Допустим, что через склад в течение определенного периода прошло пять партий груза. 
Объем грузов и время их хранения обозначено в следующей таблице: 

 
 Таблица 1.5 

№ п/п Объем 
груза, т 

Время хра-
нения, дн  q×t 

1 500 12 6000 
2 1250 4 5000 
3 250 5 1250 
4 1500 8 12000 
5 600 10 6000 

Сумма 4100  30250 
 
Тогда среднее время грузов хранения на складе составляет: tср = 30250 / 410 = 7,38 дн. 

Зная значение данного показателя, можно рассчитать пропускную способность и оборот 
склада за определенный период. 

Пропускная способность склада рассчитывается по формуле 
F = Е / tср = 3000 / 7,38 = 406,6 т. 

Qqtqqtt iiiiiср ∑∑∑ ==

σD
tkAQS

p ×
×××

=
βρHD

tkAQS
p ×××

×××
=или
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В рассматриваемом примере пропускная способность склада составляет около 400 т в 
сутки. Соответственно, складской комплекс должен обладать необходимыми ресурсами для 
обеспечения такой пропускной способности. Под ресурсами здесь понимаются персонал 
склада, складское оборудование, например, погрузчики, а также необходимые технологиче-
ские площади, где будут производиться операции по приему и отпуску грузов. 

Оборот склада (например, месячный оборот) определяется по формуле: 
По = Dp / tср = 30 / 7,38 = 4,07, 

где Dp – количество рабочих дней в периоде (напр., месяце), дн. 
Коэффициент использования емкости склада определяется по формуле: 

γ = Q × tср / (Dp × E) = 100 000 × 7,38 / (365 × 3000) = 0,67. 
Таким образом, заполнение склада продукцией составляет в среднем 2/3 от емкости склада. 

1.3. Управление складскими мощностями при сезонных 
колебаниях спроса 

В бизнесе встречаются ситуации, когда спрос на продукцию, предлагаемую компанией, 
подвержен ярко выраженным сезонным изменениям. При этом разность между потребно-
стями в складских площадях в периоды сезонного подъема и сезонного спада спроса может 
оказаться слишком большой. В таком случае наиболее эффективной может оказаться сме-
шанная стратегия использования складских помещений, когда для хранения продукции ис-
пользуются как собственные склады (или склады, взятые в долгосрочную аренду на правах 
лизинга), так и арендуемые складские помещения, привлекаемые для обеспечения потребно-
стей фирмы в периоды увеличения спроса. Эта ситуация представлена на следующем рисун-
ке. 

 
 

 
Рис 1.3. Стратегия складирования при сезонных колебаниях спроса 

 
Максимальную выгоду от реализации смешанной стратегии  можно получить только в 

том случае, если удастся найти оптимальное соотношение между размерами складских по-
мещений различного типа. Рассмотрим следующий пример. 
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Пример 
Агропромышленная компания намерена открыть новый склад по сбыту минеральных 

удобрений. Прогноз объемов продаж по месяцам представлен в следующей таблице: 
 
 Таблица 1.6 

Месяц Спрос, т Месяц Спрос, т 
Январь 1500 Июль 8200 
Февраль 3000 Август 6800 
Март 5000 Сентябрь 5100 
Апрель 6700 Октябрь 2800 
Май 8100 Ноябрь 2100 
Июнь 8600 Декабрь 1800 

 Всего 59700 
 
Оборот склада составляет 3 оборота в месяц. Складское оборудование, используемое для 

хранения минеральных удобрений, занимает 50% от полезной площади склада. Коэффициент 
полезного использования складского оборудования – 70%. Плотность удобрений составляет 
1,2 т/м3. Высота укладки продукции – 6 м. 

Строительство склада обойдется в $300 за квадратный метр с амортизационным сроком 20 
лет. Операционные издержки на складе планируются в объеме $1,1 за тонну. Годовые посто-
янные затраты составляют $30 за кв. м. Аренда складских помещений для хранения продук-
ции обойдется в $1,4 за одну тонну в месяц. Стоимость услуг по переработке грузов на 
арендном складе составляет $0,6 за тонну. 

Потребность в складских площадях определяется по формуле: 

γαρHП
QS

о

= , 

где Q – месячный грузооборот склада, т/мес; По – коэффициент месячного оборота склада; ρ 
– средняя плотность груза, т/м3; Н – высота укладки груза, м; γ – коэффициент полезного ис-
пользования складского оборудования; α – коэффициент полезного использования площади 
склада. 
Согласно приведенной формуле, в январе месяце потребность в складских площадях со-

ставляет: 
S = Q/(3×1,2×6×0,7×0,5) = Q × 0,13228 

Затраты на складирование определяются по следующим формулам: 
1) затраты на собственных складских площадях 

ТС1 = A + FC + OC , 
где A – амортизация склада, FC – постоянные затраты, OC – операционные затраты; 
2) затраты на арендуемых складских площадях 

TC2 = R + HC 
где R – стоимость аренды помещений, HC – затраты на грузопереработку; 
3) общие затраты 

TC = TC1 + TC2. 
Рассмотрим пример, когда площадь собственного склада составляет 800 м2. Рассчитаем 

величину затрат на складирование в мае месяце. Потребность в складских площадях в мае 
составляет 1071 м2. Из них 800 м2 (74,7%) покрывается собственными складскими площадя-
ми и 271 м2 (25,3%) – арендными площадями. 
Затраты на складирование в мае составляют: 

TC1 = 800м2 × [$300/(20 лет) + $30]/12 мес.  + 8100т × 74,7% × $1,1 = $9653 
TC2 = 8100 т × 25,3% ($1,4 + $0,6) = $4104 
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TC = $9653 + $1404 = $13757 
Годовые затраты на складирование при площади собственного склада 800 м2 составят 

$13757. 
Таблица 1.7. Расчет затраты на складирование (пример)* 

 
Распределение 
грузопотоков Общие затраты Месяц Спрос, т Площадь, м2 

Собств. Аренда Собств. Аренда Всего 
Январь 1500 198 100% 0% 4 650 0 4 650 
Февраль 3000 397 100% 0% 6 300 0 6 300 
Март 5000 661 100% 0% 8 500 0 8 500 
Апрель 6700 886 90,3% 9,7% 9 653 1 304 10 957 
Май 8100 1071 74,7% 25,3% 9 653 4 104 13 757 
Июнь 8600 1138 70,3% 29,7% 9 653 5 104 14 757 
Июль 8200 1085 73,8% 26,2% 9 653 4 304 13 957 
Август 6800 899 88,9% 11,1% 9 653 1 504 11 157 
Сентябрь 5100 675 100% 0% 8 610 0 8 610 
Октябрь 2800 370 100% 0% 6 080 0 6 080 
Ноябрь 2100 278 100% 0% 5 310 0 5 310 
Декабрь 1800 238 100% 0% 4 980 0 4 980 
Всего 59700    92 694 16 320 109 014 

* Размер площади собственного склада составляет 800 м2 
 
Аналогичные расчеты проводятся для других значений площади собственного склада от 0 

м2 до 1200 м2. При этом выявляется зависимость затрат на складирование от размера площа-
ди собственного склада, которая графически представлена на следующем рисунке (см. рис.). 

 
Рис 1.4. Затраты на складирование и площадь собственного склада (пример) 
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Более тщательный анализ представленной зависимости позволяет определить оптималь-

ный размер площади собственного склада, который составляет 650 м2. При этом годовые за-
траты на складирование будут минимальными и составят $107,5 тыс. При отказе от смешан-
ной стратегии (в пользу аренды или в пользу собственного склада) увеличит эти затраты до 
$119,5 тыс. Таким образом, выигрыш агропромышленной компании составляет $12 тыс./год., 
или 10% от суммы затрат при отказе от смешанной стратегии. 

� Вопросы для проверки знаний 

1. Опишите основной критерий оптимизации местоположения складского комплекса при 
использовании метода центра тяжести. 

2. Перечислите основные и вспомогательные помещения, технологические зоны складского 
комплекса и дайте им характеристику. 

3. Перечислите основные показатели, характеризующие работу склада, и дайте их описание. 

2 Задачи для самостоятельного решения 

Задача 1.1. Оптимизация местоположения склада методом центра тяжести 
Определите координаты оптимального местоположения складского комплекса и рас-

считайте суммарные транспортные затраты на доставку продукции, опираясь на следующие 
исходные данные: 
 
Вариант 1 Вариант 2 

Коорд-ты  Коорд-ты№ Объект Грузы,  
т/год 

Тариф, 
руб/ткм X Y № Объект Грузы, 

т/год 
Тариф, 
руб/ткм X Y 

1 A 500 2 19 18  1 A 1700 3 19 41 
2 B 1 200 3 21 69  2 B 1800 5 27 6 
3 C 2 000 2 73 48  3 C 600 1 95 8 
4 D 1 550 2 62 96  4 D 1200 2 69 72 
5 E 850 3 89 14  5 E 1400 3 42 79 

 
Вариант 3 Вариант 4 

Коорд-ты  Коорд-ты№ Объект Грузы,  
т/год 

Тариф, 
руб/ткм X Y № Объект Грузы, 

т/год 
Тариф, 
руб/ткм X Y 

1 A 1700 4 44 23  1 A 1900 3 97 70 
2 B 1500 3 65 69  2 B 600 2 58 38 
3 C 2100 3 4 81  3 C 200 3 19 71 
4 D 300 5 12 23  4 D 2000 2 22 48 
5 E 500 4 93 38  5 E 500 3 56 92 

 
Вариант 5 Вариант 6 

Коорд-ты  Коорд-ты№ Объект Грузы,  
т/год 

Тариф, 
руб/ткм X Y № Объект Грузы, 

т/год 
Тариф, 
руб/ткм X Y 

1 A 1700 4 60 45  1 A 1300 4 100 63 
2 B 2000 3 11 53  2 B 1800 3 73 8 
3 C 1300 2 67 22  3 C 1500 3 40 65 
4 D 1400 4 78 84  4 D 500 3 7 62 
5 E 600 4 37 86  5 E 1200 4 6 26 
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При решении задачи используйте метод центра тяжести. При ручных вычислениях с 
калькулятором выполните 2-3 итерации. При вычислениях в электронных таблицах Excel 
выполните 5-7 итераций. 

 
Задача 1.2. Расчет характеристик и показателей работы склада 

Компания ОАО «XYZ» планирует создание складского комплекса для хранения и сбы-
та продовольственных и промышленных товаров.  

 
Варианты Показатель 1 2 3 4 5 6 

Расчетная емкость склада, т 2 500 1 000 3 000 5 000 4 000 1 500 
Использование емкости склада 0,80 0,70 0,60 0,65 0,75 0,80 
Плановый грузооборот, т/год 80 000 35 000 100 000 120 000 70 000 40 000 
Количество раб. дней в году 365 250 250 250 365 250 
Средняя плотность груза, т/м3 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 
Высота укладки, м 4 6 4 6 4 6 
Плотность укладки 0,64 0,64 0,64 0,64 0,64 0,64 
Использование площади склада 0,4 0,5 0,45 0,55 0,5 0,38 

 
 
Расчетная емкость склада составляет 2500 т. Плановый грузооборот – 80 000 т/год при 

коэффициенте использования емкости склада 0,7. Средняя расчетная плотность грузов со-
ставляет 0,45 т/м3. Для хранения грузов используются стеллажи размером 4120×1705×4000 
мм. Плотность укладки товаров на стеллажах составляет 0,64. Коэффициент использования 
площади склада – 0,4. Требуется рассчитать полезную и общую площадь склада, пропускную 
способность и месячный оборот склада, средний срок хранения груза. 

 
Задача 1.3. Расчет оптимальной площади склада при сезонных колебаниях спроса 

Компания планирует создать складской сельскохозяйственный комплекс. Прогноз 
спроса на складские площади представлен в следующей таблице: 

 
Месяц Спрос, т Месяц Спрос, т Месяц Спрос, т 

Январь 427 Май 1766 Сентябрь 1407 
Февраль 634 Июнь 1973 Октябрь 993 
Март 993 Июль 1973 Ноябрь 634 
Апрель 1407 Август 1766 Декабрь 427 

    Всего 14400 
 

Оборот склада составляет 1,5 оборота в месяц. Складское оборудование, используемое 
для хранения минеральных удобрений, занимает 40% от полезной площади склада. Коэффи-
циент полезного использования складского оборудования – 70%. Плотность удобрений со-
ставляет 0,5 т/м3. Высота укладки продукции – 4 м. 

Строительство склада обойдется в $250 за квадратный метр с амортизационным сроком 
20 лет. Операционные издержки на складе планируются в объеме $1,4 за тонну. Годовые по-
стоянные затраты составляют $40 за кв. м. Аренда складских помещений для хранения про-
дукции обойдется в $6,3 за одну тонну в месяц. Стоимость услуг по переработке грузов на 
арендном складе составляет $3,2 за тонну. 

Требуется рассчитать оптимальную площадь собственного склада и оценить потреб-
ность в арендуемых складских помещениях с учетом прогнозируемых колебаниях спроса на 
продукцию. Для расчетов используйте электронные таблицы Microsoft Excel. 
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ТЕМА 2. ТЕОРИЯ ЗАПАСОВ 

2.1. Категория товарно-материального запаса 

2.1.1. Понятие и классификация материальных запасов 
Запасы представляют собой важную экономическую категорию. Образование запасов в 

сферах производства и обращения связано, прежде всего, с обеспечением нужд производст-
венного или торгового процесса. Запасы позволяют экономическому субъекту накапливать 
ресурсы и тем самым повышать надежность экономического процесса, а в некоторых случа-
ях делать возможным этот процесс, если для процесса свойственна дискретность (например, 
в процессе снабжения поставки материалов могут быть только дискретными, то есть отдель-
ными партиями). 

Запасы – это продукция, находящаяся на различных стадиях  производственного или 
торгового процесса. 

сырье и
материалы

полуфабрикаты и
комплектующие

незавершенное
производство

готовая
продукция

тара возвратные
отходы

по видам
продукции

производ-
ственные
складские
транспортные

по месту
хранения

текущие
страховые
сезонные
продвижения
подготовительные
в пути
спекулятивные
неликвидные

по назначению

Классификация запасов

 

Рис. 2.1. Классификация товарно-материальных запасов 

 

На рис. 2.1 представлена классификация товарно-материальных запасов. Ниже приво-
дится характеристика видов запасов по третьему критерию классификации. 

Текущие запасы – это запасы, предназначенные для обеспечения непрерывности произ-
водственного или торгового процесса. Возникновение текущего запаса обуславливается раз-
личием в партиях поставки и потребления. 

Страховые запасы – это запасы, предназначенные для покрытия рисков, возникающих 
вследствие случайных колебаний спроса, случайных задержек при поставках товаров и дру-
гих непредвиденных обстоятельств. При этом справедливо утверждение, что чем больше 
страховой запас, тем меньше вероятность события, когда запасов недостаточно для покрытия 
спроса, а значит тем выше надежность торгового или производственного процесса. 
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Сезонные запасы – это запасы, которые предназначены для сглаживания сезонных ко-
лебаний спроса и предложения. Сезонности подвержено, например, производство сельскохо-
зяйственной продукции, спрос на мороженное, лимонад и другие прохлаждающие напитки и 
пр. 

Запасы продвижения – это запасы, которые образуются в сбытовой сети при проведе-
нии рекламной компании с тем, чтобы удовлетворить дополнительный спрос, который, как 
ожидается, должен возникнуть в результате компании или других мер по продвижению то-
варов. 

Запасы подготовительные – это запасы, которые образуются в процессе подготовки 
продукции к запуску в производство или к отпуску со склада потребителям. 

Запасы в пути – это запасы, которые находятся в процессе транспортировки.  
Спекулятивные запасы – это запасы, создаваемые с целью уменьшения убытков или 

получения дополнительной прибыли за счет изменения цен на продукцию в обозримом бу-
дущем. 

Неликвидные (устаревшие) запасы – это запасы товаров, которые устарели физически 
или морально. В последнем случае можно сказать, что они находятся на последней стадии 
жизненного цикла.  

2.1.2. Затраты на управление запасами 

Общие затраты на управление запасами на складе (total costs) можно разделить на две 
основные группы: затраты на пополнение запасов (procurement costs) и затраты на хранение 
запасов (inventory carrying costs). В качестве третьей, дополнительной группы затрат можно 
выделить издержки непокрытия (out-of-stock costs), которые возникают в случае, когда фир-
ма не может удовлетворить потребительский спрос на рынке из-за отсутствия товаров на 
складе.  

 

 

Зависимость перечисленных видов затрат на управление запасами от величины партии 
поставки представлена на рисунке 2.2, на котором используются следующие условные обо-
значения: Q (Quantity) – размер партии поставки, шт; EOQ (Economic Order Quantity) – опти-
мальный размер партии поставки, шт. При увеличении размера партии поставки: 
y увеличивается средний уровень запасов на складе увеличивается, что вызывает рост за-

трат на хранение;  
y уменьшается частота поставок, что ведет к уменьшению затрат на пополнение запасов 

(эффект масштаба); 
y снижается риск непокрытия спроса из-за отсутствия товаров на складе, что влечет за со-

бой уменьшение издержек непокрытия. 

Рис. 2.2. Зависимость затрат на управление запасами от величины партии поставки
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Размер партии поставки является оптимальным, если общие затраты достигают своего 
минимума. 

Рассмотрим отдельные составляющие затрат на управление запасами. 
Затраты на пополнение запасов 
Эти затраты возникают у поставщика при выполнении отдельных операций, связанных 

с выполнением заказа, поступившего от клиента: прием и обработка заказа, подготовка про-
изводства, изготовление новой партии товара, операции по комплектованию и подготовке 
партии к отправке, транспортировка и т.п. В этих затратах по отношению к размеру заказа 
можно выделить переменные и постоянные затраты, и это необходимо учитывать при прове-
дении расчетов. 

Затраты на хранение запасов 
Затраты на хранение запасов включают в себя четыре составляющие: 

y капитальные затраты (capital costs, interest of opportunity costs) – издержки, которые 
возникают при связывании средств в запасах (например, стоимость запасов $1000, стои-
мость банковского процента – 15% годовых, следовательно, капитальные затраты со-
ставляют $150 в год); 

y складские затраты (storage costs, storage space costs) – арендная плата или амортизаци-
онные отчисления (складские помещения и оборудование), расходы на операции по гру-
зопереработке, эксплутационные затраты (плата за электроэнергию, тепло- и водоснаб-
жение, текущий ремонт и пр.), заработная плата складского персонала и пр.; 

y затраты по текущему обслуживанию запасов (inventory service costs) – налоговые пла-
тежи и страховые взносы; 

y стоимость рисков, связанных с запасами (inventory risk costs) – потери, связанные с 
физическим и моральным износом продукции (особенно важно для сельскохозяйствен-
ной продукции). 
В качестве иллюстрации в таблице 1 представлена структура затрат на хранение запа-

сов в промышленных отраслях США по состоянию на конец 1980-х годов и структура этих 
затрат в общем объеме логистических издержек в американском машиностроении: 

Табл. 2.1. Структура затрат на хранение запасов в промышленности США1 
 

Группа затрат Доля в структуре затрат, % 

Капитальные затраты 82,00 

Складские затраты 3,25 

Затраты на текущее обслуживание 0,75 

Стоимость рисков 14,00 

Суммарные затраты 100,00 

 
Отметим при этом, что значительную долю в общих затратах на хранение составляют 

капитальные затраты. 
Издержки непокрытия 
Эти издержки, как было отмечено, возникают в случае, когда фирма не может удовле-

творить потребительский спрос из-за отсутствия необходимых товаров на складе. Они скла-
дываются из следующих видов затрат: 
y штрафные выплаты (back-order costs) – различного рода штрафы, пени, неустойки, а 

также дополнительные расходы, которые возникают при задержках в выполнении посту-
пающих потребительских заказов; 

                                                           
1 Ronald H. Ballou, Business Logistics Management (New Jersey, 1992). P.414. 
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y упущенная прибыль (lost sales) – та прибыль, которую теряет фирма вследствие отказа 
клиента от своего заказа еще до его выполнения, а также те будущие потери в прибыли, 
которые являются следствием негативной реакции рынка на низкое качество обслужива-
ния. 

2.2. EOQ-модель, или базовая модель управления запасами 

Базовая модель управления запасами строится исходя из предположения, что спрос на 
товары является непрерывным и носит постоянный, устойчивый характер. Также в ней не 
учитывается влияние возможных случайных факторов, таких как случайные колебания 
спроса, непредвиденные задержки при пополнении уровня запасов на складе и т.п. Базо-
вая модель является «идеальной» моделью управления запасами, и потому представляет 
собой чисто теоретический интерес. Однако в дальнейшем на ее основе будут построены 
более сложные, стохастические модели, в которых будут учитываться указанные случай-
ные факторы и которые вполне применимы на практике. 

 

 

 

Рассмотрим динамику изменения уровня запасов в базовой модели, которая представ-
лена на рис. 2. Для этого будем использовать следующие условные обозначения: 

EOQ (Economic Order Quantity) – оптимальная партия поставки, шт; 
ROP (Reorder Point) – точка заказа, шт; 
AIL (Average Inventory Level) – средний уровень запасов, шт; 
LT (Lead Time) – период поставки, дн; 
T (Time) – период заказ, дн. 
На рис. 2 показано, что в нулевой момент времени уровень запасов находится на мак-

симальном уровне, равным величине EOQ. Следует сразу отметить, что в общем случае пар-
тия поставки не обязательно должна быть оптимальной, и тогда ее следует обозначать вели-
чиной Q (Quantity). В дальнейшем в формулах будет встречаться оба обозначения, которые 
следует воспринимать как эквивалентные с учетом названного различия (Q = EOQ). Итак, 
начиная с нулевого момента идет уменьшение уровня запасов на складе. Угол наклона пря-
мой зависит от интенсивности спроса: более крутой наклон – при более интенсивном спросе, 

Рис. 2.3. Динамика изменения уровня запасов в базовой модели 
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менее крутой наклон – при менее интенсивном спросе. Когда уровень запасов на складе 
снижается до минимального критического уровня – до точки заказа (ROP), – осуществляется 
оформление и передача заказа на поставку очередной партии товаров для пополнения запаса 
на складе. Через время, равное величине периода поставки LT, заказ будет выполнен, то есть 
на складе будет получена очередная партия поставки EOQ. Точка заказа рассчитывается та-
ким образом, чтобы к моменту поставки на склад очередной партии EOQ текущий уровень 
запасов находился на нулевой отметке. Тогда каждый раз при достижении текущего запаса 
нулевого уровня происходит его восполнение до прежнего, максимального уровня, равного 
величине EOQ. Поскольку в модели спрос на товары носит непрерывный и устойчивый ха-
рактер, то поставки товаров на склад происходят ритмично, через строго определенные про-
межутки времени, равные периоду заказа T. Средний уровень запасов на складе в течение 
года (или другого длительного периода) остается неизменным и равен половине величины 
партии поставки: AIL = (EOQ+0)/2 = EOQ/2. 

Глядя на рисунок, можно убедиться, что все приведенные величины тесно взаимосвя-
заны между собой. Так, например, величина партии EOQ определяет величину периода зака-
за T, то есть ритм поставок: если партия большая, поставки производятся относительно ред-
ко, если партия маленькая – поставки идут относительно часто. Точно также связаны вели-
чины ROP и LT. Если предположить, что LT = 0, то есть поставка партии происходит в мо-
мент оформления заказа, то ROP = 0. Однако такого на практике никогда не бывает, а потому 
чем больше LT, тем больше ROP, и наоборот. 

Рассмотрим следующий пример. 
Дано: D = 125000 – годовой объем спроса, шт/год; LT = 5 дн; C = 50 – стоимость еди-

ницы товара, руб/шт; S = 780 – затраты на доставку/производство партии товара (их посто-
янная часть, не зависящая от размера партии), руб; I = 10 – годовая норма прибыли (или 
ставка банковского процента),  %/год. 

Требуется рассчитать параметры базовой модели: EOQ; ROP; AIL; T; N – количество 
поставок партий товаров в течение года; TC (Total Cost) – общие затраты на доставку и хра-
нение запасов, руб/год. 

Решение: 
1. Общие затраты, TC: 

2
QhS

Q
DTC +=  

Рассмотрим данную формулу. Она состоит из двух слагаемых: первое слагаемое – го-
довые затраты на доставку товаров, второе слагаемое – годовые затраты на хранение запасов. 
В первом слагаемом затраты на доставку одной партии S умножаются на количество поста-
вок партий товаров в течение года: N = D/Q. Во втором слагаемом средний уровень запасов 
AIL = Q/2 умножается на величину h – стоимость хранения одной единицы товара на складе 
в течение года, руб /(шт×год). 

В этой формуле остаются неизвестными величины Q и h. Проще всего величину h 
можно рассчитать по формуле: h = IC. В этом случае стоимость хранения единицы товара 
включает в себя только капитальные затраты. Такой прием допустим, если капительные за-
траты составляют значительную долю в общем объеме затрат на хранение (см. табл. 1), в 
противном случае следует использовать более сложные методики расчета величины h. Итак, 
в результате, формула общих затрат приобретает следующий вид: 

2
QICS

Q
DTC +=  
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2. Оптимальная партия поставки, EOQ 
Критерием оптимальности размера партии поставки Q является минимум общих зарат 

на пополнение и хранение запасов: min TC (см. рис. 1). Поэтому формулу расчета величины 
EOQ получаем в результате дифференцирования формулы TC: 

0
2

' 2 =+−=
IC

Q
DSTC  

Отсюда получаем формулу оптимальной партии поставки: 

IC
DSEOQ 2

=  

Теперь в рассматриваемом примере можно рассчитать сразу два параметра: 

6245
501,0

7801250002
=

×
××

=EOQ шт; 31225
2

6245501,0780
6245

125000
=××+×=TC руб/год. 

 
3. Точка заказа, ROP 
При расчете точки заказа следует учитывать, что в момента оформления заказа на скла-

де должно находиться столько запасов, чтобы покрыть весь спрос до момента поставки оче-
редной партии. В задаче известна длительность периода поставки: LT = 5 дн. Также легко 
определить среднедневной объем спроса, рассчитав его по формуле: d = D / 365 = 125000/365 
= 342,5 шт/дн. Тогда точка заказа рассчитывается по формуле: 

LTdROP ×=  
В рассматриваемом примере точка заказа составляет величину: ROP = 342,5 × 5 = 

1712,5 ≈ 1713 шт. Таким образом, при снижении текущего уровня запасов до величины 1713 
шт производится оформление заказа на поставку очередной партии товара. 

4. Средний уровень запасов, AIL: 
AIL = Q / 2 

Объяснение этой формулы уже приводилось выше. В рассматриваемом примере сред-
ний уровень запасов в течение года составляет AIL = 6245 / 2 = 3122,5 шт. 

5. Количество поставок в течение года, N: 
N = D / Q 

Эта формула также рассматривалась нами при формальном описании общих затрат. В 
нашем примере получаем, что N = 125000 / 6245 = 20. Таким образом, в течение года на 
склад будет поставлено 20 партий товаров для пополнения уровня запасов. 

6. Период заказа, Т: 
T = Q / D 

Период заказа является обратной величиной по отношению к количеству поставок пар-
тий товаров в течение года. В рассматриваемом примере получаем: T = 6245 / 125000 = 0,05 
года. Разумеется, что в годах период поставки выражать неудобно, поэтому при расчетах 
лучше использовать другую формулу: T = 365 × (6245 / 125000) = 18,25 ≈ 18 дн. Таким обра-
зом, ритм поставок в среднем составляет около 18 дней.  

2.3. Модель точки заказа 
От детерминированной базовой модели перейдем к более сложным, стохастическим 

моделям. Первой в их ряду стоит модель точки заказа. Введем в рассмотрение новый стохас-
тический фактор – случайные колебания спроса. При этом величина годового объема спроса 
становится случайной величиной с нормальным законом распределения. Параметрами этой 
случайной величины являются: 

D – среднее значение годового объема спроса, шт/год; 
SD – среднеквадратическое отклонение (СКО) годового спроса, шт/год. 
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Случайные колебания рыночного спроса создают для предприятия риск непокрытия 
спроса вследствие нехватки товарных запасов на складе. Поскольку запасы рассчитаны на 
покрытие только среднего объема спроса, то в случае, когда потребительский спрос за пери-
од Т превысит свое среднее значение, часть спроса останется неудовлетворенной. Вероят-
ность события, при котором предприятия не может удовлетворить часть спроса, равна 50%, 
поскольку спрос может отклониться в большую и меньшую сторону от своего среднего зна-
чения с равной вероятностью. 

Для того, чтобы избежать нежелательной для любого предприятия ситуации, когда 
спрос превышает запасы, или хотя бы уменьшить вероятность ее наступления (снизить риск 
непокрытия), на складе помимо текущего запаса создается также страховой запас. Текущий 
запас предназначается для покрытия среднего объема спроса за период Т. Тем самым он 
обеспечивает непрерывность торгового процесса, который состоит из циклов потребления 
запасов и их периодического восполнения. Страховой запас используется для покрытия до-
полнительного спроса, который возникает вследствие случайных колебаний на рынке. 

Разумеется, что никакой склад не может позволить себе иметь неограниченный страхо-
вой запас. Вместе с тем, чисто теоретически амплитуда случайных колебаний спроса при 
нормальном распределении может быть сколь угодно большой. Поэтому всегда существует 
вероятность события, когда для покрытия потребительского спроса не хватит не только те-
кущего, но и страхового запаса. Однако, чем больше страховой запас, тем меньше вероят-
ность такого события. 

Зададимся вопросом: какой величины должен быть страховой запас, чтобы обеспечить 
вероятность покрытия спроса на уровне, скажем, 95%? Ответ на этот вопрос будет получен в 
ходе решения следующей задачи: 

Дано: D = 125000 – средний объем годового спроса, шт/год; SD = 1480 – СКО годового 
спроса, шт/год; LT = 5 дн; C = 50 – стоимость единицы товара, руб/шт; S = 780 – затраты на 
доставку/производство партии товара (их постоянная часть, не зависящая от размера пар-
тии), руб; I = 10 – годовая норма прибыли (или ставка банковского процента),  %/год; k = 
4,50 – удельные издержки непокрытия, руб/шт; Pr = 95% – вероятность покрытия спроса за 
период LT (данный параметр позволяет регулировать величину страхового запаса, а вместе с 
ним и надежность модели). 

Требуется рассчитать параметры модели точки заказа: EOQ; ROP; AIL; T; N; TC; SL 
(Service Level) – уровень сервиса, %. 

Решение 
1. Оптимальная партия поставки, EOQ 
Формулы расчета перечисленных параметров базовой модели лишь частично отлича-

ются от аналогичных параметров базовой модели. Так, например, формула расчета опти-
мальной партии поставки остается в модели точки заказа без изменения: 

6245
501,0

78012500022
=

×
××

==
IC
DSEOQ шт. 

2. Точка заказа, ROP 
Годовой объем спроса представляет собой случайную величину N, распределенную по 

нормальному закону с параметрами (D, SD). Тогда объем спроса за период поставки LT также 
является случайной величиной NLT, распределенной по нормальному закону с параметрами 
(XLT, SLT), которые рассчитываются по формулам: 

LTdLTDX LT ×=×=
365

 = 125 000 × 5 / 365 = 1712,3 

365365
22 LTSSLTSS DLTDLT =⇒×=  = 1480 × (5 / 365)0,5

  = 173,2 
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Здесь XLT – средний объем спроса за период поставки LT, шт; SLT – среднеквадратиче-
ское отклонение объема спроса за период LT, шт. 

Напомним, что в базовой модели точка заказа определялась по формуле: ROP = XLT = 
d×LT = 1712,3. Теперь к этой величине надо добавить величину страхового запаса, которая 
определяется следующим образом: 

 
Рис. 2.4. Функция нормального распределения и величина страхового запаса  

 
На этом графике используются следующие обозначения: x – множество значений слу-

чайной величины NLT, распределенной по нормальному закону, f(x) – функция нормального 
распределения, F(x) – интегральная функция нормального распределения. 

Кривая функции нормального распределения напоминает по форме колокол. Вершина 
колокола находится над точкой XLT – это наиболее вероятное значение случайной величины 
NLT. По мере отклонения от точки XLT влево или вправо кривая понижается – вероятность 
значений уменьшается. Форма колокола определяется значением величины SLT. При боль-
шом значении SLT амплитуда колебаний случайной величины NLT увеличивается – колокол 
будет иметь низкую тупую вершину и широкие пологие склоны. При небольшом значении 
SLT амплитуда колебаний случайной величины NLT уменьшается – колокол будет иметь вы-
сокую заостренную вершину и короткие крутые склоны. 

Выберем на оси Ox некое конкретное значение x0. Мы можем определить значение 
функции нормального распределения f(x0), а также значение интегральной функции нор-
мального распределения F(x0). Интегральная функция F(x0) равна площади закрашенной фи-
гуры, которая на оси Ox ограничена интервалом [–∞, x0]. В данном конкретном случае за-
крашено 95% площади фигуры. Это означает, что случайная величина NLT примет значение, 
не превосходящее величину x0, с вероятностью 0,95, т.е. F(x0) = P(NLT < x0) = 0,95. 

Вернемся к точке заказа и определим новую формулу ее расчета: 
ROP = XLT + (x0 – XLT) = x0 

Для того, чтобы найти величину x0, воспользуемся следующим приемом. Рассчитаем 
нормированную величину z по формуле: 

z0 = (x0 – XLT) / SLT 
Величина z представляет собой случайную величину, которая также распределена по 

нормальному закону. При этом математическое ожидание величины z равно нулю, а среднее 
квадратическое отклонение – единице. Тогда справедливо выражение: 

F(x0) = F’((x0 – XLT) / SLT) = F’(z0), 
где F’(z) – интегральная функция нормированной случайной величины z. 
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Пусть F’(z0) = 0,95. Тогда по таблице А (см. приложение 1) определяем, что z0 = 1,64. И 
тогда x0 = XLT + z0 × SLT или: 

ROP = d × LT + z0 × SLT = 1712,3 + 1,64 × 173,2 = 1712,3 + 284 = 1996,3 ≈ 1997. 
Таким образом, оформление нового заказа производится при снижении запасов до 

уровня 1997шт. При этом величина страхового запаса составляет 284 шт, который позволяет 
обеспечить гарантированное покрытие спроса в течение периода поставки LT = 5 дн (т.е. с 
момента оформления заказа до момента его выполнения) с вероятностью 95%. 

Чуть ниже мы проанализируем, каким образом с помощью параметра Pr можно регули-
ровать величину страхового запаса и какие это будет иметь последствия для надежности сис-
темы в целом. 

3. Средний уровень запасов, AIL: 
AIL = Q / 2 + z0 × SLT 

Данная формула состоит из двух слагаемых: средний уровень текущего запаса и стра-
ховой запас. Производим расчет: AIL = 6245 / 2 + 1,64 × 173,2 = 3122,5 + 284,0 = 3406,5 шт. 

Следующие два показателя остаются без изменений. 
 

4. Количество поставок в течение года, N: 5. Период заказа, Т: 
N = D / Q = 125000 / 6245 = 20 T = Q / D = 6245 / 125000 = 0,05 год, или 

T = 365 × (6245 / 125000) = 18 дн. 
 
6. Общие затраты, TC 
В общих затратах, помимо стоимости доставки и стоимости хранения текущего запаса, 

учитываются две новые стоимостные составляющие: стоимость хранения страхового запаса 
и издержки непокрытия: 

LTLT SzEk
Q
DSzICQICS

Q
DTC )(

2 00 ×+×++=  

Первые два слагаемых подробно рассматривались в базовой модели. Рассмотрим два 
последних слагаемых. Напомним, что стоимость хранения единицы продукции в течение го-
да рассчитывается по формуле: h = IC, а величина страхового запаса – это z0×SLT. Тогда 
третье слагаемое – это годовые затраты на хранение страхового запаса. 

В четвертом слагаемом появляется новое условное обозначение: E(z) – интегральная 
функция непокрытия случайной величины Z. Формула функции E(z): 

∫
∞

−−=
z

t dteztzE 2/2

)(
2
1)(
π

 

Функция E(z) используется для оценки наиболее вероятного объема непокрытия, т.е. 
той части спроса, которую фирма не сможет удовлетворить из-за отсутствия товаров на 
складе. Так, за период LT наиболее вероятный объем непокрытия составит величиу E(z0) × 
SLT, шт. Коэффициент k – удельные издержки непокрытия, т.е. те потери, которые несет 
фирма при непокрытии одной единицы продукции, на которую предъявлен спрос на рынке. 
Тогда выражение k×E(z0)×SLT означает издержки непокрытия за период LT, которые умно-
жаются на количество поставок в течение года, или количество периодов LT в течение года: 
N = D / Q. 

Определить величину E(z0) можно с помощью таблицы B (см. приложение). Ее струк-
тура повторяет структуру таблицы A. Определим величину E(z0) при z0 = 1,64. Разобьем ве-
личину z0 на два слагаемых: z0 = 1,6 + 0,04. Найдем строку и столбец с соответствующими 
значениями и на их пересечении отыщем ячейку, которая будет содержать искомое значение: 
E(z0) = E(1,64) = 0,0211. 

Теперь произведем расчет общих затрат: 
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Итак, годовые затраты на управление запасами составляют 33 386 руб/год.  
7. Уровень сервиса, SL 
Уровень сервиса является показателем надежности системы запасов и представляет со-

бой среднюю вероятность удовлетворения конкретного заказа, поступающего на склад от 
потребителя. Формула расчета величины SL: 
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Здесь величина (D/Q)×E(z0)×SLT представляет собой оценку наиболее вероятного годо-
вого объема непокрытия. 

Произведем расчет: SL = 1 – 0,0211 × 173,2 / 6245 = 0,9987, или 99,87%. Отметим, что 
это очень высокий показатель надежности системы и что он гораздо больше величины Pr = 
0,95. Объясняется это тем, что величина Pr отражает вероятность покрытия спроса только за 
период LT, когда текущий уровень запасов оказывается ниже точки заказа ROP. Во всех ос-
тальных случаях, когда уровень запасов выше точки заказа, вероятность покрытия, естест-
венно, составляет 100%. В среднем же за год вероятность покрытия равна 99,94%. 

Сравнить величины Pr и SL можно, используя следующую таблицу: 
 

Pr z0×SLT TC SL 
50% 0 45 142 97,53% 
75% 117 37 053 99,07% 
90% 222 33 992 99,71% 
95% 285 33 386 99,87% 
99% 403 33 362 99,98% 

 

2.4. Модель периода заказа 
Модель периода заказа, как и предшествующая ей модель точки заказа, строится на ос-

нове базовой модели. Отличием моделей точки заказа и периода заказа заключается в одном 
важном, принципиальном различии в подходе к управлению запасами на складе, благодаря 
которому можно разграничить и сферы (или условия) применения обеих моделей. Обратимся 
к рисунку 2, где показана динамика изменения запасов на складе в базовой модели, в кото-
рой не учитывается фактор случайных колебаний спроса. Из рисунка следует, что двумя 
ключевыми параметрами модели являются размер партии поставки Q и период заказа T. В 
модели точки заказа делается предположение, что спрос – это случайная величина, распре-
деленная по нормальному закону распределения. Это значит, что интенсивность спроса мо-
жет отклоняться от своего среднего значения с равной вероятностью в большую или мень-
шую сторону. В модели точки заказа это ведет к тому, что период заказа Т также становится 
случайной, переменной величиной. В самом деле, если на складе текущий уровень запасов 
(обозначим его для удобства величиной q) равен своему максимальному значению (q = Q), 
то при высокой интенсивном спроса текущий уровень запаса быстрее снизится до точки за-
каза (q = ROP), а значит быстрее будет оформлен и выполнен новый заказ на поставку оче-
редной партии товара. Таким образом, при высокой интенсивности спроса длительность пе-
риода заказа уменьшается (Т➘ ). И наоборот, при низкой интенсивности спроса текущий 
уровень запаса будет снижаться до уровня точки заказа медленнее, а значит оформление и 
выполнение нового заказа также затягивается во времени и длительность периода заказа уве-
личивается (Т➚ ). В то же время, при переменной длительности периода заказа (Т ≠ const) 
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второй параметр, размер партии поставки, остается строго фиксированной величиной (Q = 
const). 

В модели периода заказа ситуация меняется на обратную. В данной модели также дела-
ется предположение, спрос – это случайная величина, распределенная по нормальному зако-
ну. Но на этот раз длительность периода заказа остается строго фиксированной (Т = const), а 
вот размер партии поставки превращается в переменную величину (Q ≠ const). В этом случае 
динамика изменения запасов на складе приобретает новый вид, как это показано на рисунке 
4. Здесь сплошной чертой обозначается изменение текущего уровня запаса q. Предположим, 
что в нулевой момент времени текущий уровень запаса равен размеру партии поставки (q = 
Q). Далее начинается потребление запаса, которое продолжается до наступления момента 
оформления очередного заказа на поставку. Заметим, что этот момент строго фиксирован и 
может быть рассчитан в общем случае по формуле: tk = T×k – LT , где k – номер партии по-
ставки. Так, в самом начале процесса k = 1, а потому момент оформления заказа рассчитыва-
ется по формуле: t1 = T – LT.  

Предположим, что наступил момент оформления k-го заказа (tk). Тогда производится 
расчет размера k-й партии поставки по формуле:  

Qk = M – qk , 
где Qk – размер k-й партии поставки, шт; qk – текущий уровень запасов в момент 

оформления k-го заказа, шт; M = (Q + ROP) – максимальный уровень запасов, шт.  
Отсюда следует, что в зависимости от величины qk, размер k-й партии поставки может 

принимать разные значения. При высокой интенсивности спроса, размер k-й партии больше 
своего среднего размера (Qk > Q), поскольку текущий уровень запаса оказывается ниже точ-
ки заказа (qk < ROP). И наоборот, при низкой интенсивности спроса размер k-й партии 
меньше своего среднего размера (Qk < Q), поскольку текущий уровень запаса оказывается 
больше точки заказа (qk > ROP).  Таким образом, в зависимости от интенсивности спроса 
размер партии поставки увеличивается (Q➚ ) или уменьшается (Q➘ ). 

 

Сфера применения моделей точки заказа и периода заказа, как уже было сказано, опре-
деляется описанным выше различием. Модель точки заказа применяется для управления за-

Рис. 2.5. Динамика изменения запасов в модели периода заказа 
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пасами товаров, поставки которых осуществляются сравнительно редко, что позволяет сде-
лать из нерегулярными. Очень часто, это неходовые товары, приобретаемые складом только 
для расширения ассортимента предлагаемой продукции. В этом случае управление запасом 
ведется по точке заказа: как только уровень запаса достиг критического уровня, оформляется 
новый заказ на поставку. Модель периода заказа, наоборот, применяется при достаточно час-
тых поставках, когда для поставщика и покупателя гораздо удобнее установить определен-
ный ритм поставок. Такая ситуация встречается при управлении ходовыми товарами. В этом 
случае управление ведется по длительности периода заказа: оформление нового заказа про-
исходит через равные промежутки времени, строго в определенные дни. 

 
Дано: D = 11000 – средний объем годового спроса, шт/год; SD = 300 – СКО годового 

спроса, шт/год; LT = 4 дн; C = 53 – стоимость единицы товара, руб/шт; S = 320 – затраты на 
доставку/производство партии товара (их постоянная часть, не зависящая от размера пар-
тии), руб; I = 10 – годовая норма прибыли (или ставка банковского процента),  %/год; k = 
2,50 – удельные издержки непокрытия, руб/шт; Pr = 75% – вероятность покрытия спроса за 
период (Т+LT). 

Требуется рассчитать параметры модели периода заказа: T; M; AIL; N; TC; SL. 
Решение 
1. Оптимальный период заказа, T 
Если в базовой модели и модели точки заказа в начале требуется рассчитать оптималь-

ную партию поставки EOQ, то в модели периода заказа прежде всего рассчитывается опти-
мальный период заказа: 

105,0
11000531,0

32022* =
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×
===

ICD
S

D
EOQT год, 

или Т = 0,05 × 365 = 38,2 ≈ 38 дн. 
2. Максимальный уровень запасов, М 
Обратимся к рисунку 4, из которого следует, что среднее значение максимального 

уровня запасов М может быть выражена следующим образом: 

( ) 14476,1446)1038(
365

11000)*(
365

* ≈=+=+=+=+= LTTDLTTdROPEOQM шт. 

где d – среднедневной объем спроса, шт/дн. 
Однако на рисунке 4 не учитывается фактор случайных колебаний спроса, а потому к 

приведенной формуле необходимо также добавить величину страхового запаса: 

1520
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103830067,06,1446
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где ST+LT – это среднеквадратическое отклонение спроса за период (T+LT), шт. 

Вероятность покрытия спроса за период (T+LT) составляет Pr = 75%, а потому z = 0,67, 
поскольку F(z) = F(0,67) = 0,75 (см. табл. А). 

В основе расчетов величины M лежит случайная величина спроса за период (T+LT), 
имеющая нормальное распределение с параметрами (XT+LT, ST+LT). Средний объем спроса за 
период (T* +LT) составляет XT+LT = d × (T*+LT). Добавляем к нему величину страхового за-
паса (z × ST+LT), и получаем максимальный уровень запасов М.  

3. Средний уровень запасов 
Средний уровень запасов включает в себя усредненный текущий запас (Q/2) = (d×T)/2 и 

страховой запас: 

5,6459,726,5728,10867,0
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*
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×
= +LTTSzTdAIL шт. 

4. Количество поставок в течение года: 
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5,9
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5. Общие затраты 
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Данная формула по своему существу не отличается от формулы, приведенной в модели 
точки заказ, но в ней сделаны две замены: Q = d×T и D/Q = 1/T. 

6. Уровень сервиса 

9857,0
3814,30

8,1081503,01
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SzE

SL LTT , или 98,6%. 

� Вопросы для проверки знаний 

1. Что такое материальный запас? Какие виды материальных запасов Вы знаете? 
2. Проанализируйте затраты на управление запасов. Как величина этих затрат зависит от 

ритма и размера партии поставки? 
3. Охарактеризуйте базовую модель управления запасами. Дайте определение понятий точ-

ки заказа и периода заказа, периода поставки. 
4. В чем заключается отличия между базовой моделью, моделями точки заказа и периода 

заказа? 

2 Задания для самостоятельного решения 

Задача 2.1. Базовая модель управления запасами 
Рассчитайте параметры базовой модели управления запасами при следующих исход-

ных данных: 
 

Варианты Показатель 1 2 3 4 5 6 
Спрос, шт/год 13575 14450 3300 11425 10050 14125 
Период поставки, дн 6 5 7 4 6 7 
Цена продукции, руб/шт 123 146 76 102 53 56 
Затраты на доставку партии груза, руб 615 584 152 306 106 168 
Норма прибыли, %/год 6% 15% 6% 8% 5% 10% 
Количество рабочих дней в периоде 365 365 365 365 365 365 

 
К числу параметров базовой модели относятся: оптимальная партия поставки, период 

заказа, количество поставок в течение года, точка заказа, средний уровень запасов и общие 
затраты. 

 
Задача 2.2. Модель точки заказа 

Рассчитайте параметры модели точки заказа при следующих исходных данных: 
 

Варианты Показатель 1 2 3 4 5 6 
Спрос, шт/год 5250 10325 10100 4475 14200 7650 
СКО спроса, шт/год 740 1229 1081 443 1590 1132 
Период поставки, дн 4 4 5 8 9 5 
Цена продукции, руб/шт 134 134 134 97 140 139 
Затраты на доставку партии, руб 402 268 268 485 700 278 



 30

Норма прибыли, %/год 15% 10% 14% 12% 13% 7% 
Вероятность покрытия за период LT, % 80% 75% 75% 70% 70% 95% 
Величина штрафа, руб/шт 13,4 8,04 12,06 5,82 5,6 11,12 
Количество рабочих дней в периоде 365 365 365 365 365 365 

 
К числу параметров модели точки заказа относятся: оптимальная партия поставки, пе-

риод заказа, количество поставок в течение года, точка заказа, средний уровень запасов, об-
щие затраты и уровень сервиса. 

 
Задача 2.3. Модель периода заказа 

Рассчитайте параметры модели периода заказа при следующих исходных данных: 
 

Варианты Показатель 1 2 3 4 5 6 
Спрос, шт/год 11750 10025 5050 4200 9175 4725 
СКО спроса, шт/год 917 1153 535 487 642 439 
Период поставки, дн 7 3 4 3 10 3 
Цена продукции, руб/шт 116 106 62 140 117 67 
Затраты на доставку партии, руб 348 318 310 560 585 134 
Норма прибыли, %/год 6% 11% 9% 8% 10% 9% 
Вероятность покрытия (T+LT), % 95% 80% 70% 80% 80% 95% 
Величина штрафа, руб/шт 10,44 3,18 2,48 12,6 4,68 3,35 
Количество рабочих дней в периоде 365 365 365 365 365 365 

 
К числу параметров модели точки заказа относятся: оптимальный период заказа, коли-

чество поставок в течение года, максимальный уровень запасов, средний уровень запасов, 
общие затраты и уровень сервиса. 

 
 

ТЕМА 3. ЗАДАЧИ О ПЕРЕВОЗКАХ 

3.1. Задача развозки грузов и ее решение 

3.1.1. Сущность задачи развозки 

Задача развозки – это транспортная задача по доставке мелкопартионных грузов из 
распределительного центра (РЦ), например, оптовой базы, склада, грузового терминала и пр., 
множеству получателей, расположенных в районе развозки. Отличительной чертой задачи 
развозки является движение транспортных средств по радиальным и кольцевым маршрутам, 
как это показано на рисунке: 

Радиальный маршрут – это направление движения транспортного средства от исход-
ного пункта О до пункта назначения А и обратно в пункт О (О-А-О). 

 
Рис. 3.1. Схема радиального маршрута 
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Кольцевой маршрут – это направление движения транспортного средства от исходно-
го пункта О до пункта А, через пункты A, B, C, … до пункта N и от пункта N обратное дви-
жение к пункту О (O-A-B-C-…-N-O). 
 

 
Рис. 3.2. Схема кольцевого маршрута 

Радиальные маршруты используются в тех случаях, когда объем спроса у получателя 
сопоставим или даже превышает грузоподъемность автомобиля. 

Пример 1 
В пункты A, B и C необходимо доставить груз X. Единица измерения груза X – штуки. 

Объем спроса по пунктам назначения: А = 450 шт., B = 500 шт.,  C = 750 шт. Грузовмести-
мость транспортного средства – 500 шт. 

Очевидно, что в рассматриваемом случае доставка груза X может осуществляться толь-
ко по радиальным маршрутам. При этом в пункт C груз будет доставлен в два этапа – сперва 
500, а затем 250 шт. Решение задачи представлено в следующей таблице: 

 
 Таблица 3.1 

№ п/п Маршрут Объем достав-
ки, шт 

Коэффициент запол-
нения кузова 

1 O-A-O 450 0,90 
2 O-B-O 500 1,00 
3 O-C-O 500 1,00 
4 O-C-O 250 0,50 

 
Кольцевые маршруты используются в тех случаях, когда объем спроса существенно 

меньше грузовместимости автомобиля. В этом случае в кузовном отсеке транспортного 
средства формируется сборный груз, предназначенный сразу для нескольких получателей. 

Пример 2 
Исходные те же, что и в примере 1, кроме объема спроса по пунктам назначения: А = 

145 шт., В = 80 шт., С = 200 шт. Суммарный объем спроса составляет 145 + 80 + 200 = 425 
шт.  

Этот объем меньше грузовместимости транспортного средства, а потому для пунктов 
A, B и C формируется сборный груз, который будет развозиться по кольцевому маршруту O-
A-B-C-O. При этом коэффициент заполнения кузова составляет 425/500 = 0,8. 
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2 Задача для самостоятельного решения  
Из исходного пункта, в котором располагается грузовой терминал, необходимо доста-

вить грузы 12 получателям. Координаты исходного пункта:     x0 = 10, y0 = 15. Грузовмести-
мость транспортного средства 1500 шт.  

Координаты и объем спроса получателей представлены в следующей таблице: 
 

i xi yi qi i xi yi qi 
1 17 15 450 7 4 14 250 
2 6 15 400 8 17 2 200 
3 13 3 400 9 12 22 450 
4 9 20 200 10 6 12 300 
5 19 7 150 11 19 17 475 
6 8 8 450 12 12 8 550 

где xi, yi – координаты i-го получателя, qi – объем спроса i-го получателя, шт. 
Требуется построить оптимальную схему развозки грузов получателям, при которой 

суммарный пробег автотранспорта будет минимальным. 
 

 Рекомендации по решению задачи 
Возьмите лист в клеточку, отложите на нем оси декартовой системы координат Ox и Oy 

и отметьте в этой системе точками места расположения грузового терминала и 12 получате-
лей. Далее, опираясь на Вашу интуицию, нанесите на карту маршруты движения транспорт-
ных средств от исходного пункта к пунктам назначения и обратно. Старайтесь, по возможно-
сти, использовать кольцевые маршруты вместо радиальных – кольцевые маршруты считают-
ся более эффективными. Вместе с тем следите, чтобы объем перевозки по любому из мар-
шрутов не превосходил грузовместимости автомобиля. После нанесения маршрутов измерь-

те по линейке длину каждого из маршрутов, 
сложите и переведите полученную величину 
в километры.  

Для сравнения постройте два или три 
варианта развозки и сравните их при 
критерию суммарного пробега 
автотранспорта. 

 

3.1.2. Метод Кларка-Райта 

Метод Кларка-Райта был разработан 
двумя британскими учеными Г. Кларком (G. 
Clarke) и Дж.В. Райтом (J.W. Right)2. 
Несмотря на давность разработки (метод 
опубликован в 1963 г.), он до сих пор 
остается самым популярным методом для 
решения данной задачи, о чем 
свидетельствует практика его применения.  

Метод Кларка-Райта относится к числу 
приближенных, итерационных методов и  

предназначается для компьютерного реше-

                                                           
2 G. Clarke and J.W. Right, “Scheduling of Vehicles from a Central Depot to a Number of Delivery Points”, Operations 
Research, vol. 11 (1963), pp. 568-581. 

Рис. 3.3. Исходная схема развозки 

Таблица 3.2
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ния задачи развозки. Погрешность решения не превосходит в среднем 5-10%. Достоинствами 
метода являются его простота, надежность и гибкость, что позволяет учитывать целый ряд 
дополнительных факторов, влияющих на конечное решение задачи. 

Рассмотрим метод Кларка-Райта на примере. За основу возьмем исходные данные из 
предыдущего пункта, где предлагалась задача для самостоятельного решения (таблица 3.2). 
Местоположение оптовой базы и 12 получателей, а также объем поставок каждому получа-
телю приведены на рисунке 3.3. На этом же рисунке указана и исходная схема развозки гру-
зов. Согласно исходной схеме, для доставки груза каждому отдельному получателю органи-
зуется отдельный маршрут. Например, водитель загружает в кузов партию 450 шт. и везет ее 
в пункт 1, там разгружается, затем возвращается на базу, берет вторую партию 400 шт. и ве-
зет ее в пункт 2 и т.д. Таким образом, исходная схема развозки включает в себя только ради-
альные маршруты движения автомобиля, причем количество радиальных маршрутов совпа-
дает с количеством получателей. В данном случае, схема развозки состоит из 12 радиальных 
маршрутов. 

Суть метода заключается в том, чтобы, отталкиваясь от исходной схемы развозки, по 
шагам перейти к оптимальной схеме развозки с кольцевыми маршрутами. С этой целью вво-
дится такое понятие, как километровый выигрыш. Обратимся к рисунку 3.4: 

 

На рисунке 3.4 отображены две схемы развозки. Схема развозки А (слева) обеспечивает 
доставку грузов в пункты 1 и 2 по радиальным маршрутам. В этом случае суммарный пробег 
автотранспорта равен: 

LА = d01 + d10 + d02 + d20 = 2d01 + 2d02 
Схема развозки B предполагает доставку грузов в пункты 1 и 2 по кольцевому маршру-

ту. Тогда пробег автотранспорта составляет: 
LB = d01 + d12 + d02 

Схема В по показателю пробега автотранспорта дает, как правило, лучший результат, 
чем схема А. И поэтому при переходе от схемы А к схеме В получаем следующий километ-
ровый выигрыш: 

s12 = LA – LB = d01 + d02 – d12 
В общем случае мы имеем километровый выигрыш: 

sij = d0i + d0j – dij 
где Sij – километровый выигрыш, получаемый при объединении пунктов i и j, км; d0i, doj – 
расстояние между оптовой базой и пунктами i и j соответственно, км; dij – расстояние между 
пунктами i и j, км. 

Теперь вернемся к нашему примеру. Рассчитаем расстояния между пунктами 0, 1 и 3 по 
формуле: 

 
0,7)1515()1710()()( 222

10
2

1001 =−+−=−+−= yyxxd км 
 

Рис. 3.4. Схемы развозки А и B 
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Аналогично получаем, что d03 = 12,37 и d13 = 12,65. Тогда для пунктов 1 и 3 получаем 
километровый выигрыш: 

s13 = 7 + 12,37 – 12,65 = 6,72 ≈ 6,7 км. 
Полученные значения заносим в следующую таблицу, где представлены расстояния 

между пунктами dij (правая верхняя часть матрицы) и километровые выигрыши sij (левая 
нижняя часть матрицы): 

 
Таблица 3.3 

Матрица расстояний и километровых выигрышей 
 

 Матрица расстояний между пунктами (dij), км 
0 7,0 4,0 12,4 5,1 12,0 7,3 6,1 14,8 7,3 5,0 9,2 7,3 

0,0 1 11,0 12,6 9,4 8,2 11,4 13,0 13,0 8,6 11,4 2,8 8,6 
0,0 0,0 2 13,9 5,8 15,3 7,3 2,2 17,0 9,2 3,0 13,2 9,2 
0,0 6,7 2,5 3 17,5 7,2 7,1 14,2 4,1 19,0 11,4 15,2 5,1 
0,0 2,7 3,3 0,0 4 16,4 12,0 7,8 19,7 3,6 8,5 10,4 12,4
0,0 10,8 0,8 17,2 0,7 5 11,0 16,6 5,4 16,6 13,9 10,0 7,1 
0,0 2,9 4,0 12,6 0,3 8,3 6 7,2 10,8 14,6 4,5 14,2 4,0 
0,0 0,0 7,8 4,2 3,4 1,6 6,2 7 17,7 11,3 2,8 15,3 10,0
0,0 8,8 1,7 23,0 0,2 21,4 11,2 3,2 8 20,6 14,9 15,1 7,8 
0,0 5,7 2,1 0,6 8,8 2,8 0,0 2,0 1,4 9 11,7 8,6 14,0
0,0 0,6 6,0 6,0 1,6 3,1 7,8 8,3 4,9 0,6 10 13,9 7,2 
0,0 13,4 0,1 6,4 3,9 11,3 2,3 0,0 8,9 7,9 0,3 11 11,4
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0,0 5,7 2,1 14,6 0,0 12,3 10,6 3,4 14,2 0,6 5,1 5,1 12 
 
Теперь, когда проведена вся необходимая подготовительная работа, приступим непо-

средственно к решению задачи.  
Воспользуемся алгоритмом Кларка-Райта. Здесь приводится только пошаговое описа-

ние алгоритма. Демонстрация использования данного алгоритма применительно к рассмат-
риваемой задаче приводится в таблице 5 и соответствующих комментариях к ней. 

Шаг 1. На матрице километровых выигрышей находим ячейку (i*, j*)  с максимальным 
километровым выигрышем Smax: 

*)*,(),(max
,max jisjisS
ji

== , 

При этом должны соблюдаться следующие три условия: 
1) пункты i* и  j* не входят в состав одного и того же маршрута; 
2) пункты i* и j* являются начальным и/или конечным пунктом тех маршрутов, в состав ко-

торых они входят; 
3) ячейка (i*, j*) не заблокирована (т.е. рассматривалась на предыдущих шагах алгоритма). 

Если удалось найти такую ячейку, которая удовлетворяет трем указанным условиям, то 
переход к шагу 2. Если не удалось, то переход к шагу 6. 

Шаг 2. Маршрут, в состав которого входит пункт i*, обозначим как маршрут 1. Соот-
ветственно, маршрут, в состав которого входит пункт j*, обозначим как маршрут 2. Введем 
следующие условные обозначения: 

N = {1, 2, …, n} – множество получателей; N1 (N1 ⊂ N) – подмножество пунктов, вхо-
дящих в состав маршрута 1; N2 (N2 ⊂ N) – подмножество пунктов, входящих в состав мар-
шрута 2. 

Очевидно, что i* ∈ N1, j* ∈ N2 и N1 ∩ N2= ∅ (согласно шагу 1, условие 1). 
Рассчитаем суммарный объем поставок по маршрутам 1 и 2: 
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где qk – объем спроса k-го пункта, шт (см табл. 3).   
Шаг 3. Проверим на выполнение следующее условие: 

q1 + q2 ≤ c 
где c – грузовместимость автомобиля, шт. 

Если условие выполняется, то переход к шагу 4, если нет – к шагу 5. 
Шаг 4. Производим объединение маршрутов 1 и 2 в один общий кольцевой маршрут X. 

Будем считать, что пункт i* является конечным пунктом маршрута 1, а пункт j* – начальным 
пунктом маршрута 2. При объединении маршрутов 1 и 2 соблюдаем следующие условия: 
y последовательность расположения пунктов на маршруте 1 от начала и до пункта i* не 

меняется; 
y пункт i* связывается с пунктом j*; 
y последовательность расположения пунктов на маршруте 2 от пункта j* и до конца не ме-

няется. 
Шаг 5. Повторяем шаги 1-4 до тех пор, пока при очередном повторении не удастся 

найти Smax, который удовлетворяет трем условиям из шага 1. 
Шаг 6. Рассчитываем суммарный пробег автотранспорта. 
 
Теперь рассмотрим применение этого алгоритма к рассматриваемой задаче. Весь ход 

последовательного решения задачи представлен в таблице 5.  
 

Таблица 3.4 
Решение задачи развозки методом Кларка-Райта 

 
Шаг 1 Шаг 2 Шаг 3 Шаг 4 

Условия № 
п/п i* j* Smax 1 2 3 q1 q2 q1+q2 ≤ c? № 

маршрута Маршрут 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
1 8 3 23,0 + + + 200 400 + 1 0-3-8-0 
2 8 5 21,4 + + + 600 150 + 1 0-3-8-5-0 
3 5 3 17,2 - + + - - - - - 
4 12 3 14,6 + + + 550 750 + 1 0-12-3-8-5-0
5 12 8 14,2 - - + - - - - - 
6 11 1 13,4 + + + 475 450 + 2 0-1-11-0 
7 6 3 12,6 + - + - - - - - 
8 12 5 12,3 - + + - - - - - 
9 11 5 11,3 + + + 925 1300 - - - 
10 8 6 11,2 + - + - - - - - 
11 5 1 10,8 + + + 1300 925 - - - 
12 12 6 10,6 + + + 1300 450 - - - 
13 11 8 8,9 + - + - - - - - 
14 9 4 8,8 + + + 450 200 + 3 0-9-4-0 
15 8 1 8,8 + - + - - - - - 
16 6 5 8,3 + + + 450 1300 - - - 
17 10 7 8,3 + + + 300 250 + 4 0-7-10-0 
18 11 9 7,9 + + + 925 650 - - - 
19 7 2 7,9 + + + 550 400 + 4 0-2-7-10-0 
20 10 6 7,8 + + + 950 450 + 4 0-2-7-10-6-0
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Комментарии к таблице 5 
Графа 1 – номер итерации 
Графы 2, 3 – номера пунктов i* и j*, которые обозначают ячейку с максимальным ки-

лометровым выигрышем Smax = s(i*,j*), найденную в результате просмотра матрицы кило-
метровых выигрышей (таблица 4). 

Графа 4 – значение максимального километрового выигрыша Smax 
Графы 5, 6 и 7 – результаты проверки условий 1, 2 и 3 при выполнении шага 1. “+” – 

положительный результат, “–” – отрицательный результат.  
Графы 8 и 9 – объем перевозок по маршруту 1, в состав которого входит пункт i* (q1), и 

маршруту 2, в состав которого входит пункт j* (q2).  
Графа 10 – проверка на условие q1 + q2 ≤ c, где c – грузовместимость транспортного 

средства. “+” – положительный результат проверки условия, “–” – отрицательный результат. 
Графа 11 – порядковый номер кольцевого маршрута (всего в ходе решения получено 

всего четыре кольцевых маршрута, см. рис. 6). 
Графа 12 – структура кольцевого маршрута, образовавшегося на данной итерации. 
 
Рассмотрим, как происходит поэтапный поиск оптимального решения задачи.  
Начнем с того, что исходный план развозки состоит из 12 радиальных маршрутов, ко-

гда доставка груза в каждый из пунктов назначения осуществляется по отдельному маршру-
ту (см. рис. 4). При этом общий пробег автотранспорта составляет (см. треугольную матрицу 
расстояний, табл. 4): 

L0 = 2 × d01 + 2 × d02 + … + 2 × d0,12 = 2 × 7,0 + 2 × 4,0 + … + 2 × 7,3 = 195 км 
Теперь начнем пошаговый переход к новому оптимальному решению задачи, которое 

за счет объединения радиальных маршрутов в кольцевые позволит уменьшить суммарный 
пробег автотранспорта (графически это новое решение представлено на рис. 6). 

Итерация 1. Объединяем два радиальных маршрута: 0-8-0 (объем доставки 200 шт.) и 
0-3-0 (объем доставки 400 шт.) в общий кольцевой маршрут (под № 1) 0-8-3-0 (объем достав-
ки 600 шт.). При этом суммарный пробег автотранспорта сокращается на 23,0 км.  

Итерация 2. К кольцевому маршруту 
№ 1 – 0-8-3-0 (600 шт.) присоединяем 
радиальный маршрут 0-5-0 (150 шт.). При 
этом пункт 5 присоединяем к пункту 8, в 
результате чего получаем новую структуру 
кольцевого маршрута 0-5-8-3-0 (750 шт.). 
Суммарный пробег автотранспорта 
сокращается еще на 21,4 км. 

Отметим важность соблюдения 
последовательности пунктов в кольцевом 
маршруте: именно 0-5-8-3-0, а не 0-5-3-8-0 
или 0-8-3-5-0. Если i* = 5 и j* = 8, то после 
объединения они должны стоять на 
маршруте друг за другом. 

Итерация 3. Объединение пунктов 3 
и 5 обеспечило бы выигрыш в 17,2 км. Но 
это объединение невозможно, поскольку 
оба пункта уже входят в состав кольцевого 
маршрута №1 – 0-5-8-3-0, а объединять 
можно пункты только из разных 

маршрутов. Таким образом, констатируем 
нарушение условия 1 и переходим к сле-

Рис. 3.5. Оптимальная схема развозки 
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дующей итерации. 
Итерация 4. К кольцевому маршруту № 1 – 0-5-8-3-0 (750 шт.) присоединяем радиаль-

ный маршрут 0-12-0 (150 шт.). При этом пункт 12 присоединяем к пункту 3, в результате че-
го получаем новую структуру кольцевого маршрута 0-5-8-3-12-0 (1300 шт.). Суммарный 
пробег автотранспорта сокращается на 14,6 км. 

Итерация 5. Пункты 12 и 8 не объединяем, поскольку они уже входят в состав кольце-
вого маршрута 1 (нарушается условие 1). 

Итерация 6. Объединяем два радиальных маршрута: 0-11-0 (475 шт.) и 0-1-0 (450 шт.) 
в общий кольцевой маршрут (под № 2) 0-11-1-0 (925 шт.). При этом суммарный пробег авто-
транспорта сокращается на 13,4 км.  

Итерация 7. Пункты 3 и 6 нельзя объединить по причине нарушения условия 2. Пункт 
3 входит в состав кольцевого маршрута 1, и в этом маршруте он занимает «промежуточное» 
положение, то есть он связан с пунктами 8 и 12: 0-5-8-3-12-0. Радиальный маршрут 0-6-0 
можно было бы присоединить к кольцевому маршруту 1 со стороны его «крайних» пунктов – 
5 или 12, но к «промежуточным» пунктам 3 и 8 его присоединить нельзя.  

Итерации с 8 по 20 повторяют ту же логику рассуждений, что и в предыдущих 7 ите-
рациях. Отметим только, что на итерациях 9, 11, 12, 16 и 18 объединение не производится 
только по причине нарушения условия q1 + q2 ≤ c. 

Итерации с 21 по 60 уже не имеют смысла, поскольку их выполнение уже не повлечет 
за собой изменение плана развозки. 

Суммарный километровый выигрыш за 20 итераций составляет: 
S = 23,0 + 21,4 + 14,6 + 13,4 + 8,8 + 8,3 + 7,9 + 7,8 = 105,3 км 

а общий пробег автотранспорта, соответственно:  
L1 = L0 – S = 195 –105,3 = 89,7 км 

Графически оптимальная схема развозки представлена на рис. 6. Как видно, оптималь-
ная схема развозки включает в себя четыре кольцевых маршрута (вместо первоначальных 12 
радиальных маршрутов). Суммарный пробег автотранспорта можно также определить по 
следующей формуле: 

∑
=

=
r

i
iLL

1
, 

где Li – протяженность i-го маршрута, км; r – количество маршрутов. 
Рассмотрим, например, кольцевой маршрут 0-3-8-5-12-0. Протяженность маршрута оп-

ределяется по формуле (см. табл. 4): 
L1 = d0,12 + d12,3 + d3,8 + d8,5 + d5,0 = 7,3 + 5,1 + 4,1 + 5,4 + 12,0 = 33,9 км. 
Аналогично рассчитываем протяженность остальных маршрутов. Результаты расчетов 

сведены в таблицу 6: 
 

Таблица 3.5 
Результат решения задачи развозки 

 
№ п/п Маршрут Объем поставки, шт Пробег, км 

1 0-12-3-8-5-0 1300 33,9 
2 0-1-11-0 925 19,0 
3 0-9-4-0 650 16,0 
4 0-2-7-10-6-0 1400 20,8 

Итого 4275 89,7 
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3.2. Методы расчета расстояний на сети 
Методы, рассмотренные в предыдущем пункте, можно использовать для расчета рас-

стояний как для пары объектов, так и внутри целого множества объектов. Результатом таких 
расчетов является матрица расстояний между объектами. Однако перечисленные методы не 
всегда обеспечивают требуемую точность расчетов. Методы базируются на предположении, 
что расстояние между объектами пропорционально расстоянию между объектами по прямой. 
Иными словами, в их основе лежит принцип аппроксимации расстояний. Вместе с тем доро-
ги «по прямой» практически никогда не строят. По разным причинам они отклоняются от 
прямой линии – из-за особенностей местности, ландшафта, из-за особенностей транспортной 
сети. Довольно часто путь из города в город лежит через целую сеть промежуточных насе-
ленных пунктов. Маршрут может поменяться из-за качества дороги и по другим причинам. 
Все эти особенности требуют новых, более точных методов расчета расстояний. 

Рассматриваемые в данном пункте методы расчета расстояний на сети позволяют 
учесть все вышеперечисленные факторы и обеспечить высокую точность расчетов. Можно с 
уверенностью утверждать, что точность расчетов на сети напрямую зависит от точности 
расчетов на отдельных участках сети. 

Результатом расчетов расстояний являются две матрицы – матрица расстояний и 
матрица указателей. Для разъяснения сущности и назначения второй матрицы рассмотрим 
следующий пример. 

Пример 
Рассмотрим транспортную сеть, которая состоит из девяти пунктов. Расстояний между 

пунктами представлены на рисунке 3.7, а под ним приведены матрица расстояний и матрица 
указателей. 

Представим, что схема транс-
портной сети – это карта, на которой 
в одном из пунктов располагается иг-
ральная фишка, например, в пункте 
A. Необходимо передвинуть фишку 
из пункта 1 в пункт 7. Поставим два 
вопроса: 

1) Какой путь должна 
пройти фишка? 

2) Какой маршрут для 
фишки является оптимальным? 

Ответы на эти вопросы легко 
найти самостоятельно, поскольку 

сеть маленькая и решение определяется 
элементарным подсчетом. Однако для сетей больших размеров, в которых представлено 20, 
30, 50, 100 и более пунктов решение уже не представляется таким легким. В этом случае и 
применяется матрица расстояний и матрица указателей, которые для рассматриваемого слу-
чая представлены в следующих таблицах 3.6 и 3.7. 

Расстояние от пункта 1 до пункта 7 находится из матрицы расстояний – это ячейка, ко-
торая располагается на пересечении строки 1 и столбца 7. Расстояние это составляет 31 км. 

Для поиска оптимального маршрута используется матрица указателей. Находим ячейку 
на пересечении строки 1 и столбца 7. В найденной ячейке указан пункт 3. Перемещаем фиш-
ку в пункт 3 и ставим новый вопрос: как добраться из пункта 3 в пункт 7? Находим ячейку на 
пересечении строки 3 и столбца 7, где указан новый пункт 8. Перемещаем фишку в пункт 8 и 
формулируем вопрос: как добраться из пункта 8 в пункт 7? На пересечении строки 8 и 
столбца 7 указан пункт 6. Перемещаем фишку в пункт 6. На пересечении строки 6 и столбца 

Рис. 3.6. Транспортная сеть 
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7 стоит число 7. Перемещаем фишку в пункт 7. Оптимальный маршрут найден: 1 – 3 – 8 – 6 – 
7. 

 

1 7 9 14 20 24 31 16 5  1 2 3 3 2 3 3 3 9 
7 2 16 20 13 31 25 23 8  1 2 1 5 5 1 5 1 9 
9 16 3 5 12 15 22 7 8  1 1 3 4 4 8 8 8 9 
14 20 5 4 7 14 19 6 13  3 5 3 4 5 8 5 8 3 
20 13 12 7 5 19 12 13 20  2 2 4 4 5 7 7 4 4 
24 31 15 14 19 6 7 8 23  8 8 8 8 7 6 7 8 8 
31 25 22 19 12 7 7 15 30  6 5 6 5 5 6 7 6 6 
16 23 7 6 13 8 15 8 15  3 3 3 4 4 6 6 8 3 
5 8 8 13 20 23 30 15 9  1 2 3 3 3 3 3 3 9 

 
Протяженность оптимального маршрута определяется как сумма длины отдельных 

участков маршрута, например: 
d(1,7) = d(1,3) + d(3,8) + d(8,6) + d(6,7) = 9 + 7 + 8 + 7 = 31 км. 

Следует отметить, что матрица указателей носит только вспомогательный характер. Ее 
удобно использовать при работе на больших сетях, а также при программной реализации 
ниже приводимых алгоритмов, когда при распечатке компьютерного решения какой-либо 
задачи желательно указать оптимальный маршрут движения транспортного средства по сети. 

Задание 
Используя рисунок, постарайтесь самостоятельно составить матрицу расстояний и ука-

зателей. Используйте для расчетов калькулятор. В конце сравните полученный Вами резуль-
тат с данными матрицы расстояний и указателей, представленных в табл. 3.6 и 3.7. 

Когда Вы выполните задание, то Вы убедитесь, что составление матрицы расстояний и 
указателей вручную даже для такой простой сети – задача довольно сложная и трудоемкая. 
Поэтому для расчетов используются специальные методы, которые позволяют автоматизи-
ровать этот процесс. В данном разделе мы рассмотрим только два метода расчетов: 

y метод потенциалов, 
y метод «мельницы». 

3.2.1. Метод потенциалов 

Метод потенциалов рассмотрим на конкретном примере. В качестве исходных данных 
будем использовать транспортную сеть, представленную на рисунке … . Требуется рассчи-
тать матрицу расстояний и матрицу указателей для данной транспортной сети. Ниже приво-
дится один цикл расчетов (одна итерация), а затем приводится обобщенное описание алго-
ритма метода потенциалов. 

Один цикл расчетов позволяет нам рассчитать значения для одной строки матрицы рас-
стояний и матрицы указателей. Поскольку транспортная сеть содержит в себе 9 пунктов, а 
матрицы, соответственно, 9 строк и 9 столбцов, для полного заполнения матриц требуемыми 
данными необходимо выполнить 9 циклов расчета. Начнем первый цикл, в ходе которого 
рассчитаем требуемые значения для второго пункта, т.е. для второй строки матрицы рас-
стояний и матрицы указателей. При этом будем использовать следующие обозначения: 

v(i) – значение потенциала i-ой вершины; 

Таблица 3.6
Матрица расстояний 

Таблица 3.7
Матрица указателей 
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w(i) – значение указателя i-й вершины; 
c(i,j) – длина звена, связующего i-ю и j-ю 

вершины. 
На рисунке значение потенциала i-й 

вершины указывается над самой i-й вершиной, 
а радом в скобках обозначается значение 
указателя i-й вершины. Например, вершина 4: 
v(4) = 20, w(4) = 5. Значение длины связую-
щего звена указывается рядом со звеном с 
добавлением знака «+», например, c(3,4) = 5. 

1. Выберем в качестве начальной 
вершины – вершину 2. Начальной вершине 
присвоим следующие значения: v(2) = 0, w(2) = 
2. Иными словами, начальная вершина 
обладает нулевым потенциалом и нулевым 
указателем.  

2. Все вершины сети распределя-
ем по уровням, как показано на рисунке … . 
Распределение производится следующим об-
разом: 

1) первый уровень включает в себя только одну начальную вершину; 
2) второй уровень включает вершины, которые имеют связующие звенья с вер-

шиной первого уровня, т.е. вершины 9, 1 и 5; 
3) третий уровень включает вершины, которые имеют связующие звенья с вер-

шинами второго уровня, т.е. вершины 3, 4 и 7; 
4) четвертый уровень включает вершины, которые имеют связующие звенья с 

вершинами третьего уровня, т.е. вершины 8 и 6. 
3. Вводим такие понятия, как ведущий и ведомый уровни: 
y ведущий уровень – это последний по счету уровень, у которого определены значе-

ния потенциалов и указателей; 
y ведомый уровень – это уровень, у которого не определены значения потенциалов и 

указателей и который следует сразу за ведущим уровнем. 
Множество вершин ведущего уровня будем обозначать множеством X, множество 

вершин ведомого уровня – множеством Y. 
Определяем ведущий и ведомый уровни. На данном этапе расчетов ведущим являет-

ся первый уровень, т.е. X = {2}, а ведомым, соответственно, второй уровень, т.е. Y = {1, 5, 
9}. 

4. Известно, что вершины ведомого уровня связаны с начальной вершиной. Дли-
ны связующих звеньев: c(2,9) = 8, c(2,1) = 7, c(2,5) = 13. Тогда определяем потенциалы и 
указатели вершин ведомого второго уровня по следующей схеме: 

y v(j) = v(i) + c(i,j) = c(i,j), i∈X, j∈Y 
y w(j) = j, j∈Y 
В результате получаем:  
1) вершина 9: v(9) = c(2,9) = 8, w(9) = 9; 
2) вершина 1: v(1) = c(2,1) = 7, w(1) = 1; 
3) вершина 5: v(5) = c(2,5) = 13, w(5) = 5. 
5. Производим проверку на разность потенциалов вершин ведомого уровня. 

Находим вершины ведомого уровня, которые имеют между собой связующее звено. Такими 
вершинами на втором уровне являются вершины 1 и 9: c(1,9) = 5. Известно, что v(1) = 7 и 
v(9) = 8. Проверка разности потенциалов состоит в проверке выполнения следующего усло-
вия: 

Рис. 3.7. Пример расчета потенциалов и 
указателей на транспортной сети 
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y v(i) – v(j) ≤ c(i,j), i,j∈Y, v(i) ≥ v(j), 
то есть, применительно к вершинам 1 и 9: 
y v(9) – v(1) ≤ c(1,9) → 8 – 7 ≤ 5 (выполняется). 
Поскольку условие выполняется, то объявляется, что проверка на разность потенциалов 

пройдена успешно. В этом случае никаких действий по пересчету значений потенциалов и 
указателей вершин 1 и 9 не производится. 

6. После проверки на разность потенциалов переопределяем ведущий и ведо-
мый уровни сети. Первый уровень теряет статус ведущего. Ведущим уровнем объявляется 
второй уровень, т.е. X = {9, 1, 5}, а ведомым уровнем, соответственно, третий уровень, т.е. Y 
= {3, 4, 7}. 

7. Известна длина связующих звеньев между вершинами ведущего и ведомого 
уровней: c(9,3) = 8, c(1,3) = 9, c(5,4) = 7, c(5,7) = 12. Определяем потенциалы и указатели 
вершин ведомого третьего уровня по следующей схеме: 

y v(j) = min{v(i) + c(i,j) | i∈X}, j∈Y, т.е. путь к вершине j проводим через такую вер-
шину i, которая обеспечивает вершине j минимальное значение потенциала; 

y w(j) = w(i*) : v(i*) + c(i*,j) = min{v(i) + c(i,j) | i∈X}, i*∈X, j∈Y, т.е. указатель j-й 
вершины полагается равной указателю той i-й вершины ведущего уровня, которая обеспечи-
вает j-й вершине минимальное значение потенциала. 

Таким образом, получаем: 
y вершина 3: v(3) = min{v(9)+c(9,3); v(1)+ c(1,3)} = min{8 + 8 = 16; 7 + 9 = 16} = 16, 

w(3) = w(9) = 9 или w(3) = w(1) = 1. В данном случае складывается ситуация, когда из пункта 
2 в пункт 3 можно проехать либо через пункт 9, либо через пункт 1. И в том, и в другом слу-
чае длина пути будет одинаковая – 16 км. Поскольку все равно, через какой пункт добирать-
ся, то можно выбрать любой, например, w(3) = w(1) = 1; 

y вершина 4: v(4) = v(5) + c(5,4) = 13 + 7 = 20, w(4) = w(5) = 5; 
y вершина 7: v(7) = v(5) + c(5,7) = 13 + 12 = 25, w(7) = w(5) = 5. 
8. Производим проверку на разность потенциалов вершин ведомого уровня. 

Между вершинами 3 и 4 существует связующее звено: c(3,4) = 5 при 3, 4∈Y. Известны по-
тенциалы: v(3) = 16, v(4) = 20. Проверяем на выполнение условие: 

y v(4) – v(3) ≤ c(3,4) → 20 – 16 ≤ 5 (выполняется). 
Проверка пройдена, никаких действий не производим. 
9. После проверки на разность потенциалов переопределяем ведущий и ведо-

мый уровни сети. Второй уровень теряет статус ведущего. Ведущим уровнем объявляется 
третий уровень, т.е. X = {3, 4, 7}, а ведомым уровнем, соответственно, четвертый уровень, 
т.е. Y = {8, 6}. 

10. Известна длина связующих звеньев между вершинами ведущего и ведомого 
уровней: c(3,8) = 7, c(4,8) = 6, c(7,6) = 7. Определяем потенциалы и указатели вершин ве-
домого четвертого уровня по известной уже схеме: 

y v(j) = min{v(i) + c(i,j) | i∈X}, j∈Y; 
y w(j) = w(i*) : v(i*) + c(i*,j) = min{v(i) + c(i,j) | i∈X}, i*∈X, j∈Y. 
Таким образом, получаем: 
y вершина 3: v(8) = min{v(3)+c(3,8); v(4)+ c(4,8)} = min{16 + 7 = 23; 20 + 6 = 26} = 23, 

w(8) = w(3) = 1. В данном случае минимальное значение потенциала вершины 8 обеспечива-
ется при движении через вершину 3. Поэтому указатель вершины 8 полагается равным ука-
зателю вершины 3; 

y вершина 6: v(6) = v(7) + c(7,6) = 25 + 7 = 32, w(6) = w(7) = 5. 
11. Производим проверку на разность потенциалов вершин ведомого уровня. 

Между вершинами 8 и 6 существует связующее звено: c(8,6) = 8 при 8, 6∈Y. Известны по-
тенциалы: v(8) = 23, v(6) = 32. Проверяем на выполнение условие: 

y v(6) – v(8) ≤ c(6,8) → 32 – 23 ≤ 8 (не выполняется). 
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Условие нарушает, проверка на разность потенциалов объявляется не пройденной. То-
гда производится перерасчет значений потенциала и указателя для вершины, которая обла-
дает большим потенциалом по следующей схеме: 

y v(i) = v(j) + c(i,j) и  
y w(i) = w(j). 
Применительно к вершинам 6 и 8 получаем: 
y вершина 6: v(6) = v(8) + c(8,6) = 23 + 8 = 31, w(6) = w(8) = 1. 
Данные расчеты означают, что из пункта 2 в пункт 6 следует ехать через пункт 8, а не 

пункт 7, поскольку в первом случае длина пути составит 31 км против 32 км во втором слу-
чае. 

12. Четвертый уровень является последним по счету, а потому цикл расчета можно 
считать завершенным. Полученные значения потенциалов и указателей заносим во вторую 
строку матрицы расстояний и матрицы указателей, как показано в таблице: 
 

 Таблица 3.8 
Вершины сети 

Матрица 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
Расстояний 7 0 16 20 13 31 25 23 8 
Указателей 1 0 1 5 5 1 5 1 9 

 
Полученные данные можно сравнить с данными второй строки матрицы расстояний и 

матрицы указателей ( табл. 3.6 и 3.7). 
По окончании первого цикла расчета начинаются новые циклы, в которых в качестве 

начальной вершины выбираются вершины 1, 3, 4, …, 9. 
Те шаги, которые были выполнены в ходе реализации рассмотренного одного цикла 

расчетов, можно свести в единый общий алгоритм. Ниже приводится краткое описание дан-
ного алгоритма: 

Шаг 1. Определяется начальная вершина сети. 
Шаг 2. Все множество вершин сети разбивается по уровням. При этом первый уровень 

включает в себя одну начальную вершину, а все прочие вершины распределяются по уров-
ням таким образом, чтобы: 

y вершины (k-1)-го уровня имели связующие звенья с вершинами k-го уровня; 
y вершины k-го уровня имели связующие звенья с вершинами (k+1)-го уровня; 
y вершины (k-1)-го уровня не имели связующих звеньев с вершинами (k+1)-го уровня. 
Шаг 3. Первый уровень объявляется ведущим уровнем, а второй уровень – ведомым. 
Шаг 4. Определяются значения потенциалов и указателей вершин ведомого уровня. 

Если ведомым является второй уровень сети, то значения определяются по формулам: 
y v(j) = v(i) + c(i,j) = c(i,j), i∈X, j∈Y 
y w(j) = j, j∈Y 
где X – множество вершин ведущего уровня, Y – множество вершин ведомого уровня. 
Если ведомым является третий, четвертый и остальные уровни сети, то значения опре-

деляются по формулам: 
y v(j) = min{v(i) + c(i,j) | i∈X}, j∈Y; 
y w(j) = w(i*) : v(i*) + c(i*,j) = min{v(i) + c(i,j) | i∈X}, i*∈X, j∈Y. 
Шаг 5. Производится проверка на разность потенциалов среди вершин ведомого уров-

ня, которые имеют между собой связующие звенья. При этом проверяется выполнение 
следующего условия: 

y v(i) – v(j) ≤ c(i,j), i,j∈Y, v(i) ≥ v(j). 



 43

Если условие выполняется, никаких действий не производится. Если условие наруша-
ется, то производится перерасчет значений потенциала и указателя для вершины с большим 
потенциалом по формулам: 

y v(i) = v(j) + c(i,j), 
y w(i) = w(j). 
Шаг 6. Переопределяются ведущий и ведомый уровни сети по следующей схеме: 
y ведущий уровень теряет статус ведущего уровня; 
y ведомый уровень теряет статус ведомого и становится ведущим уровнем; 
y уровень, следующий за ведомым, приобретает новый статус ведомого уровня. 
Шаг 7. Повторять шаги 4–6 до тех пор, пока в ходе очередного повторения на шаге 6 

не обнаружится, что ведомый уровень является последним уровнем сети. 
Шаг 8. Полученные значения потенциалов и указателей занести в соответствующую 

строку матрицы расстояний и матрицы указателей с номером, равным номеру начальной 
вершины. 

Шаг 9. Повторять шаги1–8, поочередно выбирая в качестве начальной все вершины се-
ти, до тех пор, пока все строки матрицы расстояний и матрицы указателей не будут заполне-
ны соответствующими значениями. 

3.2.2. Метод «мельницы» 
В качестве альтернативы методу потенциалов в данном подразделе приводится алго-

ритм метода «мельницы». Данный метод является менее наглядным при ручных расчетах, но 
зато представляется более эффективным при программной реализации, чем метод потенциа-
лов. 

Шаг 0. Определяются значения матрицы расстояний D = [dij] и матрицы указателей L 
= [lij]. Если dij>0, то lij=j, i≠j. 

Шаг 1. Выбираются пара вершин данной сети (i, j), i≠j. 
Шаг 2. Выбирается вершина k данной сети, k≠i, k≠j. 
Шаг 3. Если значение d(i,j) не определено, а значения d(i,k) и d(k,j) определены, или ес-

ли определены все три значения d(i,j), d(i,k), d(k,j), но при этом выполняется условие 
d(i,j)>d(i,k)+d(k,j), то d(i,j):=d(i,k)+d(k,j), lij=lik. 

Шаг 4. Повторять шаги 2-3 до тех пор, пока не будут перебраны все вершины k данной 
сети. 

Шаг 5. Повторять шаги 1-4 до тех пор, пока не будут перебраны все пары вершин (i,j) 
данной сети. 

Шаг 6. Процесс решения (цикл) повторяется до тех пор, пока в ходе очередного реше-
ния не будет изменено ни одно значение d(i,j). 

� Вопросы для проверки знаний 

1. Дайте своими словами определение задачи развозки 
2. Опишите, что такое радиальный и кольцевой маршруты 
3. В чем заключаются основные особенности метода Кларка-Райта? 
4. Каким целям служат матрица расстояний и матрица указателей? 

2 Задачи для самостоятельного решения 

Задача 3.1. Задача развозки 
Известно, что складской комплекс располагается в пункте с координатами [25, 25]. В 

распоряжении администрации складского комплекса имеется четыре машины грузовмести-
мостью 1500 шт. Требуется составить оптимальную схему развозки грузов, если известны 
координаты местоположения и объем спроса следующих получателей: 
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Вариант 1 Вариант 2 Вариант 3 
Координаты Координаты Координаты № 

п/п X Y 
Объем 
заказа, 
шт 

№ п/п
X Y 

Объем 
заказа, 
шт 

№ п/п
X Y 

Объем 
заказа, 
шт 

1 29 18 300 1 38 4 225 1 12 7 350 
2 20 27 225 2 7 19 525 2 10 9 225 
3 10 44 625 3 41 18 675 3 16 49 500 
4 11 34 225 4 31 43 500 4 24 5 475 
5 7 41 450 5 48 14 575 5 29 44 325 
6 4 0 400 6 37 33 450 6 30 34 325 
7 2 19 700 7 44 6 275 7 47 13 400 
8 8 32 325 8 38 20 300 8 24 28 250 
9 15 1 250 9 25 39 275 9 43 13 200 
10 21 30 550 10 15 21 500 10 48 41 400 
11 46 43 200 11 21 22 425 11 6 24 625 
12 0 19 650 12 49 48 225 12 29 32 550 

  

Задача 3.2. Расчет расстояний на сети 
Рассчитайте матрицу расстояний и матрицу указателей при следующих исходных дан-

ных: 

 
Вариант 1 Вариант 2 

 
Вариант 3 Вариант 4 
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Ответы и решения 
 

ТЕМА 1. ЗАДАЧИ О СКЛАДИРОВАНИИ 
Задача 1.1. Оптимизация местоположения склада методом центра тяжести 

В ответах приводятся результаты расчетов для итераций 0–3 и 100. Первые четыре ите-
рации расчетов позволяют проконтролировать правильность расчетов, а последняя 100-я 
итерация дает почти правильный ответ (после 100-й итерации числа меняются незначитель-
но). Используемые обозначения: 

X*, Y* – координаты местоположения складского комплекса, км; 
TC – годовые транспортные затраты, руб/год. 

 
Вариант 1 Вариант 2 

Координаты  Координаты № 
итерации X* Y* 

TC, 
руб/год  

№ 
итерации X* Y* 

TC, 
руб/год 

0 56,5 55,6 523 311  0 34,7 36,3 705 580 
1 59,9 55,5 519 045  1 29,1 34,1 686 853 
2 61,8 54,5 516 969  2 27,5 33,4 685 050 
3 63,2 53,6 515 648  3 27,1 33,2 684 943 
… … … …  … … … … 
100 71,4 48,7 512 035  100 27,0 33,1 684 937 

 
Вариант 3 Вариант 4 

Координаты  Координаты № 
итерации X* Y* 

TC, 
руб/год  

№ 
итерации X* Y* 

TC, 
руб/год 

0 38,9 51,5 796 562  0 62,0 62,9 475 400 
1 40,7 48,7 791 209  1 64,1 63,2 474 000 
2 41,4 46,9 789 366  2 65,5 63,7 473 222 
3 41,7 45,7 788 637  3 66,7 64,0 472 771 
… … … …  … … … … 
100 41,9 43,2 788 016  100 70,8 65,2 472 066 

 
Вариант 5 Вариант 6 

Координаты  Координаты № 
итерации X* Y* 

TC, 
руб/год  

№ 
итерации X* Y* 

TC, 
руб/год 

0 50,2 58,0 738 724  0 53,0 41,2 913 572 
1 52,9 55,1 726 942  1 51,9 42,4 912 385 
2 54,4 53,2 721 709  2 51,2 43,2 911 907 
3 55,4 51,8 719 001  3 50,7 43,6 911 712 
… … … …  … … … … 
100 59,5 45,7 713 723  100 49,9 44,5 911 579 

 
Задача 1.2. Расчет показателей работы склада 

Варианты Показатель 1 2 3 4 5 6 
Полезная площадь склада 1953 521 2344 2604 3125 781 
Общая площадь склада 4883 1042 5208 4735 6250 2056 
Пропускная способность  
склада, т 274 200 667 738 256 200 

Месячный оборот склада 3,3 4,2 4,6 3,1 1,9 2,8 
Средний срок хранения груза 9,1 5,0 4,5 6,8 15,6 7,5 
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Задача 1.3. Расчет оптимальной площади склада при сезонных колебаниях спроса 
Для решения задачи используются электронные таблицы Microsoft Excel, в которых 

строится следующая таблица: 
 

Распределение 
грузопотоков Общие затраты Месяц Спрос, т Площадь, м2 

Собств. Аренда Собств. Аренда Всего 
Январь 427 509 100% 0% 5 848 0 5 848 
Февраль 634 755 100% 0% 6 138 0 6 138 
Март 993 1 182 100% 0% 6 640 0 6 640 
Апрель 1 407 1 675 72% 28% 6 661 3 791 10 452 
Май 1 766 2 102 57% 43% 6 661 7 198 13 859 
Июнь 1 973 2 349 51% 49% 6 661 9 165 15 826 
Июль 1 973 2 349 51% 49% 6 661 9 165 15 826 
Август 1 766 2 102 57% 43% 6 661 7 198 13 859 
Сентябрь 1 407 1 675 72% 28% 6 661 3 791 10 452 
Октябрь 993 1 182 100% 0% 6 640 0 6 640 
Ноябрь 634 755 100% 0% 6 138 0 6 138 
Декабрь 427 509 100% 0% 5 848 0 5 848 
Всего 14 400    77 220 40 308 117 528 

 
В этой таблице приведены расчеты потребности в складской площади, распределение 

грузопотоков между собственными и арендуемыми складскими площадями, а также затраты 
на содержание складских площадей при размере собственного склада 1200 м2.  
 

Общие затраты Общие затраты Площадь, 
м2 Собств. Аренда Всего 

Площадь, 
м2 Собств. Аренда Всего 

0 0 136 800 136 800 1200 74 247 40 308 117 528
200 14 479 117 648 130 970 1400 84 036 30 732 119 863
400 28 945 98 496 125 141 1600 92 694 21 156 122 198
600 41 893 80 802 120 554 1800 101 233 13 574 126 234
800 53 605 65 558 118 057 2000 108 228 7 190 131 291
1000 63 926 52 790 117 671 2200 114 858 2 370 137 681

    2400 119670 0 146160
В приведенной таблице представлены результаты расчетов годовых затрат на содержа-

ние собственного склада и арендуемых складских площадей и их сумма. По результатам рас-
четов можно определить, что оптимальный размер площади склада находится в интервале 
1000-1200 м2. При этом годовые затраты составят около $117,5 тыс. 
 

ТЕМА 2. ТЕОРИЯ ЗАПАСОВ 
Задача 2.1. Базовая модель управления запасами 

Параметры базовой модели (результаты расчетов): 
Варианты Показатель 1 2 3 4 5 6 

Оптимальная партия заказа, шт 1504 878 469 926 897 921 
в годах 0,1108 0,0608 0,1421 0,0810 0,0892 0,0652 Период заказа в днях 40,4 22,2 51,9 29,6 32,6 23,8 

Количество поставок 9,0 16,5 7,0 12,3 11,2 15,3 
Точка заказа, шт 223 198 63 125 165 271 
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Средний уровень запасов, шт 752 439 235 463 448 460 
Общие затраты, руб/год       

- доставка 5550 9613 1069 3777 1188 2578 
- хранение запасов 5550 9613 1069 3777 1188 2578 

Итого общие затраты 11101 19225 2139 7554 2376 5155 
 

Задача 2.2. Модель точки заказа 
Параметры модели точки (результаты расчетов): 

Варианты Показатель 1 2 3 4 5 6 
Оптимальная партия заказа, шт 458 643 537 611 1045 661 

в годах 0,0873 0,0622 0,0532 0,1365 0,0736 0,0864 Период заказа в днях 31,9 22,7 19,4 49,8 26,9 31,5 
Количество поставок 11,5 16,1 18,8 7,3 13,6 11,6 
Точка заказа, шт       

- средний спрос за период LT 58 113 138 98 350 105 
- СКО спроса за период LT 77 129 126 66 250 133 
- величина z 0,84 0,67 0,67 0,52 0,52 1,64 
- страховой запас 65 87 85 34 131 218 

Итого точка заказа 123 200 224 132 481 323 
Средний уровень запасов, шт 294 408 354 340 654 549 
Общие затраты, руб/год       

- затраты на доставку 4605 4306 5039 3554 9511 3217 
- хранение текущих запасов 4605 4306 5039 3554 9511 3217 
- хранение страховых запасов 1311 1163 1600 400 2384 2121 
- величина E(z) 0,1120 0,1503 0,1503 0,1917 0,1917 0,0211 
- издержки непокрытия 1332 2497 4311 536 3643 360 

Итого общие затраты 11854 12271 15989 8045 25048 8914 
Уровень сервиса, % 98,1% 97,0% 96,5% 97,9% 95,4% 99,6% 
 
Задача 2.3. Модель периода заказа 

Параметры модели периода заказа (результаты расчетов): 
Варианты Показатель 1 2 3 4 5 6 

в годах 0,0923 0,0738 0,1483 0,1543 0,1044 0,0970 Оптимальный  
период заказа в днях 33,7 26,9 54,1 56,3 38,1 35,4 
Количество поставок 10,8 13,6 6,7 6,5 9,6 10,3 
Максимальный уровень запасов, шт       

средний спрос за период (T+LT) 1309 822 804 683 1209 497 
СКО спроса за период (T+LT) 306 330 214 196 233 143 
величина z 1,64 0,84 0,52 0,84 0,84 1,64 
страховой запас 503 278 112 165 196 234 

Итого максимальный уровень 1813 1100 916 848 1405 732 
Средний уровень запасов, шт 1045 648 487 489 675 464 
Общие затраты, руб/год       

Затраты на доставку 3772 4311 2090 3629 5603 1382 
Хранение текущих запасов 3772 4311 2090 3629 5603 1382 
Хранение страховых запасов 3502 3239 625 1851 2296 1414 
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Величина E(z) 0,0211 0,1120 0,1917 0,1120 0,1120 0,0211 
Издержки непокрытия 731 1594 685 1796 1171 104 

Итого общие затраты 11777 13455 5490 10906 14674 4281 
Уровень сервиса, % 99,4% 95,0% 94,5% 96,6% 97,3% 99,3% 
 

ТЕМА 3. ЗАДАЧИ О ПЕРЕВОЗКАХ 
Задача 3.1. Задача развозки 

Оптимальный план развозки, полученный методом Кларка-Райта: 
Вариант 1 Вариант 2 Вариант 3 

№ 
Объем 

поставки, 
шт 

Маршрут № 
Объем 

поставки, 
шт 

Маршрут № 
Объем 

поставки, 
шт 

Маршрут 

1 725 0, 1, 11, 2, 0 1 675 0, 3, 0 1 625 0, 11, 0 
2 1400 0, 3, 5, 8, 0 2 1375 0, 1, 7, 5, 8, 0 2 1050 0, 2, 1, 4, 0 
3 1350 0, 7, 12, 0 3 1450 0, 6, 12, 4, 9, 0 3 1475 0, 8, 3, 5, 10, 0
4 1425 0, 9, 6, 4, 10, 0 4 1450 0, 10, 2, 11, 0 4 1475 0, 9, 7, 6, 12, 0

 
 
Задача 3.2. Расчет расстояний на сети 

 
Матрица расстояний Матрица указателей 

 
Вариант 1 

1 4 13 14 15 15 9 7 7 1 2 8 2 2 9 7 8 9
4 2 17 10 11 16 13 11 11 1 2 1 4 5 5 1 1 1

13 17 3 13 25 25 14 6 20 8 8 3 4 4 8 8 8 8
14 10 13 4 12 17 23 19 21 2 2 3 4 5 5 2 3 2
15 11 25 12 5 5 16 22 13 2 2 4 4 5 6 6 2 6
15 16 25 17 5 6 11 19 8 9 5 7 5 5 6 7 7 9
9 13 14 23 16 11 7 8 16 1 1 8 1 6 6 7 8 1
7 11 6 19 22 19 8 8 14 1 1 3 3 1 7 7 8 1
7 11 20 21 13 8 16 14 9 1 1 1 1 6 6 1 1 9 

 
Вариант 2 

1 7 10 13 12 16 13 6 9 1 2 8 2 2 9 8 8 9
7 2 14 6 5 15 20 13 16 1 2 4 4 5 5 1 1 1

10 14 3 8 14 19 11 4 19 8 4 3 4 4 8 8 8 8
13 6 8 4 6 16 19 12 22 2 2 3 4 5 5 3 3 2
12 5 14 6 5 10 18 18 17 2 2 4 4 5 6 6 2 6
16 15 19 16 10 6 8 15 7 9 5 7 5 5 6 7 7 9
13 20 11 19 18 8 7 7 15 8 8 8 8 6 6 7 8 6
6 13 4 12 18 15 7 8 15 1 1 3 3 1 7 7 8 1
9 16 19 22 17 7 15 15 9 1 1 1 1 6 6 6 1 9 
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Вариант 3 
1 11 10 16 18 15 9 4 12 1 2 8 2 2 7 7 8 9
11 2 15 5 7 20 20 15 23 1 2 4 4 5 5 1 1 1
10 15 3 10 16 19 13 6 22 8 4 3 4 4 8 8 8 8
16 5 10 4 6 19 23 16 28 2 2 3 4 5 5 3 3 2
18 7 16 6 5 13 19 22 22 2 2 4 4 5 6 6 2 6
15 20 19 19 13 6 6 13 9 7 5 7 5 5 6 7 7 9
9 20 13 23 19 6 7 7 15 1 1 8 8 6 6 7 8 6
4 15 6 16 22 13 7 8 16 1 1 3 3 1 7 7 8 1

12 23 22 28 22 9 15 16 9 1 1 1 1 6 6 6 1 9 
Вариант 4 

1 5 16 15 15 10 7 2 7 1 2 8 2 7 7 7 8 9
5 2 18 10 16 15 12 7 12 1 2 4 4 5 1 1 1 1

16 18 3 8 15 20 23 14 23 8 4 3 4 4 4 8 8 8
15 10 8 4 7 12 15 17 20 2 2 3 4 5 5 5 2 5
15 16 15 7 5 5 8 17 13 6 2 4 4 5 6 6 6 6
10 15 20 12 5 6 3 12 8 7 7 5 5 5 6 7 7 9
7 12 23 15 8 3 7 9 11 1 1 1 6 6 6 7 8 6
2 7 14 17 17 12 9 8 9 1 1 3 1 7 1 7 8 1
7 12 23 20 13 8 11 9 9 1 1 1 6 6 6 6 1 9 
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Приложение 1 
Таблица А. Интегральная функция нормального распределения 

Пример: 
Пусть Pr = F(z) = 0,95, тогда z = 1,64 
 

z 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 
0,0 0,5000 0,5040 0,5080 0,5120 0,5160 0,5199 0,5239 0,5279 0,5319 0,5359
0,1 0,5398 0,5438 0,5478 0,5517 0,5557 0,5596 0,5636 0,5675 0,5714 0,5753
0,2 0,5793 0,5832 0,5871 0,5910 0,5948 0,5987 0,6026 0,6064 0,6103 0,6141
0,3 0,6179 0,6217 0,6255 0,6293 0,6331 0,6368 0,6406 0,6443 0,6480 0,6517
0,4 0,6554 0,6591 0,6628 0,6664 0,6700 0,6736 0,6772 0,6808 0,6844 0,6879
0,5 0,6915 0,6950 0,6985 0,7019 0,7054 0,7088 0,7123 0,7157 0,7190 0,7224
0,6 0,7257 0,7291 0,7324 0,7357 0,7389 0,7422 0,7454 0,7486 0,7517 0,7549
0,7 0,7580 0,7611 0,7642 0,7673 0,7704 0,7734 0,7764 0,7794 0,7823 0,7852
0,8 0,7881 0,7910 0,7939 0,7967 0,7995 0,8023 0,8051 0,8078 0,8106 0,8133
0,9 0,8159 0,8186 0,8212 0,8238 0,8264 0,8289 0,8315 0,8340 0,8365 0,8389
1,0 0,8413 0,8438 0,8461 0,8485 0,8508 0,8531 0,8554 0,8577 0,8599 0,8621
1,1 0,8643 0,8665 0,8686 0,8708 0,8729 0,8749 0,8770 0,8790 0,8810 0,8830
1,2 0,8849 0,8869 0,8888 0,8907 0,8925 0,8944 0,8962 0,8980 0,8997 0,9015
1,3 0,9032 0,9049 0,9066 0,9082 0,9099 0,9115 0,9131 0,9147 0,9162 0,9177
1,4 0,9192 0,9207 0,9222 0,9236 0,9251 0,9265 0,9279 0,9292 0,9306 0,9319
1,5 0,9332 0,9345 0,9357 0,9370 0,9382 0,9394 0,9406 0,9418 0,9429 0,9441
1,6 0,9452 0,9463 0,9474 0,9484 0,9495 0,9505 0,9515 0,9525 0,9535 0,9545
1,7 0,9554 0,9564 0,9573 0,9582 0,9591 0,9599 0,9608 0,9616 0,9625 0,9633
1,8 0,9641 0,9649 0,9656 0,9664 0,9671 0,9678 0,9686 0,9693 0,9699 0,9706
1,9 0,9713 0,9719 0,9726 0,9732 0,9738 0,9744 0,9750 0,9756 0,9761 0,9767
2,0 0,9772 0,9778 0,9783 0,9788 0,9793 0,9798 0,9803 0,9808 0,9812 0,9817
2,1 0,9821 0,9826 0,9830 0,9834 0,9838 0,9842 0,9846 0,9850 0,9854 0,9857
2,2 0,9861 0,9864 0,9868 0,9871 0,9875 0,9878 0,9881 0,9884 0,9887 0,9890
2,3 0,9893 0,9896 0,9898 0,9901 0,9904 0,9906 0,9909 0,9911 0,9913 0,9916
2,4 0,9918 0,9920 0,9922 0,9925 0,9927 0,9929 0,9931 0,9932 0,9934 0,9936
2,5 0,9938 0,9940 0,9941 0,9943 0,9945 0,9946 0,9948 0,9949 0,9951 0,9952
2,6 0,9953 0,9955 0,9956 0,9957 0,9959 0,9960 0,9961 0,9962 0,9963 0,9964
2,7 0,9965 0,9966 0,9967 0,9968 0,9969 0,9970 0,9971 0,9972 0,9973 0,9974
2,8 0,9974 0,9975 0,9976 0,9977 0,9977 0,9978 0,9979 0,9979 0,9980 0,9981
2,9 0,9981 0,9982 0,9982 0,9983 0,9984 0,9984 0,9985 0,9985 0,9986 0,9986
3,0 0,9987 0,9987 0,9987 0,9988 0,9988 0,9989 0,9989 0,9989 0,9990 0,9990
3,1 0,9990 0,9991 0,9991 0,9991 0,9992 0,9992 0,9992 0,9992 0,9993 0,9993
3,2 0,9993 0,9993 0,9994 0,9994 0,9994 0,9994 0,9994 0,9995 0,9995 0,9995
3,3 0,9995 0,9995 0,9995 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9997
3,4 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9998
3,5 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998
3,6 0,9998 0,9998 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999
3,7 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999
3,8 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999
3,9 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
4,0 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
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Приложение 2 
Таблица B. Интегральная функция непокрытия 

Пример: 
При z > 0, напр., z = 1,64 → E(z) = E(1,64) = 0,0211 
При z < 0, напр., z = –1,64 →  E(-z) = E(z) + z, т.е. E(-1,64) = E(1,64)+1,64=0,0211+1,64=1,6611 
 

z 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 
0,0 0,3989 0,3940 0,3890 0,3841 0,3793 0,3744 0,3697 0,3649 0,3602 0,3556 
0,1 0,3509 0,3464 0,3418 0,3373 0,3328 0,3284 0,3240 0,3197 0,3154 0,3111 
0,2 0,3069 0,3027 0,2986 0,2944 0,2904 0,2863 0,2824 0,2784 0,2745 0,2706 
0,3 0,2668 0,2630 0,2592 0,2555 0,2518 0,2481 0,2445 0,2409 0,2374 0,2339 
0,4 0,2304 0,2270 0,2236 0,2203 0,2169 0,2137 0,2104 0,2072 0,2040 0,2009 
0,5 0,1978 0,1947 0,1917 0,1887 0,1857 0,1828 0,1799 0,1771 0,1742 0,1714 
0,6 0,1678 0,1659 0,1633 0,1606 0,1580 0,1554 0,1528 0,1503 0,1478 0,1453 
0,7 0,1429 0,1405 0,1381 0,1358 0,1334 0,1312 0,1289 0,1670 0,1245 0,1223 
0,8 0,1202 0,1181 0,1160 0,1140 0,1120 0,1100 0,1080 0,1061 0,1042 0,1023 
0,9 0,1004 0,0986 0,0968 0,0950 0,0933 0,0916 0,0899 0,0882 0,0865 0,0849 
1,0 0,0833 0,0817 0,0802 0,0787 0,0772 0,0757 0,0742 0,0728 0,0714 0,0700 
1,1 0,0686 0,0673 0,0660 0,0647 0,0634 0,0621 0,0609 0,0596 0,0584 0,0573 
1,2 0,0561 0,0550 0,0538 0,0527 0,0517 0,0506 0,0495 0,0485 0,0475 0,0465 
1,3 0,0455 0,0446 0,0436 0,0427 0,0418 0,0409 0,0400 0,0392 0,0383 0,0375 
1,4 0,0367 0,0359 0,0351 0,0343 0,0336 0,0328 0,0321 0,0314 0,0307 0,0300 
1,5 0,0293 0,0287 0,0280 0,0274 0,0267 0,0261 0,0255 0,0249 0,0244 0,0238 
1,6 0,0232 0,0227 0,0222 0,0217 0,0211 0,0206 0,0202 0,0197 0,0192 0,0187 
1,7 0,0183 0,0179 0,0174 0,0170 0,0166 0,0162 0,0158 0,0154 0,0150 0,0146 
1,8 0,0143 0,0139 0,0136 0,0132 0,0129 0,0126 0,0123 0,0120 0,0116 0,0113 
1,9 0,0111 0,1080 0,0105 0,0102 0,0100 0,0097 0,0094 0,0092 0,0090 0,0087 
2,0 0,0085 0,0083 0,0081 0,0078 0,0076 0,0074 0,0072 0,0070 0,0068 0,0067 
2,1 0,0065 0,0063 0,0061 0,0060 0,0058 0,0056 0,0055 0,0053 0,0052 0,0050 
2,2 0,0049 0,0048 0,0046 0,0045 0,0044 0,0042 0,0041 0,0040 0,0039 0,0038 
2,3 0,0037 0,0036 0,0035 0,0034 0,0033 0,0032 0,0031 0,0030 0,0029 0,0028 
2,4 0,0027 0,0026 0,0026 0,0025 0,0023 0,0024 0,0023 0,0022 0,0021 0,0021 
2,5 0,0020 0,0019 0,0019 0,0018 0,0018 0,0017 0,0017 0,0016 0,0016 0,0015 
2,6 0,0015 0,0014 0,0014 0,0013 0,0013 0,0012 0,0012 0,0012 0,0011 0,0011 
2,7 0,0011 0,0010 0,0010 0,0010 0,0009 0,0009 0,0009 0,0008 0,0008 0,0008 
2,8 0,0008 0,0007 0,0007 0,0007 0,0007 0,0006 0,0006 0,0006 0,0006 0,0006 
2,9 0,0005 0,0005 0,0005 0,0005 0,0005 0,0005 0,0004 0,0004 0,0004 0,0004 
3,0 0,0004 0,0004 0,0004 0,0003 0,0003 0,0003 0,0003 0,0003 0,0003 0,0003 
3,1 0,0003 0,0003 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 
3,2 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 
3,3 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 
3,4 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 
3,5 0,0001 0,0001 0,0001 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 

 
 
 
 


