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1. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ 
 
1.1. Автоколебательные и потенциально-автоколебательные системы. 
Генераторы резонансного типа 
 
Среди нелинейных динамических систем, рассматриваемых в теории 

колебаний, важное место занимают системы, которые способны создавать (ге-
нерировать) незатухающие колебания в отсутствие внешних воздействий, из-
меняющихся с течением времени. Для таких колебаний А.А.Андронов ввел в 
употребление термин «автоколебания», что означает самоподдерживающиеся 
колебания, а сами системы предложил именовать автоколебательными [1]. 
Следует подчеркнуть, что речь идет не о так называемых консервативных сис-
темах (системах без потерь), колебания в которых могут происходить сколь 
угодно долго благодаря запасу энергии, сохраняющемуся неизменным во вре-
мени. Для автоколебательной системы характерно сочетание потерь энергии 
колебаний и ее пополнения из входящего в состав системы источника. Класси-
ческий пример механической автоколебательной системы – часы с колеблю-
щимся маятником (либо балансиром), на периодическое подталкивание кото-
рого расходуется потенциальная энергия поднятой гири (либо заведенной пру-
жины). Упомянем также такие известные примеры автоколебаний, как колеба-
ния скрипичной струны при равномерном движении смычка, колебания возду-
ха в органной трубе, колебания токов и напряжений в радиотехническом гене-
раторе. 

Данное пособие посвящено анализу процессов в некоторых радиотех-
нических автоколебательных и потенциально-автоколебательных системах. 
Под потенциально-автоколебательной системой понимается такая система, 
которая по своей структуре может быть отнесена к числу автоколебательных, 
но фактически не является ею лишь потому, что при выбранных значениях па-
раметров элементов, образующих систему, оказываются невыполненными ус-
ловия возникновения автоколебаний (условия самовозбуждения) [4]. 

В дальнейшем мы ограничимся рассмотрением систем, состоящих из 
нелинейного активного элемента А (обычно транзистора либо двухполюсника 
с отрицательным сопротивлением) и резонансной линейной схемы Т, которая в 
случае транзистора или иного активного трехполюсника должна быть построе-
на таким образом, чтобы обеспечивалась положительная обратная связь 
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(рис.1). Подобные системы называются генераторами резонансного типа и 
могут быть автоколебательными либо потенциально–автоколебательными в 
зависимости от того, соблюдаются или не соблюдаются для них условия само-
возбуждения. Основной интерес в последующем представляют установившие-

ся режимы периодических 
колебаний, реализующиеся 
в разновидностях 
генераторов резонансного 
типа, каждая из которых от-
личается малостью потерь 
(малой убылью энергии за 
период колебаний). Иными 
словами, любой из рассмат-

риваемых ниже генераторов считается системой, близкой к консервативной. 
Кроме того, нелинейность элемента А предполагается достаточно слабой. Это 
означает, что система близка к линейной (квазилинейная система). В случае 
установившегося режима почти периодических колебаний, его анализ также 
базируется на предположении о близости системы к линейной и консерватив-
ной. 

 
1.2. Средние  импедансы  и  средние адмиттансы  (средние крутизны)  
нелинейных двухполюсников 
 
Обратимся к структурной схеме генератора резонансного типа на двух-

полюсном нелинейном активном элементе А (рис.1,б). Обусловленное свойст-
вами двухполюсника А нелинейное соотношение между напряжением u на его 
зажимах и входным током i может быть как сравнительно простым, так и дос-
таточно сложным, например, оно может содержать нелинейную функцию, ар-
гументами которой помимо u и i являются их производные по времени: 

0),,,,,,( 2

2

2

2

=…
dt

id
dt

ud
dt
di

dt
duiuF .                             (1.1) 

Запишем напряжение u и ток i как суммы постоянных составляющих 
U0, I0 и переменных составляющих u∼, i∼: 

u= U0+ u∼ , i= I0+ i∼. 
Предположим, что в системе, представленной на рис.1,б, установился режим 
периодических или почти периодических колебаний. Тогда переменные со-
ставляющие u∼, i∼ выражаются дискретными суммами гармонических компо-
нент: 

u∼= [ ]∑ ∑=+
n n

nnnnn tjUtU )exp(Re)cos( ωθω � , 

Рис.1
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i∼= [ ]∑ ∑=+
n n

nnnnn tjItI )exp(Re)cos( ωφω � , 

где )exp( nnn jUU θ=� , )exp( nnn jII φ=�  – комплексные амплитуды гармоник 
круговой частоты ωn. 

Анализ многих видов установившихся режимов целесообразно прово-
дить, используя понятия средних адмиттансов nY  и средних импедансов nZ  
двухполюсника А, определяемых для отдельных гармоник на основе (1.1) или 
иных соотношений между u и i согласно равенствам: 

.1 nnnn UIZY ��==  
Средний адмиттанс nY  именуют также средней крутизной, обозначаемой по 
большей части как nS . 

Проще всего ввести средние адмиттансы и импедансы для так называе-
мых одночастотных режимов, когда переменные составляющие либо напря-
жения u, либо тока i содержат лишь одну гармоническую компоненту (первый 
случай соответствует одночастотному режиму по напряжению, второй – одно-
частотному режиму по току). На самом деле утверждение о том, что устано-
вившийся режим в нелинейной системе является одночастотным, следует трак-
товать как упрощающее предположение. Допустимо говорить лишь о близости 
того или иного режима к одночастотному (моногармоническому), что действи-
тельно имеет место во многих случаях, когда рассматриваемая система отно-
сится к классу квазилинейных. 

Будем далее полагать, что установившийся режим генератора на двух-
полюснике А может считаться одночастотным по напряжению, т.е. u∼= Ucosτ, 
где τ=ωt+θ, и предположим, что зависимость тока i от напряжения u выражает-
ся однозначной функцией: 

i = f (u). 
В отличие от (1.1) последнее соотношение между i и u не содержит их произ-
водных по времени, что можно трактовать, в частности, как предположение о 
безынерционности нелинейного активного двухполюсника А. 

Если составляющая U0 может быть выражена однозначной функцией 
переменной составляющей u∼ либо принимает фиксированное значение, ток i 
также оказывается однозначной функцией u∼: 

i = f1 (u∼). 
Поскольку u∼ является четной функцией вспомогательной переменной τ, а од-
нозначная функция от четной функции – четная, вещественная форма ряда Фу-
рье по аргументу τ для тока i содержит только косинусоидальные гармоники: 

∑
∞

=
=

0
.cos

s
s sIi τ  
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В приведенном разложении постоянная составляющая тока I0 и амплитудные 
коэффициенты I1, I2,…выражаются функциями U0 и амплитуды U, однако не 
зависят от фазы θ. Благодаря тому, что аргументы косинусов в выражениях для 
u∼ и первой гармоники тока i совпадают, можно определить в рассматриваемом 
случае средний адмиттанс для этой гармоники как 

,1 UIY =  
откуда видно, что Y  – вещественная величина, которая может зависеть от ам-
плитуды и не зависит от фазы переменной составляющей напряжения u. 

Если обратиться к рассмотрению одночастотного режима по току при 
зависимости напряжения u от тока i, выражаемой для двухполюсника А одно-
значной нелинейной функцией, то действуя аналогично предыдущему, можно 
показать, что вводимый в этом случае средний импеданс Z  представляет со-
бой вещественную величину, зависящую в общем случае от амплитуды пере-
менной составляющей тока и не зависящую от начальной фазы. 

Нахождение средних импедансов и адмиттансов (крутизн) опирается в 
упомянутых частных ситуациях на вычисление Фурье-коэффициентов, отве-
чающих первым гармоникам. Например, для одночастотного режима по на-
пряжению имеет смысл воспользоваться формулой 

∫=
π

τττ
π 0

11 cos)cos(2 dUfI .                                   (1.2) 

При этом функции, выражающие связь между током i и напряжением u, часто 
аппроксимируются полиномами. Пусть, например, введенная выше для описа-
ния зависимости i от u однозначная функция )(uf  может быть приближенно 
представлена полиномом m-ой степени. Тогда при фиксированных значениях 
U0 функция f1(u∼) сводится к полиному той же степени (по переменной состав-
ляющей u∼): 

f1 (u∼) = ∑
=

m

p
pa

0
(u∼)P,                                        (1.3)  

где коэффициенты a0, a1, a2,…,am–1 в общем случае зависят от постоянной со-
ставляющей U0. 

Из (1.2) и (1.3) легко видеть, что величина I1, рассматриваемая как 
функция амплитуды U, представляется полиномом, в выражения для коэффи-
циентов которого входят в качестве множителей интегралы от cosp+1τ. Как по-
казывают вычисления, проводимые для неотрицательных p, интеграл 

∫ +=
π

ττ
π 0

1)(cos1 dJ p
p  
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при нечетном p выражается отношением двойных факториалов
!)!1(

!!
+p
p , где 

135)4)(2(!! ⋅⋅⋅⋅⋅−−= pppp , 246)3)(1)(1(!)!1( ⋅⋅⋅⋅⋅−−+=+ pppp ; при чет-
ном p этот интеграл равняется нулю. 

В результате, обозначая через q целую часть величины ,
2

1−m  придем к  

следующей формуле для среднего адмиттанса: 

.2
0

2
1212∑

=
++=

q

l

l
ll UaJY                                      (1.4) 

При часто используемой для активных двухполюсников аппроксимации функ-
ции f (u) кубическим полиномом (m=3) с положительным коэффициентом пе-
ред u3 средний адмиттанс 

2
31 4

3 UaaY += ,                                         (1.5) 

т.е. представляется монотонно возрастающей функцией аргумента U, соответ-
ствующей так называемой мягкой характеристике. 
Для ничтожно малых амплитуд U средний адмит-
танс (средняя крутизна) сводится к зависящему от 
U0 коэффициенту a1, который равен вычисленной 
при u=U0 дифференциальной (малосигнальной) 
проводимости (крутизне характеристики) нели-
нейного элемента А. Как показано далее, для того 
чтобы система, представленная на рис.1,б, была 
автоколебательной, необходимо существование 
интервала значений амплитуды U, в котором бы 
средний адмиттанс Y  принимал отрицательные 
значения. При использовании аппроксимации 
функции f (u) кубическим полиномом и положи-
тельном a3 так может быть только при отрицатель-
ном a1, т.е. для точек падающего участка (участка 
отрицательного сопротивления) вольтамперной 
характеристики нелинейного активного элемента. 
Зависимость )(UY  при a3>0 и a1<0 иллюстрирует-
ся графиком, построенным согласно (1.5) на рис.2.  

Как следует из (1.4), в случае аппроксимации функции f (u) полиномом 
пятой степени 

.
8
5

4
3 4

5
2

31 UaUaaY ++=                                 (1.6) 

0
U

Рис.2

Y

1a

0
U

Рис.3

Y

1a
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При различающихся знаком коэффициентах a3 и a5 средний адмиттанс 
Y  выражается немонотонной функцией U, что соответствует жесткой характе-
ристике. Зависимость Y  от U, полученная при помощи формулы (1.6) для a5>0, 
a3<0 и a1<0, показана на рис.3. Практическое использование приведенных вы-
ше приближенных выражений для среднего адмиттанса (средней крутизны) 
требует осторожного подхода, ибо применение той или иной аппроксимации 
некоторой функции, отвечающей реальной зависимости, дает приемлемую по-
грешность, как правило, лишь в ограниченном интервале значений ее аргумен-
та. 

1.3. Средняя крутизна полевого транзистора 
 
Предположим, что в генераторе резонансного типа, представленном 

структурной схемой на рис.1,а, в качестве трехполюсного нелинейного актив-
ного элемента применяется полевой транзистор (рис.4). Выразим напряжения 
между выводами этого транзистора и ток стока id суммами постоянных и пере-
менных составляющих: 

u = U0 + u∼ ,  ud = Ud0 + ud∼ ,  id = Id0+id∼  . 
 

В установившемся режиме периодических или почти периодических 
колебаний 

id∼= [ ]∑ ∑=+
n n

ndnnndn tjItI )exp(Re)cos( ωφω � , 

где  )exp( ndndn jII φ=�  – комплексная амплитуда гармоники, изменяющейся во 
времени с частотой ωn, а для u∼ справедливо анало-
гичное выражение, использовавшееся выше для 
схемы на активном двухполюснике. Подобным об-
разом могут быть представлены также переменные 
составляющие напряжения ud и других напряжений 
и токов. 

Определим среднюю крутизну по току сто-
ка для гармоники частоты ωn как 

.
n

dn
n U

I
S �

�
=                                               (1.7) 

Допустим, что ток стока id является однозначной функцией двух аргу-
ментов, а именно, только напряжений u и ud, т.е. 

 
id = f (u, ud ). 

 

Рис.4

T

di

u

ud
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Это предположение, в частности, означает, что транзистор считается безынер-
ционным элементом. 

Характерная особенность анализируемых ниже режимов, которые реа-
лизуются в рассматриваемых ниже транзисторных схемах, заключается, как в 
этом можно будет убедиться, в пропорциональной связи между переменными 
составляющими напряжений u и ud∼: 

u∼ = K ud∼,  
где K=−|K| – отрицательная величина, представляющая собой коэффициент пе-
редачи через линейный четырехполюсник Т (см. рис.4). Тогда, если величины 
U0, Ud0 и K поддерживаются неизменными, ток стока выражается однозначной 
функцией составляющей u∼: 

id = f (U0 + u∼, Ud0 − u∼/|K|)= f1 (u∼).                           (1.8) 
 

Ограничиваясь пока рассмотрением одночастотных режимов (по на-
пряжению), положим, что в переменных составляющих напряжений u и ud 
содержится только одна гармоника и, в частности, 

u∼ = Re [ ])exp( tjU ω� . 
Средняя крутизна транзистора в этом случае определяется в соответствии с 
формулой 

,1

U
I

S d
�
�

=                                               (1.9)   

где −1dI�  комплексная амплитуда гармоники тока стока, изменяющейся с час-
тотой ω. 

Подобно тому, как 
это было сделано выше 
для среднего адмиттанса 
нелинейного двухполюс-
ника, можно показать, что 
зависящая в общем случае 
от U�  средняя крутизна 
S  является вещественной 
величиной, не зависящей 
от аргумента θ комплексной амплитуды U� , т.е. от начальной фазы переменной 
составляющей u∼. Обозначая через U амплитуду составляющей u∼, приведем 
типичные (получаемые путем измерений) зависимости средней крутизныS  от 
U = U� , соответствующие мягкой (рис.5,а) и жесткой (рис.5,б) характеристи-
кам. 

Рис.5

0
U

0
U

а) б)
S S
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Если для функции f1 (u∼), выражающей в соответствии с (1.8) зависи-
мость тока стока id от переменной составляющей u∼, применить приближенное 
представление полиномом m-ой степени вида (1.3), то в частных случаях ап-
проксимации кубическим полиномом и полиномом пятой степени могут ис-
пользоваться выражения, содержащиеся соответственно в формулах (1.5) и 
(1.6). При m=3 

,
4
3 2

31 UaaS +=                                    (1.10) 

где для полевого транзистора коэффициент a1 должен быть положительным, а 
коэффициент a3 – отрицательным, что дает мягкую характеристику, т.е. моно-
тонно убывающую функцию )(US , которая для не слишком больших ампли-
туд удовлетворительно согласуется с зависимостью, получаемой при помощи 
измерений (рис.5,а). При m=5 

.
8
5

4
3 4

5
2

31 UaUaaS ++=                             (1.11) 

Полагая в последнем выражении a5<0, a3>0, a1>0, получим немонотонную 
функцию )(US , отражающую основные черты жесткой характеристики 
(рис.5,б). 

 
1.4. Средняя крутизна в случае двухчастотного режима 

 
Двухчастотный (бигармонический) режим является следующим по 

сложности после одночастотного (моногармоничекого) установившимся ре-
жимом, рассматриваемым в теории колебаний. Для автогенератора резонанс-
ного типа с активным трехполюсником, представленного структурной схемой 
на рис.4, он определяется как такой режим, когда в напряжениях между выво-
дами транзистора помимо постоянных составляющих могут учитываться толь-
ко две гармонические компоненты. Переменную составляющую напряжения 
затвор-исток тогда можно записать следующим образом: 

u∼= [ ])exp()exp(Re 2211 tjUtjU ωω �� + , 
где )exp( 111 θjUU =�  и )exp( 222 θjUU =�  – комплексные амплитуды гармоник. 
Аналогично выражается переменная составляющая напряжения сток-исток. 

Помимо постоянной составляющей и компонент с частотами ω1 и ω2 в 
токе id содержатся также другие гармоники, что объясняется его нелинейной 
зависимостью от напряжений между выводами транзистора. Применяя подход, 
изложенный в [4], можно показать, что ток id при этом представляется двой-
ным рядом: 
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,))(exp(
2
1

21∑∑ +=
m n

mnd tnmjIi ωω�                      (1.12) 

где ∗
−− = mnnm II ��

,  (звездочкой отмечена комплексно-сопряженная величина), а 
диапазон изменения целых чисел m и n определяется характером нелинейно-
сти. Если, например, зависимость тока стока от переменной составляющей u∼ 
аппроксимирована полиномом третьей степени, то тогда |m| + |n| .3≤  

В случае, когда частоты ω1 и ω2 не находятся в рациональном отноше-
нии, коэффициенты mnI�  разложения (1.12) имеют весьма простой смысл. Если 
при этом m и n такие, что ωmn = mω1 + nω2 > 0, то коэффициент mnI�  представля-
ет собой комплексную амплитуду гармонической компоненты тока id, изме-
няющейся с частотой ωmn. При ω1 и ω2, не находящихся в рациональном отно-
шении, средние крутизны 1S  и 2S  по току стока для гармоник, содержащихся в 
напряжениях u и ud, определяются как 

,
1

10
1 U

I
S �

�
=    .

2

01
2 U

I
S �

�
=                               (1.13) 

Если при этом задаваемая согласно (1.8) функция f1 (u∼) аппроксимиро-
вана кубическим полиномом, иными словами, в формуле (1.3) степень m = 3, то 
на основании определений (1.13) получаются следующие выражения для 1S  и 

2S , не содержащие комплексных величин [4]: 

),2(
4
3),( 2

2
2
131211 UUaaUUS ++=                     (1.14) 

),2(
4
3),( 2

1
2
231212 UUaaUUS ++=                     (1.15) 

где a1 > 0, a3 < 0. 
При m = 5 и частотах ω1 и ω2, не находящихся в рациональном отноше-

нии, 

),36(
8
5)2(

4
3),( 4

1
2
1

2
2

4
25

2
1

2
231212 UUUUaUUaaUUS +++++=     (1.16) 

а формула для 1S  может быть получена из (1.16) заменой U1 на U2 и U2 на U1. 
Если частоты ω1 и ω2 находятся в рациональном отношении, то комби-

нации mω1 + nω2 сводятся соответственно к ω1 и ω2 не только при m = 1, n = 0 и 
m = 0, n = 1, но и при иных сочетаниях целых чисел m и n. В этом случае фор-
мулы для средних крутизн 1S  и 2S  могут содержать дополнительные (в том 
числе и комплексные) слагаемые [4]. 
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2. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
ГЕНЕРАТОРОВ РЕЗОНАНСНОГО ТИПА 

 
2.1. Уравнения установившегося режима для схем с нелинейным  
активным двухполюсником  

 
В структурной схеме генератора на двухполюсном нелинейном актив-

ном элементе А (рис.1,б) двухполюсник Т состоит из линейных элементов с 
малыми потерями, чем, в частности, обусловлены его резонансные свойства. В 
состав этого двухполюсника также могут входить источники внешних воздей-
ствий, изменяющихся во времени, и тогда система в целом является неавто-
номной. Кроме того, во многих случаях целесообразно относить к двухполюс-
нику Т источники постоянных напряжений, необходимые для нормального 
функционирования двухполюсника А. 

Далее предполагается, что, во-первых, для переменного воздействия, 
если оно имеется, характерна синусоидальная зависимость от времени и, во-
вторых, анализ результатов такого воздействия на систему может опираться на 

эквивалентные схемы, 
которые получаются из 
общей структурной схе-
мы (рис.1,б) посредст-
вом основанных на тео-
ремах Нортона и Теве-
нена преобразований 
двухполюсника Т и со-

держат либо идеальный источник гармонического тока ie (рис.6,а), либо источ-
ник гармонической ЭДС e (рис.6,б). В эквивалентных схемах, представленных 
на рис.6, источники переменных  воздействий внутри двухполюсника R счи-
таются отсутствующими, так что при ie и e тождественно равных нулю система 
оказывается автономной. В дальнейшем для ie и e используются следующие 
аналитические выражения: 

[ ])exp(Re)( tjIti ee ω�= ,   [ ])exp(Re)( tjEte ω�= ,                 (2.1) 
где под ω понимается частота источников гармонических колебаний, дейст-
вующих внутри двухполюсника Т, а под eI�  и E�  – не зависящие от времени 
комплексные амплитуды, которые определяются при помощи соответственно 
теоремы Нортона и теоремы Тевенена. 

Если пассивные элементы, содержащиеся внутри двухполюсника Т 
(рис.1,б), образуют линейную электрическую цепь с не зависящими от времени 
сосредоточенными параметрами, то для двухполюсника R (рис.7), входящего в 

Рис.6

б)а)

R Au R A

i

e

iR

Ru

Ai

Auei
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состав эквивалентных схем (рис.6), связь между переменными составляющими 
напряжения uR и тока iR можно записать в виде соотношения: 

M̂ (
dt
d )uR∼ = N̂ (

dt
d )iR∼,                                      (2.2) 

где M̂ (
dt
d ) и N̂ (

dt
d ) – линейные дифференциальные операторы представляю-

щие собой полиномы от 
dt
d  с постоянными коэффициентами. 

Имея в виду установившийся режим периодических или почти перио-
дических колебаний, составим для схемы генератора резонансного типа, при-
веденной на рис.1,б, уравнения, которые характеризовали бы связь между ком-
плексными амплитудами гармонических компонент, изменяющихся с частотой 
внешнего воздействия ω. С этой целью преобразуем сначала 
линейное дифференциальное соотношение (2.2). Следуя мето-
ду комплексных амплитуд, применяемому для анализа устано-
вившихся режимов в линейных электрических цепях, восполь-
зуемся при этом правилом, согласно которому мгновенные 
значения гармонических компонент, содержащиеся в диффе-
ренциальных уравнениях, заменяются их комплексными ам-

плитудами, а оператор дифференцирования 
dt
d – умножением на jω. Введем 

также индекс «С», которым будут отмечаться установившиеся (стационарные) 
значения комплексных амплитуд. Тогда вместо (2.2) получим равенство 

,)(ˆ)(ˆ C
R

C
R IjNUjM �� ωω =                                     (2.3) 

преобразуемое при 0)(ˆ ≠ωjM  к виду 
,)(ˆ C

R
C
R IjZU �� ω=                                          (2.4) 

где 
)(ˆ
)(ˆ

)(ˆ
ω
ωω
jM
jNjZ =  – импеданс (комплексное сопротивление) линейного двух-

полюсника R на частоте ω. 
При 0)(ˆ ≠ωjN  из (2.3) выводится дуальное равенству (2.4) соотноше-

ние 
,)(ˆ C

R
C
R UjYI �� ω=                                       (2.5) 

где 
)(ˆ
)(ˆ

)(ˆ
ω
ωω

jN
jMjY =  – адмиттанс (комплексная проводимость) того же двухпо-

люсника R. 

R

iR

Рис.7

Ru



 14

Для эквивалентной схемы с идеальным источником тока (рис.6,а) выра-
зим комплексную амплитуду гармонической составляющей тока iA, изменяю-
щейся с частотой ω, как 

,CC
A UYI �� =                                            (2.6) 

где в соответствии с введенным выше определением Y  – средний адмиттанс 
нелинейного двухполюсника А. 

Учтем также, что 
,e

C
A

C
R III ��� =+                                        (2.7) 

и что, кроме того, для схемы, изображенной на рис.6,а, в формуле (2.5) вместо 
C
RU�  может быть записано CU� . В результате из (2.5 – 2.7) для неавтономного 

генератора на нелинейном активном двухполюснике получается следующее 
уравнение установившегося режима: 

e
C IUY �� = ,                                        (2.8) 

где YYY += ˆ  – суммарный адмиттанс. 
Для схемы, изображенной на рис.6,б, действуя аналогично предыдуще-

му, нетрудно прийти к следующему уравнению установившегося режима: 
,EIZ C �� =                                         (2.9) 

где Z определяется суммой импеданса Ẑ  и среднего импеданса .Z  
При составлении уравнений (2.8) и (2.9) были приняты во внимание 

вклады в токи и напряжения на элементах эквивалентных схем (рис.6), которые 
обусловлены гармониками, изменяющимися с частотой ω. Такой подход соот-
ветствует методу (принципу) гармонического баланса, именуемому также ме-
тодом гармонической линеаризации. Происхождение последнего названия 
объясняется, в частности, тем, что для нелинейного двухполюсника использу-
ется формула (2.6), внешне напоминающая линейное соотношение. На самом 
деле между AI�  и U�  имеет место нелинейная связь, ибо средние адмиттансы и 
импедансы в общем случае зависят от комплексных амплитуд колебаний. 

Если установившиеся режимы в схемах, представленных на рис.6,а и 
рис.6,б, могут считаться одночастотными соответственно по напряжению u или 
по току i, то при приближенном анализе таких режимов применение метода 
гармонического баланса приводит к единственному уравнению: (2.8) или (2.9). 
Иначе обстоит дело в ситуациях, когда нельзя пренебрегать вкладом в напря-
жение u или ток i еще одной либо большего числа гармонических компонент, 
которые изменяются во времени с частотами, отличающимися от ω. Для любой 
из таких гармоник вместо (2.8), например, следует использовать уравнение ви-
да 

Y = 0,                                         (2.10) 
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где Y складывается из адмиттанса двухполюсника R и среднего адмиттанса не-
линейного двухполюсника А, определяемых для соответствующей частоты (не 
совпадающей с ω). 

В то время как частота изменения во времени гармонических компонент 
напряжения u и тока i, для которых записаны уравнения (2.8) и (2.9), известна 
заранее и равна ω, нахождение частот прочих гармоник требует особого рас-
смотрения. При этом в зависимости от характера задачи либо неизвестные час-
тоты жестко связаны с ω и могут выражены прямо через ω, либо их необходи-
мо отыскивать специально при помощи уравнений вида (2.10). К последнему 
пути прибегают, в частности, в случае автономной системы, т.е. для генерато-
ра, не подвергающегося переменным воздействиям. Само соотношение (2.10) 
является тогда уравнением установившегося режима в автономном автогенера-
торе и может быть получено (при условии, что ie ≡ 0) непосредственно из рас-
смотрения эквивалентной схемы, изображенной на рис.6,а. 

Подставляя выражение для Y в (2.10), имеем 
,0ˆ =+ YY  

откуда, в частности, следует, что 
,0ReˆRe =+ YY                                           (2.11) 

где ŶRe –активная проводимость линейного пассивного двухполюсника с по-
терями, которая всегда положительна. Поэтому в качестве необходимого усло-
вия того, что уравнение (2.11) имеет ненулевые решения для амплитуды коле-
баний (в противном случае система не является автоколебательной), может 
быть записано неравенство 

,0Re <Y  
означающее, что в системе обеспечивается компенсация потерь энергии. Для 
обозначения эффекта компенсации потерь используется термин «регенерация». 

Наряду с уравнениями установившегося режима, получаемыми с помо-
щью метода гармонического баланса, для анализа автогенераторов резонансно-
го типа, как правило, необходимы соотношения, которыми учитывались бы 
обусловленные двухполюсниками Т и А (рис.1,б) вклады в постоянные состав-
ляющие напряжения u или тока i. Для простейших вариантов удается с самого 
начала выразить постоянную составляющую U0 через ЭДС постоянных источ-
ников, отнесенных к схеме двухполюсника Т. В более сложных ситуациях, в 
том числе для так называемых схем с автоматическим смещением, составляет-
ся уравнение, которое нужно рассматривать совместно с уравнениями, полу-
чаемыми методом гармонического баланса. В любом случае нахождение соот-
ношений для постоянных составляющих является самостоятельной задачей. 
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2.2. Уравнения установившегося режима для схем с нелинейным  
активным трехполюсником 

 
Условимся, что в структурной схеме, изображенной на рис.1,а, в каче-

стве нелинейного активного элемента А выбран для определенности полевой 
транзистор (ПТ). В отношении четырехполюсника Т далее предполагается, что 
он сводится к схеме из линейных пассивных сосредоточенных элементов с ма-
лыми потерями, которая содержит, кроме того, источники постоянных напря-
жений, необходимые для задания рабочей точки транзистора, и может (в слу-
чае неавтономной системы) содержать источник внешнего переменного воз-

действия с синусоидальной зависимостью от 
времени. Считается также, что для последую-
щего анализа может быть применена эквива-
лентная схема, в которой четырехполюсник Т 
заменен показанным на рис.8 соединением ис-
точника гармонического тока ie и четырехпо-
люсника R, не содержащего источников пере-
менного воздействия. Ток ie выражается в по-

следующем согласно (2.1), причем комплексная амплитуда eI�  предполагается 
постоянной величиной. Если допустимо пренебрежение током затвора , то 
уравнения установившегося режима для схемы, представленной на рис.8, вы-
водятся примерно так же, как для схемы генератора на двухполюсном нели-
нейном активном элементе (рис.6,а). 

Будем интересоваться только теми гармоническими компонентами, ко-
торые в установившемся режиме периодических или почти периодических ко-
лебаний содержатся в напряжениях u и ud. Для любой из них можно (опуская 
индексы, вводимые с целью нумерации гармоник) записать следующие соот-
ношения между комплексными амплитудами тока стока id, тока iR и напряже-
ния u: 

 
,ˆ, CC

R
CC

d UYIUSI ���� ==  
 
где S – средняя крутизна транзистора по току стока, а Ŷ  – величина, обратная 
расположенному вне главной диагонали и обозначаемому ниже как Z21 элемен-
ту Z-матрицы линейного четырехполюсника R. 

Вводя обозначение 
YSY ˆ+=  

и принимая во внимание, что для гармоники, имеющей частоту ω, 
,e

C
R

C
d III ��� =+  нетрудно прийти к уравнению установившегося режима в виде 

Рис.8

R

di

u

ud
iR

ie
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(2.8). Учет вкладов других гармонических компонент дает уравнения вида 
(2.10), которые для схемы, изображенной на рис.8, приводятся к форме: 

.121 −=ZS                                            (2.12) 
В общем случае при ie ≠ 0 (неавтономная система) совокупность урав-

нений установившегося режима помимо уравнений вида (2.8) и (2.12), состав-
ляемых с помощью метода гармонического баланса, должна включать также 
соотношения для постоянных составляющих. Для автономных систем, т.е. при 
ie ≡ 0, подобные совокупности не содержат уравнений вида (2.8). 

 
 
2.3. Уравнения, получаемые при помощи модифицированного метода 
комплексных амплитуд 
 
Отыскание решений уравнений установившегося режима дает лишь 

частичную информацию  о свойствах генератора резонансного типа. Если по-
добные решения имеются, то нужно выяснить для каждого из них, устойчиво 
ли оно по отношению к малым возмущениям. Утвердительный ответ на вопрос 
об устойчивости в малом – необходимое условие того, что соответствующее 
решение может реализоваться. Для исследования устойчивости того или иного 
установившегося режима динамической системы требуются соотношения, ко-
торые позволяли бы судить об эволюции отклонений от этого режима во вре-
мени. Один из эффективных путей вывода таких соотношений базируется на 
применении модифицированного метода комплексных амплитуд, предложен-
ного К.Курокавой [5]. Подход, лежащий в основе упомянутого метода, опира-
ется на такое характерное свойство генераторов резонансного типа, как мед-
ленность изменения во времени амплитуд и начальных фаз их колебаний. С 
этой точки зрения излагаемый ниже метод аналогичен методу медленно ме-
няющихся амплитуд [4, 6, 9]. Уравнения, к которым приводит его использова-
ние, могут быть, как и в случае метода медленно меняющихся амплитуд, на-
званы укороченными, причем возможно получение укороченных уравнений 
общего вида для целого класса автогенераторов, а не только для конкретных 
схем. Последнее обстоятельство является основным достоинством данного ме-
тода. 

При первоначальном рассмотрении ограничимся генераторами на двух-
полюсных нелинейных активных элементах (рис.1,б) и выберем в качестве ис-
ходной эквивалентную схему, приведенную на рис.6,а. Режимы, отличные от 
установившихся (стационарных), будем называть нестационарными. Учитывая 
(2.2), выведем для них сначала соотношения между комплексными амплитуда-
ми, относящиеся к линейному двухполюснику R (рис.7). Входящие в (2.2) пе-
ременные составляющие uR∼ и iR∼ запишем для нестационарного режима как 
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uR∼(t) =∑

n
nRn tjtU )],exp{)(Re[ ω�    iR∼(t) =∑

n
nRn titI )]exp()(Re[ ω� . 

Здесь частоты ωn полагаются такими же, как в стационарном режиме, а ком-
плексные амплитудные множители )(tU Rn

�  и )(tI Rn
�  считаются изменяющимися 

во времени медленно, что является следствием принятого ранее предположе-
ния о принадлежности системы в целом к классу квазилинейных и близких к 
консервативным. 

Получим сначала соотношение для компоненты, изменяющейся с час-
тотой внешнего воздействия ω (индекс «n», введенный для нумерации компо-
нент, в последующем опущен). В отличие от использованной выше стандарт-
ной процедуры метода комплексных амплитуд мы будем, учитывая возмож-
ную зависимость RU�  и RI�  от времени, применять видоизмененное правило пе-
рехода от уравнения (2.2), связывающего мгновенные значения, к соотноше-
нию между комплексными амплитудами: 

uR∼(t) → ),(tU R
�     iR∼(t) → ),(tI R

�     .
dt
dj

dt
d

+→ ω              (2.13) 

Необходимость замены оператора дифференцирования 
dt
d  суммой 

dt
dj +ω  вытекает из формулы 

)()exp()]exp([ tU
dt
djtjtjU

dt
d

R

k

Rk

k
��





 += ωωω  

и аналогичного ей равенства для тока iR. 
Применяя видоизмененное правило перехода (2.13) к (2.2), имеем 

).()(ˆ)()(ˆ tU
dt
djMtI

dt
djN R

�� +=+ ωω                     (2.14) 

Воспользуемся для )(ˆ
dt
djN +ω  и )(ˆ

dt
djM +ω  степенными разложениями по 

dt
d  

и, принимая во внимание, что при медленном изменении комплексных ампли-
туд RU�  и RI�  

 

,, 2

2

dt
Ud

dt
Ud

U
dt
Ud RR

R
R

��
�

�
ωω <<<< …

dt
Id

dt
Id

I
dt
Id RR

R
R

��
�

�
ωω <<<< 2

2

, ,.., 

оставим в разложениях члены не выше первого порядка малости. В результате 
вместо (2.14) получим 



 19

,)(ˆ)()(ˆ)(ˆ)()(ˆ
dt
Ud

jMtUjM
dt
Id

jNtIjN R
R

R
R

�
�

�
� ωωωω ′+=′+          (2.15) 

где штрихами отмечены производные по аргументу jω, выражаемые далее че-
рез производные по ω согласно формулам: 

,ˆˆ

)(

ˆ
)(ˆ

ωωω
ω Nj

d
Ndj

jd
NdjN ′−=−==′    .ˆˆ

)(

ˆ
)(ˆ

ωωω
ω Mj

d
Mdj

jd
MdjM ′−=−==′  

Для не зависящих от времени комплексных амплитуд RI�  и RU� , т.е. в 
установившемся (стационарном) режиме, из формулы (2.15) вытекают соотно-
шения (2.3 – 2.5). Принимая во внимание определение адмиттанса Ŷ , поделим 
(2.15) на )(ˆ ωjN  и, заменяя с точностью до величин первого порядка малости 

производную 
dt
Id R
�

 на ,)(ˆ
dt
Ud

jY R
�

ω  придем после тождественных преобразова-

ний к следующему приближенному равенству: 

.ˆ)(ˆ)(
dt
Ud

YjtUYtI R
RR

�
��

ω′−=                                    (2.16) 

Не прибегая к подробным обоснованиям, запишем (имея в виду неста-
ционарный режим) аналогичное соотношение между комплексными амплиту-
дами AI�  и U�  для двухполюсника А: 

,)()( ω dt
UdYjtUYtI A

��� ′−=                                     (2.17) 

где −Y  средний адмиттанс, входящий в равенство (2.6), к которому сводится 
(2.17) в случае стационарного режима. 

Для эквивалентной схемы, представленной на (рис.6,а), ,eAR III ��� =+  а 
вместо RU�  может быть записано U� . Тогда, используя ранее введенное обозна-
чение для суммарного адмиттанса Y, нетрудно, основываясь на (2.16, 2.17), вы-
вести дифференциальное уравнение, именуемое далее укороченным: 

.eIUY
dt
UdYj ���

=+′− ω                                          (2.18) 

Соотношение для компоненты, отвечающей частоте, которая отличается от 
частоты внешнего воздействия, может быть получено из (2.18), если положить 
в нем eI�  равным нулю. Для эквивалентной схемы, приведенной на рис.6,б, 
применение изложенного подхода дает укороченное уравнение вида 

,EIZ
dt
IdZj ���

=+′− ω                                              (2.19) 
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где Z – суммарный импеданс, входящий в уравнение (2.9). Легко видеть, что в 
установившемся режиме уравнения (2.18), (2.19) превращаются соответственно 
в соотношения (2.8), (2.9), получаемые при помощи стандартной процедуры 
метода гармонического баланса. 

Обратимся теперь к системе на трехполюсном нелинейном активном 
элементе (рис.1,а). Будем считать, что транзисторный генератор, эквивалентная 
схема которого представлена на рис.8, является системой, близкой к линейной 
и консервативной. Тогда из рассмотрения на основе подхода, реализованного 
выше для схем с активным двухполюсником, вытекает, что в нестационарном 
режиме приближенное соотношение между комплексными амплитудами RI�  и 
U�  приводится к виду (2.16), где −Ŷ  величина, определяемая для четырехпо-
люсника R и равная .1

21
−Z  (Как и ранее, ток затвора предполагается пренебре-

жимо малым.) Комплексная амплитуда dI�  выражается через U�  и 
dt
Ud �  согласно 

правой части (2.17), где под Y  следует понимать среднюю крутизну S  полево-
го транзистора. Если определить для генератора на ПТ суммарный адмиттансY 
так, как он определен выше, то укороченные уравнения этого генератора будут 
выглядеть так же, как и те, что выведены для схемы, изображенной на рис.6,а. 
В частности, если комплексная амплитуда U�  напряжения затвор-исток соот-
ветствует гармонической компоненте, изменяющейся с частотой внешнего 
воздействия, то в качестве укороченного уравнения схемы, представленной на 
рис.8, следует использовать соотношение (2.18). 
 

3. ОДНОКОНТУРНЫЙ ТРАНЗИСТОРНЫЙ ГЕНЕРАТОР 
С ТРАНСФОРМАТОРНОЙ ОБРАТНОЙ СВЯЗЬЮ 

 
3.1. Некоторые вспомогательные соотношения 

 
Приведенный на рис.9 вариант LC-генератора на ПТ соответствует 

классической схеме Мейснера. Соединение линейных элементов и источников 
постоянных ЭДС, расположенное между зажимами 1-1 и 2-2, образует обла-
дающий резонансными свойствами четырехполюсник обратной связи R (см. 
для сравнения структурную схему на рис.8). Если источник гармонического 
тока ie отсутствует (комплексная амплитуда eI�  тождественно равна нулю), 
система в целом является автономной, в противном случае – неавтономной. 

Предполагая ток затвора ПТ пренебрежимо малым, приведем соотно-
шения, которые могут понадобиться при анализе как автономной, так и неав-
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тономной систем. Поскольку переменная составляющая ud∼ напряжения сток-
исток равна напряжению на зажимах колебательного контура, имеем 

ud∼ = .
dt

di
L L  

С другой стороны, переменная составляющая напряжения между затвором и 
истоком 

u∼ = ,
dt

di
M L  

так что справедливо следующее соотношение; 
u∼ = K ud~, 

где величина K = M/L может быть названа коэффициентом обратной связи. 
Как нетрудно убедиться, для выбранных на рис.9 направлений отсчета 

напряжений и токов обратная связь может быть положительной только при от-
рицательной взаимной индуктивности M, т.е. необходимо, чтобы 

MM −= ,   KK −= .                                   (3.1) 
Обозначим реактивную проводимость LC-контура на частоте ω как b(ω): 

.
1

)(
L

Cb
ω

ωω −=                                        (3.2) 

Входной импеданс (комплекс-
ное сопротивление) четырехполюсника 
обратной связи на зажимах 1-1, учиты-
вая отсутствие тока через зажимы 2-2, 
выражается как 

jbg
Z

+
=

1
11  

и называется далее сопротивлением 
холостого хода, причем активная про-
водимость g считается малой величи-
ной (g<<ωC). Согласно определениям элементов Z-матрицы передаточное со-
противление Z21 четырехполюсника R следующим образом выражается через 
Z11 и коэффициент K: 

Z21 = KZ11. 
Используя обозначение Ŷ  для величины, обратной Z21, имеем 

).(1ˆ jbg
K

Y +=                                         (3.3) 

Рис.9
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3.2. Одночастотный режим в автономном одноконтурном генераторе 

 
Рассмотрим схему Мейснера (рис.9), не содержащую идеального источ-

ника гармонического тока ie )0( ≡eI� . Предполагая возможный установившийся 
режим в этой автономной системе одночастотным по напряжению, будем ис-
ходить при отыскании частоты и амплитуды автоколебаний из уравнения 
(2.12), представленного в форме 

.ŶS −=                                              (3.4) 
Если ток стока id выражается однозначной функцией u и ud, то при ве-

щественном коэффициенте K средняя крутизна S  в одночастотном режиме 
также оказывается вещественной величиной. Тогда на основании (3.4, 3.3) 

,0ˆIm ==
K
bY                                            (3.5) 

откуда, имея в виду (3.2), следует, что частота автоколебаний совпадает (в пер-
вом приближении) с резонансной частотой колебательного контура 

.1
0 LC
== ωω  

Если принять во внимание (3.1, 3.3, 3.5), то из (3.4) вытекает, кроме то-
го, соотношение, служащее для нахождения стационарной амплитуды UC . 

.)(
K
gUS C =                                            (3.6) 

Графический способ решения уравнения (3.6) проиллюстрирован на 
рис.10 для случаев мягкой (рис.10,а) и жесткой (рис.10,б) характеристик сред-

ней крутизны. Как видно 
из рис.10,а, неравенство 

K
gS >)0(  

является необходимым 
условием того, чтобы 
уравнение (3.6) имело 
при мягкой характери-

стике отличные от нуля решения для амплитуды UC. В случае жесткой харак-
теристики (рис.10,б) и при выполнении условий 

mS
K
gS <<)0(  

у уравнения (3.6) оказываются сразу два ненулевых решения. 

)(US

Рис.10

0
U
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Ответ на вопрос о том, могут ли реализоваться найденные решения, за-
висит от результатов исследования их устойчивости (в малом). Это исследова-
ние удобно провести, опираясь на укороченное уравнение (2.18), полученное 
при помощи модифицированного метода комплексных амплитуд и представ-
ляемое для 0≡eI�  в форме 

.UY
dt
UdYj ��

=′ω                                              (3.7) 

Полагая )exp( θjUU =� , а Y = G + jB, где G = ,)(
K
gUS +  ,

K
bB =  запи-

шем вместо (3.7) равносильную ему систему вещественных укороченных урав-
нений: 

,GU
dt
dG

dt
dUB −=′+′ θ

ωω    .BU
dt
dB

dt
dUG =′−′ θ

ωω          (3.8), (3.9) 

В установившемся автоколебательном режиме, т.е. для амплитуды CU  
и фазы Cθ , не изменяющихся с течением времени, из (3.8, 3.9) вытекают при 

0≠CU  соотношения 
,0)( =CUG    ,0=B                                        (3.10) 

которые согласуются с уравнением вида (2.10), получаемым методом гармони-
ческого баланса. 

Поскольку в рассматриваемом частном случае 

,0=′ωG    ,0)1(1
2 <+−=′
L

C
K

B
ωω                         (3.11) 

уравнения (3.8, 3.9) можно упростить: 

,)()( UUG
dt

dUB =′− ω    .)( BU
dt
dB =′−
θ

ω          (3.12), (3.13) 

Следуя процедуре исследования устойчивости в малом, допустим, что 
амплитуда )(tU  отличается от стационарного значения CU  на малую добавку 

).(tU∆  С точностью до малых величин порядка возмущения U∆  
,)()()( UUGUGUG C

U
C ∆′+=  

что позволяет, принимая во внимание первое из соотношений (3.10), преобра-
зовать (3.12) в следующее линейное уравнение: 

.)()( UUGU
dt

UdB C
U

C ∆′=
∆′− ω                          (3.14) 

Если справедливо неравенство 
,0)( <′ C

U US                                   (3.15) 
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то частная производная )( C
U UG ′  также отрицательна и, как видно из (3.14), от-

клонение U∆  с течением времени стремится к нулю, т.е. выполняется условие 
асимптотической устойчивости по отношению к амплитуде. Обращаясь к 
уравнению (3.13), легко показать, что при асимптотической устойчивости по 
отношению к амплитуде автономная система устойчива, хотя и не асимптоти-
чески, по отношению к фазе. 

Согласно (3.15) решение CU  для стационарной амплитуды, удовлетво-
ряющее уравнению (3.6), устойчиво, если при значениях амплитуды U, близ-
ких к UC, средняя крутизна убывает с ростом U. Это условие справедливо для 
любых точек пересечения мягкой характеристики (рис.10,а) с горизонтальной 
прямой, проведенной на высоте g/|K|, а в случае жесткой характеристики 
(рис.10,б) – только для точек ее спадающего участка. Таким образом, в приве-
денном на рис.10,б примере решение, которому отвечает амплитуда UC1, ус-
тойчиво, а решение с амплитудой UC2 неустойчиво. 

Решение уравнения (3.12) с нулевой амплитудой (U = 0) соответствует 
состоянию равновесия системы, устойчивость которого может быть, как и вы-
ше, исследована при помощи процедуры линеаризации. При малых амплиту-
дах U из (3.12) получается следующее уравнение первого приближения: 

,)0()( UG
dt

dUB =′− ω                                      (3.16) 

анализ решений которого, показывает, что состояние равновесия устойчиво (в 
малом), и притом асимптотически, если 

.||/)0( KgS <  
Основываясь на полученных результатах, можно установить, как изменяется 

амплитуда U при 
плавном измене-
нии коэффициента 
обратной связи в 
случаях мягкой 
(рис.11,а) и жест-
кой (рис.11,б) ха-
рактеристик. При 
этом следует 
иметь в виду, что 
получение зависи-
мостей |)(| KU  и, 

в частности, нахождение критического коэффициента обратной связи K0, раз-
деляющего области устойчивого (в малом) и неустойчивого состояний равно-
весия и соответствующего порогу самовозбуждения, требует учета влияния K 

U

CU

U
1CU

00
0K

K K

mK

а) б)

Рис.11
0K
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на вид функции ).(US  При увеличении || K , начинающемся от || 0K , зависи-
мость |)(| KU , приведенную на рис.11,а, отличает плавное нарастание ампли-
туды автоколебаний. Подобную ситуацию трактуют как мягкое самовозбужде-
ние. Для зависимости |)(| KU , изображенной на рис.11,б, в интервале между 

|| mK  и || 0K  характерна неоднозначность, причем пунктирная линия соответ-
ствует неустойчивым решениям .2CU  Как видно из рис.11,б, постепенное уве-
личение || K  от значений, меньших || mK , приводит при 0KK =  к скачкооб-
разному (жесткому) возникновению автоколебаний, а в случае плавного 
уменьшения || K  автоколебания срываются скачком при mKK = . 

 
 
 
 

3.3. Резонансное воздействие источника гармонического тока на схему 
Мейснера 

 
При рассмотрении неавтономной системы, представленной на рис.9, 

предположим, что частота ω колебаний источника гармонического тока ie 
близка к резонансной частоте LC-контура: 

ω = ω0 + δω, 
где |δω| << ω0. 

Выберем начало отсчета времени таким образом, чтобы отличная от ну-
ля комплексная амплитуда eI�  равнялась своему модулю, обозначаемому в по-
следующем как .eI  Примем, что для M и K справедливы равенства (3.1), т.е. 
обратная связь, как и в случае автономного генератора, положительная. 

Предположим также, что в установившемся режиме в напряжениях ме-
жду выводами ПТ помимо постоянных составляющих содержатся только гар-
моники, изменяющиеся с частотой ω, которая в данном случае известна зара-
нее (одночастотный режим). Считается, кроме того, что имеют место все про-
чие предпосылки, необходимые для того, чтобы средняя крутизна S  оказалась 
вещественной функцией амплитуды U переменной составляющей u∼ напряже-
ния между затвором и истоком ПТ и не зависела от начальной фазы этой со-
ставляющей. Воспользуемся в качестве исходного соотношения укороченным 
уравнением (2.18), форма которого может быть изменена с учетом введенных 
допущений. Принимая во внимание (3.3, 3.1, 3.2) и близость ω к ω0, легко пока-
зать, что для мнимой части входящего в (2.18) суммарного адмиттанса Y мож-
но использовать приближенное выражение 
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δω
||

2
K
CB −≈ , 

а частную производную ωY ′  записать как 

.
||

2
K
CjBj −≈′ω  

Тогда вместо (2.18) может быть получено уравнение 

,
2

||])([ eI
C
KUjU

dt
Ud

−−= ��
δωβ                            (3.17) 

где для функции )(Uβ , именуемой далее средним инкрементом, справедливо 
следующее выражение: 

].)(|[|
2
1)( gUSK
C

U −=β                               (3.18) 

Величина β, равная ),0(β  может быть названа линейным инкрементом. 
Как известно, вводимый для колебательного контура с малыми потерями лога-

рифмический декремент равен ,2

0ω
πα  причем применительно к рассматривае-

мому случаю показатель затухания .
2C
g

=α  Поэтому, строго говоря, под ли-

нейным и средним инкрементом следовало бы понимать безразмерные величи-

ны 
0

2
ω
πβ  и .2

0ω
πβ  Тем не менее для ненормированных величин β  и β  в после-

дующем сохраняются введенные выше наименования. Легко показать, что в 
случае автономной схемы Мейснера через линейный инкремент β можно выра-
зить решение линейного уравнения (3.16), описывающее эволюцию малых от-
клонений амплитуды U от равновесного значения 0=U : 

).exp()0()( tUtU β=  
Введение понятий «средний инкремент» и «линейный инкремент» оправдано 
как средство учета регенерации (компенсации потерь), которая в схеме, пред-
ставленной на рис.9, обусловлена положительной обратной связью. 

Выражая в показательной форме через модуль U и аргумент θ ком-
плексную амплитуду U�  в (3.17), умножая это уравнение на )exp( θj−  и разде-
ляя в получившемся соотношении вещественные и мнимые слагаемые, придем 
к следующей системе укороченных уравнений: 

),,( θUP
dt

dU
=         ),,( θθ UQ

dt
d

=                             (3.19) 
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где 

,cos
2

||)(),( θβθ eI
C

KUUUP −=    δωθθ −= sin
2

||
),(

CU
IK

UQ e .        (3.20) 

Обозначим не изменяющиеся во времени (стационарные) амплитуду U 
и фазу θ  в установившемся одночастотном режиме в рассматриваемой неавто-
номной системе соответственно через 0U  и 0θ , сохраняя при этом обозначения 

CU  и Cθ  для стационарных значений амплитуды и фазы в автономной автоко-
лебательной системе. Согласно (3.19) и (3.20) для 0U  и 0θ  справедливы соот-
ношения 

,cos
2

||)( 000 θβ eI
C
KUU =    ,sin

2
|| 00 θδω eI

C
KU =                  (3.21) 

из которых после исключения 0θ  вытекает равенство 

.
4

)]()()([ 2

22
20202

C
IK

UU e=+ δωβ                              (3.22) 

Проанализируем зависимости стационарной амплитуды 0U  от частоты 
ω (или от расстройки )0ωωδω −=  при различных фиксированных Ie. Нагляд-
ный способ получения таких зависимостей основывается на предварительном 
рассмотрении обратной функции ),( 0Uδω  выражение для которой выводится 
непосредственно из (3.22). 

.)(
)(4

02
202

22

U
UC
IK e βδω −±=                                  (3.23) 

Детальный анализ любого установившегося режима должен включать 
получение условий его устойчивости. С этой целью в данном случае удобно 
использовать обобщенные признаки асимптотической устойчивости стацио-
нарных решений, сводящиеся для системы (3.19) к двум неравенствам [6, 8]: 

 
,0<′+′ θQPU      0>′′−′′ UU QPQP θθ ,               (3.24), (3.25) 

где θθ QQPP UU ′′′′ ,,,  – частные производные, вычисленные при соответствующих 
стационарных значениях 0U  и .0θ  

Из (3.20), принимая во внимание (3.21), имеем выражения 

),()( 000 UUUPU β′+β=′                 ,sin
2

|| 00 δω=θ=′θ UI
C

KP e  

,sin
)(2

||
0

0
20 UUC

IK
Q e

U
δω

−=θ−=′    ),(cos
2

|| 00
0 U

CU
IK

Q e β=θ=′θ  

использование которых позволяет записать неравенство (3.24) как 
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,0)()(2 000 <′+ UUU ββ                                       (3.26) 
а неравенство (3.25) – в виде условия 

.0)()]()()[( 20000 >δω+β′+ββ UUUU                        (3.27) 
Условию (3.27) можно придать более компактную форму с помощью приводи-
мого ниже вспомогательного соотношения, которое получается в результате 
дифференцирования (3.22) по 0U , причем при выполнении дифференцирова-
ния δω рассматривается как функция 0U : 

.0||||2)()]()()()([2 0
200002020 =

δω
δω+β′β+δω+β

dU
dUUUUUU    (3.28) 

Если выражение в квадратных скобках в (3.28), тождественное левой части не-
равенства (3.27), положительно, то необходимо, чтобы было справедливо усло-
вие 

,0||
0 <

dU
d δω                                              (3.29) 

которое может применяться вместо (3.27) при известной зависимости δω от 
,0U  определяемой согласно (3.23). 

Следует отметить, что выполнение условий (3.26, 3.27) или (3.26, 3.29) 
означает для исследуемого установившегося одночастотного режима в рас-
сматриваемой неавтономной системе асимптотическую устойчивость как по 
отношению к амплитуде, так и по отношению к фазе. 

Конкретизируем полученные ре-
зультаты, считая среднюю крутизну S  
монотонно убывающей функцией U, что 
отвечает мягкой характеристике (рис.5,а). 
Начнем со случая, когда изучаемая схема 
представляет собой потенциально-
автоколебательную систему, т.е. ее со-
стояние равновесия устойчиво и в отсут-
ствие переменных воздействий в ней не 
могут поддерживаться незатухающие ко-
лебания. Учитывая приведенное выше оп-
ределение линейного инкремента, это 
предположение можно выразить при мяг-
кой характеристике посредством формулы 

.0)0( <= ββ  
Для отличных от нуля значений амплитуды U средний инкремент ),(Uβ  

определяемый согласно (3.18), в таком случае также отрицателен, причем его 
модуль тем больше, чем больше U, что обусловливает, в частности, монотон-

0
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ное уменьшение с ростом 0U  функции, стоящей под знаком радикала в соот-
ношении (3.23), при любых значениях Ie. Семейство зависимостей || δω  от 0U  
для различных Ie, построенное (с учетом вещественности δω) согласно (3.23) на 
рис.12, представлено на рис.13 в виде амплитудно-частотных характеристик 

)(0 δωU . Благодаря тому, что при мягкой характеристике в случае потенциаль-
но-автоколебательной системы средний инкремент )( 0Uβ  и его производ-
ная )( 0Uβ ′  принимают только отрицательные значения, условия устойчивости 
(3.26) и (3.27) для найденных решений оказываются справедливыми всюду. С 
этим согласуется так-
же характер зависимо-
стей || δω  от ,0U  сви-
детельствующий о вы-
полнении в данном 
случае условия (3.29) 
при любых Ie. Приве-
денные на рис.13 зави-
симости 0U  от δω на-
поминают по внешне-
му виду резонансные 
кривые линейного ко-
лебательного контура. 
Для сравнительно ма-
лых амплитуд Ie, при 
которых расхождения между значениями )( 0Uβ  и )0(ββ =  могут считаться 
пренебрежимо малыми, форма амплитудно-частотной характеристики )(0 δωU  
действительно соответствует лоренцевой кривой. При этом из-за регенерации 
полоса пропускания получается более узкой (добротность более высокой), чем 
у отдельного LC-контура, шунтированного резистивным элементом с прово-
димостью g. Если перейти к значениям Ie, при которых нельзя пренебрегать 
разницей между )( 0Uβ  и β, то зависимости )(0 δωU , нормированные к своим 
максимумам, будут представляться кривыми, как говорят, «менее острыми», 
чем для малых Ie. Отмечаемая при Ie, не являющихся малыми, некоторая «сто-
лообразность» амплитудно-частотных характеристик )(0 δωU  – основное, чем 
они отличаются по форме от резонансных кривых линейного колебательного 
контура. 

По-прежнему считая )(US  монотонно убывающей функцией амплиту-
ды U (рис.5,а), предположим теперь, что рассматриваемая схема (рис.9) спо-
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собна сама в отсутствие воздействий, изменяющихся во времени, генерировать 
незатухающие колебания, т.е. является автоколебательной системой. Тогда, как 
нетрудно показать с помощью (3.18), обращаясь, например, к рис.10,а, иллюст-
рирующему процедуру нахождения стационарной амплитуды CU  в случае ав-
тономного автогенератора, линейный инкремент ,0)0( >= ββ  а уменьшающий-
ся с ростом U средний инкремент )(Uβ  обращается в нуль при CUU =  и при 

CUU >  оказывается отрицательным. Вытекающая из сказанного немонотон-
ность изменения модуля )(Uβ , как правило, усложняет по сравнению с тем, 
что имело место выше, характер зависимостей || δω  от 0U . Их возможные ва-

рианты, отвечающие пяти раз-
личным значениям Ie, приведе-
ны на рис.14. 

Далее рассмотрение ав-
токолебательной системы при 
мягкой характеристике прово-
дится с использованием соот-
ношения (1.10), аппроксими-
рующего зависимость )(US  
ветвью квадратичной параболы, 
что позволяет, учитывая ска-
занное выше по поводу средне-
го инкремента ),(Uβ  выразить 
его приближенной формулой: 

].1[)(
2







−β=β CU

UU  

Тогда 

( )
,2)( 2CU

UU β
−=β′  

и, как легко убедиться, условие устойчивости (3.26) сводится к неравенству 
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U                                           (3.30) 

а условие (3.27) записывается в виде: 
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При этом уравнению (3.26) можно придать форму: 
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где в правой части стоит безразмерный параметр 
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О характере зависимостей амплитуды 0U  от расстройки δω удобно судить по 
находимым при помощи (3.32) соотношениям между нормированными вели-

чинами 
20









CU

U  и 
β
δω . Соответствующие кривые построены для различных ε на 

рис.15, причем устойчивому одночастотному режиму отвечают участки кри-

вых, лежащие за пределами двух заштрихованных областей: горизонтальной 
полосы, внутри которой нарушается условие (3.30), и ограниченной эллипти-
ческим овалом области, где не выполняется условие (3.31). 

Следует обратить внимание на одну существенную особенность рас-
сматриваемого установившегося режима. Дело в том, что частота изменения 
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гармонических компонент напряжений между выводами транзистора не одна и 
та же для одночастотных режимов в автономном одноконтурном генераторе и 
в неавтономном LC-генераторе, подвергающемся резонансному воздействию 
при δω = ω – ω0 ≠ 0. 

Частота автоколебаний автономной схемы Мейснера, как показано вы-
ше, в первом приближении равна ω0, т.е. частоте настройки LC-контура. Воз-
действие на эту схему (рис.9) источника гармонических колебаний с близкой к 
ω0 частотой ω может привести к установлению одночастотного режима, для 
которого частота изменения гармонических компонент напряжений u и ud 
строго равняется ω. Выходит так, что внешний источник как бы навязывает 
свою частоту автогенератору, иными словами, вынуждает автоколебательную 
систему, генерировать колебания с этой частотой. Описанный эффект называ-
ют явлением захватывания, или вынужденной синхронизацией (здесь имеется в 
виду синхронизм кратности единица, при котором частота генерируемых коле-
баний в точности равна ω). 

Область расстроек δω, соответствующих устойчивому режиму синхро-
низации, тем шире, чем больше амплитуда резонансного воздействия Ie, и мо-

жет быть определена из (3.32) при помощи условия (3.30) для 
27
8

>ε  и условия 

(3.31) для .
27
8

<ε  Для относительно малых амплитуд Ie (например, при 
27
2

<ε ) 

приближенное выражение для ширины полосы синхронизации (захватывания) 
2δωs можно вывести, если учесть, что на верхней границе овальной области, 
показанной на (рис.15), 0U  при малых расстройках δω приблизительно равня-
ется CU . Тогда из (3.32), как и из (3.23), следует практически линейная зави-
симость 2δωs от Ie: 

.
||

2 C
e

s CU
IK

≈δω  

Нарушение любого из условий устойчивости проявляется в том, что ус-
тановившийся режим в рассматриваемой неавтономной автоколебательной 
системе оказывается более сложным, чем одночастотный (моногармониче-
ский), и его анализ требует отдельного рассмотрения, которое может базиро-
ваться на укороченных уравнениях. С помощью укороченных уравнений могут 
быть исследованы также различные переходные процессы, в том числе уста-
новление режима автоколебаний в автономном генераторе. 

Переходя к рассмотрению анализируемой схемы (рис.9) при жесткой 
характеристике средней крутизны транзистора (рис.5,б), ограничимся случаем 
потенциально-автоколебательной системы. При этом, как видно из (3.18), 
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средний инкремент )(Uβ , как и средняя крутизна, выражается немонотонной 
функцией амплитуды U, что, учитывая (3.23), может привести к немонотонной 
зависимости |δω| от .0U  При дополнительном ограничении ||/ KgS m <  (см. 
рис.16,а), используя для функции )(US  аппроксимирующее выражение (1.11), 
можно представить зависимость β  от U (рис.16,б) следующей формулой: 

,2)()(
42


















−






β−β+β=β mm

m

U
U

U
UU  

что позволяет записать условие устойчивости одночастотного режима (3.26) в 
виде неравенства 

.423

220

β−β
β−β

>











−








m

m

mU
U                              (3.33) 

Если ,4 β<βm  то 
условие (3.33) 
справедливо при 
любых ,0U  а для 

||||4 β<<βm  – на-
рушается в полосе, 
определяемой не-
равенствами: 

.
3

0 m
m

UUU
<<

 
Нарушение второго условия 

устойчивости, в качестве которого 
целесообразно использовать нера-
венство (3.29), возможно лишь тогда, 
когда получаемая при помощи (3.23) 
зависимость 0U  от δω выглядит 
примерно так, как показано на 
рис.17, где пунктиром отмечены уча-
стки неустойчивых решений. Если в 
этом случае выполняется условие (3.33), то зависимость 0U  от δω, наблюдае-
мая на практике, содержит скачки, отмеченные штриховыми линиями на 
рис.17. 

)(US)0(S

U

U

0

0

mU

mU

β

mβ
)(Uβ

mS

K
g

а) б)

Рис.16

0 δω

0U

Рис.17
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3.4. Асинхронное воздействие на схему Мейснера 

 
Реализующиеся в неавтономной схеме Мейснера стационарные колеба-

тельные режимы, отличные от одночастотного, во многих случаях могут рас-
сматриваться как двухчастотные (бигармонические). Проанализируем одну из 
таких возможностей. Пусть частота изменения гармонического тока ie в схеме, 
представленной на рис.9, далека от резонансной частоты LC-контура. Предпо-
лагая, что при 0=ei  выполнены условия возбуждения автоколебаний, будем 
считать, что в установившемся режиме при 0≠ei  переменные составляющие 
напряжений затвор-исток и сток-исток состоят из двух гармоник с частотами 
ω1 и ω2. В качестве ω1 выберем частоту ω источника гармонического тока ie. В 
отношении частоты ω2 будем пока утверждать лишь, что она не находится в 
рациональном отношении с ω1, т.е. mω1+n ω2, где m и n – целые числа, совпада-
ет с ω1 только при m=1 и n=0 и совпадает с ω2 только при m=0, n=1. Тогда, если 
допустима аппроксимация зависимости тока стока id от u~ кубическим полино-
мом, то средние крутизны 1S  и 2S  выражаются вещественными функциями 
амплитуд U1 и U2 согласно (1.14, 1.15). 

Составляемые в соответствии с процедурой метода гармонического ба-
ланса уравнения установившегося режима для различных гармонических ком-
понент в данном случае имеют вид: 

,0
11 eIUY �� =      ,02 =Y                           (3.34), (3.35) 

 
где 111 ŶSY +=  и 222 ŶSY +=  – суммарные адмиттансы, а 1̂Y  и 2Ŷ  находятся 
при помощи (3.3). Для частоты ω, далекой от резонансной частоты LC-контура, 
вещественная часть 1̂Y , учитывая малость g, может считаться пренебрежимо 
малой по сравнению с мнимой частью. Малыми величинами порядка ||/ Kg  
считаются также средние крутизны 1S  и ,2S  что согласуется с предположени-
ем о близости системы к линейной и консервативной. 

Принимая во внимание (3.2, 3.3) и сделанные допущения, имеем на ос-
новании (3.34) следующее приближенное выражение для стационарной ампли-
туды колебаний с частотой внешнего воздействия: 

.
)( 1

0
1 eI

b
KU
ω

≈                                         (3.36) 

Разделяя мнимые и вещественные слагаемые в уравнении(3.35), заменим его 
равносильной системой вещественных уравнений 
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,0)( 2 =ωb      .
||

),( 0
2

0
12 K

gUUS =             (3.37),   (3.38) 

Если выполнены условия для возникновения гармонической компонен-
ты, изменяющейся с частотой ω2, то из (3.37) вытекает, что эта частота, как и 
частота автоколебаний автономного генератора, совпадает с резонансной час-
тотой 0ω  LC-контура, т.е. асинхронное воздействие не сказывается (в первом 
приближении) на значении частоты ω2. Из (3.38) с учетом (1.15) можно полу-
чить зависимость 0

2U  от амплитуды 0
1U , выражаемой согласно (3.36): 

 

( ) .2
||||3

4 20
11

3

0
2 U

K
ga

a
U −








−=                        (3.39) 

 
При ничтожно малых Ie условие существования отличного от нуля ре-

шения для 0
2U  выглядит так же, как и в случае автономной системы: 

 
.||/1 Kga >  

 
С ростом Ie выражение под знаком радикала в (3.39) становится все меньше и 
меньше, пока не обратится в нуль, после чего колебания с частотой ω2 пропа-
дают. Таким образом, воздействие на схему Мейснера, изменяющееся с часто-
той, далекой от ω0, способно подавить в этой схеме автоколебания. Такое явле-
ние получило название асинхронного гашения (или тушения) колебаний. 

О возможном подавлении автоколебаний, генерируемых схемой Мейс-
нера, с последующим переходом в одночастотный режим колебаний с частотой 
ω внешнего источника можно говорить и в случае резонансного воздействия 
(захватывание, или синхронизация). Характерно, что при ω, близких к ω0, для 
такого подавления требуются существенно меньшие амплитуды Ie, чем при 
асинхронном воздействии. 

Примером еще одного интересного явления может служить асинхронное 
возбуждение автоколебаний (переход от одночастотного режима к двухчастот-
ному). Однако подобное явление не реализуется при мягких характеристиках, 
т.е. при вытекающем из (1.15) убывании средней крутизны 2S  с ростом как 
амплитуды U1, так и амплитуды U2. Асинхронное возбуждение возможно при 
приводящей к жестким характеристикам нелинейной зависимости тока id от u~, 
аппроксимируемой полиномом пятой степени [4], в чем нетрудно убедиться с 
помощью формулы (1.16), если принять, что 01 >a , 03 >a , 05 <a . 
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4. ДВУХКОНТУРНЫЙ ГЕНЕРАТОР 

 
4.1. Вводные замечания и вспомогательные соотношения 

 
Рассмотрим автономную динамическую систему, иногда называемую 

генератором с двумя степенями свободы, а также LC-генератором с дополни-
тельным контуром (рис.18). Посредством емкости C между двумя колебатель-

ными контурами обеспечива-
ется связь, именуемая обычно 
внешней емкостной. Посколь-
ку при анализе процессов в 
схеме, представленной на 
рис.18, не обойтись без гро-
моздких преобразований, о 
некоторых используемых ни-
же обозначениях целесообраз-

но условиться заранее. 
Обозначим через YC комплексную проводимость емкости C: 

,CjYC ω=  
а также введем следующие обозначения для собственных реактивных и ком-
плексных проводимостей контуров 

,1
00

i
ii L

CB
ω

−ω=    00 iii jBgY += ,   ,...2,1=i  

и для реактивных и комплексных проводимостей контуров, шунтированных 
емкостью C 

,1

i
iiV L

CB
ω

−ω=    ,0 iViCiiV jBgYYY +=+=    ,...,2,1=i         (4.1) 

где .0 CCC ii +=  
Используя эти обозначения и считая ток через зажимы 2-2 пренебрежи-

мо малым, запишем комплексную проводимость на зажимах 1-1 как 

.
2

2

1
20

20
10

1
11

V

C
V

C

C

Y
Y

Y
YY

YY
YZ −=

+
+=−                               (4.2) 

Здесь употреблено применявшееся ранее обозначение 11Z  для элемента Z-
матрицы четырехполюсника R (см. рис.8 и рис.9), соответствующее сопротив-
лению холостого хода на зажимах 1-1. Учитывая приводившуюся выше связь 
между 11Z  и передаточным сопротивлением ,21Z  на основании (4.2) имеем 

Рис.18
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),(1ˆˆˆ
1

1
21 VV YY

K
ZBjGY +==+= −                              (4.3) 

где в данном случае ,/ 1LMK =  а YV – обусловленная связью между контурами 
дополнительная (вносимая) комплексная проводимость, шунтирующая первый 
(правый) контур: 

.
2

22

V
VVV Y

CjBGY ω
=+=                                   (4.4) 

Принимая во внимание (4.1), легко видеть, что 

,2
2

2
2

2
22

V

V
V Bg

BC
B

+
−=
ω

   .
2

2
V

V
V B

B
g

G −=              (4.5), (4.6) 

Введем стандартные обозначения для именуемых далее парциальными 
резонансных частот контуров, шунтированных емкостью C: 

,1

11
1 CL
=ω    .1

22
2 CL
=ω  

Обозначая через y квадрат частоты ω, отнесенной к ω2, а через x – квадрат от-
ношения ω1 к ω2, называемый в последующем взаимной расстройкой: 

,/ 2
2

2 ωω=y    ,/ 2
2

2
1 ωω=x  

и преобразуя выражения (4.1) для B1V и B2V, получим 

,)( 12
2
1

21
1 y

xyC
C

B V
−

=−= ωωω
ω

                         (4.7) 

.1)( 22
2
2

22
2 y

yC
C

B V
−

=−= ωωω
ω

                        (4.8) 

Вводя в рассмотрение коэффициент связи между контурами kC и зату-
хание (величину, обратную добротности) второго контура d: 

,
21CC

CkC =    ,
22

2

C
g

d
ω

=  

придем на основании (4.5, 4.8) к следующей формуле: 

.
)1(

)1(
22

2
12

ydy
yyykC

B C
V

+−

−
=
ω

                                (4.9) 

4.2. Предварительный анализ одночастотных режимов 
 

Предполагая установившийся режим в представленной на рис.18 схеме 
одночастотным (по напряжению) займемся отысканием для него частоты и ам-
плитуды колебаний напряжения между затвором и истоком ПТ. В качестве ис-
ходного соотношения воспользуемся либо уравнением (2.12), либо равносиль-
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ной ему формулой (3.4), где Ŷ  в данном случае выражается согласно (4.3). Как 
и ранее, остается в силе утверждение о том, что в схеме обеспечивается поло-
жительная обратная связь, т.е. для M и K по-прежнему считаются справедли-
выми равенства (3.1). Считая ПТ безынерционным элементом и учитывая ве-
щественность коэффициента обратной связи K, можно утверждать, что средняя 
крутизна S  является вещественной функцией амплитуды U гармонической 
компоненты напряжения между затвором и истоком. Тогда, если принять во 
внимание (4.2 – 4.4), из (3.4) вытекают два уравнения, первое из которых ис-
пользуется далее для нахождения частоты колебаний, а второе – для определе-
ния стационарной амплитуды CU : 

,01 =+ VV BB    ).(
||

1)( 1 V
C Gg

K
US +=        (4.10), (4.11) 

Учитывая (4.7, 4.9), можно записать (4.10) в форме соотношения, связы-
вающего нормированные величины: 

),(yzx =                                        (4.12) 
где 
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)1(

)1(
)( 22

22

ydy
yyk

yyz C

+−

−
+=                        (4.13) 

Соотношение (4.12) совместно с (4.13) позволяет разыскивать значения часто-
ты стационарных колебаний при заданных ω1, ω2, d и kC.. Это можно сделать 

достаточно просто и наглядно, ес-
ли предварительно построить 
график функции z(y). При малых 
d, соответствующих контуру с вы-
сокой добротностью, нетрудно 
показать, что, если ,dkC ≤  то z 
монотонно растет с увеличением 
y, откуда следует, что при этом 
условии y – однозначная функция 
x. При dkC >  для z характерно 
немонотонное изменение с ростом 
y, и тогда имеется интервал зна-

чений x, в котором уравнение (4.12) дает три решения для 2
2

2 /ωω=y  (рис.19). 
В случае мягкой характеристики средней крутизны решения, относящиеся 

к пунктирному участку кривой y(x), неустойчивы. Для того чтобы в этом убе-
диться, воспользуемся полученным при помощи модифицированного метода 
комплексных амплитуд укороченным уравнением (3.7), которому равносильна 
система вещественных укороченных уравнений (3.8, 3.9). Для рассматриваемо-
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го двухконтурного генератора вещественная (G) и мнимая (B) части суммарно-
го адмиттанса Y, входящие в (3.8, 3.9), выражаются формулами 

),(
||

1)(ˆ
1 VGg

K
USGSG +−=+=                              (4.14) 
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1ˆ 12
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ω

                      (4.15) 

Исключая из (3.8, 3.9) производную ,
dt
dθ  придем к уравнению 

.)(|| 2 UBGBG
dt

dUY ωωω ′−′=′                                  (4.16) 

Полагая, что U отличается от стационарной амплитуды CU  на малую добавку 
∆U, нетрудно посредством процедуры линеаризации получить из (4.16) сле-
дующее уравнение первого приближения 

,|| 2 UUBG
dt

UdY C
U ∆∆

ωω ′′−=′                                 (4.17) 

где частная производная UG ′ , равная согласно (4.14) ),( CUS ′  при мягкой ха-
рактеристике отрицательна. В то же время из (4.15) следует, что вычисляемая 
при условии (4.12) частная производная 

).(
||

2 1 yz
K
C

B ′−=′ω  

Тогда для нисходящего (пунктирного) участка зависимости y от x 
(рис.19), для которого ,0)( <′ yz  определяемая из уравнения (4.17) зависимость 

|| U∆  от времени t оказывается нарастающей, и потому этот участок отвечает 
неустойчивым решениям. 

Выясним теперь некоторые характерные особенности зависимостей 
),(xU C  получаемых из (4.11, 4.10) при dkC <  и .dkC >  Используя формулу 

(4.6) для GV и учитывая (4.10), преобразуем (4.11) к виду: 

,
||

1)(
2

1
21 








+=

V

VC

B
B

gg
K

US                                 (4.18) 

где VB1  и VB2  определяются выражениями (4.7, 4.8). 
Обозначая через α1 и α2 коэффициенты затухания собственных колеба-

ний в первом и втором контурах (шунтированных емкостью C): 

,
2 1

1
1 C

g
=α    ,

2 2

2
2 C

g
=α                                     (4.19) 
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и поступая подобно тому, как это было сделано выше для одноконтурного ге-
нератора, введем в рассмотрение линейный инкремент, определив его в данном 
случае формулами: 

[ ] ,)0(
2

||)0(||
2

1
1

1
1

1
1 αβ −=−= S

C
KgSK

C
                     (4.20) 

которые не учитывают потери во втором контуре. 
В последующем характеристика средней крутизны, предполагаемая 

мягкой , аппроксимируется ветвью квадратичной параболы согласно (1.10), что 
позволяет, принимая во внимание (4.7, 4.8, 4.19, 4.20), получить из (4.18) вы-
ражение для стационарной амплитуды 

[ ],)(
||3

8
1

3

1 x
Ka

C
U C Γβ −=                                  (4.21) 

где 

,
1)(

)()( 2 −
−

=
xy

xxyx αΓ                                      (4.22) 

а разность )(1 xΓβ −  можно трактовать как линейный инкремент, которым на-
ряду с регенерацией (положительной обратной связью) учитываются потери в 
обоих контурах. С учетом (4.12, 4.13) можно также записать 

,
)1(

)( 22

22
2

ydy
yk

x C

+−
=

α
Γ                                 (4.23) 

откуда, в частности, следует, 
что функция )(xΓ  принимает 
только неотрицательные зна-
чения. В формулах (4.22, 4.23) 
величина y является опреде-
ляемой при помощи (4.12, 
4.13) функцией взаимной рас-
стройки x (см. рис.19). Для 

1<<d  максимальное значение 
функции )(xΓ  равняется 

22
2 / dkCα  и достигается при 

.1=y  Из примера, приведен-
ного на рис.20, видно, что зависимости )(xΓ  для dkC <  и dkC >  существенно 
различаются по виду. Как и на рис.19, пунктирный участок кривой отвечает 
неустойчивым решениям. 

Формула (4.21) применяется далее для нахождения зависимостей ста-
ционарной амплитуды CU  от взаимной расстройки x при различных коэффи-

8,0 9,0 0,1 1,1
0

2α

)(xΓ

x

05,0=d

045,0=Ck

1,0=Ck

Рис.20
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циентах связи kC.. Способ изменения 2
2

2
1 /ωω=x  при фиксированном kC пред-

полагается таким, что C1, ω2 и || K  в процессе вариации x остаются неизмен-
ными. Можно, например, постепенно изменять магнитную проницаемость ма-
териала сердечника, на который намотаны катушка первого контура и катушка 
обратной связи, чем обеспечивается пропорциональное  изменение индуктив-
ности L1 и взаимной индуктивности M. 

При далеком от нуля положительном инкременте β1 и 
значениях x, не близких к единице, величина CU  слабо 
зависит от x и практически равна амплитуде стационар-
ных колебаний генератора с одним (первым) контуром. 
Если парциальная частота ω1 приближается к ω2 (x → 1), 
то при dkC <  и 22

21 / dkCαβ >  отмечается некоторое 
уменьшение амплитуды CU  (отсос энергии колебаний из 
первого контура во второй), достигающее наибольшего 
значения при x = 1 (рис.21). 

Если величина β1, предполагаемая значительно 
большей, чем ,2

2 Ckα  оказывается в случае dkC <  меньшей, чем ,/ 22
2 dkCα  а в 

случае dkC >  – меньшей α2, то в окрестности точки x = 1, как следует из 
(4.21), автоколебаний нет (рис.22). Таким образом, 
при перечисленных условиях потери во втором кон-
туре проявляются не только в отсосе энергии, но и в 
нарушении при x, близких к единице, условия само-
возбуждения, т.е. в гашении колебаний. Для 

2
210 Ckαβ <<  можно говорить о гашении автоколеба-

ний при превышении взаимной расстройкой x неко-
торого значения, меньшего единицы. В этом случае 
область гашения простирается до сколь угодно боль-
ших x. 

При dkC <  полученные решения для амплитуды CU  асимптотически 
устойчивы, что доказывается с помощью (4.17). То же самое при dkC >  можно 
утверждать по поводу решений, отвечающих интервалам изменения взаимной 
расстройки, в которых y и Γ представляются однозначными зависимостями от 
x. Вопрос об устойчивости решений, соответствующих интервалам, где прояв-
ляется неоднозначность функций )(xy  и ),(xΓ  рассмотрен ниже. На дальней-
шее отнесено также рассмотрение решений для стационарной амплитуды при 

dkC >  и .21 αβ >  
 

0
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x

CU

Рис.21

0
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CU
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4.3. Анализ двухконтурного генератора на основе двухмодового  
приближения 

 
Полагая условия dkC >  и 21 αβ >  выполненными одновременно, обра-

тимся к рассмотрению решений для частоты и амплитуды установившихся ко-
лебаний двухконтурного генератора (рис.18). При этом не будут приниматься 
во внимание решения, которые отвечают пунктирному участку зависимости 

),(xy  приведенной на рис.19. Тогда нетрудно прийти к выводу, что в некото-
ром интервале значений взаимной расстройки x, включающем ,1=x  из уравне-
ний (4.12, 4.21) получаются две пары зависящих от x значений частоты и ста-
ционарной амплитуды: Ω1, CU1  и Ω2, .2

CU  Первая пара соответствует верхней 
ветви зависимости )(xy  при ,dkC >  а вторая – нижней ветви (рис.19). В рас-
сматриваемом случае можно говорить о различающихся по частоте типах ко-
лебаний (модах) двухконтурного генератора. В такой ситуации нельзя заранее 
исключать возможность двухчастотного режима, т.е. одновременного сущест-
вования обеих мод. Кроме того, даже анализ одночастотного режима в случае, 
когда он может соответствовать разным модам, требует иного подхода, чем 
тот, что применялся выше. 

Выберем далее в качестве исходной систему двух укороченных уравне-
ний вида (3.7), записанных для различных мод. Предполагая частоты мод Ω1 и 
Ω2 не находящимися в рациональном отношении, воспользуемся в последую-
щем выражениями (1.14, 1.15) для средних крутизн 1S  и 2S  этих мод, отве-
чающими двухчастотному режиму при аппроксимации характеристики ПТ ку-
бическим полиномом. Учитывая, что 1S  и 2S  не зависят от частоты, прибегнем 
к следующей форме записи упомянутой исходной системы укороченных урав-
нений: 

[ ] [ ])(ˆ)(ˆ),()(ˆ)(ˆ
21 iiii

i
ii BjGUUSU

dt
Ud

BGj ΩΩΩΩ ++=′−′ �
�

, i = 1,2,    (4.24) 

где согласно (4.3) реактивная проводимость B̂  определяется формулой (4.15), а 
активная проводимость Ĝ  отличается знаком от правой части (4.11), что видно 
также из (4.14). 

У системы (4.24) имеются четыре варианта стационарных (не завися-
щих от времени) решений для 1U�  и .2U�  Один из них ( 021 ==UU �� ) отвечает 
состоянию равновесия, два других: ( 01 =U� , 022 ≠= CUU ��  и 011 ≠= CUU �� , 
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02 =U� ) – одночастотным (одномодовым) режимам, а вариант, для которого 
011 ≠= CUU �� , 022 ≠= CUU �� , соответствует двухчастотному режиму. 

В последнем случае из (4.24) вытекают равносильные (4.10) уравнения 
,0)(ˆ

1 =ΩB    ,0)(ˆ
2 =ΩB                                   (4.25) 

с помощью которых отыскиваются частоты Ω1, Ω2, и система двух уравнений,  
),(ˆ),( 1211 ΩGUUS CC −=    ),(ˆ),( 2212 ΩGUUS CC −=              (4.26) 

предназначенная для нахождения стационарных амплитуд ,1
CU  CU 2 . 

Введем следующее обозначение для квадрата модуля производной Ŷ  по 
частоте: 

[ ] [ ] .)(ˆ)(ˆ 22
iii BGD ΩΩ ′+′=  

Выразим комплексные амплитуды iU�  в уравнениях (4.24) через модули и ар-
гументы: 

),exp( iii jUU θ=�    i = 1,2, 

после чего умножим каждое из уравнений на [ ])(ˆ)(ˆ)exp(
ii

i

i BGj
D

j
ΩΩ

θ
′−′−

−
. 

Выделяя в получившихся соотношениях вещественные слагаемые, при-
дем к системе уравнений, при помощи которой удобно исследовать устойчи-
вость стационарных режимов двухконтурного генератора: 

),,( 21
1 UUP

dt
dU

=    ),,( 21
2 UUQ

dt
dU

=           (4.27), (4.28) 

где 

[ ]{ },)(ˆ)(ˆ),()(ˆ)(ˆ),( 1121111
1

1
21 ΩΩΩΩ BGUUSGB

D
U

UUP ′+−′=       (4.29) 

[ ]{ }.)(ˆ)(ˆ),()(ˆ)(ˆ),( 2221222
2

2
21 ΩΩΩΩ BGUUSGB

D
U

UUQ ′+−′=     (4.30) 

Далее мы вновь воспользуемся признаками асимптотической устойчи-
вости стационарных решений системы второго порядка, представляемыми для 
системы (4.27, 4.28) в следующем виде: 

021 <′+′ UU QP ,   ,01221 >′′−′′ UUUU QPQP      (4.31), (4.32) 
где частные производные 1UP′ , ,2UP ′  1UQ′ , 2UQ ′  вычисляются при стационарных 
значениях амплитуд 1U  и .2U  

Для двухчастотного режима, учитывая (4.25, 4.26), имеем из (4.29, 4.30) 

,)(ˆ 1
1

1

1

i

C

Ui U
S

B
D

U
P

∂
∂

′−=′ Ω  ,)(ˆ 2
2

2

2

i

C

Ui U
S

B
D
U

Q
∂
∂

′−=′ Ω  



 44

и условия устойчивости (4.31, 4.32) можно записать как 

,0)(ˆ)(ˆ
2

2
2

2

2

1

1
1

1

1 >
∂
∂

′+
∂
∂

′
U
S

B
D
U

U
S

B
D

U CC

ΩΩ                   (4.33) 
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Из (1.14, 1.15) следует, что частные производные 
1

1

U
S

∂
∂

 и 
2

2

U
S

∂
∂

 отрица-

тельны, а на основании (4.15) с учетом (4.12, 4.13) нетрудно показать, что 
0)(ˆ

2,1 <′ ΩB , т.е. мнимая часть суммарного адмиттанса с ростом частоты убы-
вает для обеих восходящих ветвей зависимости ).(xy  Отрицательность част-

ных производных 
1

1

U
S

∂
∂

 и 
2

2

U
S

∂
∂

 позволяет сделать вывод, что условие устойчи-

вости (4.33) в данном случае выполняется. Однако из вычислений, основанных 
на (1.14, 1.15), вытекает также отрицательность выражения в квадратных скоб-
ках в левой части (4.34), что, учитывая положительность множителя перед 
этими скобками, свидетельствует о нарушении условия (4.34), т.е. означает не-
устойчивость двухчастотного (двухмодового) режима в автономном двухкон-
турном генераторе при мягких характеристиках. 

Предположим теперь, что генерируется только мода с частотой Ω1, т.е. 
,02 =U  ,011 ≠= CUU  и получим условие устойчивости этого одночастотного 

режима. Исходя из того, что соотношения (4.25) остаются в силе, запишем 
уравнение для стационарной амплитуды ,1

CU равносильное (4.11): 
).(ˆ)0,( 111 ΩGUS C −=                                (4.35) 

При этом 
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Благодаря последнему равенству, обусловленному тем, что стационарное зна-
чение U2 = 0, условия (4.31, 4.32) сводятся к требованию отрицательности ча-
стных производных 1UP′  и 2UQ ′ . Поскольку для 1UP′ , как легко видеть, это тре-
бование выполнено, условие устойчивости рассматриваемого одночастотного 
режима выражается неравенством 

).(ˆ)0,( 212 ΩGUS C −<                                   (4.36) 
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Полученное условие соблюдается всегда, если ),(ˆ)0,0( 22 ΩGS −<  что, в част-
ности, означает отсутствие ненулевых решений уравнения 

)(ˆ),0( 222 ΩGUS C −= ,                                  (4.37) 
используемого для нахождения амплитуды другой моды (с частотой Ω2).В слу-
чае, когда уравнение (4.37) имеет ненулевые решения, условие (4.36) можно 
преобразовать к виду: 

).,0()0,( 2212
CC USUS <  

Из этого неравенства, если учесть (1.14, 1.15), выводится условие устойчивости 
одночастотного режима колебаний с частотой Ω1: 

,
2
2

1

C
C U

U >                                             (4.38) 

применимое в интервале значений взаимной расстройки x, при которых име-
ются отличные от нуля решения уравнений (4.35, 4.37) для стационарных ам-
плитуд CU1  и .2

CU  Справедливое упомянутом интервале условие устойчивости 
одночастотного режима, соответствующего моде с частотой Ω2, выглядит ана-
логично: 

.
2
1

2

C
C U

U >                                            (4.39) 

Для отыскания входящих в неравенства (4.38, 4.39) стационарных ам-
плитуд CU1  и ,2

CU  можно воспользоваться выведенной для одночастотного ре-

жима формулой (4.21). С помощью формулы (4.21) нетрудно установить, что 
при dkC >  и 21 αβ >  имеется область значений взаимной расстройки x, при ко-
торых условия (4.38, 4.39) выполняются одновременно. В зависимости от со-
отношения между параметрами элементов автоколебательной системы эта об-
ласть обычно либо совпадает с областью расстроек, при которых из (4.21) по-
лучаются два решения, отвечающие восходящим участкам кривой ),(xy  либо 
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оказывается более узкой. В любом случае в некоторой полосе расстроек при 
одних начальных условиях генерируется мода с частотой Ω1, а при других – 
мода с частотой Ω2. Какая из мод реализуется, зависит, как принято говорить, 
от истории процесса. Например, при плавном изменении x, начинающемся со 
значений, много меньших единицы, в сторону увеличения в названной полосе 
генерируется мода с частотой Ω2, а при изменении со стороны больших значе-
ний x – мода с частотой Ω1, т.е. имеет место гистерезисный эффект, получив-
ший название явления затягивания [4, 9]. Зависимости частоты автоколебаний 
и стационарной амплитуды от x в случае явления затягивания построены соот-
ветственно на рис.23 и рис.24. Расположенный по обе стороны от точки 1=x  
интервал расстроек, для которого ,21 xxx <<  называют полосой затягивания. 

Если при расстройке, относящейся к полосе 
затягивания, генерируется какая-нибудь из 
двух возможных мод, то эта мода выступает 
как асинхронный «гасящий» фактор, препят-
ствующий появлению другой моды. В этом 
смысле говорят о конкуренции мод двухкон-
турного генератора [11]. Приведенная на 
рис.25 сводная диаграмма позволяет судить о 
том, при каких соотношениях между пара-

метрами двухконтурной автоколебательной системы могут наблюдаться явле-
ния затягивания, гашения и отсос энергии без гашения и затягивания. 

 
 

5. ТРАНЗИСТОРНЫЙ ГЕНЕРАТОР  
С АВТОМАТИЧЕСКИМ СМЕЩЕНИЕМ 

 
5.1. Исходные допущения и соотношения 

 
Рассмотрим автономный LC-генератор на биполярном транзисторе с 

ячейкой автоматического смещения ReCe, включенной в цепь эмиттера 
(рис.26). Источником постоянной ЭДС Eb обеспечивается необходимое смеще-
ние эмиттерного перехода в прямом направлении, благодаря чему реализуется 
усиление, достаточное для самовозбуждения. Без правильно подобранной 
ячейки автоматического смещения генерируемые напряжения, как правило, 
резко отличаются по форме от синусоидальных, и поэтому подобные ячейки 
обычно вводятся в автоколебательные схемы резонансного типа на биполяр-
ных транзисторах. Напряжение w зажимах параллельного соединения сопро-
тивления Re и емкости Ce в последующем называется напряжением автомати-
ческого смещения. 
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Полагая ток базы транзистора пренебрежимо малым по сравнению с то-
ком коллектора ic, запишем в соответствии с первым законом Кирхгофа сле-
дующее равенство: 

.c
e

e i
R
w

dt
dwC =+                                             (5.1) 

Выразим напряжение ub на эмиттерном переходе транзистора через на-
пряжение uM на зажимах обмотки обратной связи, ЭДС Eb и напряжение авто-
матического смещения: 

.Mbb uwEu +−=                                            (5.2) 
Предположим, что в установившемся автоколебательном режиме в на-

пряжении ub, как и в других напряжениях между выводами транзистора, со-
держатся только постоянная составляющая и единственная гармоническая 
компонента, которая изменяется с частотой ω, 
подлежащей определению (одночастотный ре-
жим). Ток коллектора ic считается однозначной 
нелинейной функцией напряжения ub и в общем 
случае представляется суммой многих гармоник 
и постоянной составляющей I=. Пусть емкость Ce 
достаточно велика для того, чтобы в установив-
шемся (стационарном) режиме можно было счи-
тать пренебрежимо малым вклад всех гармонических компонент в напряжение 
w, полагая это напряжение равным постоянной величине 

.C
e

C IRw ==                                               (5.3) 
Поскольку система в целом считается близкой к линейной и консерва-

тивной, напряжение uM в нестационарном режиме может быть представлено 
формулой 

[ ])exp()(Re)( tjtUtuM ω�= ,                             (5.4) 
где )(tU�  – комплексная амплитуда, медленно изменяющаяся с течением вре-
мени. Напряжение автоматического смещения w и составляющая I= в неста-
ционарном режиме также предполагаются далее медленно меняющимися 
функциями времени t, что позволяет, отбрасывая в (5.1) все быстро изменяю-
щиеся слагаемые, перейти от него к соотношению 

,1








−= =

ee R
wI

Cdt
dw                                   (5.5) 

которое может быть названо укороченным уравнением для медленно меняю-
щейся составляющей напряжения ub. 

Для быстро изменяющейся компоненты напряжения ub, выражаемой со-
гласно (5.4), можно выбрать в качестве исходного соотношения комплексное 
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укороченное уравнение в форме (3.7). При принятых допущениях параметры Re 
и Ce не сказываются на адмиттансе Ŷ  и коэффициенте обратной связи K, пола-
гаемом равным .|| LM−  Тогда из (3.7), в частности, следует, что в установив-
шемся режиме частоту автоколебаний ω, как и в случае схемы без автоматиче-
ского смещения, можно считать равной резонансной частоте колебательного 
контура ω0. Для нахождения амплитуды стационарных колебаний может при-
меняться уравнение (3.6), в котором под S  следует понимать среднюю крутиз-
ну биполярного транзистора и которое должно рассматриваться совместно с 
уравнением (5.3). 

Полагая частоту ω равной ω0 также и для нестационарного режима, 
можно, учитывая (3.11) и вводя средний инкремент β  согласно (3.18), полу-
чить из (3.7) вещественное укороченное уравнение вида (3.12): 

,U
dt

dU β=                                                  (5.6) 

где ||UU �=  – амплитуда, предполагаемая в общем случае зависящей от време-
ни. 

Одна из особенностей анализа схемы генератора с автоматическим 
смещением, приведенной на рис.26, состоит в том, что входящая (5.3, 5.5) ком-
понента I= тока транзистора и средняя крутизна S  (а значит, и средний инкре-
мент β ) являются функциями двух переменных: амплитуды U и напряжения 
автоматического смещения w. 

 
5.2. Зависимости компоненты I= и средней крутизны S  от напряжения 
автоматического смещения и амплитуды колебаний 

 
Выберем начало отсчета времени так, чтобы для одночастотного режи-

ма напряжение на зажимах обмотки обратной связи могло быть представлено в 
виде: 

,cos τUuM =                                                (5.7) 
где τ = ωt – безразмерное время. 
Тогда , учитывая однозначную зависимость коллекторного тока от напряжения 
ub, выраженного согласно (5.2), можно воспользоваться следующими форму-
лами для определения постоянной составляющей и средней крутизны: 

,
2
1
∫
−

= =
π

π
τ

π
diI c    .1

U
I

S c=                            (5.8), (5.9) 
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В последней формуле 1cI  – амплитуда первой гармоники тока ic, равная, 
как и амплитудный коэффициент I1 из формулы (1.2), соответствующему ко-
эффициенту разложения тока в ряд Фурье по косинусам: 

.cos2

0
1 ∫=

π

ττ
π

diI cc                                         (5.10) 

При вычислении интегралов (5.8, 5.10) напряжение w и амплитуда U предпола-
гаются постоянными величинами, которые могут принимать различные фикси-
рованные значения. 

Прибегнем далее к часто применяемой экспоненциальной аппроксима-
ции зависимости коллекторного тока от напряжения ub: 

 
).exp( bsc uii γ=                                       (5.11) 

Здесь is – масштабный коэффициент; ;1

Tmφ
γ =  Tφ  – температурный потенци-

ал, равный 25 мВ при температуре 290 К; m – коэффициент, зависящий от 
свойств эмиттерного перехода и обычно принимающий значения от единицы 
до двух. Подставляя (5.11) в (5.8, 5.10) и учитывая (5.2, 5.7, 5.9), получим 
 

( ) ( )[ ],exp),( 0 wEUIiwUI bs −== γγ                      (5.12) 

( ) ( ) ( )[ ],exp
2

, 1 wEUI
U
i

wUS b
s −= γγ                      (5.13) 

где ( ) ( ) ( )∫=
π

τττγ
π

γ
0

coscosexp1 dnUUI n  – модифи-

цированная цилиндрическая функция целого ин-
декса n. 

Задавая Re, можно при помощи соотноше-
ний (5.3, 5.12) получать зависимости w(U), спра-
ведливые в установившемся режиме. На основании 
(5.13) с учетом этих зависимостей, иными словами, 
для )),(,( UwUS  на рис 27 построено семейство ха-
рактеристик средней крутизны при различных Re. 
При Re = 0, т.е. в отсутствие автоматического смещения (w = 0 ), средняя кру-
тизна – монотонно возрастающая функция амплитуды U, что видно непосред-
ственно из (5.13). При достаточно больших Re для средней крутизны характер-
но монотонное убывание с увеличением U (мягкая характеристика), а при про-
межуточных значениях Re функция ))(,( UwUS  оказывается немонотонной, т.е. 
соответствующие кривые имеют, как показано на рис.27, жесткий характер. 
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5.3. Стационарные решения укороченных уравнений. Устойчивость  
стационарных решений 

 
Анализ LC-генератора с автоматическим смещением опирается в после-

дующем на систему укороченных уравнений, записанную в виде: 

),,( wUP
dt

dU
=    ),,( wUQ

dt
dw

=                   (5.14. 5.15) 

где согласно (5.6, 3.18, 5.5) 

[ ],),(||
2

),(),( gwUSK
C

UwUUwUP −== β                    (5.16) 

.),(1),( 







−= =

ee R
wwUI

C
wUQ                                 (5.17) 

При такой форме записи укороченных уравнений ответ на вопрос об ус-
тойчивости или неустойчивости их стационарных (не зависящих от времени) 
решений довольно просто получить с помощью признаков асимптотической 
устойчивости, представляемых в данном случае неравенствами 

,0<′+′ wU QP    ,0>′′−′′ UwwU QPQP                     (5.18, 5.19) 
где ,UP′  ,wP ′  ,UQ ′  wQ ′  – частные производные, вычисляемые при стационарных 
значениях U и w. Отметим, что частная производная wQ ′  всегда отрицательна. 

Стационарное решение уравнений (5.14, 5.15), для которого амплитуда 
U = 0, отвечает состоянию равновесия. Частная производная wP′  равна для не-
го нулю, и условие его устойчивости, учитывая, что ,0<′wQ  получается из 
(5.18, 5.19) как требование отрицательности частной производной UP′  при ну-
левой амплитуде U, т.е. сводится к неравенству 

,
||

),0( 0 K
gwS <                                       (5.20) 

где w0 в соответствии с (5.15, 5.17) является решением уравнения 

.),0( 0
0

eR
w

wI ==  

Неравенство, обратное (5.20), называется условием самовозбуждения и имеет 
такой же вид, как и в случае схемы Мейснера без автоматического смещения. 

Для отыскания отличной от нуля стационарной амплитуды UC, отве-
чающей установившемуся одночастотному режиму, можно согласно (5.14, 
5.16) воспользоваться уравнением 

,
||

))(,(
K
gUwUS CC =                                  (5.21) 
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где w(U) определяется с помощью соотношения, вытекающего из (5.15, 5.17) 

при условии, что ,0=
dt
dw  

.),(
eR

wwUI ==                                      (5.22) 

Принимая во внимание (5.21), можно записать условия устойчивости 
(5.18, 5.19) в случае одночастотного режима как неравенства 
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куда входят частные производные компоненты I= и средней крутизны S , опре-
деляемые при стационарных значениях U и w. Условие (5.24) можно предста-
вить в более компактной и наглядной форме [4], если выразить входящую в не-

го частную производную 
U
I
∂
∂ =  с помощью соотношения, которое получается в 

результате  дифференцирования (5.22) по U, проводимого в предположении, 
что w является функцией U: 
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dU
dw

RdU
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w
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∂ ==                           (5.25) 

После подстановки производной
U
I
∂
∂ = , выраженной из (5.25), в (5.24) 

придем к неравенству 
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которое, поскольку ,0<
∂
∂ =

w
I

 сводится в конечном счете к условию 

.0<
dU

Sd                                          (5.26) 

Условие устойчивости в форме (5.26) удобно для применения при наличии 
графиков зависимостей ))(,( UwUS , примеры которых приведены  на рис.27. 
Если получаемое из (5.21) решение для стационарной амплитуды соответству-
ет пересечению горизонтальной прямой, проходящей на высоте g/|K|, с восхо-
дящим участком характеристики средней крутизны (см. рис.27), то из (5.26) 
следует, что это решение неустойчиво. Решения, отвечающие точкам спадаю-
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щего участка характеристики средней крутизны (для которого 0<
dU

Sd ), оказы-

ваются устойчивыми только в том случае, если для них выполняется также ус-
ловие (5.23). Анализ последнего ( с учетом положительности частной произ-

водной 
U
S

∂
∂ ) показывает, что при больших Ce оно может нарушаться, и тогда 

установившийся режим может оказаться более сложным, чем одночастотный, 
например, таким, как прерывистая генерация (рис.28) или режим автомодуля-
ции [4].  
 

6. ШУМЫ В ГЕНЕРАТОРАХ РЕЗОНАНСНОГО ТИПА 
 

6.1. Предварительные замечания 
 
Рассмотрим теперь некоторые задачи, относящиеся к исследованию 

флуктуаций в автоколебательных системах [12]. Имея в виду автономные гене-
раторы резонансного типа, будем интересоваться тем, как сказываются на их 
колебаниях малые самопроизвольные флуктуации внутренних токов и напря-
жений. Среди основных механизмов возникновения этих флуктуаций выделим 
тепловое движение носителей заряда и дробовой эффект, проявляющийся, в 
частности, в схемах, которые содержат приборы с p–n-переходами (например, 
биполярные транзисторы или некоторые разновидности полупроводниковых 
диодов с отрицательным сопротивлением). 

Упомянутыми двумя механизмами обусловлено возникновение так на-
зываемых быстрых шумов. Быстрой функцией в теории шумов принято счи-
тать функцию, претерпевающую заметные изменения за время одного периода 
автоколебаний [4]. Шумовая функция, вариация которой за период автоколе-
баний незначительна, называется медленной. Анализ действия колебаний, опи-
сываемых посредством медленных функций и обычно вызываемых изменени-
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0
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ем параметров системы или какими-либо техническими причинами, в данном 
пособии отсутствует. 

Необходимо отметить, что из-за флуктуаций токи и напряжения в схе-
мах генераторов представляются реализациями случайных функций времени 
(случайных процессов). В ходе дальнейшего анализа нам придется оперировать 
различными средними по множеству реализаций, в связи с чем уместно при-
вести для них общепринятые определения. При этом система используемых 
ниже обозначений иллюстрируется применительно к произвольно выбранному 
напряжению u. 

К числу выражений, имеющих наиболее простой вид, относятся те, ко-
торыми определяются момент первого порядка случайного процесса u(t), назы-
ваемый также его статистическим средним, 

∫== dxtxxptutm uu ),()()()1(                              (6.1) 
и момент второго порядка, соответствующий среднему квадрату )(tu , 

∫== .),()()( 22)2( dxtxpxtutm uu                          (6.2) 

Угловыми скобками здесь и далее обозначается усреднение по множе-
ству (ансамблю) реализаций случайного процесса. В интегральные представле-
ния (6.1, 6.2) входит одномерная плотность вероятности pu(x,t), а пределы ин-
тегрирования должны отвечать области определения величины u. Разброс воз-
можных значений u относительно среднего характеризуется дисперсией, кото-
рая определяется как 

[ ] [ ] ,)()()()()(
2)1()2(2)1(2 tmtmtmtut uuuu −=−=σ                     (6.3) 

где )(tuσ  – среднеквадратичное отклонение. 
При помощи uσ  и )1(

um  может быть выражена одномерная плотность вероятно-
сти нормального, или гауссовского, случайного процесса [12]: 

[ ] [ ] [ ]{ })(2)(exp2)(),( 22)1(1
ttmxttxp uuuu σπσ −−=

−
.               (6.4) 

Наряду с введенными выше моментами, которые определяются через 
одномерную плотность вероятности, важную роль в теории случайных процес-
сов играют смешанный момент второго порядка 

∫∫== 212121
)2(

212121 ),;,()()(),( dxdxttxxpxxtututtB uu             (6.5) 
и центральный смешанный момент, который в отечественной литературе име-
нуется функцией корреляции (автокорреляции) и для процесса )(tu  может 
быть записан как 

[ ][ ] ).()(),()()()()(),( 2
)1(

1
)1(

212
)1(

21
)1(

121 tmtmttBtmtutmtutt uuuuuu −=−−=ψ  
(6.6)  
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При 21 tt ≠  для нахождения ),( 21 ttBu  и ),( 21 ttuψ  требуется знание дву-
мерной плотности вероятности ),,;,( 2121

)2( ttxxpu  а при ttt == 21  согласно оп-
ределениям (6.5, 6.6, 6.2, 6.3) 

),(),( )2( tmttB uu =    ).(),( 2 ttt uu σψ =  
Если случайный процесс )(tu  принадлежит к классу стационарных, т.е. 

однородных во времени, его одномерная плотность вероятности не зависит от t 
и, как следует из (6.1 – 6.3), среднее ,)1(

um  средний квадрат )2(
um  и дисперсия 2

uσ  
с течением времени остаются неизменными. Двумерная плотность вероятности 
такого процесса зависит не от конкретных значений t1 и t2, а является функцией 
сдвига времени τ, определяемого как разность .12 tt −  Это же справедливо и в 
отношении задаваемых выражениями (6.5, 6.6) смешанных моментов, которым, 
учитывая сказанное, может быть придана более компактная форма: 

,)( ττ uuBu =       ( )( ))1()1()( uuu mumu −−= ττψ ,        (6.7), (6.8) 

где )(tuu = , ).( ττ += tuu  
Одним из свойств определяемой равенством (6.8) корреляционной 

функции вещественного стационарного случайного процесса является ее чет-
ность: 

).()( τψτψ uu =−  
Кроме того, )(τψu  убывает с ростом |,| τ  причем как при монотонном, так и 
при колебательном характере убывания 0)( →τψu  при ∞→τ ||  [2]. В любом 
случае может быть найдена такая, называемая интервалом корреляции, вели-
чина uτ , что |)(| τψu  будет при uτ>τ ||  меньше некоторого условно заданного 
уровня. К числу важных характеристик стационарного случайного процесса 
относится Фурье-образ корреляционной функции 

∫
∞

∞−

−= τωττψω djS uu )exp()()(~ .                          (6.9) 

Принимая во внимание четность ),(τψu  нетрудно при помощи (6.9) показать, 
что функция )(~ ωuS  вещественная и четная. Привлекая дополнительные сооб-
ражения, можно также убедиться в положительности )(~ ωuS  [2]. Записывая вы-
ражение корреляционной функции )(τψu  через )(~ ωuS  посредством интеграла 
Фурье 

∫
∞

∞−

= ωωτω
π

τψ djSuu )exp()(~
2
1)(                        (6.10) 
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и ограничиваясь процессами с нулевым средним ( 0)1( =um ), для которых со-
гласно (6.7, 6.8) ),()( ττψ uu B=  получим из (6.10) 

∫∫
∞∞

∞−

====
0

)2( )(
2

)(~)0()0( dffsdSmB uuuuu π
ωωψ .           (6.11) 

Находящаяся под знаком последнего интеграла функция 
)2(~2)( fSfs uu π= .                               (6.12) 

Средний квадрат )2(
um  может трактоваться как интенсивность случайно-

го процесса ).(tu  Тогда, как видно из (6.11), )(~ ωuS  описывает распределение 
интенсивности процесса )(tu  по частотам ω, т.е. характеризует его спектр, и 
потому называется спектральной плотностью интенсивности этого случайного 
процесса. Функцию ),( fsu  определенную согласно (6.12) для неотрицательных 
частот f, называют односторонней спектральной плотностью. 

 
6.2. Эквивалентные схемы LC-генераторов, учитывающие наличие  
внутренних шумов 

 
С целью анализа влияния внутренних шумов на автоколебания исполь-

зуется эквивалентная схема (рис.29), построенная для свободного от внешних 
воздействий одноконтурного генератора с трансформаторной обратной связью 
(схема Мейснера), в котором в качестве активного элемента применен полевой 
транзистор. При этом предполагается, что в области частот, соответствующей 
рабочему диапазону генератора, можно принимать во внимание только тепло-
вой шум резистивных элементов колебательного контура, учитываемый в эк-
вивалентной схеме идеальным источником тока 1i , и тепловой шум, возни-
кающий в канале ПТ и представленный на рис.29 источником 2i . 

На более низких частотах прояв-
ляется фликкер-шум, который относится 
к разряду медленных шумов и интен-
сивность которого с уменьшением час-
тоты f растет примерно как 1/f. Для час-
тот, лежащих существенно выше вы-
бранной области, например в сверхвы-
сокочастотном диапазоне, эквивалент-
ная схема дополняется генератором шу-
мового тока, который отражает наведенный шум затвора, обусловленный рас-
пределенной емкостью между каналом и затвором. Кроме названных (основ-
ных) шумов, могут быть и так называемые избыточные шумы различной при-

Рис.29
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роды: шум генерации-рекомбинации, тепловой шум омических контактов и др. 
Если активным элементом автоколебательной схемы является биполярный 
транзистор, то к основным видам шума относится дробовой шум, сопровож-
дающий инжекцию носителей из эмиттера в базу [2]. 

В соответствии принятым условием эквивалентной схемой, приведен-
ной на рис.29, учитываются лишь тепловые шумы контура (шумовой ток 1i ) и 
канала ПТ (шумовой ток 2i ). Согласно формуле Найквиста спектральную 
плотность интенсивности стационарного процесса )(1 ti  можно записать как 

kTgSi 2~
1 = , 

либо выразить при помощи равносильной формулы для односторонней спек-
тральной плотности 

kTgsi 41 = , 
где k – постоянная Больцмана, T – абсолютная температура. 
Для стационарного процесса )(2 ti  

γ212 2~ kTgSi = , 
где 21g  – проходная проводимость (крутизна характеристики) ПТ, γ ≈ 2/3 [2]. 

Вводя обозначение 
21 iiie += , 

можно перейти к эквивалентной шумовой схеме, совпадающей по виду с 
неавтономной схемой Мейснера (рис.9) и отличающейся тем, что под )(tie  
следует теперь понимать суммарный шумовой ток, т.е. стационарный 
случайный процесс, спектральная плотность интенсивности которого 

21
~~

ii SSN += . 
Поскольку считается, что 1

~
iS , 2

~
iS  и N при изменении частоты ω остают-

ся постоянными, зависимости )(1 ti , )(2 ti  и )(tie  соответствуют в этом прибли-
жении дельта-коррелированным случайным процессам, и корреляционная 
функция процесса )(tie  может быть, в частности, записана как 

)()( τδτψ Ni = ,                                           (6.13) 
где δ(τ) – дельта-функция Дирака. 

Схему с источником шумового тока ei  (рис.9) можно заменить изобра-
женной на рис.30 эквивалентной схемой с шумовой ЭДС e, равной напряже-
нию холостого хода на выходе четырехполюсника обратной связи. Для спек-
тральной плотности интенсивности процесса )(te  справедливо выражение 

NjZSe
2

21 )(~ ω= , 
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где 
)]/(1[)(ˆ

1)(21 LCjg
K

jY
jZ

ωωω
ω

−+
==  – передаточное сопротивление четы-

рехполюсника обратной связи, содержащего резонансный контур. 
При высокой добротности колебательного контура, определяемой как 

g
C

Q 0ω= , 

стационарный случайный процесс )(te  оказывается узкополосным. Поэтому 
при рассмотрении воздействия процесса )(tie  на 
частотно-избирательную систему, расположенную 
между зажимами 1-1 и 2-2 (рис.9), может прини-
маться во внимание не весь его спектр, а лишь та 
часть спектра, которая относится к сравнительно уз-
кой области частот. Если, например, ограничиться 
областью спектра, симметрично расположенной по 
обе стороны от резонансной частоты ω0 и превосхо-
дящей по ширине примерно на порядок полосу про-
пускания колебательного контура, то при высокой добротности контура слу-
чайный процесс )(tie  может трактоваться как узкополосный с отличным от ну-
ля интервалом корреляции iτ . Такой процесс с ограниченным (финитным) 
спектром не может быть отнесен к дельта-коррелированным. Однако результат 
его воздействия на высокодобротный колебательный контур незначительно от-
личается от реакции на белый шум со спектральной плотностью N, что означа-
ет малость интервала корреляции iτ  и позволяет там, где это не приводит к 
существенной погрешности, использовать для корреляционной функции )(τψ i  
выражение (6.13), рассматривая его как приближенное. 

Учитывая, что для узкополосного случайного процесса применима мо-
дель колебания с медленно меняющимися с течением времени амплитудой и 
частотой [12], запишем )(tie  в следующем виде: 

].)(cos[)()( 00 φφω ++= tttIti ee                           (6.14) 

Обозначая через )(tΩ  девиацию частоты, равную ,
dt
dφ  предположим, 

что каждая из медленно меняющихся функций )(tI e  и )(tΩ  – это стационар-
ный случайный процесс с нулевым средним, а ϕ0 – случайная величина, равно-
мерно распределенная в интервале (0, 2π). Основываясь на общих определени-
ях (6.10, 6.11), приведем следующее спектральное представление для функции 
корреляции процесса )(tΩ : 

Рис.30
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.)2cos()()(
0
∫
∞

== dfffs τπΩΩτψ ΩτΩ                       (6.15) 

Набег фазы за время от t до t + τ относится к нестационарным случай-
ным процессам и равен 

.)()( ∫
+

′′=−=
τ

τ Ωφφτχ
t

t
tdt                               (6.16) 

У процесса )(τχ , как и у )(tΩ , среднее равно нулю, при этом возможные зна-
чения фазового набега χ не ограничены интервалом (0, 2π). 

Мы полагаем, что случайные изменения девиации частоты Ω вызыва-
ются тепловым шумом, который обусловлен хаотическим движением огромно-
го числа микрочастиц [12]. Поэтому в соответствии с центральной предельной 
теоремой теории вероятностей справедливо допущение о том, что )(tΩ и )(τχ  – 
нормальные случайные процессы. Используя (6.4) как общее определение для 
одномерной плотности вероятности нормального случайного процесса, можем 
в данном случае записать 

[ ] [ ]{ }.)(2exp2)(),( 221
τσπτστ χχχ xxp −=

−
                   (6.17) 

Дисперсия 2
χσ  процесса χ выражается при помощи (6.16) через двойной 

интеграл от корреляционной функции )(τψΩ : 

∫∫
++

′′′′−′′=
τ

Ω

τ

χ ψτσ
t

t

t

t
tdtttd )()(2 .                           (6.18) 

Принимая во внимание (6.15), нетрудно преобразовать (6.18) к виду: 

.)(sin)(1)(
0

2

2

2
2 ∫

∞

= df
f

ffs τπ
π

τσ Ωχ                         (6.19) 

Если при f |τ| ≤ 1 спектральная плотность )( fsΩ  незначительно отличается от 
),0(Ωs  то можно, пренебрегая изменением )( fsΩ  при f > 1/|τ|, вынести 

)0()( ΩΩ sfs ≈  из-под знака интеграла в (6.19) и в результате получить для дис-
персии 2

χσ  приближенную оценку: 

|,|)0(
2
1)(2 ττσ Ωχ s≈                                  (6.20) 

 показывающую, что дисперсия набега χ неограниченно нарастает при τ → ∞. 
Корреляционные функции процессов )(tie  и ),(tI e  имеющих нулевые 

средние, определяются как 
,)()()( ττψ += titi eei    .)()()( ττψ += tItI eeI  
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Используя (6.14) и предполагая, что eI  и φ в любой момент времени независи-
мы, имеем 

[ ] [ ]{ }000 2)2(cos)(cos)(
2
1)( φφφτωτχτωτψτψ τ ++++++= tIi , 

где выражение в фигурных скобках представляется суммой двух средних по 
множеству реализаций. Нетрудно убедиться в том, что второе слагаемое равня-
ется нулю, ибо для случайной фазы ,0φ  равномерно распределенной в интер-
вале (0, 2π), 02cos2sin 00 == φφ . Учитывая, что при одномерной плотности 
вероятности процесса )(τχ , выражаемой согласно (6.17), 

,0)(sin =τχ    [ ]2/)(exp)(cos 2 τστχ χ−= , 

легко прийти к следующему выражению для корреляционной функции шумо-
вого тока :ei  

[ ] .cos2/)(exp)(
2
1)( 0

2 τωτστψτψ χ−= Ii                         (6.21) 

Интервал корреляции процесса )(tI e  предполагается достаточно малым 
для того, чтобы при определении интервала iτ  можно было не учитывать 
изменений экспоненциального и косинусоидального множителей в формуле 
(6.21). Иными словами, зависимость )(τψ i  считается далее практически не 

отличающейся от )(
2
1 τψ I . 

 
6.3. Укороченные уравнения схемы Мейснера с источником шумового 
тока 

 
Если малый шумовой ток ei  рассматривать как узкополосный случай-

ный процесс (6.14), то для анализа колебаний LC-генератора, эквивалентная 
схема которого изображена на рис.9, можно воспользоваться укороченным 
уравнением (2.18). Содержащаяся в этом уравнении производная суммарного 
адмиттанса Y  по частоте вычисляется при 0ωω =  с учетом (3.1–3.3) и пред-
ставляется для рассматриваемой схемы формулой 

||/2 KCjY −=′ω                                          (6.22) 
Поскольку, как следует из (3.2), ,0)( 0 =ωb  для суммарного адмиттанса, 

входящего в уравнение (2.18), в последующем используется выражение 
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.||/)( KgUSGY −==                                   (6.23) 
Под стоящей в правой части (2.18) комплексной амплитудой eI�  пони-

мается случайная функция 
[ ],)(exp)()( tjtItI eee φ=�                                 (6.24) 

где согласно (6.14) .)()( 0φφφ += tte  
При этом модуль U и аргумент θu комплексной амплитуды U� , для кото-

рой записано уравнение (2.18), также следует рассматривать как случайные 
функции времени. Полагая [ ],)(exp)()( tjtUtU uθ=�  подставим (6.22–6.24) в 
(2.18), умножим получившееся соотношение на [ ])(exp tj uθ−  и, вводя обозна-
чения 

[ ]{ } [ ],)()(cos)()()(exp)(Re)( 0 tttItjtjtIt ueuee θφφθφξ −+=−=    (6.25) 
[ ]{ } [ ],)()(sin)()()(exp)(Im)( 0 tttItjtjtIt ueuee θφφθφη −+=−=    (6.26) 

получим после разделения вещественных и мнимых слагаемых систему двух 
вещественных укороченных уравнений: 

,
2

||)( ξβ
C

KUU
dt

dU
−=    ,

2
|| η

θ
C
K

dt
d

U u −=        (6.27), (6.28) 

где )(Uβ  – средний инкремент, определяемый согласно формуле (3.18). 
Предположим, что на вид корреляционных функций процессов )(tξ  и 

)(tη , как и процесса ),(tie  в первом приближении влияет только характер слу-
чайной функции eI (t), т.е. вклад в )(τψξ  и )(τψη  величин, образующих аргу-
менты тригонометрических функций в (6.25, 6.26), пренебрежимо мал. В таком 
случае можно записать, что 

).()()( τψτψτψ ηξ i==                                (6.29) 
Далее используется приближение, согласно которому процесс )(tie  может счи-
таться дельта-коррелированным. Тогда, учитывая (6.29, 6.13), имеем 

).()()( τδτψτψ ηξ N==                              (6.30) 
Входящая в уравнения (6.27, 6.28) амплитуда U в общем случае выражает-

ся суммой детерминированной компоненты A(t) и малой флуктуационной 
компоненты a(t), имеющей нулевое среднее. Компонента A(t), совпадающая со 
средним по множеству реализаций случайной функции U(t), в установившемся 
режиме равняется стационарной амплитуде UC, для отыскания которой 
используется уравнение (3.6). 

Из укороченного уравнения (6.27) при помощи процедуры линеариза-
ции может быть получено уравнение для малой флуктуационной компоненты 
a(t), опираясь на решение которого можно, в частности, составить представле-
ние о спектре флуктуаций амплитуды автоколебаний LC-генератора [12]. 
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6.4. Флуктуации частоты и фазы автоколебаний 

 
Далее будет предполагаться, что в установившемся автоколебательном 

режиме флуктуационная компонента a(t) пренебрежимо мала по сравнению с 
детерминированной составляющей, остающейся неизменной во времени. В по-
следующем для мгновенного значения u~ на зажимах обмотки обратной связи 
(рис.9) используется выражение, подобное (6.14): 

u~(t) [ ],)(cos 00 θθω ++= ttA                             (6.31) 

где для 
dt
dθ  и 0θ  считаются справедливыми предположения, аналогичные тем, 

что сделаны выше в отношении соответственно 
dt
dφ  и 0φ , а амплитудный мно-

житель в отличие от (6.14) равняется постоянной положительной величине. 
Обозначая, как и ранее, девиацию частоты колебаний через Ω и полагая 

в укороченном уравнении (6.28) ,AU =  имеем 

.
2

|| ηΩ
CA
K

−=                                         (6.32) 

При помощи (6.32, 6.30) нетрудно прийти к следующему выражению для кор-
реляционной функции: 

),(2)( τδτψΩ D=                                      (6.33) 

где N
CA
KD

2

2
2 






=  – величина, называемая коэффициентом диффузии фазы. 

Если при определении N принимаются во внимание только тепловые шумы ко-
лебательного контура, имеющего добротность Q, то 

PQ
kT

D
4

2
2
0ω= ,                                       (6.34) 

где ( )( )2/2/ KAgP = – генерируемая мощность. Например, для температуры 
T, равной 290 K, и при частоте f0 = 100 МГц, P = 100 мВт, Q = 50, основываясь 
на формуле (6.34), можно получить следующую оценку: 2D/ω0 ≈ 10–14. Из (6.33) 
с учетом (6.9) вытекает, что при принятых допущениях спектр флуктуаций 
частоты автоколебаний оказывается равномерным: 

).(2)(~ ωωΩ constDS ==  
Введем для набега (ухода) фазы обозначение ∆θ. При нахождении сред-

него квадрата ∆θ, равного дисперсии 2
θσ , можно воспользоваться формулой, 

аналогичной (6.18): 
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откуда, принимая во внимание (6.33), получим 
.||2)(2 ττσθ D=                                      (6.35) 

Из последнего выражения следует, что нестационарный процесс )(τθ∆  
относится, как и рассмотренный выше процесс ),(τχ  к так называемым диффу-
зионным, или винеровским, случайным процессам [12]. Полагая, что случай-
ный процесс )(τθ∆  может считаться подобно )(τχ  нормальным, запишем его 
одномерную плотность вероятности как 

[ ] [ ]{ }.)(2/exp2)(),( 221
τσπτστ θθθ∆ xxp −=

−
               (6.36) 

На основании (6.31, 6.35, 6.36) можно при помощи рассуждений, анало-
гичных тем, что применялись при выводе выражения (6.21) получить, что для 
процесса u~(t) 

.cos|)|exp(
2
1)( 0

2 τωττψ DAu −=                    (6.37) 

 
6.5. Спектр колебания. Естественная ширина спектральной линии  
генератора 

 
Вычисление в соответствии с формулой (6.9) Фурье-образа корреляци-

онной функции )(τψu , заданной согласно (6.37), дает спектральную плотность 
интенсивности процесса u~(t): 
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Поскольку в реальных ситуациях D << ω0, можно для ω > 0 упростить 
выражение (6.38), отбросив второе слагаемое в квадратных скобках. Тогда  

.
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2
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2

2

ωω
ω

−+
=

D
DASu                           (6.39) 

В итоге получается представляемая лоренцевой кривой резонансная за-
висимость спектра процесса u~(t) от ω, которую условно называют спектраль-
ной линией генератора. Полуширина этой чрезвычайно острой «линии», опре-
деляемая на уровне –3 дБ от максимума )(~ ωuS , равняется D, а для величины 
2D принято наименование «естественная ширина спектральной линии». 

Следует отметить, что в предыдущем рассмотрении основными факто-
рами, обусловливающими шум автогенератора, считались тепловое движение 
носителей заряда и дробовой эффект. Среди других механизмов возникновения 
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флуктуаций особый интерес представляет фликкер-шум [2], спектральная ин-
тенсивность которого растет с уменьшением частоты приблизительно как 1/f. 
На частотах f ниже некоторой граничной частоты, полагаемой равной пример-
но 10 кГц (хотя может оказаться и намного большее значение), данный вид 
шума становится преобладающим. Из-за фликкер-эффекта при уменьшении f 
наблюдается рост спектральной плотности интенсивности sΩ(f), в то время как 
если учитывается, например, только тепловой шум, sΩ(f) не изменяется при из-
менении f, что видно из приведенного выше рассмотрения,. 

Существенное влияние на колебания автогенераторов могут оказывать 
факторы, связанные с техническими причинами (например, с нестабильностью 
напряжений питания или непостоянством температуры) и приводящие на прак-
тике к изменениям частоты, которые называются техническими уходами. Хотя 
немонохроматичность автоколебаний, обусловленная техническими уходами 
частоты, оказывается обычно значительно большей, чем при учете только теп-
ловых и дробовых шумов, существуют способы ее снижения. Важное значение 
полученного выше соотношения (6.39) состоит в том, что оно позволяет оце-
нить немонохроматичность, вызываемую принципиально неустранимыми фак-
торами. 

 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 
Приведенный выше анализ сравнительно несложных автоколебатель-

ных и потенциально-автоколебательных систем позволяет составить представ-
ление о целом ряде классических понятий теории колебаний. К числу таких 
понятий относятся регенерация; мягкое и жесткое самовозбуждение; захваты-
вание частоты генератора внешним синусоидальным сигналом, частота кото-
рого близка к собственной частоте генератора; гашение и возбуждение колеба-
ний при асинхронном воздействии на автоколебательную и потенциально-
автоколебательную системы; эффекты автомодуляции и прерывистой генера-
ции, возможные при определенных условиях в автоколебательных системах с 
автоматическим смещением; конкуренция мод автогенератора с двумя степе-
нями свободы.  

Этот перечень мог бы быть дополнен упоминанием многих других эф-
фектов. Представляет, например, интерес не рассмотренное в данном пособии 
явление деления частоты, которое может (при соответствующих условиях) на-
блюдаться в том случае, когда LC-генератор с собственной частотой ω0 под-
вергается гармоническому воздействию, изменяющемуся с частотой ω, близ-
кой к nω0, где n – целое число, большее единицы [4]. Появление при этом в 
спектре колебаний гармоники с частотой ω/n вместо ω0 трактуется как захва-
тывание (синхронизация) субгармоникой. Возможны синхронные режимы и 
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при других соотношениях между частотами ω и ω0. Например, могут быть 
обеспечены условия, при которых отношение частоты синхронизирующего ис-
точника к частоте колебаний генератора, находящегося в режиме синхрониза-
ции, выражается рациональным числом, отличным от целого. 

В пособии не рассмотрены также явления взаимной синхронизации 
двух или большего количества автоколебательных систем [3, 11] и режимы ре-
лаксационных колебаний, возникающих в автогенераторах, которые не могут 
быть отнесены к числу систем, близких к линейным и консервативным. Не 
следует забывать также о режимах стохастических (хаотических) колебаний, 
реализующихся при некоторых условиях в автономных динамических систе-
мах третьего и более высоких порядков и в неавтономных системах, порядок 
которых не ниже двух [7, 10, 11]. 
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