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ВВЕДЕНИЕ 

Решение типовых учебных задач является одной из самых существенных 

составляющих образовательного процесса в наше время. Для твердого 

усвоения полученного материала, обучаемым требуется решить большое 

число учебных задач, что требует проверки большого числа решений. Одним 

из основных элементов изучения технических наук является решение 

учащимися больших объемов задач на практику навыков работы с формулами. 

При решении существенной части таких задач учащимся требуется 

построить или вывести неизвестную им последовательность преобразований 

на основе уже известных им правил преобразования. Значительная часть 

подобных решений описывается: 

1. Цепочками преобразований над выражениями – описывают 

последовательности преобразований над символьными выражениями, 

которые удовлетворяют отношениям порядка, которые налагают, в том 

число, необходимость равенства или последовательного убывания всех 

элементов цепочки. Такая цепочка преобразований может быть 

решением задачи на доказательство равенства или неравенства 

символьных выражений. 

2. Цепочками преобразований над логическими утверждениями над 

символьными выражениями. Логическое утверждение над 

выражениями соответствует их удовлетворению логическому 

условию, а точнее, неравенству либо равенству символьных 

выражений, а также совокупности или системе других логических 

утверждений. 

Проверка правильности совершения учащимся цепочек преобразования 

требует проверки корректности и тривиальности (не слишком большой 

сложности для студента) всех преобразований в цепочке. Нынешний уровень 

развития технологий дает возможность подойти к автоматической проверке 

правильности таких цепочек преобразования на принципиально новом уровне. 

Совмещение приведенных видов цепочек преобразования дает 

возможность записать решения значительного числа учебных задач. 

Автоматическая проверка правильности всех переходов в решениях этих задач 

дает возможность значительно увеличить производительность 

преподавательского труда без потери качества. Таким образом, она дает 

возможность проверять существенно большие числа задач, а это дает 

возможность увеличить объемы решаемых учащимися задач и, тем самым, 

повысить уровень образовательного процесса в целом. 



 

Кроме повышения числа проверяемых задач, автоматизация проверки 

дает возможность существенно улучшить коммуникацию, то есть позволит 

масштабировать процесс в том числе в местах, где качественное образование 

получить существенно сложнее. Кроме того, результаты проверки могут стать 

доступны сразу после вывода учащимся решения: ожидание преподавателя не 

потребуется. Также проверка корректности и тривиальности всех переходов 

даст возможность обучаемому сразу узнать о недостаточно поясненном или 

неправильном переходе и дорабатавать решение сразу, без потери контекста. 

Таким образом, и обучаемый может тратить свое время более продуктивно. 

Вместе описанные возможности автоматизации проверки решений 

типовых учебных задач открывают простор для значительного улучшения 

образовательного процесса, а также увеличивают доступность образования на 

высоком уровне благодаря возможности масштабирования. Рост качества 

образования позитивно влияет на рост прогресса во многих областях. Это 

актуально не только для России, но и для многих других стран. 

  



 

1. Процесс решения типовых учебных задач 
 

1.1 Задачи на оперирование формулами 
Существенную долю учебных задач в области технических наук 

составляют задачи на закрепление навыков оперирования формулами. В 

таких задачах от учащихся требуется совершить определенные действия над 

символьными выражениями или логическими утверждениями – 

комбинациями условий над символьными выражениями. 

В данной работе рассматриваются исключительно те символьные 

выражения, которые задаются следующей порождающей грамматикой: 

1. Терминальные символы: 

1.1. Имена функций: {‘exp’, ‘ln’, ‘sin’, ‘cos’, ‘tg’, ‘ctg’, ‘sh’, ‘ch’, ‘th’, ‘cth’, 

‘asin’, ‘acos’, ‘atg’, ‘actg’, ‘abs’, ‘log’, ‘mod’, ‘P’, ‘F’, ‘C’, ‘U’, ‘A’, ‘V’, 

‘S1’, ‘S2’,’ B’},  

1.2. Цифры: {0-9}, 

1.3. Буквы: {‘a’-’z’, ‘A’-’Z’}, 

1.4. Левые унарные операции: {‘-’, ‘¬’}, 

1.5. Правые бинарные операции: {‘!’, ‘`’},  

1.6. Бинарные операции: {‘+’, ‘-‘, ‘*’, ‘/‘, ‘^‘, ‘∧’, ‘∨’, ‘⊕’ , ‘≡’ , ‘→’ , ‘\’ }, 

1.7. Итераторные функции: 

1.7.1. Сумма символьных выражений: {‘∑’}, 

1.7.2. Произведение символьных выражений: {‘∏’}, 

1.8. Зарезервированные имена: {‘π’, ‘e’}, 

1.9. Скобки: {‘(’, ‘)’}, 

1.10. Разделители: {‘,’, ‘.’}. 

 

2. Нетерминальные символы: 

2.1. СВ - символьное выражение, 

2.2. ИФ - имя функции, 

2.3. БК - буква, 

2.4. Ц - цифра, 

2.5. ЛУО - левая унарная операция, 

2.6. ПУО - правая унарная операция, 

2.7. БО - бинарная операция, 

2.8. ИТФ - имя итераторной функции, 

2.9. ЗИ - зарезервированные имена, 

2.10. П - переменная, 

2.11. ИмП - имя переменной, 

2.12. Чис - число, 



 

2.13. СЧ– счетчик суммы или произведения комплексных символьных 

выражений, шаг счетчика: единица, 

2.14. МинЗС – минимальное значение счетчика, 

2.15. МаксЗС – максимальное значение счетчика, 

2.16. СА - список аргументов, 

2.17. ЧЧ - часть числа. 

 

3. Правила: 

3.1. ИФ → exp | ln | sin | cos | tg | ctg | sh | ch | th | cth | asin | acos | atg | actg | 

abs | log | compconj | P | F | C | U | A | V | S1 | S2 | B 

3.2. БК → a-zA-Z 

3.3. Ц → 0-9 

3.4. БО → + | - | * | / | mod | ∧ | ∨ | ⊕ 

3.5. ЛУО → - | ¬ 

3.6. ПУО → ! | ` 

3.7. ИТФ → ∑ | ∏ 

3.8. ЗИ → π | e 

3.9. ИмП → БК | ИмП БК 

3.10. П → ИмП | ЗИ 

3.11. ЧЧ → Ц | ЧЧ Ц 

3.12. Чис → ЧЧ | ЧЧ.ЧЧ 

3.13. СА → СВ | СА, СВ 

3.14. СВ → СВ БО СВ | ЛУО СВ | СВ ПУО | ( СВ ) | ИФ ( СА ) | П | Чис 

| ИТФ ( СЧ , МинЗС , МаксЗС , СВ ) 

3.15. МинЗС → СВ 

3.16. МаксЗС → СВ 

3.17. СЧ → СВ 

 

4. Начальные символы: 

4.1. СВ 



 

 
Рис. 1.  Модель символьных выражений 

Ниже примеры символьных выражений, удовлетворяющих и 

неудовлетворяющих приведенной выше грамматике: 

1.  
1

𝑛!
∑ (−1)𝑘−𝑖 ∗ 𝐶(𝑘, 𝑖)𝑘

𝑖=1 ∗ 𝑖𝑛 −  удовлетворяет; здесь 𝐶 – число сочетаний: 

𝐶(𝑚, 𝑛) =
𝑚!

(𝑚−𝑛)!𝑛!
 

2. 0.(3) – бесконечная периодическая дробь – неудовлетворяет. Удовлетво-

ряет в записи 1/3 

 

Логическое утверждение (logical proposition) [71] – утверждение над 

символьными выражениями, может быть истинно или ложно. В данной работе 

рассматриваются логические утверждения, которые задают либо равенство 

символьных выражений, либо отношение порядка над символьными 

выражениями, либо логическую конъюнкцию других рассматриваемых 

утверждений, либо конъюнкцию. 

 
Рис. 2.  Модель логических утверждений над символьными выражениями 

Примеры логических утверждений, рассматриваемых в данной работе: 

1. sin(𝑥) < cos(𝑥) + 1 



 

2. {

𝑥 + 𝑦 = 4

[
𝑥 ∗ 𝑦 = 6
𝑥 ∗ 𝑦 = 9

 

 

Точно верные в контексте рассматриваемой задачи логические 

утверждения являются фактами. А именно: 

1. Данные исходно логические утверждения, обозначенные в условии этой 

задачи как истинные. 

2. Логические утверждения, доказанные по ходу решения этой задачи. 

 

Задача на оперирование формулами имеет ввиду наличие множества 

символьных выражений и/или логических утверждений E. 

Множество правил преобразования – множество отображений 

множества E в себя же, элементы которого соответствуют правилам 

преобразованиям, которые учащиеся могут применять при решении данной им 

задачи. 

Применение правила преобразования к элементу множества E – замена 

фрагментов этого элемента на другие элементы множества E. 

Примеры возможных правил преобразования: 

1. 𝑎2 − 𝑏2  ⟺  (𝑎 − 𝑏) ∗ (𝑎 + 𝑏) 

2. 𝑎 + 𝑐 = b + c ⟺  a = b 

 

Примеры применения правила преобразования: 

1. Применение правила 𝑎2 − 𝑏2  ⟺  (𝑎 − 𝑏) ∗ (𝑎 + 𝑏) к выражению 𝑥 +
((𝑎3)2 − (5 − 𝑦)2) дает выражение с примененным правилом 𝑥 + ((𝑎3) −
(5 − 𝑦))((𝑎3) + (5 − 𝑦)). 

3. Применение правила 𝑎 + 𝑐 = b + c ⟺  a = b к логическому утверждению 

sin(𝑥) + 𝑎 = cos(𝑥) + 𝑎  дает логическое утверждение с примененным 

правилом sin(𝑥) = cos(𝑥). 

 

Итоговое решение учащегося представляется в виде цепочки преобра-

зований над символьными выражениями и логическими утверждениями. 

Задаются порождающей грамматикой: 

1. Терминальные символы: 

1.1. Знаки: {‘<’, ‘>’, ‘≤’, ‘≥’, ‘=’, ‘=>’} 

1.2. Перенос строки: {‘\n’} 

1.3. Символьное выражение 

1.4. Скобки: {‘{’, ‘[’, }’, ‘]’} - фигурные и квадратные скобки, трактуемые, 

соответственно, как система или совокупность. Скобка_большая_фи-

гурная_системная, Скобка_большая_квадратная_системная 

 



 

2. Нетерминальные символы: 

2.1. Знак - знаки, связывающие выражения 

2.2. Знак_следования - знак логического перехода 

2.3. Перенос_строки 

2.4. Логическое_утверждение 

2.5. Расширенное_утверждение 

2.6. Перечень_утверждений 

2.7. Система_логических_утверждений 

2.8. Совокупность_логических_утверждений 

2.9. Правило 

2.10. Правило_преобразования_выражений 

2.11. Цепочка_преобразований_выражений 

2.12. Цепочка_преобразования_логических_утверждений  

 

3. Правила: 

3.1. Знак → < | > | ≤ | ≥ | =  

3.2. Знак_следования → => 

3.3. Перенос_строки → \n 

3.4. Логическое_утверждение → Выражение Знак Выражение |  Си-

стема_логических_утверждений | Совокупность_логических_утвер-

ждений 

3.5. Расширенное_утверждение → Логическое_утверждение | Це-

почка_преобразований_выражений | Цепочка_преобразования_логиче-

ских_утверждений 

3.6. Перечень_утверждений → Расширенное_утверждение | Расширен-

ное_утверждение Перенос_строки Перечень_утверждений 

3.7. Система_логических_утверждений → Скобка_большая_фигурная_си-

стемная Перечень_утверждений  

3.8. Совокупность_логических_утверждений → Скобка_большая_квадрат-

ная_системная Перечень_утверждений  

3.9. Правило_преобразования_выражений → [ Цепочка_преобразова-

ний_выражений ] 

3.10. Правило → Правило_преобразования_выражений | [ Це-

почка_преобразования_логических_утверждений ] 

3.11. Цепочка_преобразований_выражений → Выражение | Выражение 

Знак Цепочка_преобразований_выражений | Цепочка_преобразова-

ний_выражений Знак Правило_преобразования_выражений Знак Це-

почка_преобразований_выражений 

3.12. Цепочка_преобразования_логических_утверждений → Логиче-

ское_утверждение | Логическое_утверждение Знак_следования Це-

почка_преобразования_логических_утверждений | 



 

Логическое_утверждение Перенос_строки Цепочка_преобразова-

ния_логических_утверждений | Цепочка_преобразования_логиче-

ских_утверждений Знак_следования Правило Знак_следования Це-

почка_преобразования_логических_утверждений 

 

4. Начальные символы: 

4.1. Цепочка_преобразования_логических_утверждений 

4.2. Цепочка_преобразования_выражений 

 

 
Рис. 3.  Модель цепочек преобразования 

 

Рассматриваемые в работе примеры цепочек преобразований: 

 

 
Рис. 4.  Цепочка преобразований «доказать тригонометрическое тождество» 

 

 
Рис. 4.  Пример цепочки преобразований «решить уравнение» 

 



 

Решение задачи начинается с интерпретирования учащимся ее условия. 

Далее из доступных ему ресурсов, в том числе собственной памяти, учащийся 

начинает извлекать информацию, применимую к этой задаче, выявляет по 

ней правила преобразования, позволяющие преобразовывать символьные вы-

ражения и логические утверждения, имеющиеся в задаче. 

Далее учащимся строится план решения задачи: по каким правилам и в 

каком порядке данные ему выражения требуется преобразовывать. После 

трансформирует данные выражения и факты по последовательно выбирае-

мым правилам преобразования из те, которые известны ему заранее или тех, 

которые выводятся им в ходе решения задачи, исходя из уже известных. Та-

кие итерации производятся обучающимся до момента, в котором он либо бро-

сит решать решаемую задачу, либо получит правильное на его взгляд, реше-

ние этой задачи. не получит удовлетворяющее его решение задачи, либо не 

бросит ее решать. 

Учащийся записывает полученное решение в виде цепочки 

преобразований, затем она передается учителю для проверки правильности. В 

некоторых случаях такое решение дополняется пояснениями, объясняющими 

возможность использования преобразования в текущей ситуации. 

Затем выведенная учащимся цепочка преобразований и пояснения пе-

редаются учителю для оценки решения задачи. И при выявлении степени пра-

вильности преподаватель использует исключительно условие задачи и пере-

данный учащимся материал. 

 

В ходе оценки правильности учитель проверяет: 

1. Соответствие начального и конечного элементов цепочки преобразований 

исходно данному условию задачи. 

2. Правильность переходов во всех парах соседних элементов в предостав-

ленной обучаемым цепочке. 

Если присутствуют вложенные внутренние цепочки преобразований, кото-

рые выводят правила, то учителю требуется проверить все переходы в 

этой вложенной внутренней цепочке, а также переходы, которые обосно-

вываются выведенными в этой цепочке внутренними правилами. 

 

Переходы (их правильность) проверяются по следующим критериям: 

1. Корректность – насколько выполненные учащимся преобразования 

соответствуют теории. Корректный переход возможен по тем аксиомам и 

теоремам, которые присуществуют в рассматриваемой области. 

1.3. Примеры: 

1.3.1. Преобразование 𝑥 ∨ (x ∧ 𝑦) = 𝑥 корректное. 

1.3.2. Преобразование 𝑥 ∨ (x ∧ 𝑦) = x ∧ 𝑦 некорректное. 

 



 

2. Тривиальность – достаточно ли прост переход, чтобы для его совершения 

учащемуся хватило умственных усилий. Так, переход будет считаться 

тривиальным, когда он не чересчур сложен для учащегося при его 

познаниях на рассматриваемый момент. Задача оценки тривиальности 

перехода – уменьшить вероятность случайного пропуска учащимся важных 

шагов в ходе решения рассматриваемой задачи и вероятность непонимания 

этих шагов. Чтобы превратить нетривиальный переход в проходящий 

проверку на тривиальность, учащемуся нужно вывести объясняющее его 

правило, либо разбить его на более простые. 

2.3. Примеры: 

2.3.1. Преобразование 𝑥 ∨ (x ∧ 𝑦) = 𝑥 нетривиальное и не может быть 

совершено за один переход. 

2.3.2. Преобразование 𝑥 ∨ (x ∧ 𝑦) = (x ∧ 1) ∨ (x ∧ 𝑦) тривиальное и 

может быть совершено за один переход. 

 

Когда все переходы в рассматриваемой цепочке преобразований одно-

временно и корректны, и тривиальны, результатом является выведенное либо 

требуемое в задаче тождество, либо требуемое в задаче символьное выраже-

ние, либо логическое утверждение, которое удовлетворяет критериям из 

условия задачи – решение, которое представленно рассматриваемой цепочкой 

преобразований, размечается как правильное и для учащегося засчитывается. 

В ином случае решение полагается неправильным, учитель указывает учаще-

муся точку, с которой рассуждения превратились либо в неправильные, либо 

также в недостаточно обоснованные. 

Примеры: 

1. Решение 𝑥 ∨ (x ∧ 𝑦) = (x ∧ 1) ∨ (x ∧ 𝑦) = 𝑥 ∧ (1 ∨ 𝑦) = 𝑥 ∧ 1 = 𝑥 правиль-

ное для задачи «Докажите, что 𝑥 ∨ (x ∧ 𝑦) = 𝑥», так как все переходы од-

новременно и корректны и тривиальны. 

 
 

1.2 Альтернативные возможные подходы к записи и 

нотации решений 
Создание языка, позволяющего записывать решения типовых учебных 

задач – значимый элемент автоматической проверки решений таких задач. 

Степень применимости языка предлагается оценивать по таким критериям: 

1. Возможность однозначно интерпретировать записанные решения. 

2. Удобство процесса записи. 

3. Сложность в усвоении. 

Примечание: удовлетворение языка 2-м и 3-му критериям может 

проверяться исключительно экспериментально. 

 



 

Обозначенная в 1.1 система записи решений учебных задач не является 

безальтернативной. Есть много отличных подходов, принятых в других 

образовательных платформах и системах других стран, многие из которых 

широко используются сейчас. 

Существующие нотации, позволяющие записывать математические 

преобразования в цифровом виде разделяются на 2 типа по признаку 

совпадения форматов ввода и получения введенных преобразований. Так, TeX 

[86] и MathML [92] потребуют ввода математических преобразований на 

специальном определенном языке, существенно отличающемся по сравнению 

с привычным для обучающихся языка решений типовых учебных задач «на 

бумаге». Далее они компилируют преобразования, записанные на этом языке в 

формат, более привычный для восприятия. Овладение подобным языком 

потребует отдельной подготовки, не связанной с изучением предмета и 

сложной для большой доли учащихся – плох подходит для систем 

автоматической проверки. 

Наоборот, другие нотации позволяют записывать математические 

преобразования сразу в выходном итоговом формате, привычному для 

среднестатистических учащихся. В эти нотации относятся: 

1. Запись в одну строку, с применение определенных обозначений при 

обозначении частей математических преобразований, которые принято 

обозначать путем разделения на множество строк. Минусом подобных 

подходов к записи является неудобство их восприятия. Так, языки 

программирования (Python, Java, С++, Kotlin, …); языки математических 

сред (R, Mathematica, …) и другие. 
 

 
Рис. 5.  Пример записи математических выкладок на языке C++ 

 

2. Ввод математических преобразований в формате, похожем на записи «на 

бумаге», благодаря предлагаемому набору паттернов связей и 

расположений символов, которые соответствуют общераспространенному 

расположению частей выражений для описываемых ими примитивов. Такие 

нотации включают наличие средства ввода, позволяющего выбирать 

правила и паттерны. Так, средства ввода выражений, основанные на этом 

принципе, предоставляет Wiris [132] и MathQuill [93]. 

 



 

 
Рис. 6.  Пример записи математических выкладок в Wiris 

 

 
Рис. 7.  Примеры записи математических выкладок в MathQuill 

 

Приведенные нотации определяют способы введения математических 

преобразований разных видов, при этом могут не подразумевать 

автоматическую интерпретацию этих выкладок. Она требует специального 

интерпретируемого языка для ввода цепочек преобразований над 

символьными выражениями и логическими утверждениями. 

Разработка новой хорошей нотации – трудоемкий процесс, требующий 

разработки специальных комплексов, реализующих эту нотацию, в 

дополнение к распространению этой нотации в нынешних условиях 

существования уже широко зарекомендовавших себя других нотаций.  Они 

бывают разных видов, кроме того, занимаются многие научные организации. 

Поэтому в данной работе было принято решение разрабатывать язык для 

ввода цепочек преобразований на основе других нотаций, уже существующих 

и предполагающих возможность записи математических преобразований сразу 

в выходном формате. Одновременно была обозначена задача сделать нотацию, 

способную понимать выкладки одновременно поверх более одной 

распространенных существующих нотаций, с целью упрощения. 

В настоящее время существует много таких языков записи символьных 

выражений. Они дают возможность ввести символьные выражения, затем 

скомпилировать их в исполняемый код, либо в структуры, которые 

предназначены для последующей трансформации. Одновременно, такие языки 

дают возможность вычислять значение символьных выражений для заданных 

значений переменных. 

Основные различия между форматами записи наблюдаются в: 

1. Записи степени. В части языков она пишется как «^» (C++), в отличных 

языках как «**» (Python). В части языков в тригонометрических фукнциях 

позволяется запись степени сразу за именем тригонометрической функции 

(Wiris). 

2. Записи итераторных функций. В большом числе языков такие функции 

могут быть описаны только процедурой вычисления или через определение 

операции, вслед за которой следуют аргументы в скобках: имя счетчика, 

затем нижний предел, затем верхний предел, затем выражение, с которым 



 

осуществляется преобразование (Python). В других специализированных 

системах есть опция записывать такие функции, записывая счетчик и 

нижний предел под именем операции, а затем верхний предел – над именем 

операции (Wiris). 

 

 
Рис. 8.  Примеры записи итераторной функции в Python 

 

           
Рис. 9.  Примеры записи итераторных функций в Wiris 

 

3. Именах функций. Например, «tg» или «tan». 

4. Специфических операциях, например, комбинаторных чисел. В части 

языков такие операции задаются только функцией вычисления (С++), а в 

иных языках такие операции поддерживаются (Python), существуют 

различия между формами записи, которые допустимы. Так, число 

сочетаний это: 𝐶(𝑚, 𝑛) = (𝑚
𝑛

) = 𝐶𝑚
𝑛 =

𝑚!

(𝑚−𝑛)!𝑛!
 . 

 

Логические утверждения аналогично поддерживаются разными 

языками. В большом числе случаев они определяются как расширение нотации 

выражений: они могут быть связаны операциями сравнения или равенства, а 

еще логическими операциями: дизъюнкцией и конъюнкцией. Подобно 

символьным выражениям, логические утверждения компилируются в 

исполняемый код или в определенные структуры, которые предназначены для 

их преобразования; затем возможна проверка их правильности при заданных 

значениях переменных. 

Специализированные математические пакеты содержат также 

возможности для применения правил преобразования к существенной части 

логических утверждений, которые задают несложные уравнения, или системы 



 

таких уравнений. Так, WolframAlpha [133] предоставляет возможности 

решения уравнений из областей линейной алгебры, тригонометрии, и многих 

других. 

 

 

 
Рис. 10.  Пример решения неравенства WolframAlpha 

 

Значительно хуже ситуация с системами для записи и интерпретации 

решений. Обнаружены исключительно решения, дающие возможности записи 

цепочек преобразования без интерпретации и проверки. Такие системы 

делятся на 2 типа: блокноты, позволяющие записывать произвольные 

математические преобразования (Wiris); а также блокноты, выводящие 

структурированные наборы полей для записи решений определенных видов. 

Вполне приемлемый по удобству интерфейс для записи решений простых 

задач школьного уровня предоставляет eMathStudio [139]. 

 



 

 
Рис. 11.  Пример решения в eMathStudio 

 

Системы первой группы позволяют только записывать решения. Во 

второй группе есть возможности для проверки решений, но они не годятся для 

очень многих из рассматриваемых в работе задач. Для: 

1. Учета области определения. 

2. Использования итераторных функций 

3. Использования функций, которые определяются через итераторные 

например, комбинаторных чисел. 

4. Проверки правильности решений с выражениями с числом символьных 

переменных больше двух. 

Одновременно такие системы предполагают чересчур суровые 

требования к тривиальности решений, они не подходят для студентов младших 

курсов и обучающихся старших классов, так как те облают достаточно 

высокой степенью владения арифметическими операциями. 

 

1.3 Существующие способы автоматической проверки 
Самый распространенный способ автоматической проверки решений - 

проверка по ответу, а именно сравнение ответа, который нашел обучаю-

щийся, с тем ответом, который обозначил преподаватель. Значительно менее 

используемыми являются методы пошаговой верификации решений, которые 



 

подразумевают проверку не только ответа, но также хода рассуждений, по ко-

торому обучаемый дошел до ответа. 
 

1.3.1 Автоматическая проверка по ответу 
Ключевые составляющие: 

1. Определение языка той предметной области, используемого для записи от-

ветов. 

2. Разработка языка для критериев проверки по ответу. Например 

a. Вхождение или его отсутствие в символьное выражение или логиче-

ское утверждение для конкретной переменной.  

b. Вхождение или его отсутствие в символьное выражение или логиче-

ское утверждение операции с возможными ограничениями на аргу-

менты. 

3. Разработка алгоритма проверки ответа, который задан учащимся, с пра-

вильным. На нынешний момент есть 3 способа проверки: посимвольное 

сравнение, нормализация, а затем посимвольное сравнение, а также метод 

вычислительных экспериментов. 

 

Посимвольное сравнение это частным случай проверки на основе норма-

лизации. 
 

1.3.1.1 Методы, основанные на нормализации 
Пусть дан класс выражений E. Совокупность нормальной формы и по-

следовательности преобразований элементов E должны соответствовать пере-

численным далее условиям: 

1. Предопределенная цепочка преобразований задана алгоритмом. 

2. Нормальные формы выражений E равны если и только если эти выраже-

ния равны. 

3. Нормальная форма существует для выражений E и есть возможность полу-

чить ее из любого выражения E через применение к нему предопределен-

ного набора преобразований. 

Проверить равенство заданных выражений E возможно приведя их к 

нормальной форме, а затем сравнивая эти формы. Кроме проверки, этот ме-

тод дает возможность предъявить доказательство равенства: цепочки преоб-

разований. 

Главный недостаток этого подхода - маленькая мощность класса сим-

вольных выражений, для которых эквивалентность проверяется сведением к 

нормальной форме. Это следствие из теоремы Ричардсона [115], где доказана 

алгоритмическая неразрешимость задачи сравнения двух символьных выра-

жений. 



 

Теорема Ричардсона: Пусть R – класс выражений созданных из пере-

менной x, рациональных чисел и двух вещественных чисел π и ln 2 с помо-

щью операций сложения, умножения, композиции и функций exp и абсолют-

ная величина. Тогда, если выражение E из R, то предикат «E = 0» неразре-

шим. 

Число π невозможно выразить выражениями из R, в которых нет ln 2. 

Аналогично, ln 2 невозможно выразить выражениями R, в которых нет π. 

Подтверждений или опровержений возможности выражения π и ln 2 друг че-

рез друга выражениями R обнаружить не удалось, в обоих случаях есть воз-

можность заменить ln 2 и π на переменные так, чтобы теорема Ричардсона 

осталась актуальной: 

1. Когда возможности выражения π и ln 2 друг через друга выражениями R 

не существует – заменим их на независимые друг от друга переменные. 

Множество правил, применимых к выражениям, не изменится, теорема 

останется актуальной. 

2. Когда возможность выражения π и ln 2 друг через друга выражениями R 

существует – заменим ln 2 переменной, число π – выражением от этой пе-

ременной (оно существует, так как через переменную, которая соответ-

ствует ln 2 можно выразить функции, обратные exp). Аналогично, множе-

ство правил, применимых к выражениям, не изменится, теорема останется 

актуальной. 

В итоге такой замены R превращается в класс символьных выражений. 

Задача проверки равенства символьного выражения нулю алгоритмически не-

разрешима. Поэтому и задача оценки совпадения ответов, которые заданны в 

форме символьных выражений, неразрешима произвольным детерминирован-

ным алгоритмом, включая алгоритмы, использующие нормализацию. 

Однако методы, которые основанные на нормальных формах, активно 

применяются при сравнения выражений из многих программных комплексов, 

WolframAlpha [133], Mathematica [97], Maple [89] – на практике и дают вполне 

применимые результаты, дают возможность проверять равенство символьных 

выражений большом числе случаев. 

 



 

 
Рис. 13.  Пример сведений при разборе проверки равенства выражений в программном 

комплексе WolframAlpha 

 

Но для проверки тривиальности применение такого подхода слишком 

трудоемко: потребуется задание, а затем перебор очень большого числа воз-

можных комбинаций. В данной работе предлагается метод оптимизации этого 

перебора. 
 

1.3.1.2 Методы на базе вычислительных экспериментов 
Идея в сравнении ответа с заданным преподавателем через проверку их 

совпадения для различных значений параметров. Метод подразумевает слу-

чайный или предусловленный выбор точек, затем для всех точек проводится 

серия вычислительных экспериментов: координаты точек подставляются как 

значения символьных переменных в выражениях, а потом полученные значе-

ния выражений сравниваются. Когда значения хотя бы в одной из точек не 

совпали – полагаем их неравными; иначе полагаем их равными. 

Этот метод вероятностный, так как значения вычисленных выражений 

сравнивается лишь в выбранных точках, а не во всех возможных значениях 

переменных. И алгоритм может не найти ту точку, в которой сравниваемые 

выражения не равны или принять выражения, которые не равны за равные, 

или неправильный ответ, данный учащимся, принять за правильный. 

Главными проблемами, которые возникают при применении этого ме-

тода вычислительных экспериментов для целей работы, являются: 

1. Выбор критериев оценки точности вычислений. 

2. Подбирать точки, в которых символьные выражения потом будут сравни-

ваться. 



 

3. Нет возможности проверить тривиальность при переходе между сосед-

ними шагами. 

 

1.3.2 Автоматическая проверка по шагам 
 

В ней проверяется не только ответ, но также ход решения рассматривае-

мой задачи, она решает многие проблемы, возникающие при автоматической 

проверке решений по ответу. Предлагает полагать решение правильным, если 

приведено его доказательство. 

Такой подход полагает, что есть формальное описание задачи, а также 

её решения, и по ним можно предъявить логическую цепочку, подтверждаю-

щую, что предъявленное решение является решением задачи. 

Допустим используется исчисление предикатов первого порядка. Тогда 

определим: 

1. Данное множество допустимых 𝑋 

2. Что неизвестно: множество возможных ответов 𝑌 

3. Предусловие 𝑃(𝑥), ему должны соответствовать входные данные 

4. Постусловие 𝑄(𝑥, 𝑦), связывающее входные и выходные данные. 

 

Тогда решение задачи сводится к конструктивному доказательству для 

теоремы существования такого вида: 

∀𝑥 ∈ 𝑋 ((𝑃(𝑥) → ∃𝑦 ∈ 𝑌(𝑄(𝑥, 𝑦)))). 

После сколемизации используемого квантора существования можно 

найти «неизвестную» функцию 𝑓, она получает ответ по имеющимся исход-

ным данным, а также удовлетворяет условию  

𝑃(𝑥) → 𝑄(𝑥, 𝑓(𝑥)) 

В том числе в нотации логики Хоара 
{𝑃(𝑥)} 𝑦 ≔ 𝑓(𝑥) {𝑄(𝑥, 𝑦)}. 

 

Функцию 𝑓 учащийся должен предъявить в качестве решения задачи. 

Тогда оценка правильности решения задачи сводится к доказательству этого 

утверждения в любой из выше приведённых форм. 

Методы пошаговой проверки решений задач требуют более индивиду-

ального подхода в задачах разных типов, и их сложнее реализовать. Поэтому 

на практике встречающиеся случаи его применения редки, не подходят для 

использования в широком круге рассматриваемых задач на оперирование 

формулами. 

Так, метод такой пошаговой проверки решений используется в 

eMathStudio, ориентированом за задачи на правила оперирования простыми 

арифметическими операциями. Создатели системы тщательно продумали 



 

возможные виды переходов и их нотации [65-71]. Сама система проверки в 

каждом переходе посмотрит все преобразования и, когда находит правило, 

обосновывающее переход, положит переход правильным. А в противном слу-

чае нетривиальным или некорректным. 

Создатели eMathStudio провели исследования о роли влияния примене-

ния этой системы на исследуемый образовательный процесс; в том числе со-

бирали отзывы обучавшихся, от которых ожидались записанные решения за-

дач в предложенном создателями формате. В результате исследований запись 

решений учебных задач в выбранном формате отнимает у обучаюхся больше 

времени, зато ведет к лучшему осознанию материала и выработке навыка по-

строения цепочек рассуждений [69]. 

 

 
Рис. 14.  Пример пошаговой проверки решения в eMathStudio 

 

Однако существующие на нанешний день подходы предполагают че-

ресчур жесткие критерии проверки тривиальности, так за один переход воз-

можно совершение только простого преобразования. Так, нетривиальным и 

недопустимым, будет приведение существенного числа однородных слагае-

мых в многочлене за один переход. На практике эти преобразования элемен-

тарны для студентов и учащихся в старших классах, они часто выполняются 

за один переход в независимости от числа слагаемых и раскрываемых скобок. 

 

Дополнительно существует ряд способов, нацеленных на автоматиче-

скую верификацию решений в определенных предметных областях, например 

геометрические построения, эйлеров путь в графах, и других. Используемые 

там методы не получается использовать для проверки решений задач на пре-

образование формул. 

 

2. Язык записи цепочек преобразований и их проверка 

эффективным перебором правил 
 



 

Положим решение задачи дано в виде цепочки преобразований над 

выражениями и утверждениями. Проверка решения задачи подразумевает 

проверку корректности, а также тривиальности всех переходов между всеми 

соседними элементами в цепочке преобразований, включая пошаговую 

проверку выводимых дополнительных правил – вложенных цепочек 

преобразования. 

Критерии корректности и тривиальности получаются по заданному 

преподавателем взвешенному множеству допустимых правил 

преобразования. 

 

Взвешенное множество допустимых правил преобразования – сово-

купность: 

1. Множества допустимых правил преобразования P – множества правил 

преобразования, доступны в ходе решения задачи 

2. Весов правил преобразования – отображение 𝑊 ∶  𝑃 → {𝑥 | 𝑥 ∈ 𝑄 ⋀ 𝑥 ∈
(0; 1]}. 

Рациональное число, соответствующее допустимому преобразованию, 

является весом правила преобразования, определяет его сложность. 

Пример: 

Множество 𝑃 = {𝐶(𝑚, 𝑛) =
𝑚!

(𝑚−𝑛)!𝑛!
; 𝑉(𝑚, 𝑛) =

(𝑚+𝑛−1)!

(𝑚−1)!𝑛!
} и 𝑊 =

{𝐶(𝑚, 𝑛) =
𝑚!

(𝑚−𝑛)!𝑛!
→ 0.6; 𝑉(𝑚, 𝑛) =

(𝑚+𝑛−1)!

(𝑚−1)!𝑛!
→ 0.7} - взвешенное множество 

допустимых правил преобразования. 0.6 и 0.7 - веса правил 𝐶(𝑚, 𝑛) =
𝑚!

(𝑚−𝑛)!𝑛!
 

и 𝑉(𝑚, 𝑛) =
(𝑚+𝑛−1)!

(𝑚−1)!𝑛!
. 

 

Взвешенное множество допустимых правил преобразования опреде-

ляет взвешенное множество суперпозиций допустимых правил преобразо-

вания – объединение: 

1. Множества суперпозиций допустимых правил преобразования P* – 

множества допустимых правил преобразования, расширенное суперпози-

циями содержащихся внутри него отображений. Суперпозиция правил 

также правило, его применение к выражению соответствует применению 

правил, составляющих суперпозицию. 

2. Весов суперпозиций правил преобразования – тотального отображения 

𝑊∗ ∶  𝑃∗ → 𝑄, где сопоставляемое суперпозиции число являются суммами 

весов правил, входящих в суперпозицию - вес суперпозиции правил пре-

образования.  

 

Пример: 



 

𝐶(𝑚, 𝑛) + 𝑉(𝑚, 𝑛) →
𝑚!

(𝑚−𝑛)!𝑛!
+

(𝑚+𝑛−1)!

(𝑚−1)!𝑛!
 - суперпозиция 𝐶(𝑚, 𝑛) =

𝑚!

(𝑚−𝑛)!𝑛!
; 𝑉(𝑚, 𝑛) =

(𝑚+𝑛−1)!

(𝑚−1)!𝑛!
 . Для 𝑊 = {𝐶(𝑚, 𝑛) =

𝑚!

(𝑚−𝑛)!𝑛!
→ 0.6; 𝑉(𝑚, 𝑛) =

(𝑚+𝑛−1)!

(𝑚−1)!𝑛!
→ 0.7}, суммарный вес 1.3. 

 

 Переход между соседними L и R в цепочке преобразований коррект-

ный, тогда и только тогда, когда существует обосновывающая суперпозиция 

правил. Такая, что, при применении ее к L получится R, или при применении 

ее к R получится L. 

 Переход между соседними L и R в цепочке преобразований считается 

корректным и тривиальным, тогда и только тогда, когда существует обосно-

вывающая суперпозиция правил с весом не больше 1. 

 Ожидается, что преподаватель подбирает веса правил так, чтобы воз-

можные переходы были не чересчур сложными для обучающих, но также 

учащимся не требовалось слишком детально расписывать простые преобразо-

вания. 

 

Также заданные правила могут иметь условия применимости, которым 

обязательно удовлетворять для их применения к элементу цепочки. Разновид-

ности условий: 

1. По типу элемента цепочки 

2. По типу переходов в цепочке 

a. Между выражениями: равенство или сравнение. 

b. Между логическими утверждениями: эквивалентность или след-

ствие. 

3. По области определения: условию на допустимые значения в правиле, с 

которым его можно применить. 

 

Примеры: 

a. Правило √𝑥
2

⟹ 𝑥 верно исключительно при 𝑥 > 0 . 
b. Правило a ∗ c < 𝑏 ∗ 𝑐 ⟹ 𝑎 < 𝑏 верно исключительно при 𝑐 > 0 . 

 

Для удовлетворения условию требуется чтобы выполнялось одно из: 

• Корректен и тривиален переход между одним из утверждений в си-

стеме и утверждением, которое описывает область определения пра-

вила преобразования 

• В ходе применении правила преобразования вместо всех символь-

ных переменных подставляются константы, такие что при них ис-

тинно утверждение, которое описывает область определения. 

 



 

Примеры: 

a. Правило √𝑥
2

⟹ 𝑥 , верное исключительно при 𝑥 > 0: 

i. Не применимо к выражению √𝑥
2

 в произвольной цепочке 

преобразований. 

ii. Применимо к символьному выражению √𝑥
2

 в логическом 

утверждении:  {

𝑥 > 0
𝑦 + 4 = 𝑥

√𝑥
2

= 𝑦
 

iii. Применимо к символьному выражению √4
2

 в произвольной 

цепочке преобразований. 

 

b. Правило a ∗ c < 𝑏 ∗ 𝑐 ⟹ 𝑎 < 𝑏 , верное исключительно при 𝑐 > 0: 

i.  Не применимо к утверждению a ∗ c < 𝑏 ∗ 𝑐 ⟹ 𝑎 < 𝑏  в про-

извольной цепочке преобразований. 

ii. Применимо к утверждению a ∗ (𝑎 + 𝑑) < 𝑏 ∗ (𝑎 + 𝑑) в: 

 {
𝑎 + 𝑑 > 0

a ∗ (𝑎 + 𝑑) < 𝑏 ∗ (𝑎 + 𝑑)
𝑥 > 0

 

iii. Применимо к выражению утверждению a ∗ 3 < 𝑏 ∗ 3 в про-

извольной цепочке преобразований. 

 

4. По контексту обозначений: требуется ли строгое соответствие между пере-

менными в правиле и задаче, или это правило может быть применимо и 

для любых других обозначений. 

 

Примеры: 

a. Правило sin(𝑥 + 𝑦) = sin(𝑥) ∗ cos(𝑦) + sin(𝑦) ∗ cos (𝑥) верно для 

любых 𝑥 и 𝑦 и применимо при любых обозначениях. 

b. Правило 𝐼 = 𝑈/𝑅 (закон Ома) верно только для I, обозначающей 

силу тока, U – напряжение и R – сопротивление. 

c. Правило cos (2 ∗ 𝑎) = 0.5 в задаче «вычислите cos2 𝑎 при условии 

cos (2 ∗ 𝑎) = 0.5» верно только для конкретного 𝑎 в задаче. 



 

 

 
Рис. 15.  Пример последовательности проверки переходов в цепочке преобразований, 

решающей уравнение 𝑉(𝑥, 2) = 𝐴(𝑥, 1) 

 

Доступные переходы между элементами из цепочки преобразований 

предлагается описать взвешенным ориентированным графом 

преобразований D (V, E). Вершины Е такого ориентированного графа 

соответствуют элементам рассматриваемых цепочек преобразования. Дуги - 

связывают их, тогда и только тогда, когда в множестве допустимых правил 

существует правило преобразования, при применении которого к выражению 

или утверждению, которое соответствует стартовой вершине дуги, получится 

элемент, который соответствуют финальной вершине рассматриваемой дуги. 

Вес этой дуги будет равен наименьшему из весов подобных правил 

преобразования. 

Теперь задача проверки корректности совершенного перехода между 

элементами рассматриваемой цепочки преобразований сведется к задаче 

проверки наличия пути между вершинами графа, которые им соответствуют. 

А задача проверки тривиальности совершенного перехода накладывает 

ограничение на длину такого пути и сводится к задаче проверки наличия пути 

с суммой весов дуг в пути не превышающей 1. 

Число вершин и дуг в таком орграфе преобразований неограниченно, так 

как неограниченное число результатов применений суперпозиций допустимых 



 

правил к выражениям и утверждениям. Поэтому при проверке существования 

пути с весом не превышающем 1 неприменимы алгоритмы поиска пути, 

которые основаны на рассмотрении всех ребер и вершин в графе. 

Но ограничение максимальной длины пути, которое задается 

требованием тривиальности, позволяет ограничить время работы алгоритма. 

Также сократить время работы позволяет использование эвристики для оценки 

расстояния для исследования преимущественно путей, более вероятно 

подтверждающих корректность и тривиальность перехода. 

На базе комбинации этих идей в работе разработана эвристика оценки 

расстояния и модификация алгоритма A* [38] для проверки правильности 

переходов в цепочке преобразований BASC (Bidirectional A* Search 

Combination). 
 

Пусть даны 2 элемента 𝑢, 𝑣 из цепочки преобразований. Нужно 

построить оценки расстояния 𝑑(𝑢, 𝑣) между соответствующими 𝑢, 𝑣 

вершинами в ориентированном графе преобразований, чтобы: 

1. Временная трудоемкость вычисления этой оценки 𝑑̃(𝑢, 𝑣) занимала 

константное время от числа вершин; 

2. Минимизировалось число ошибок вида: ( 𝑑̃(𝑢1, 𝑣) < 𝑑̃(𝑢2, 𝑣))  ∧
 (𝑑(𝑢1, 𝑣) > 𝑑(𝑢2, 𝑣)), где 𝑢1𝑢2, 𝑣 – вершины ориентированного графа. 

 

Оценкой расстояния между элементом 𝑢 и множеством элементов 𝑉 

𝑑̃(𝑢, 𝑉) назовем минимальную из оценок расстояний 𝑑̃(𝑢, 𝑣), где 𝑣 ∈ 𝑉. 
 

Положим оценку расстояния между двумя символьными выражениями 

𝑢, 𝑣 равна сумме величин: 

1. Минимальная сумма значений чисел в ячейках матрицы несоответствия 

подвыражений, которые выбраны так, что в каждой строке и каждом 

столбце матрицы встретится хотя бы одна ячейка. 

 

По строкам такой матрицы несоответствия подвыражений располагаются 

выражения, которые соответствуют всем ветвям дерева выражения 𝑢 с 

аргументами, которые не являются листовыми; по столбцам – точно также 

для выражения 𝑣. В ячейках матрицы расположены нули, если вхождения 

по строке и столбцу совпадают и единицы – если не совпадают. Под 

совпадением имеется в виду полное совпадение функции и списка 

аргументов, ожидается что они идут в том же поорядке. 

 

 

2. Число переменных, которые входят в выражение 𝑢 и не входят в 𝑣. 
3. Число переменных, которые входят в выражение 𝑣 и не входят в 𝑢. 



 

 

Оценка расстояния для логических утверждений 𝑢, 𝑣 равна наименьшей 

сумме значений в ячейках матрицы несоответствия фрагментов 

логических утверждений, которые выбраны так, что в каждой строке и 

каждом столбце этой матрицы встретится не меньше чем одна ячейка. 

Такая матрица несоответствия фрагментов логических утверждений 

определяется аналогично матрице несоответствия выражений, но: 

1. По столбцам и строкам расположены фрагменты деревьев утверждений, 

которые включают в себя логические условия над выражениями. 

2. Для оценки несоответствия узлов Совокупность_логических_утверждений 

и Система_логических_утверждений за коэффициент несоответствия 

предлагается брать сумму числа тех утверждений, находящихся в первом 

сравниваемом узле и не находящиеся во втором и наоборот. 
 

Алгоритм BASС для проверки переходов 
Вход: 2 элемента проверяемой цепочки преобразований 𝑙 и 𝑟; 

взвешенный ориентированный граф преобразований D (V, E). 

Выход: 1, когда переход между 𝑙 и 𝑟 и корректен, и тривиален; иначе 0. 

 

Используемые структуры данных: 

1. Очереди открытых вершин, соответствующие 𝑙 и 𝑟: 𝑄𝑙  и 𝑄𝑟. Вершина 

попадает в очередь открытых вершин после того, как алгоритм нашел 

элемент, который ей соответствует, как результат применения допустимого 

преобразования к элементу, который соответствуют рассматриваемой 

вершине, взятой из очереди открытых вершин. В процессе работы 

алгоритма рассматриваются вершины из очередей открытых вершин для 

𝑙 и 𝑟, которые имеют наибольший приоритет. После того, как вершина 

рассмотрена, она удаляется из очереди и попадает в список закрытых 

вершин С𝑙 и С𝑟. 

a. В момент добавления вершины в 𝑄𝑙  её приоритет будет определяться 

по оценке расстояния от неё до множества в С𝑟: чем меньше эвристика 

оценки расстояния – тем выше ее приоритет и тем раньше эта 

вершина будет извлечена. Точно также, в момент добавлении 

вершины в 𝑄𝑟   её приоритет определяется по оценке расстояния от 

этой вершины до множества в С𝑙. 

b. После рассмотрения вершины из очереди открытых вершин для 

𝑙 или 𝑟 в эту же очередь попадут все вершины, которые смежны с 

рассматриваемой и еще не были в очередях открытых вершин. 

2. Списки закрытых вершин, соответствующие 𝑙 и 𝑟: С𝑙  и С𝑟. Вершина 

попадет в С𝑙 после того, как будет рассмотрена и удалена из 𝑄𝑙. Аналогично, 



 

вершина попадет в С𝑟  после того, как будет рассмотрена и удалена из 𝑄𝑟. 

Составленные списки закрытых вершин С𝑙 и С𝑟 используются при 

расстановке приоритетов вершин в очередях открытых вершин. 

 

Процедура рассмотрения и извлечения вершины из очереди 

открытых вершин: 

1. Выбирать и рассмотреть вершину с максимальным приоритетом из 

𝑄𝑙 (либо 𝑄𝑟). Для всех из соответствующих смежным ее вершинам 

элементов вершины 𝑢, не попадавшей в очереди открытых вершин (𝑢 ∉
𝑄𝑙 ∪  𝑄𝑟 ∪ С𝑙 ∪ С𝑟) и такой, что 𝑑(𝑙, 𝑢) ≤ 1 (либо 𝑑(𝑢, 𝑟) ≤ 1), выполняем 

шаги: 

1.1 MIN_DIST = Оценка расстояния между 𝑢 и 𝑟 (либо 𝑙). 

1.2 Для всех 𝑣 из 𝑄𝑟 ∪ С𝑟  (либо 𝑄𝑙 ∪ С𝑙) и такого, что 𝑑(𝑙, 𝑢) +  𝑑(𝑣, 𝑟) ≤
1 (либо 𝑑(𝑙, 𝑣) + 𝑑(𝑢, 𝑟) ≤ 1): 

1.2.1 Если 𝑢 и 𝑣 одинаковы – завершить процедуру и вернуть 1; имеющаяся 

суперпозиция преобразований из 𝑙 в 𝑣 и из 

𝑣 в 𝑟 подтверждает корректность и   тривиальность перехода. 

1.2.2 Оценить расстояние между 𝑢 и 𝑣. Если это расстояние меньше 

MIN_DIST, то обновляем MIN_DIST = Оценка расстояния между u и v. 

1.3 Добавить вершину 𝑢 в список открытых вершин 𝑄𝑙 (либо 𝑄𝑟), с 

приоритетом по MIN_DIST и расстояний до 𝑙 (либо 𝑟). 

2. Удалить рассмотренную вершину из 𝑄𝑙  (либо 𝑄𝑟) и поместить в список 

закрытых вершин С𝑙 (либо С𝑟). 

3. Вернуть 0. 

 

Алгоритм: 

1. Если 𝑙 и 𝑟 совпадают – вернуть 1. 

2. Поместить вершины, соответствующие 𝑙 и 𝑟 в 𝑄𝑙  и 𝑄𝑟 соответственно. 

3. Пока 𝑄𝑙 либо 𝑄𝑟 не пустая: 

3.1. Если 𝑄𝑙 не пуста − выполнить процедуру рассмотрения и извлечения 

вершины из 𝑄𝑙. Если процедура возвращает 1 – возвращаем 1. 

3.2. Если 𝑄𝑟  не пуста − выполнить процедуру рассмотрения и извлечения 

вершины из 𝑄𝑟. Если процедура возвращает 1 – возвращаем 1. 

4. Вернуть 0. 

 

 



 

 

Рис. 16.  Пример: схема работы BASC при проверке равенства “P(n) + P(m)U(m, n-1)” и 

“A(n,n) + n + P(m-1)U(m, n)” 

 

Временная эффективность алгоритма: 

В самом худшем случае алгоритм в ходе работы переберет все вершины 

𝑢 и 𝑣, для которых верно условие 𝑑(𝑙, 𝑢) +  𝑑(𝑣, 𝑟) ≤ 1 (либо 𝑑(𝑙, 𝑣) +
𝑑(𝑢, 𝑟) ≤ 1), а это соответствует экспоненциальному времени работы от 

вероятного числа правил, которые могут быть применены за один переход. При 

случае естественных правильных переходов алгоритм работать значительно 

быстрее за счет рассмотрения в-основном разумных правил, применение 

которых будет делать выражения более похожими друг на друга. 
 

Описанные эвристики значительно понижают приоритеты, по которым 

рассматриваются суперпозиции правил преобразования, добавляющих в 

рассматриваемые выражения однозначно лишние переменные или функции. 

Недостаточно качественно работает ранжирование простых правил, которые 

соответствуют свойствам коммутативности, ассоциативности, и многим 

другим частоприменяемым, но при этом не очень существенно меняющим 

рассматриваемое выражение либо утверждение. 

Самым существенным это будет при проверке тех переходов, в которых 

естественно применение значительного числа простых правил 

преобразования. Так, общепринятым является совершение приведения 

однородных слагаемых в ходе одного перехода, в котором будут применяться 

суперпозиции десятков правил, от сложения до раскрытия скобок. Описанных  



 

эвристик не хватает, чтобы перебор таких правил стал достаточно 

эффективным. 

То есть, если задать часто применимым правилам такие веса, чтобы они 

могли применяться в ожидаемом при стандартном решении учебных задач 

объеме, алгоритм BASС сможет их проверять достаточно быстро. 

 
Рис. 17.  График усредненной зависимости времени работы алгоритма t (сек) от числа од-

нородных слагаемых N. 

 

3. Метод вычислительных экспериментов для проверки 

корректности преобразований 
 

Базовые идеи методов, которые основаны на вычислительных 

экспериментах, описаны в первом разделе. Основное преимущество такого 

подхода – возможность проверки корректности совершаемых переходов в 

независимости от числа применяемых в них правил. А именно, метод 

вычислительных экспериментов дает возможность проверить корректность 

вычислимых утверждений совершением серии вычислительных 

экспериментов-тестов с различными значениями параметров утверждения, 

которые проводятся с целью отыскать набор значений параметров, на котором 

утверждение не будет выполняться. Если соответствующий набор значений 

находится – утверждение полагается ложным, иначе – истинным. То есть, 

качество проверки определяется именно вероятностью классифицировать 

некорректный переход как корректный. Основной вклад в избежание 

подобных ошибок вносит алгоритм подбора совокупностей значений 

параметров, при которых утверждение будет проверяться; а именно, от 

репрезентативности таких подобранных наборов значений параметров зависит 

вероятность ошибки при проверке. 

В ходе проверке переходов над выражениями или утверждениями 

проверяются равенство или отношение порядка над символьными 



 

выражениями, эквивалентность фактов или следствие над утверждениями. 

Параметрами логических утверждений являются переменные выражений, 

которые в него входят. Так как вычисление утверждения – это результат 

вычисления логической комбинации результатов проверки входящих в него 

равенств и отношений порядка, задача проверки переходов над ними сводится 

к задаче проверки переходов над выражениями. 

Существующие алгоритмы проверки равенств дают довольно точные 

результаты при случайном подборе совокупностей значений переменных в 

большинстве случаев, кроме выражений с небольшой областью определения, 

при ней возрастает риск непопадания выбранного значения переменной в эту 

область определения. 

При проверке неравенств вероятность ошибки существенно выше, так 

как выполнение отношения порядка в каком-то числе случайных точках не 

гарантирует удовлетворения этому отношению на всей области определения. 
 

Для решения проблемы с маленькой областью определения в работе 

предлагается перенести вычисления в комплексную область. Так, если при 

взятом наборе значений символьных переменных существует неопределенное 

выражение, вычисляются значения обоих выражений в комплексных числах и 

сравниваются. Когда значения не совпадают – полагаем выражения 

неравными. 

Однако комплексный логарифм принимает бесконечное число значений 

Ln 𝑧 =  Ln (𝑟 ∗ 𝑒𝑖(𝜑+2𝜋𝑘)) = ln  𝑟 + 𝑖(𝜑 + 2𝜋𝑘), 𝑘 ∈ 𝑍. Также, бесконечное 

множество значений могут принимать комплексные функции, которые 

определяются на основе логарифма, к примеру обратные тригонометрические. 

Итак, оба выражения потенциально принимают бесконечное счетное 

множество значений. Будем фиксировать одну из голоморфных ветвей в 

каждом из вычислений многозначной функции; ту, где 𝑘 = 0, то есть будем 

считать результатом комплексного логарифма число, для которого мнимая 

часть попадает в [0; 2𝜋). 

Но тогда перестает соблюдаться равенство 

∑ Ln (𝑧𝑗)

𝑛

𝑗=1

= Ln (∏ 𝑧𝑗

𝑛

𝑗=1

) 

, так как 



 

Ln (∏ 𝑧𝑗

𝑛

𝑗=1

) = Ln (∏ 𝑟𝑗 ∗ 𝑒𝑖𝜑𝑗

𝑛

𝑖=1

) = Ln ((∏ 𝑟𝑗

𝑛

𝑖=1

) ∗ (𝑒𝑖 ∑ 𝜑𝑗
𝑛
𝑗=1 )) =

= 𝑙𝑛 (∏ 𝑟𝑗

𝑛

𝑖=1

) + 𝑖 (∑ 𝜑𝑗

𝑛

𝑗=1

− 2𝜋𝑙) = ∑ Ln (𝑟𝑗)

𝑛

𝑗=1

+ 𝑖 (∑ 𝜑𝑗

𝑛

𝑗=1

− 2𝜋𝑙) 

, где 𝑙 будет таким, что 0 ≤ ∑ 𝜑𝑗
𝑛
𝑗=1 − 2𝜋𝑙 < 2𝜋  поскольку мы возьмем 

голоморфную ветвь логарифма, в которой мнимая часть находится в [0; 2𝜋); а 

∑ Ln (𝑧𝑗)

𝑛

𝑗=1

= ∑ Ln (𝑟𝑗)

𝑛

𝑗=1

+ 𝑖 (∑ 𝜑𝑗

𝑛

𝑗=1

) 

 Получаем, что при 𝑙 отличных от нуля, сумма логарифмов неравна 

логарифму произведения. 

 Обобщая, аргументы многозначной комплексной функции могут быть 

произвольными выражениями, произвольным образом зависящими от взятого 

набора значений переменных. Будем считать, что аргумент комплексного 

числа равномерно распределен на [0; 2𝜋). Равенство будет выполняться, когда 

0 ≤ ∑ 𝜑𝑗
𝑛
𝑗=1 < 2𝜋; вероятность его выполнения равна вероятности, с которой 

сумма аргументов попадет в [0; 2𝜋). 

 Пусть 𝜉𝑗 – случайная величина, которая соответствует аргументу 

комплексного числа. Пусть  𝑝 𝜉𝑗
(𝑥)  – плотность распределения, поскольку 

распределение равномерное  𝑝 𝜉𝑗
=

1

2𝜋
. Положим эти случайные величины 

независимыми для разных комплексных чисел. Получим распределение n-

мерного вектора  (𝜉1,  𝜉2, … ,  𝜉𝑛) – равномерное распределение в n-мерном 

кубе, ребро которого равно 2𝜋. 

Покажем, что для двух логарифмов (n=2) такая вероятность равна 
1

2
: 

𝑃( 𝜉1 +  𝜉2 ≤  2𝜋) = ∫ ∫  𝑝 𝜉1
(𝑥) 𝑝 𝜉2

(𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥  
2𝜋−𝑥

0

=
2𝜋

0

 

= ∫ ∫
1

4𝜋2
𝑑𝑦𝑑𝑥

2𝜋−𝑥

0

=
2𝜋

0

∫
2𝜋 − 𝑥

4𝜋2
𝑑𝑥 =

2𝜋

0

1

2
 

 

Покажем, что для n логарифмов вероятность равна 
1

𝑛!
: 

𝑃( 𝜉1 +  𝜉2 + ⋯ +  𝜉𝑛 ≤  2𝜋) равно отношению объема множества X = 

{x = (𝑥1,  𝑥2, … ,  𝑥𝑛) |  𝑥𝑖 ≥ 0, ∑  𝑥𝑖
𝑛
𝑖=𝑛 < 2𝜋} к объему n-мерного куба. 

Объем n-мерного куба (2𝜋)𝑛. 



 

Соответственно, множество X соответствует пирамиде, которая отсека-

ется гиперплоскостью ∑  𝑥𝑖
𝑛
𝑖=𝑛 = 2𝜋 от прямого угла. Объем такой пира-

миды равен 
(2𝜋)𝑛

𝑛!
 [95]. 

Целевая вероятность равна 
(

(2𝜋)𝑛

𝑛!
)

(2𝜋)𝑛
=

1

𝑛!
. 

 Получили, что при проверке перехода между символьными 

выражениями с n логарифмами вероятность равенства символьных выражений 

в вычислительном эксперименте со случайной совокупностью значений 

переменных 
1

𝑛!
 если эти выражения равны. В случае проведения 𝑚 

вычислительных экспериментов вероятность 𝑘 равенств в вычислительных 

экспериментах получится равной 
𝑚!

(𝑚−𝑘)!∗𝑘!
∗ (

1

𝑛!
 )

𝑘
∗ (1 −

1

𝑛!
 )

𝑚−𝑘
. 

 Вероятность получения как минимум двух подтверждений равенства из 

𝑚 совершаемых вычислительных экспериментов равна разности 1 и 

вероятностей 0 и 1 успехов соответственно: 1 − (1 −
1

𝑛!
 )

𝑚
−

𝑚

𝑛!
∗ (1 −

1

𝑛!
 )

𝑚−1
; 

вероятность получения как минимум одного подтверждения равна 1 −

(1 −
1

𝑛!
 )

𝑚
. 

 

 Алгоритм: 

Вход: 2 выражения 𝑙 и 𝑟. 

Выход: 1, если 𝑙 = 𝑟; иначе 0. 

1. Выбрать желательное число вычислительных экспериментов 𝑚 = 8 ∗ 𝑛! по 

числу логарифмов 𝑛. 

2. Обрезать 𝑚 по порогу, который соответствует максимально допустимому 

числу экспериментов, выполнимому на конкретной ЭВМ за приемлемое 

время. 

3. Вычислить вероятность как минимум 2-х подтверждений равенства. Если 

больше 0.995, то 𝑒𝑥𝑝𝑒𝑐𝑡𝑒𝑑𝑒𝑞 = 2, иначе 𝑒𝑥𝑝𝑒𝑐𝑡𝑒𝑑𝑒𝑞 = 1 

4. В каждом из экспериментов: 

a. Случайно сгенерировать значения переменных в 

[−max𝑛𝑢𝑚; 𝑚𝑎𝑥𝑛𝑢𝑚], где max𝑛𝑢𝑚 – максимальная из констант в 

сравниваемых нами выражениях. 

b. Сравнить значения выражений при этих значениях переменных. Если 

они равны, то: 

i. 𝑒𝑥𝑝𝑒𝑐𝑡𝑒𝑑𝑒𝑞: =  𝑒𝑥𝑝𝑒𝑐𝑡𝑒𝑑𝑒𝑞 − 1 

ii. Если 𝑒𝑥𝑝𝑒𝑐𝑡𝑒𝑑𝑒𝑞 = 0, вернуть 1. 

5. Вернуть 0. 



 

Для неравенств описанный выше подход, который предполагает 

сравнение символьных выражений в комплексной области, не может 

использоваться, так как в ней отсутствует отношение порядка. Ключевыми 

задачами становятся подбор точек в области определения и выбор наиболее 

репрезентативных точек для сравнения в них. 

Разработанный алгоритм основывается на решении задачи минимизации 

метрик различия входных выражений итерационными методами, а именно 

комбинацией методов имитации отжига и градиентного спуска. При 

получении точки, выходящей за область определения решается задача 

минимизации модуля мнимой части метрик различия. При нахождении точки, 

в которой не выполняется проверяемое отношение порядка, оно полагается 

некорректным; если такая точка не находится, то корректным. 

 

Вход: 2 выражения 𝑙 и 𝑟, суммарно содержание n символьных 

переменных; проверяемое отношение порядка. 

Выход: 1, когда 𝑙 и 𝑟 удовлетворяют отношению порадка; иначе 0. 

 

Характеристики различия: 

• Разность 𝑙 − 𝑟 для отношений порядка 𝑙 > 𝑟 (или 𝑙 ≥ 𝑟); иначе  𝑟 − 𝑙. Если 

получается найти набор значений символьных переменных, при которых 

разность не больше 0 (или меньше 0 если отношение порядка нестрогое), 

такой набор значений является контрпримером, который опровергает 

проверяемое отношение порядка: алгоритм вернет 0. 

• Частное |𝑙|/|𝑟| когда отношение порядка 𝑙 > 𝑟 (или 𝑙 ≥ 𝑟); иначе |𝑟|/|𝑙|. 
Если получается найти набор значений символьных переменных, при 

которых рассматриваемое частное не больше 1 (или меньше 1 если 

отношение порядка нестрогое) и проверяемое отношение порядка 

нарушается, такой набор значений является контрпримером, который 

опровергает проверяемое отношение порядка: алгоритм вернет 0. 

 

Поиск подпространства, которое содержит корни разности 𝒍 и 𝒓: 

1. В разности 𝑙 и 𝑟 ищем самые быстрорастущие (быстроубывающие) 

функции. 

2. Положим max𝑛𝑢𝑚 равным максимальной из констант в сравниваемых 

символьных выражениях (если константы отсутствуют – то 1). Далее ищем 

точки в n-мерном параллелепипеде с центром в (0; 0) и с параллельными 

осям. 

3. Если положительная разность наиболее быстрорастущих (модулей 

быстроубывающих) функций и суммы модулей оставшихся функций в 

вершинах параллелепипеда и на случайно выбранных точках вне его, но в 

пределах параллелепипеда с в 2 раза более длинными ребрами, выбираем 



 

параллелепипед с ребрами 2 ∗ max𝑛𝑢𝑚 за искомое подпространство (оно с 

высокой вероятностью содержит искомый контрпример). Иначе 

увеличиваем ребра параллелепипеда в 2 раза и повторяем шаг 3. 

 

Начальное приближение: случайно генерируемый кортеж значений 

символьных переменных в n-мерном параллелепипеде. 

 

Минимальное число вычислительных экспериментов: квадрат суммы 

числа имеющихся узлов в деревьях сравниваемых выражений. 

 

Минимизация мнимой части: 

1. Пока модуль мнимой части метрики различия при рассматриваемом 

кортеже переменных больше 𝜀, параллельно: 

a. Выбираем другое случайное начальное приближение. Переходим к 

проверке условия для него. 

b. Вычисляем разностные приближения производных в точке, 

задаваемой рассматриваемым кортежем значений, в n направлениях. 

Для каждого из этих направлений подбираем бинарным поиском 

коэффициент длины шага 𝜆 с которым модуль мнимой части примет 

наименьшее значение. За следующий новый набор значений 

выбираем тот, который соответствует направлению и 𝜆, с которыми 

достигается наименьшее значение у модуля мнимой части. С этим 

набором значений символьных параметров переходим к проверке 

условия для него. 

2. При нахождении набора значений символьных параметров, который 

попадает в область определения, прерываем оставшиеся параллельно 

выполняемые итерации. 

 

Минимизация характеристики различия: 

1. Пока контрпример не нашелся и не выполнено минимальное число 

итераций, параллельно: 

a. Выбираем другое случайное начальное приближение. Переходим к 

проверке условия для него. 

b. Если функция характеристики различия автоматически 

дифференцируема, то дифференцируем, выбираем направление 

наибольшего убывания градиента. Подбираем бинарным поиском 

коэффициент длины шага 𝜆 с которым метрика различия примет 

наименьшее значение. За следующий набор значений параметров 

выбираем соответствующий 𝜆, при котором достигается наименьшее 

значение метрики различия. Переходим с полученным набором 

значений символьных параметров к проверке условия. 



 

c. Вычисляем разностные приближения производных в точке, 

задаваемой рассматриваемым набором значений, в n направлениях. 

Для каждого из направлений бинарным поиском подбираем 

коэффициент длины шага 𝜆 при котором характеристика различия 

принимает минимальное значение. За следующий набор значений 

параметров выбираем соответствующий таким направлению и 𝜆, при 

которых достигается наименьшее значение характеристики различия. 

Переходим с полученным набором значений параметров к проверке 

условия. 

 

Рис. 18.  Пример работы при проверке (𝑥 +
1

𝑥
)√𝑥 > 2√𝑥  + 0.1. 

 

Время проверки переходов, где применяется существенное число пра-

вил, в алгоритме не зависит от числа правил, только от числа символьных пе-

ременных, также сложности вычисления выражений, их области определения 

и числа многозначных функций. 

 

 
Рис. 19.  График усредненной зависимости времени работы алгоритма t (сек) от числа од-

нородных слагаемых N, которые можно привести при 5-10 различных переменных.  

 

 



 

 

4. Метод проверки корректности и тривиальности цепочек 

преобразований 
 

Назовем операциями с нулевым весом операции (и функции), такие что 

все правила, содержащие исключительно эти операции имеют вес 0 и дают 

возможность совершать все преобразования над выражениями, содержащими 

только эти операции за число шагов, которое не превышает некое натураль-

ное 𝑁, которое задается для всех переходов. 

К фрагментам символьных выражений, которые содержат только опера-

ции с нулевым весом, за один переход могут примениться любые суперпози-

ции правил преобразования если результаты их применения тоже содержат 

исключительно операции с нулевым весом. Так задаются преобразования, ко-

торыми обучающиеся владеют в совершенстве; и проверка тривиальности 

преобразований в такой ситуации не нужна.  

Такими операциями с нулевым весом являются сложение, вычитание и 

умножение. При решении задач учащиеся имеют возможность неограниченно 

преобразовывать многочлены, в том числе, приводить однородные слагаемые 

в них.  

 

Введем понятие сокращенного взвешенного ориентированного графа 

преобразований. Вершины этого ориентированного графа соответствуют вы-

ражениям или утверждениям, которые могут быть получены друг из друга пу-

тем применения преобразований над операциями с нулевым весом. Также как 

в обычном ориентированном графе, дуги в этом орграфе связывают вершины 

если и только если есть правило, в результате применения которого к эле-

менту, который соответствует стартовой вершине дуги, будет получаться эле-

мент, который соответствует конечной вершине этой дуги. Вес дуги равен 

наименьшему из весов этих правил. 
 

Пример: 

Положим операциями с нулевым весом сложение, вычитание и 

умножение. Рассмотрим задачу сократить дробь 
𝑃(𝑥)∗𝑄(𝑥)

𝑄(𝑥)
, P(x) и Q(x) – 

полиномы. 

Все дроби 
𝑃′(𝑥)

𝑄′(𝑥)
, где 𝑃′(𝑥) =  𝑃(𝑥) ∗ 𝑄(𝑥) и 𝑄′(𝑥) =  𝑄(𝑥) будут 

находиться в одном классе элементов с исходной дробью 
𝑃(𝑥)∗𝑄(𝑥)

𝑄(𝑥)
 и относиться 

к одной вершине. А полиномы, которые равны 𝑃(𝑥) будут соответствовать 



 

другому классу, так как для преобразования к нему будет необходимо 

применение правила над делением, а оно имеет не нулевой вес. 

 

Задача проверки существования пути между двумя вершинами с огра-

ничением на максимальную длину в сокращенном орграфе решается анало-

гичным алгоритмом, но требует существенно меньшего объема перебора. 

Главной задачей является определение относятся ли 2 выражения либо 2 

утверждения к одному классу. Для этого разработан алгоритм сравнения двух 

выражений либо утверждений 𝑙 и 𝑟 без применения правил CWS (Compare 

Without Substitutions): 

Вход: 2 выражения либо утверждения 𝑙 и 𝑟; список операций с нулевым 

весом. 

Выход: 1 если 𝑙 и 𝑟 относятся к одному классу; 0 иначе. 

 

Алгоритм: 

1. Заменить в 𝑙 и 𝑟 все вхождения операций с ненулевыми весами другими 

новыми переменными. При этом вхождения одних и тех же операций с 

равными аргументами заменяются одними и же переменными; в противном 

случае разными. Аргументы будут считаться равными тогда и только тогда, 

когда деревья их разбора будут полностью совпадать, либо они содержат 

только операции с нулевым весом и являются равными при проверке 

методом вычислительных экспериментов. 

Полученные после замены символьные выражения либо логические 

утверждения обозначить 𝑙′ и 𝑟′ соответственно. 

 

2. Вернуть результат проверки равенства 𝑙′ и 𝑟′ методом на основе 

вычислительных экспериментов. Проверка тривиальности не требуется, так 

как сущности, которые получены после описанной замены, содержат 

исключительно операции с нулевым весом. 

 

 

Разработанный алгоритм автоматической проверки 
Вход: цепочка преобразования выражений либо утверждений 𝑠; 

взвешенное множество допустимых правил преобразования, список операций 

с нулевым весом. 

Выход: 1 если 𝑠 корректна и тривиальна; иначе 0, а также  левый, и 

правый элементы первого некорректного либо нетривиального перехода. 

 

Алгоритм: 

1. Разбить s на переходы в сочетании с актуальными для них правилами. 



 

2. Для всех переходов между 𝑙 и 𝑟: 

2.1.  Запустить алгоритм двунаправленного перебора правил BASC для 𝑙 и 𝑟 

на сокращенном взвешенном орграфе преобразований. Для всех 

отбираемых суперпозиций правил: 

2.1.1. Применить суперпозицию к 𝑙 и 𝑟 и получить 𝑙′ и 𝑟′ соответственно. 

2.1.2. Заменить в 𝑙′ и 𝑟′ все вхождения операций с ненулевым весом 

новыми переменными. 

2.1.3. Проверить корректность перехода между 𝑙′′ и 𝑟′′ методом 

вычислительных экспериментов. Если переход корректен, перейти к 

выбору и проверке следующего перехода на шаге 2. 

2.2.  Подтверждающая переход суперпозиция правил не найдена, вернуть 0, 

𝑙 и 𝑟. 
3. Некорректные либо нетривиальные переходы не найдены, вернуть 1. 

 
 

Экспериментально установлено: разработанный алгоритм позволяет 

проверять корректность приведенных ниже цепочек преобразования с вероят-

ностью ошибки менее 0.1% и за время, не выходящее за одну секунду. 

 

 
 

 
 

 



 

 
 

В цепочках преобразований, которые решают учебные задачи на преоб-

разование формул приемлемо ограничение в 1-2 правила на переход в зависи-

мости от их сложности. Эта конфигурация дает возможность проверять почти 

все цепочки преобразования в учебных задачах за время в пределах одной се-

кунды.  

 
Рис. 21.  Усредненная зависимость времени работы алгоритма проверки перехода t, сек от 

числа правил преобразования |P| и числа правил, которые можно применять за переход N  

 
 

  



 

5. Опытная эксплуатация разработанных подходов 
 

С целью проверки удобства разработанного языка и применимости ал-

горитма студентам СПБПУ кафедры прикладной математики в ходе 3-х лет 

предлагалось решать задачи по дискретной математике на созданном языке. 

 

Пример списка предлагавшихся студентам задач: 

1. Доказать, что A(m,n) = A(m-1,n) + n*A(m-1,n-1) 

2. Выразить v из выражения: C(v+1,v) = k 

3. Доказать, что m*C(m-1,n-1) = n*C(m,n) 

4. Доказать, что V(m,n)/A(k,k-m+1) = A(m+n-1,m+n-1-k)/P(n) 

5. Доказать, что S1(m,n)*C(n) = S2(m,n)*A(2*n,n-1) 

6. Выразить x из выражения: V(x,2) = A(x,1) 

7. Выразить z из выражения: S1(z,3) = U(3,z) - 3*U(2,z) + z 

8. Выразить y из выражения: U(k,y)*C(2*y,y)/C(y) = U(k,y+1) + U(k,y) 

 

, здесь: 

• U(m,n) – число размещений с повторениями 

• A(m,n) – число размещений 

• P(n) – число перестановок 

• C(m,n) – число сочетаний 

• V(m,n) – число сочетаний с повторениями 

• S1(m,n) – число Стирлинга первого рода 

• S2(m,n) – число Стирлинга второго рода 

• B(n) – число Белла 

• С(n) – число Каталана 

 

По итогам из решавших задачи более 95% студентов решили хотя бы 

одну из задач в ходе первых 20 минут. Более 80% решили хотя бы одну за-

дачу в ходе первых 10 минут. 

 



 

 
Рис. 22.  Усредненная зависимость отношения времени решения задачи в разрабо-

танной нотации ко времени решения задач на бумаге от номера решаемой задачи 

 

Отдельно проводилась оценка экономии преподавательского времени  -  

сравнением времени, затраченного на проверку решения студентов, которые 

выполненны на бумаге, с временем, которое затрачено на настройку системы 

и обработку результатов. В итоге проверка решений «на бумаге» занимала в 

среднем в 4 раза больше времени, чем подготовка системы к их автоматиче-

ской проверке и обработка результатов. 

При этом настройка системы– разовое действие, оно может быть мас-

штабировано на большое число студентов без дополнительных временных за-

трат со стороны преподавателя. Следовательно, реальная экономия препода-

вательского времени значительно выше. 

 

 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

В работе разработан метод автоматической проверки решений типовых 

учебных задач на развитие навыков оперирования формулами. Он позволяет 

проверять и корректность, и тривиальность выполняемых учащимися 

переходов, а также удовлетворяет необходимым критериям для применения в 

образовательном процессе. 
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